DARSTELLUNGSTHEORIE KOMPAKTER
LIEGRUPPEN
WS 2012/13

J.-H. ESCHENBURG

VORBEMERKUNG

Dies ist das Skriptum zu meiner Vorlesung iiber kompakte Liegrup-
pen und ihre Darstellungen, die ich im Wintersemester 2012/13 an
der Universitdt Augsburg gehalten habe. Meine wichtigste Quelle war
[Hsiang], dazu [Adams] und [Brocker/Tom-Dieck], am Anfang auch
[Fulton-Harris|. Darstellungen einer Gruppe sind Homomorphismen in
eine Matrizengruppe. Es geniigt, die irreduziblen Darstellungen zu un-
tersuchen, die nicht direkte Summe zweier anderer Darstellungen sind.
Die Vorlesung hatte drei Teile:

I. Mittelung iiber kompakte Gruppen,
II. Liegruppen und Liealgebren,
[TII. Der Satz von Peter und Weyl.

Im ersten Teil wird bereits die wichtige Methode der Mittelung
(Schwerpunktbildung) iiber eine Bahn einer Darstellung eingefiihrt, die
die Kompaktheit der Gruppe voraussetzt. Die wichtigste Konsequenz
ist das Irreduzibilitétskriterium von Schur: Eine Darstellung ist irredu-
zibel genau dann, wenn das normierte Integral iiber ihre Spur (Charak-
ter) gleich Eins ist. Im zweiten Teil werden die analytischen Hilfsmittel
der Liegruppentheorie zur Verfiigung gestellt. Sein Hohepunkt ist die
Weylsche Charakterformel, die mit Hilfe des Irreduzibilitatskriteriums
und der Geometrie der Liegruppen die Charaktere der irreduziblen Dar-
stellungen kennzeichnet. Der dritte Teil zeigt, warum der Raum der
stetigen Funktionen auf einer Gruppe bereits sémtliche Darstellungen
enthélt und sich daraus zusammensetzt; dafiir miissen wir einen Aus-
flug in die Funktionalanalysis unternehmen.

Ich danke den Horern fiir ihre Geduld und Aufmerksamkeit und Chri-
stoph Kawan fiir die ausdauernde und effektive Unterstiitzung. Erich
Dorner mochte ich danken fiir zahlreiche Hinweise. Ich bin auch wei-
terhin fiir jeden Hinweis auf Fehler oder Ungereimtheiten dankbar.

Date: 13. Méarz 2013.
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[. Mittelung iiber kompakte Gruppen

1. LIEGRUPPEN UND IHRE WIRKUNGEN

Gruppen dienen zum Beschreiben von Symmetrie: Wiederkehr der
gleichen Struktur an anderem Ort. Dies beschreiben wir durch Trans-
formationen, die zwar den Ort verdndern, aber die Struktur erhalten,
so dass wir kaum oder gar nicht in der Lage sind, die durch die Trans-
formation geschehene Verdnderung wahrzunehmen. Solche Symmetrie-
transformationen bilden eine Gruppe, denn Verkettungen und Umkeh-
rungen von Symmetrietransformationen sind wieder solche, und die
identische Abbildung id (das Neutralelement) ist es allemal. Ein einfa-
ches Beispiel bildet die Drehgruppe des Wiirfels. Dabei wird ein Wiirfel
mit Kanten parallel zu den Koordinatenachsen in eine andere Position
der gleichen Art gedreht. Es gibt 6-4 = 24 solche Positionen, denn jede
der 6 Flachen kann nach oben zeigen, und danach kann noch jede der
4 Kanten dieser Flache nach vorne gedreht werden. Bei jeder dieser 24
Drehungen werden die vier Raumdiagonalen des Wiirfels permutiert,
und die Permutation legt die Drehung fest. Da es 4! = 24 Permutatio-
nen von 4 Gegenstinden gibt, kommt jede Permutation genau einmal
vor. Die Wiirfelgruppe ist demnach die Permutationsgruppe Sy, oder
anders gesagt, die Gruppe Sy operiert als Transformationsgruppe auf
der Menge der Punkte des Wiirfels.

Lassen Sie uns den Begriff “Gruppe” und “Operation” prézisieren.
Die Gruppen, die wir betrachten, sollen in die Analysis passen und
daher selbst differenzierbare Mannigfaltigkeiten sein, namlich Liegrup-
pen.! Eine Liegruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit? G' mit

1Sophus Lie, 1842 - 1899, norwegischer Mathematiker

2 Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Raum, der lokal wie der R” aus-
sieht, aber global nicht mehr; er ist aus offenen Mengen des R™ zusammengeklebt.
Man denke an die Sphire, die Kugelfliche. Jahrtausendelang hielt man die Erd-
fldche fiir platt, weil man die kleine Wolbung nicht sehen konnte. Da eine diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit nicht notwendig eine Teilmenge eines R™ ist, brauchen
wir zunéchst einen allgemeineren Begriff, der den R™ ersetzt, den Begriff des topolo-
gischen Raums. Das ist eine Menge X mit einer Menge von Teilmengen von X, ge-
nannt “offene Mengen”, die die Eigenschaften der offenen Teilmengen des R™ (Teil-
mengen, die mit jedem ihrer Punkte auch noch einen kleinen Ball um diesen Punkt
enthalten) haben: Endliche Schnitte und beliebige Vereinigungen offener Mengen
sind offen, und die leere Menge () und der ganze Raum X sind ebenfalls offen. Ab-
bildungen f : X — Y zwischen topologischen Rdumen heiflen stetig, wenn Urbilder
offener Mengen offen sind: U C Y offen = f~1(U) C X offen. Ein Hausdorff-Raum
ist ein topologischer Raum X, in dem je zwei Punkte x # y € X disjunkte of-
fene Umgebungen haben, also offene Mengen U,V in X mit x € U, y € V und
UNV = (. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-Raum X, der
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einer Gruppenstruktur, also einer Abbildung y : G x G — G,
w(g,h) = gh, der Gruppenmultiplikation, und einer zweiten ¢ : G —
G, 1(9) = g', der Inversion, mit den iiblichen Gruppengesetzen
g(hk) = (gh)k und gg~' = g7'g = e und ge = eg = g fiir alle
g,h,k € G, wobei e das Neutralelement von GG bezeichnet, und die
beiden Abbildungen p und ¢ sind differenzierbar.® Liegruppen kennen
Sie schon sehr viele, praktisch alle Beispiele von Gruppen, die Sie ken-
nen, sind Liegruppen: Alle endlichen Gruppen (allgemeiner: alle dis-
kreten Gruppen, zum Beispiel die Translationen um ganzzahlige Vek-
toren im R") sind null-dimensionale Liegruppen. Hoher-dimensionale
Beispiele sind die Vektorgruppe (R, +), speziell (R, +), denn Addition
und Subtraktion sind differenzierbar. Sodann die Matrixgruppen* wie
GL, = {A € R™" : det A # 0}, die Generelle Lineare Gruppe; das ist
eine offene Teilmenge des Matrizenraums R™ = R™*" das Urbild der
offenen Menge R\ {0} unter der stetigen Abbildung det : R"*" — R
(die Determinante ist ja eine Summe von Produkten von Matrixkoeffi-
zienten und damit stetig, sogar differenzierbar). Diese Matrizenmenge
bildet eine Gruppe mit der Matrix-Multiplikation und der Inversion
als Gruppenoperationen und der Einheitsmatrix als Neutralelement,
denn Produkt und Inverse von Matrizen mit Determinante # 0 haben
wieder Determinante # 0. Auerdem sind diese Matrixoperationen dif-
ferenzierbar: Das Produkt ist ein quadratisches Polynom und die Inver-
sion eine rationale Funktion, denn sie besteht aus Unterdeterminanten
geteilt durch die Determinante. Viele Untergruppen der GL(R™) sind

lokal euklidisch ist, d.h. zu jedem z € X gibt es eine offene Umgebung U von x in X
und eine offene Menge V' in R™ sowie einen Homdomorphismus (eine umkehrbare
stetige Abbildung, deren Umkehrabbildung auch wieder stetig ist) ¢ : U — V. So
einen Hom6omorphismus ¢, der eine offene Teilmenge von X mit einer offenen Teil-
menge von R"™ identifiziert, nennen wir Karte, und eine Uberdeckung von X durch
Karten heifit ein Atlas. Fiir zwei Karten ¢; : U; — V;, ¢ = 1,2, mit U; NUs # O gibt
es eine Ubergangsabbildung qﬁgqﬁl_l : 91 (U NU2) = ¢o(Up NUs); dies ist eine Abbil-
dung zwischen offenen Teilmengen des R”. Wenn alle diese Ubergangsabbildungen
differenzierbar sind fiir je zwei Karten aus einem Atlas, dann nennt man X mit so
einem Atlas (“differenzierbarer Atlas”) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

3Wenn eine Gruppe G nur ein topologischer Raum ist statt einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit und die Gruppenoperationen stetige Abbildungen sind, dann
nennt man G eine topologische Gruppe.

“Eine Matrizgruppe ist eine Untermannigfaltigkeit G des Matrizenraums R™*",
die die Einheitsmatrix I enthélt und abgeschlossen ist unter dem Matrixprodukt
und der Inversion: Sind A, B € G, dann auch AB € G, und jedes A € G ist
invertierbar mit A~! € G.
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wieder Liegruppen, z.B. SL, (Matrizen mit Determinante 1, die Spe-
zielle Lineare Gruppe oder O,, (Matrizen A mit ATA = I, die ortho-
gonalen Matrizen) oder SO,, = O,, N SL,, die Spezielle Orthogonale
Gruppe oder Drehgruppe. Um dies zu zeigen muss man etwas arbei-
ten und den impliziten Funktionensatz anwenden, denn diese Gruppen
sind durch nichtlineare Gleichungen definiert. Entsprechende Gruppen
gibt es auch iiber C (und teilweise auch iiber H).

Eine Operation oder Wirkung einer Liegruppe G auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X ist eine differenzierbare Abbildung
¢ GxX — X, ¢(g,x) = ¢4(xr) = gz mit den beiden Eigen-
schaften (1) ex = x und (2) g(hx) = (gh)zx fiir alle g,h € G und
r € X; insbesondere folgt ¢! (gz) = (97 'g)r = ex = x. Die Abbildung
¢g : X — X, x — gz ist also umkehrbar mit Umkehrabbildung ¢,-1.
Als Einschrankung der differenzierbaren Abbildung ¢ auf {g} x X ist ¢,
selbst differenzierbar, also ein Diffeomorphismus, eine differenzierbare
und umkehrbare Abbildung, deren Umkehrung auch wieder differen-
zierbar ist. Die Diffeomorphismen einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X bilden selbst eine Gruppe Diff(X),”> und eine Wirkung auf
X ist ein Gruppenhomomorphismus g — ¢,: G — Diff(X), denn (1)
und (2) bilden das Homomorphiegesetz: ¢. = id (das ist das Neutral-
element von Diff (X)) und ¢,¢n, = ¢gn. Wenn dieser Homomorphismus
auch noch injektiv ist, dann erhalten wir durch den Homomorphismus
g — ¢, einen Isomorphismus von G auf eine Untergruppe von Diff (X)),
also wird G zu einer Transformationsgruppe von X, so wie S4 zu einer
Transformationsgruppe des Wiirfels wurde.

2. LINEARE WIRKUNGEN ODER DARSTELLUNGEN

In dieser Vorlesung wollen wir eine besondere Beispielklasse von Wir-
kungen studieren, die linearen Wirkungen oder Darstellungen. Dabei
ist X ein Vektorraum V iiber R, C oder H und die ¢, sind nicht belie-
bige Diffeomorphismen, sondern lineare Abbildungen, also (wegen der
Umkehrbarkeit) lineare Isomorphismen von V. Der Homomorphismus
g — ¢, hat damit Werte in einer kleinen Untergruppe von Diff(V),
der Gruppe GL(V) aller invertierbaren linearen Abbildungen von V'
nach V. Eine Darstellung von GG kann daher einfach definiert werden
als ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus G — GL(V), der

SWeil Diff(X) sehr groB ist (unendlich-dimensional), ist es nicht leicht, dieser
Gruppe eine Struktur als Liegruppe zu geben; das wiirde einen Begriff unendlich-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten (genauer Fréchet-Mannigfaltigkeiten) bendtigen.
Unsere Mannigfaltigkeiten und Liegruppen werden immer endlich-dimensional sein.
Aber Diff(X) mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz ist natiirlich eine
topologische Gruppe.
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jetzt meist nicht mit ¢, sondern mit p (rho wie representation) bezeich-
net wird. Beachten Sie, dass GL(V) selbst eine Liegruppe ist, wenn V'
endlich-dimensional ist, also V' = R™. Der Vektorraum V' einer Darstel-
lung p: G — GL(V) heiit auch G-Modul.

Warum wollen wir uns gerade mit linearen Wirkungen beschéftigen?
Sie haben eine universelle Bedeutung in zweifacher Weise: Zum Einen
entstehen viele Wirkungen durch Einschrénkung von linearen Wir-
kungen, zum Beispiel die Wirkung der Gruppe O, auf der Sphére
S = {x € R" : |z| = 1}; eigentlich wirkt O,, linear auf R" (Ma-
trix mal Vektor gibt Vektor), aber da jedes A € O, die Norm jedes
Vektors erhélt, |[Az| = |z|, bleibt die Sphére invariant unter dieser
Wirkung. Viele Beispiele sind von dieser Art, auch unser Eingangs-
beispiel der Wiirfelgruppe, denn die Wiirfeldrehungen sind Elemente
der vollen Drehgruppe SO3; und wirken damit linear auf dem ganzen
R3. Zum Anderen ist jede Wirkung mit einer linearen Wirkung ver-
bunden, der Isotropiedarstellung. Ist namlich ® : G x X — X eine
beliebige Wirkung, so nennen wir fiir jedes x € X die Untergruppe
G, = {9 € G: ¢4(x) = x} die Isotropiegruppe oder Standgruppe oder
Stabilisator des Punktes x. Eine beliebige differenzierbare Abbildung
v : X — X hat eine Ableitung an jeder Stelle x € X; das ist eine linea-
re Abbildung Dy, : T, X — T, X zwischen den Tangentialrdumen
von X in den Punkten z und ¢(z).° Wenn ¢(x) = z, so ist Dy, eine
lineare Abbildung auf T, X. Fir ¢ = ¢, trifft das zu, falls g € G,,
und wegen der Kettenregel (D¢y). (Do) = (Ddgdn)e = (Dgp), fiir
g,h € G, ist die Abbildung p : G — GL(T,X), g — (D¢,), eine
Darstellung, die Isotropiedarstellung.

Ein weiterer Grund, der fiir die linearen Wirkungen spricht, sind
die Konstruktionen, die die lineare Algebra zur Verfiigung stellt, um
aus gegebenen Darstellungen neue zu machen: Sind p; : G — GL(V})
zwei Darstellungen, so kénnen wir zum Beispiel daraus die direkte
Summe bilden, die Darstellung p = p1 @ ps : G — GL(V; & W),

6Der Tangentialraum von X in z ist so etwas wie eine kleine euklidische Umge-
bung von z, zum ganzen Vektorraum ausgedehnt. Eine genauere Vorstellung: T, X
enthilt die Tangentenvektoren ¢’(0) von differenzierbaren Abbildungen (“Kurven”)
c: (—€€) = X mit ¢(0) = . Allerdings ist so ein Tangentenvektor erst definiert,
wenn wir eine der Kartenabbildungen ¢ hinter die Kurve ¢ schalten und in den R™
abbilden. Aber wir kénnen sagen, wann zwei Kurven ¢, ¢ : (—e¢,¢) — X mit ¢(0) =
x = ¢(0) den gleichen Tangentenvektor haben, ndmlich wenn (¢c)’(0) = (¢¢)'(0)
fiir eine Karte ¢ des differenzierbaren Atlas (vgl. Fufinote 2). Dann kénnen wir den
Tangentenvektor ¢/(0) ersetzen durch die Klasse [¢] aller Kurven, die den gleichen
Tangentenvektor haben. Dies ist nur eine von mehreren Arten, den Tangentialraum
einzufiihren.
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p(g)(v1,v9) = (p1(g)v1, p2(g)v2). In Matrixschreibweise wére p(g) die

Blockdiagonalmatrix p(g) = (p 189) p;zg) > Interessanter ist die Umkeh-

rung: Welche Darstellungen p : G — GL(V) lassen sich auf diese Weise
zerlegen? Wenn das moglich ist, wiirde man eine solche Darstellung
zerlegbar nennen, wenn nicht, unzerlegbar. Wenn wir alle Darstellungen
bestimmen wollen, wird es ausreichen, die unzerlegbaren zu kennen.

Es gibt weitere Konstruktionen. Besonders wichtig fiir uns ist die
Darstellung p = Hom(py, p2) auf dem Vektorraum Hom(Vi, V2), gege-
ben durch die Konjugation:

(1) p(9)f = p2(9)fri(9)”"

fiir jedes f € Hom(V, V). Wir werden Darstellungen pq, po dquivalent
nennen, wenn es einen Isomorphismus f : Vi — Va gibt mit p(g)f = f
fiir alle g € G, also f = pa(g) fp1(g)~! oder besser

(2) p2(9)f = fri(g)

fiir alle ¢ € GG. Dann iberfiihrt der Isomorphismus f die G-Wirkung
p1 auf V) in die G-Wirkung p, auf V5 und identifiziert die beiden
Réume mit ihrer G-Wirkung. Aquivalente Darstellungen werden als
nicht wesentlich verschieden angesehen; wir werden also versuchen, alle
unzerlegbaren Darstellungen bis auf Aquivalenz zu bestimmen. Allge-
meiner heifit eine (nicht mehr notwendig bijektive) lineare Abbildung
f Vi = Va, die (2) erfiillt, ein Homomorphismus von G-Moduln, kurz
G-Homomorphismus oder G-Abbildung.

3. IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN UND CHARAKTERE

Den etwas schwierigen Begriff “zerlegbar” ersetzen wir durch einen
einfacheren: Eine Darstellung p : G — GL(V) heifit reduzibel, wenn es
einen echten Unterraum W C V' (also nicht W = {0} oder W = V)
gibt, der unter p(G) invariant ist, p(g)W C W fir alle ¢ € G,
und sie heifit irreduzibel, wenn es keinen solchen Unterraum W gibt.
Zunéchst ist “reduzibel” schwicher als “zerlegbar”: Wenn es sogar
eine G-invariante Zerlegung gibt, dann erst recht einen invarianten
Unterraum. Wir werden aber sehen, dass fiir kompakte Gruppen die
Aquivalenz gilt. Die Stirke des Begriffs “irreduzibel” liegt in dem fol-
genden einfachen Satz, dem Lemma von Schur:”

Satz 3.1. Ist f : Vi, — V4 ein Homomorphismus zwischen irreduziblen
G-Moduln Vi und Vs, so ist f entweder ein Isomorphismus oder die

ssai Schur, 1875 (Mogiljow am Dnjepr) - 1941 (Tel Aviv), lehrte in Berlin, 1939
aus Deutschland vertrieben



KOMPAKTE LIEGRUPPEN 7

Nullabbildung. Ist Vi = Va ein C-Vektorraum und p;(G) C GLc(V) (pi
komplexe Darstellung) fir i = 1,2, so gilt f = M\ fiir ein X\ € C.

Beweis. Da ker f und Bild f offensichtlich G-invariante Unterrdume
von Vi bzw. V5 sind, sind beide Null oder der ganze Raum, also ist
f bijektiv oder Null. Wenn V; = V5 Vektorrdume iiber C und alle
Abbildungen komplex linear sind, besitzt f einen Eigenwert A € C.
Dann hat die G-Abbildung f — A\I einen Kern # 0 und ist daher wegen
der obigen Alternative “Null oder Isomorphismus” die Nullabbildung,
also ist f = Al. O

Dieser Satz hat viele bemerkenswerte Anwendungen. Richtig gut an-
wendbar wird er allerdings erst, wenn wir Methoden gefunden haben,
solche G-Homomorphismen zu konstruieren. Fiir kompakte Gruppen
wird das die Mittelungsmethode sein, die wir im néchsten Abschnitt
kennen lernen werden. Eine Anwendung, die wir sofort sehen konnen,
ist die folgende:

Korollar 3.1. Jede irreduzible komplexe Darstellung p : G — GL(V)
emner kommutativen Liegruppe G ist eindimensional.

Beweis. Wegen p(g)p(h) = p(h)p(g) ist f = p(h) ein G-Homomorphis-
mus fiir jedes h € G (vgl. (2)), also p(h) = A(h)I fiir alle h € G. Damit
ist jeder Unterraum G-invariant. Wegen der Irreduzibilitdt kann V' also
keine echten Unterrdume besitzen, d.h. dim¢ V' = 1. U

Zur weiteren Untersuchung stellen sich die folgenden Fragen fiir die
Darstellungen einer Liegruppe G-

(1) Ist “irreduzibel” das gleiche wie “unzerlegbar”? In diesem Fall
konnten wir jede Darstellung p in irreduzible Teildarstellungen
zerlegen: p = p; @ - - - @ py mit p; irreduzibel.

(2) Wie erkennen wir irreduzible Darstellungen?

(3) Wie klassifizieren wir irreduzible Darstellungen bis auf Aqui-
valenz?

Wir werden sehen, dass diese Fragen im Fall kompakter Gruppen eine
befriedigende Antwort finden. Zur Frage (3) konnen wir schon jetzt
einen Beitrag leisten. Die Frage stellt sich fiir beliebige Darstellungen:
Wie erkennen wir, dass zwei Darstellungen p; : G — GL(V;), i =
1,2, dquivalent sind? In einer Richtung koénnen wir die Frage schon
beantworten. Wenn p; ~ po, dann gibt es einen Isomorphismus f :
Vi — V5, der die beiden Wirkungen verbindet; insbesondere kénnen
wir also Vi = V5 = R”™ annehmen. Dann wird f eine invertierbare
n X n-Matrix mit

(3) p2(9) = fpi(g)f~!
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fiir alle g € G, vgl. (1). Die beiden Matrizen py(g) und p1(g) sind also
konjugiert und haben deshalb die gleiche Spur.® Wir definieren daher
fiir jede Darstellung p : G — GL(V) iiber K € {R, C} die Funktion

(4) Xo: G =K, x,(9) = Spurp(g),

den sog. Charakter von p. Weil Spuren konjugierter Matrizen gleich
sind, sehen wir sofort:

Satz 3.2.
P17~ P2 = Xpi = Xpz-

Damit konnen wir zwar noch nicht entscheiden, ob zwei gegebene
Darstellungen p; und ps dquivalent sind, aber immerhin, ob sie nicht
daquivalent sind: Wir rechnen die beiden Charaktere aus; wenn diese
sich nur an einer Stelle ¢ € G unterscheiden, sind die Darstellungen
indquivalent. Wir werden sehen, dass fiir kompakte Gruppen auch die
Umkehrung gilt.

4. KOMPAKTE GRUPPEN UND MITTELUNG

Ein Fizpunkt einer Darstellung p : G — GL(V) ist ein v € V
mit p(g)v = v fiir alle ¢ € G. Der Ursprung ist natiirlich immer
ein Fixpunkt. Fixpunkte sind besonders interessant fiir die Darstellung
p = Hom(py, p2) auf Hom(V;, V3), denn ein Fixpunkt dieser Darstellung
wiére ja ein G-Homomorphismus, iiber den wir nach dem Schur-Lemma
schon einiges wissen. Wir wollen deshalb versuchen, solche Fixpunkte
zu konstruieren.

Wenn G eine endliche Gruppe ist (|G| die Anzahl ihrer Elemente),
dann ist das ganz einfach: Zu jedem x € V bilden wir den Orbit (die
Bahn)

(5) Gr={p(g)r:g€G}CV
und betrachten deren arithmetisches Mittel, den “Schwerpunkt”

(6) s(Gx) = €] Zp

geG
Offensichtlich ist dies ein Fixpunkt, denn fﬁr jedes h € G gilt
p(h)s( |Zp e |Zp hg)z = s(Gx),
geG geq
denn die Verschiebung des Arguments von g zu hg édndert nur die Rei-

henfolge der Summanden.

8Erinnerung: Spur A = >; Gii, also Spur AB = Z -a;;b;; = Spur BA und damit
Spur SRS~—! = Spur S"'SR = Spur R.
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Wenn G eine kompakte Liegruppe ist, miissen wir die Summe durch
ein Integral ersetzen. Dazu benétigen wir ein Mafl dg auf G, mit dem
wir den gleichen Schluss durchfithren kénnen, wobei |G| = [ dg jetzt
das Volumen von G bezeichnet:

p(h)s(Gx) |G\/ g)xdg = |G\/ p(hg)x dg = s(Gx).

Das MaBl dg muss also die Eigenschaft haben, dass fiir die V-wertige
Funktion f(g) = p(g)z gilt:

/f dg—/fhg

Ein solches Mafl nennt man linksinvariantes Mafl oder Haarmaf. Fiir
Liegruppen erhilt man es, indem man eine Determinante w auf dem
Tangentialraum 7T,G festlegt, also eine antisymmetrische d-Linearform
(d = dimG); dazu muss man nur eine Basis des Vektorraums 7,G
festlegen, die unter der d-Form den Wert Eins bekommt; mit Hil-
fe der Linkstranslationen L, : G — G, L,(g) = hg iibertrdgt man
diese Determinante auf jeden Tangentialraum 7;G. Hat man nun ei-
ne lokale Parametrisierung (Umkehrung einer Karte) ¢ : RY — G
und eine stetige Funktion f : G —) V' mit kompaktem Trager im
Bild von ¢, so definiert man [, f(g)dg = [ga f(o(u))] det Dy du,

wobei det Dy, = w(Dcpuel,...,Dgoued) Nach Substltutlonsregel ist
dies unabhangig von der Wahl der Parametrisierung ¢. Aulerdem gilt
Jo f(9)dg = [ f(hg)dg: Statt ¢ benutzt man auf der rechten Seite
die Parametnswrung © = Lpp.

Alternativ dazu kann man das Haarmaf fiir kompakte topologische
Gruppen folgendermaflen konstruieren. Es geniigt, R-wertige stetige
Funktionen zu betrachten, also den Raum C(G). Wir suchen einen
Mittelungsprozess, der jeder Funktion f € C(G) ein Mittel f zuord-
net. Dazu betrachten wir die Menge Eg = {A C G : A endlich} der
endlichen Teilmengen von G und definieren fiir jedes A € E¢g die Funk-
tion f4 € C(G), das partielle Mittel von f iiber A:

4(9) ‘A’Zfag

acA

Wegen der Kompaktheit von G ist f sogar gleichmdfiig stetig. Das ist
der aus der Analysis 1 bekannte Begriff:

ve>035>0vx,y€G |I‘ - y| < o = |f(y) - f(.flf)| <€,

nur ersetzen wir “|z —y| < ¢” durch die Bedingung, dass y 'z in einer
kleinen Umgebung von e € G liegt und in diesem Sinn z und y nahe
beieinander liegen.



10 J.-H. ESCHENBURG

Lemma 4.1. Jede stetige Funktion f : G — R ist sogar gleichmdjig
stetig:

(7) Ves0duseVayea yilx cU=|fly) - flo)| <e

Beweis. Andernfalls wiirde gelten:

E|e>0vUBeEIJU,y€G yilm eUAN ’f(y) - f(l')l > €

Dann finden wir auch Folgen wy, yx in G mit y, 'z, — e, und dennoch
|f(yx) — f(ar)| > €2 Wegen der Kompaktheit konnten wir annehmen
(Ubergang zu Teilfolgen), dass x, — x und y, — y. Dann wire y~to =
limy, 'z), = e, also y = x, aber |f(y) — f(z)| > €, ein Widerspruch! O

Es folgt, dass die Funktionenmenge Ay = {f4 : A € E¢} gleichgradig
stetig ist, d.h. die Bedingung (7) gilt mit derselben Einsumgebung U
sogar fiir alle f4 € Ay. Dies ist klar aus dem Mittelungsprozess, denn
mit (7) folgt auch |f(ay) — f(ax)| <€, da (ay)*(az) = y~'z € U, und
somit folgt |£a(y) — fa(@)| < & XoenlFlay) — flaz)| < e

Um das Mittel von f iiber ganz GG zu konstruieren, betrachten wir
das Funktional

w(f) :=max f —min f > 0.

Maximum und Minimum existieren ja, weil G kompakt und f stetig
ist. Wegen des Mittelungsprozesses folgt max f4 < max f und min f4 >
min f, also

w(fa) S w(f)-

Dann gibt es eine Folge A in Eg mit w(fa,) — w, = inf{w(fa) :
A € Eg}. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit und der Beschrénktheit
der Funktionen f4, konvergiert eine Teilfolge gleichméflig gegen eine
Funktion f auf G, und es gilt w(f) = w,.

Dann muss f konstant sein: Andernfalls kénnten wir noch eine Menge
A € Eg finden mit w(fa) < w(f) = wo. Da w((fa,)a) = w(fa), wire
auch w((fa,)a) < w,, ein Widerspruch, weil (fa,)a = faa, € Ap2°
Diese Konstante f ist das gesuchte Mittel, das in dem vorigen Beweis

& f £ (9) dg war.

9Hierzu brauchen wir vielleicht gewisse Voraussetzungen an die Topologie von
G, zum Beispiel dass es eine Folge von ineinander enthaltenen kompakten Umge-
bungen U, von e gibt mit (), Uy = {e}. Sicher stimmt der Schluss, wenn G eine
Mannigfaltigkeit ist.

0Djeses Argument muss naher ausgefiihrt werden, vgl. L.S. Pontrjagin: Topolo-
gical Groups.
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5. EXISTENZ EINES INVARIANTEN SKALARPRODUKTS

Gegeben sei eine Darstellung p : G — GL(V) auf V = R” und ein
Skalarprodukt ( , ), auf V. Wir schreiben gv statt p(g)v. Die Gruppe
G sei kompakt und dg sei ein linksinvariantes Mafl auf G, oBdA mit
Volumen FEins. Dann ist

®) (v, w) = /G (g, gw)o dg

ein G-invariantes Skalarprodukt auf V| d.h. G liegt in der orthogona-
len Gruppe beziiglich dieses Skalarprodukts, denn fiir jedes h € G ist
(hv, hw) = [ (ghv, ghw),dg = [,{gv,gw),dg = (v,w). Eine Konse-
quenz davon ist der folgende Satz:

Satz 5.1. Jede Darstellung p : G — V st vollstindig reduzibel, d.h.
sie zerfdllt in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass V' ein G-invariantes Skalarpro-
dukt tragt, also p(g) € O(V) fiir alle ¢ € G. Wenn ein Unter-
raum W C V invariant unter p(g) ist, dann gilt das gleiche fiir
Wt ={veV:(v,W)=0}, also ist mit W auch W+ invariant unter
G, und V zerfillt in eine G-invariante direkte Summe V = WaeW-+. O

Wenn V' sogar ein komplexer Vektorraum ist, d.h. eine kompleze
Struktur besitzt, eine Matrix J € GL(V) mit J?> = —I (die Skalarmul-
tiplikation mit i = y/—1), dann konnen wir unser anfingliches Skalar-
produkt ( , ), invariant unter J wihlen. Wenn p : G — GL(V) dann
sogar eine komplexe Darstellung ist, d.h. wenn p Werte in GL¢(V) =
{A € GL(V) : AJ = JA} hat, dann ist auch das gemittelte Ska-
larprodukt (8) J-invariant und definiert auf V' auch ein hermitesches
Skalarprodukt

(9) (v,w) = (v,w) +i(Jv,w) .

Damit wird p sogar eine unitire Darstellung, d.h. jedes p(g) liegt in der
unitdren Gruppe U(V') beziiglich (9).

6. ORTHOGONALITAT DER CHARAKTERE

Wir betrachten jetzt komplexe Darstellungen auf komplexen Vek-
torrdumen V' und W. Sind V, W irreduzible G-Moduln, so gilt nach
dem Schurlemma:!!

Homg(V, V) = {A: X eC},

(10) Homg (V, W) = (0} falls V ¢ W.

Hpir zwei Darstellungsmoduln V; W von G schreiben wir V'~ W, wenn die
zugehorigen Darstellungen auf V' und W dquivalent sind.
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Diese Beobachtung ist niitzlich, weil wir andererseits mit der Mit-
telungsmethode Elemente von Home(V, W) konstruieren konnen. Ist
némlich A € Hom(V, W), dann ist [, gAg~'dg € Homg(V, W).

Wenn V und W also irreduzibel und indquivalent sind, dann muss
Jo9Ag'dg = 0 gelten, fiir alle A € Hom(V,W). Dies wenden wir an
auf die Basismatrizen A = E;;, wobei wir Basen auf V' und W vorge-
ben miissen; die linearen Abbildungen £;; : V' — W bilden das i-te
Basiselement von V' auf das j-te von W ab und alle anderen Basisele-
mente auf Null; sie bilden eine Basis von Hom(V, W'). Wenn V und W
indquivalent sind (oder im reduziblen Fall keine gemeinsamen Faktoren
haben), erhalten wir damit

G

Nach dem vorigen Abschnitt diirfen wir annehmen, dass wir G-
invariante hermitesche Skalarprodukte auf V' und W gewéhlt haben
und dass die Basen unitér sind; dann wird jedes g € G zu einer unitéren
Matrix (p(g),s) auf V' = C" und (p(g)p,) auf W = C™. Fir Matri-

zen A auf W und B auf V mit Koeflizienten ag, und by, erhalten wir
(AEZ]B)qT == aquir-12 Fur A = ﬁ(g) und B = p(g)* = p(g)T erhalten

wir daher aus (11):

(12) /G 5(9)2(@),s dg = 0

fiir alle moglichen Indizes ¢, 7,4, j.

Wenn dagegen nur eine irreduzible Darstellung (V, p) gegeben ist
(p = p), dann ist Homg(V, V') = CI und fiir jedes A € Hom(V, V') gibt
es eine Zahl A € C mit fG gAg~—'dg = M. Das \ liisst sich aus der Spur
berechnen:

Spur(Al) = Spur (/ gAg_ldg) = / Spur(gAg~")dg = Spur A,
G G

also erhalten wir An = Spur A und damit

1
(13) / gAg~tdg = ~SpurA-1T.
G n
Auf die Basismatrizen A = E;; angewandt finden wir
N 1
(14) /GgEijg tdg = 55@]7

121813 B = (bl,...,bn) mit b,« = Zs bs,«es so ist Eijbr = birej, also EWB =
(bﬂej, ey bmej) = biej mit bl = (bﬂ, ‘e 7bzn) Wenden wir A = (CLl7 PN ,am)
darauf an, so erhalten wir AE;;B = (bjaj,...,bina;) = blaj, also (AE;;B)g =
biraqj.
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oder in der Matrixdarstellung (p(g),y) beziiglich einer unitéren Basis,
dhnlich wie in (12)

— 1
(15) / P(9)aiP(9)p; dg = —0ii0pq.
G n
Wir haben also gezeigt:

Satz 6.1. Fiir zwei indquivalente irreduzible unitdre Darstellungen p, p
einer kompakten Liegruppe G gilt:

/5(9)qjmm‘d9 = 0,
G

- 1
/ (9 ip(9).dg = 66,0
G n

Fir die Charaktere x,, x5 (Spuren von p, p) folgt insbesondere:
(16) / Xp(9)xo(9)dg = 0,
(17) / Ix,|°dg = 1.

Beweis. Die ersten beiden Gleichungen sind (12) und (15). Die beiden
anderen Gleichung folgen, weil x,(g) = >, p(g).; daraus folgt (16)
und auch (17), denn mit (15) ist

/xp 99 dg—Z/ = Z%—

4

Satz 6.2. Zwei komplexe Darstellungen p,p sind dquivalent genau
dann, wenn ihre Charaktere (als Funktionen auf G) gleich sind, x, =
Xp- Eine kompleze Darstellung p : G — GLc(V') ist irreduzibel genau
dann, wenn [, |x,(9)]>dg =1 (Irreduzibilititskriterium,).

Beweis. Die Darstellung p zerfillt in irreduzible Teile, p = ). m;p;
d.h. der Darstellungsmodul V' ist eine G-invariante orthogonale direkte
Summe V' = ). V;, und die Teildarstellung p(g)|y, ist m;-fache direkte
Summe einer einzigen irreduziblen Darstellung p;, wobei p; ¢ p; fiir
i # j. Die Multiplizitdten m; ersieht man aus x,, denn nach (16) und
(17) ist [, XpXp = ™ [ |Xps|* = ms. Also wird p durch x, bestimmt;
die Umkehrung ist klar. Auflerdem ist

/GXpX_p:zij:mimj/GXmX_Pj:Zi:m?/GWmP:zi:m?a

und diese Summe ist FEins genau dann, wenn nur eins der m; Eins und
alle anderen Null sind. 0
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7. QUATERNIONEN UND SU,
Die einfachste kompakte Liegruppe ist die ebene Drehgruppe
(18) SO, ={(¢7b):a,beR, a®+b" =1}

Eigentlich ist SOy = {A € Oy : det A = 1}; die Gleichheit (18) folgt,
weil jedes A € SO, aus zwei orthogonalen Einheitsvektoren v, w mit
det(v,w) = 1 besteht. Setzen wir v = (), so folgt 1 = |v|*> = a® +
b?. Die zu v senkrechten Vektoren w sind ¢ () fiir t € R, aber weil
det (‘g _ab) =a’+b?=1,ist t = 1. Zwei Zahlen a,b € R mit a®> +b*> = 1
konnen wir stets eindeutig in der Form a = cos a, b = sin « schreiben;
damit haben wir die iibliche Form der Drehmatrizen A = (€5 ~sina),

Die Figur zeigt die geometrische Deutung als Koordinaten der beiden
Spaltenvektoren Ae; und Aes.

sina:
a

| “e]
COSa

Wenn man in (18) die Bedingung a® + b* = 1 einfach fallen lisst, so
erhélt man die reellen Vielfachen von Drehmatrizen ( Drehstreckungen),
und diese sind abgeschlossen unter Multiplikation wie auch unter Ad-
dition; sie bilden also eine Unteralgebra der Matrixalgebra R**2. Das
ist der Korper C der komplexen Zahlen, wobei 1 = (1) die Eins und
die 90-Grad-Linksdrehung ¢ = (, =) die imaginére Einheit ¢ ist:

(19) C={(¢F):abeR}.
Die Drehgrupe SO, wird so zur Gruppe der komplexen Einheitszahlen
stcC.

Ganz entsprechend kann man auch die Drehgruppe der komplexen
Ebene definieren:

(20) SU; ={(¢7?):a,b€C, |al*+|b]* =1},
denn SU; = {A € U, : det A = 1} kann auf die gleiche Weise dargestellt
werden: v = Ae; = ({) ist ein Einheitsvektor, also gilt |a|? + [b> = 1,
und (w,v) = w'v = 0 <= w € C(3}), aber der Faktor muss
gleich Eins sein, weil det (g *g’) = aa + bb = 1. Wieder kann man
die Menge der reellen Vielfachen dieser Matrizen betrachten; sie sind
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abgeschlossen gegeniiber Addition und Multiplikation und bilden daher
eine reelle Unteralgebra von C?*2; das ist die Quaternionenalgebra:

(21) H={(¢2?):a,beC}

Hier ist 1 = (1) und es gibt drei imaginidre Einheiten: i = (, ~!),
j=1("), k=1ij=("",). Wir konnen die Quaternionenalgebra daher
auch als R* mit der Basis 1,1, j, k definieren, wobei die Multiplikation
durch folgende Tafel gegeben wird:!'3

Die Gruppe SUs, besteht (wegen |a|?+|b]? = 1) aus den Einheitsquater-
nionen, die die Einheitssphére S? in R* bilden; wir identifizieren einfach

die Matrix X = (¢ ~*) mit dem Vektor z = (§) € C* = R*. Dann wird
X* = (%?) zu dem Vektor 7 = (%) und es gilt X*X = |z[], also
Tr = 2T = |z|*. Die Abbildung z — Z heifit ebenfalls Konjugation in
Hj sie ist ein Anti-Automorphismus: 7y = gz, weil (XY)* = Y*X*.

Die Konjugation von Quaternionen mit Einheitsquaternionen, x
vrv~!, ist eine orthogonale Abbildung von H = R* die die Eins 1
fest lisst und daher auf dem zu 1 senkrechten R® operiert, der von
1, j, k aufgespannt wird. Dadurch wird eine orthogonale Darstellung
Ad : S* — SOj3 definiert, die Adjungierte Darstellung, Diese ist nicht
injektiv, denn Ad(—1) = Ad(1) = I, aber {#1} ist auch schon der gan-
ze Kern,' und Ad ist surjektiv. Wir erhalten daher eine enge Beziehung
von S? zu SO5:

(22) SO; = S*/{#1}.

8. DARSTELLUNGEN VON SO UND SU,

Wir wollen die irreduziblen Darstellungen der Gruppen S' = SO,
und S? = SU, bestimmen. Die Gruppe S' ist abelsch, alle irreduziblen
Darstellungen sind also eindimensional, und die Darstellung ist ihr ei-
gener Charakter. Fiir jede ganze Zahl k£ haben wir einen Homomor-
phismus xx = pr : St — S, pr(2) = 2F fiir z = ¢ € S'. Wir wollen

137ur Geschichte der von Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865, Dublin)
1843 gefundenen Quaternionen vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion .

YEin Element v € ker Ad muss mit jedem Element von S und somit mit ganz
H = R,S? vertauschen: vav™! = 2 <= v = vez. Wenn wir die Zerlegung
H = R®R3, a = a+a betrachten, dann ist das Produkt von ¢ = a+ad und b = B—l—g
gegeben durch ab = af — (@, g} + ab+ 8@+ @ x b. Damit gilt ab—ba =23 x b =0
= da, b linear abhingig. Ein Element o € S? kann also nur dann mit allen b € H
kommutieren, wenn @ = 0, also a € RNS3 = {+1}.
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unser Irreduzibilitdtskriterium (Satz 6.2) darauf anwenden:

2 2
0 0

also ist % fsl XreXt = 1. Andererseits ist

21 21 - ) 27 n
/ XXk = / elite= Mt = / eU=Rlgr = 0
0 0 0

fir j # k, denn die Funktion f(t) = "™ = cosmt + isinmt erfiillt
f(t +X) = —f(t) und hat deshalb Integral Null, falls m # 0. Die
Charaktere stehen also aufeinander senkrecht; sie bilden sogar eine
Orthonormalbasis von L*(S'); das ist die Fourier-Zerlegung von 2m-
periodischen Funktionen. Wir haben also alle irreduziblen Darstellun-
gen von S! gefunden.

Bei S* = SU, kénnen wir genauso vorgehen und erst einmal eine
Schar von Darstellungen hinschreiben, von denen wir dann nachrech-
nen, dass sie irreduzibel sind und sogar vollstéindig. Jede Gruppe G C
GL(C?) operiert auch auf Polynomalgebra C[z,y] iiber C2, und zwar
durch Grad-erhaltende Algebren-Automorphismen: (g, f) — gf = f
mit f(v) = f(g~'v)."® Da C[z,y] von den beiden Koordinatenfunk-
tionen x und y auf C? erzeugt wird, brauchen wir nur & = gz und
§ = gy zu finden. Die Monome z¥y"~* mit & = 0,...,n bilden eine
Basis der homogenen Polynome vom Grad n; diese bilden also einen
(n+ 1)-dimensionalen Darstellungsmodul V,, von SU,. Die Koordina-
ten x,y bilden eine Basis des Raums V; = Hom(C?, C), des Dualraums
von C2. Die Operation einer Matrix A auf V; durch ¢ — ¢(Av) wird
durch die adjungierte Matrix A* dargestellt: Jede Linearform ¢ kann
mit Hilfe des hermiteschen Skalarprodukts durch einen Vektor w € C?
dargestellt werden, ¢(v) = (w,v) = w*v oder ¢ = w*, insbesondere
r=¢} und y = €5. Also ist (g¢)(v) = d(g7'v) = w g v = ((g7")*w)v.
Wenn g € Us, dann ist (g~1)* = g, also wirkt SU, auf V; wie auf C2. 1°

Wir wollen zeigen, dass die Darstellung p, von SU, auf V, =
(xky"=* . 0 < k < n), dem Raum der homogenen Polynome vom

5Das ist eine Wirkung, denn fiir g,h € G ist g(hf)(v) = hf(g~lvj) =
f(h™tg=t) = f((gh)~"v) = ((gh) f)(v).

16Ein anderer Weg, eine Matrix A = (‘; Z) auf den Linearformen operieren zu
lassen, ist die Anwendung auf die Komponenten der Vektoren: (%) = (2%) (y) =

Y cd Yy
ax—+by
cx+dy

AT = (¢ 5) statt durch A* transformiert, und Vektoren werden durch das bilineare
Skalarprodukt (v, w) = vTw mit Vektoren identifiziert. Die Abbildung v +— v’ zwi-
schen C2 und Hom(C?, C) ist C-linear, wihrend die Abbildung v +— v* C-antilinear
ist. Die zugehorige Darstellung der Gruppe Us ist also (g) = (¢71)T = g.

), also £ = ax + by, y = cx + dy. Dann werden die Linearformen durch
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Grad n, irreduzibel ist. Nach Satz 6.2 miissen wir dazu zeigen, dass
Jo Ixpn|? = 1 ist. Die Funktion x,, := X, ist eine Klassenfunktion,
d.h. sie ist konstant auf den Konjugationsklassen. Die Konjugations-
klassen von S* C H haben wir im vorigen Kapitel schon berechnet:
Es sind die Bahnen der Darstellung von S? auf S* ¢ H durch Konju-
gation Ad(v)x = vaxv~!. Dabei bleibt die reelle Achse R -1 fix, und
auf Im H = 1+ = R? wirkt Ad(S?) als Drehgruppe SOs. Die Konju-
gationsklasse eines beliebigen Elementes v = cosf + esinf € S* mit
e€S?*={z€S*:x L 1} ist daher die 2-Sphire S} = cos + S*sin 6.
Insbesondere liegt das Element zg = cos 4 i sin 6 in dieser Konjugati-
onsklasse. Es gentigt daher, y,,(z¢) zu berechnen.

i
Z 7”‘ "

Nach (20) entspricht z5 € S* der Matrix (ew ) € SUs. Diese wirkt
auf den Basis-Linearformen z,y von C? durch Mulitplikation mit e*

und e~ und daher wirkt sie auf den Basis-Monomen p;, = zFy"*
durch

p(20) i = M0k im0 =k _ oi2h-m)o,,
Jedes Basiselement py. ist also ein Eigenvektor von p,,(zy) zum Eigen-
wert (2*~" mit ¢ = €. Somit ist x,(2p) = Spur p,(zp) die Summe der
Eigenwerte,

n n+l _ +—(n+1)

Xn(ze):Zc2kfn:<=n_’_gnf2+n_+cfn: C C_l :

k=0 ¢—¢

denn (¢ + (" 4 (T = (T = = (L
Fiir das Integral [, |xn(g)|? dg benotigen wir das Mafl dg mit [, dg =

1. Stattdessen benutzen wir fiir G = S* das gewohnliche Volumenmaf
dv auf S* mit [, dv = vol(S?) = 27%.'" Damit erhalten wir

2 1 )
/Sg (o)l dg = 55 / xn(9)[*dv(9)

"Dies sieht man mit Cavalieri: vol(S%) = [ area(S3)df = [ 47 sin® 0d = 2n2,
denn wegen [/ sin® = [ cos?® = [J(1 —sin®) gilt 2 [ sin® = [1 = m, also
foﬂ sin? = 7/2.
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B 1
272

/ IXn(z0) |247T sin? 6 do
0

nach Fubini, denn Y, ist auf der Konjugationsklasse S konstant, und
diese ist eine 2-Sphére mit Radius sin 6 und hat somit den Flacheninhalt
47 sin? 0. Der Nenner von |x,(zg)|? ist [e?? — e ®|? = 4sin? § und wird
gegen den Oberflichenfaktor 47 sin?6 gekiirzt; nur der Zahler bleibt
stehen:

1 T -
_ %/0 |gn+1 _Cn+1|2d0

1 2T _
— E\/ |Cn+1 _Cn+1|2d9
0
2T

— 1 9 2(n+1) _ ~2(n+1)
( ¢ ¢ ) do

ar Jo

1
- — 4r =1
A7 g ’

denn das Integral iiber die periodischen Funktionen ¢2"*+Y und (2(+1
verschwindet. Also sind alle Darstellungen p,, n € N von G = SU,
irreduzibel.

Wie bei SO, ist es nicht schwer zu sehen, dass wir damit bereits alle
irreduziblen Darstellungen von SU; gefunden haben: Ist p eine weitere
irreduzible Darstellung, so ist [ Xn(9)X,(g9) dg = 0, und wenn wir den
Oberflichenfaktor 47 sin® @ durch 7|e? — e~"|? ersetzen, erhalten wir

0 = /3 Xn(9)X,(9) dg
18 2 ) ) .
- i Xn(20)]€? — 7 X,p(20) df
I : : :
_ E 0 (ez(nJrl)G i efz(nJrl)O)(ezg — 6_10>Xp<29)d0-

Nun ist x,(zp) eine gerade Funktion von 6, weil z5 und z_p in G = S*
konjugiert sind. Damit ist die ungerade Funktion (e —e~%)y,(z5) senk-
recht zu allen Funktionen f, () = !®+10 — =10 — 0 1,2,...,
beziiglich des L2-Skalarprodukts auf den 27-periodischen Funktionen,
aber die f, bilden (nach Fourier) eine Basis aller ungeraden periodi-
schen Funktionen, Widerspruch! Die p,, fiir n =0, 1,2, ... sind also alle
irreduziblen Darstellungen von SUs.
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9. REELLE, KOMPLEXE UND QUATERNIONALE DARSTELLUNGEN

Wenn eine unitére irreduzible Darstellung p : G — U, gegeben ist,
dann gibt es nach Schur keine p(G)-invarianten C-linearen Abbildun-
gen auf V = C" aufler Vielfachen der Einheitsmatrix. Aber es kann
C-antilineare Abbildungen geben!'® Wenn j,5’ : V — V zwei solche
Abbildungen sind (nicht notwendig verschieden), dann ist allerdings
jj' wieder C-linear und immer noch p(G)-invariant, also ein Vielfaches
der Einheitsmatrix. Inbesondere ist j2 = A, wobei das \ reell sein
muss, denn jj2v = j(\v) = Ajv, aber j%jv = Ajv, also A = A\. Wenn
J zusitzlich orthogonal ist, bleiben nur die Félle A = 1 (reelle Struk-
tur) und A\ = —1 (quaternionale Struktur) . Bis auf komplexe Vielfache
kann es nur eine solche Struktur geben: jj’ = ul und j7 = +1 impli-
ziert j' = dpuj, und (§)? = pjuj = ppj? = +|u|*5?, das Vorzeichen
von 52 ist also wohlbestimmt und héingt nur von der Darstellung (p, V)
ab. Deshalb nennen wir die unitdre Darstellung reell oder quaternio-
nal, wenn es eine dquivariante reelle oder quaternionale Struktur j gibt;
wenn nicht, heifit sie komplex.

Im reellen Fall (52 = 1) kénnen wir j als komplexe Konjugation auf
C™ deuten; wegen j2 = 1 hat sie zwei (reelle) Eigenriume E. zu den
Eigenwerten 41, und wegen j: = —ij vertauscht die Multiplikation mit
1 diese Eigenrdume; sie haben daher die gleiche reelle Dimension n. Den
Eigenraum E., deuten wir als R” C C" und E_ als iR"™. Weil jedes p(g)
mit j vertauscht, erhélt es auch die Eigenrdume F.. Die Darstellung
ist also tiber R nicht mehr irreduzibel, und p(g) € U, N R™" = O,,.
Die unitére Darstellung p ist also eigentlich eine reelle, orthogonale
Darstellung p : G — O,, C U,.

Im quaternionalen Fall (52 = —1) erhalten wir auf V eine Fort-
setzung der komplexen zu einer quaternionalen Vektorraumstruktur;
die Anwendung der Abbildungen j und k& = ij (mit k* = ijij =
—iijj = —1) beschreiben die Multiplikation mit den quaternionalen
Skalaren j,k € H. Wir konnen also V' = C" als H” mit m = n/2
deuten. Da jedes p(g) mit j und mit ¢ vertauscht, ist es H-linear, al-
so p(g) € U, NH™™ = Sp,,. Somit bildet die unitidre Darstellung p
eigentlich in die symplektische Gruppe ab: p: G — Sp,,, C U,.

Beispiel: Die irreduziblen Darstellungen p,, von SUs,, die wir im vo-
rigen Abschnitt beschrieben haben, sind abwechselnd quaternional (n
gerade) und reell (n ungerade).

18Fine R-lineare Abbildung j : V — W fiir C-Vektorriume V, W heiit antilinear,
wenn j(av) = a(jv) fiir v € V und « € C. Die antilinearen Abbildungen bilden
einen C-Vektorraum, d.h. mit j ist auch Aj antilinear fiir jedes \ € C.
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II. Liegruppen und Liealgebren

10. EINPARAMETER-UNTERGRUPPEN

Bisher haben wir die differenzierbare Struktur einer Liegruppe noch
kaum benutzt; das wird erst jetzt eine Rolle spielen. Wie kénnen wir
eine Liegruppe G am besten verstehen? Wu-Yi Hsiang [Hsiang] beant-
wortet diese Frage mit einem Griff in die Klamottenkiste des Agen-
tenfilms: Wir sollten einen Spion, einen Agenten nach G schicken!
Dieser muss uns gut bekannt sein, damit wir ihm vertrauen konnen,
und er muss flexibel genug sein, um seine Aufgabe zu erfiillen. Es ist
die uns bestens vertraute Liegruppe (R, +), die wir durch Homomor-
phismen nach G schicken. Einen (differenzierbaren) Homomorphismus
¢ : R — G nennen wir eine Einparameter-Untergruppe; er erfiillt das
Homomorphiegesetz ¢(s + t) = ¢(s)o(t) fiir alle s,t € R. Aber wie-
viele solcher Homomorphismen gibt es? Koénnen wir in jeder Richtung
von G welche finden, d.h. gibt es zu jedem Anfangsvektor v € T.G
eine Einparameter-Untergruppe ¢ mit ¢/'(0) = v? Dass dies der Fall ist
und diese Einparameter-Untergruppe sogar eindeutig durch v bestimmt
wird, wollen wir im Folgenden zeigen. Wir werden ¢ als Integralkurve
eines Vektorfeldes beschreiben, ndmlich des zu v € T.G gehorigen links-
wnvarianten Vektorfelds V.

Ein Vektorfeld V auf einer Mannigfaltigkeit GG ist bekanntlich eine
differenzierbare Zuordnung G' > g — V, € T,G, wobei “differenzierbar”
durch die Beschreibung in Koordinaten erklart ist. Speziell fiir eine
Liegruppe G definieren wir zu jedem v € T.G das Vektorfeld V auf G
mit

(23) Vo = (DLg)ev

fir alle g € G, wobei Ly : G — G die Linkstranslation ist, Lyx = gx fiir
alle x € G. (Entsprechend ist die Rechtstranslation R,z = xg definiert.)

Lemma 10.1. Das durch (23) definierte Vektorfeld V st linksinva-
riant, d.h. invariant unter alle Linkstranslationen auf G: Fir alle
g,h e G gilt

(24) (DLn)gVy = Vig-

Umgekehrt ist jedes linksinvariante Vektorfeld V' durch (23) mitv =V,
gegeben.

Beweis. Ist V' durch (23) definiert, dann gilt
(DLp)gVg = (DLn)g(DLg)ev = D(LpLg)ev = D(Lng)ev = Vhg,
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denn L,Lyx = hgx = Lpgx. Umgekehrt ist jedes linksinvariante Vek-
torfeld V' durch (23) mit v = V. gegeben, denn (23) ist ein Spezialfall
von (24). O

Eine Integralkurve eines Vektorfelds V' auf einer Mannigfaltigkeit G
ist eine Kurve ¢t — g(t) : I — G mit

(25) g () = Vo).

Das Auffinden einer Integralkurve ist - in Koordinaten geschrieben -
das Losen einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung; der
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen sagt also, dass es zu jedem g, € G genau eine Integralkurve g(¢)
mit maximalem Definitionsbereich gibt mit Anfangswert g(0) = g,.

Lemma 10.2. Eine Einparameter-Untergruppe ¢ mit ¢'(0) = v ist die
Integralkurve des linksinvarianten Vektorfelds V auf G mit V, = v.
Umgekehrt st fiir jedes linksinvariante Vektorfeld V' auf G die Inte-
gralkurve t — g(t) mit g(0) = e eine Einparameter-Untergruppe.

Beweis. Ist ¢(t) eine Einparameter-Untergruppe mit ¢'(0) = v und V
das zugehorige linksinvariante Vektorfeld, so gilt ¢(s+t) = ¢(s)¢(t) und
damit ¢/(s) = G[,_, (s +t) = Gl,_y (5)6(t) = (DLg()e G,y 0(t) =
(DLg(s))eVe = Vi(s), also ist ¢ Integralkurve von V.

Ist umgekehrt V' ein linksinvariantes Vektorfeld, dann ist auch das
Feld aller Integralkurven von V invariant unter allen Linkstranslatio-
nen, d.h. fir jede Integralkurve g(¢) und jedes h € G ist hg(t) wieder
eine Integralkurve'® und ihr Anfangswert ist natiirlich hg(0). Speziell
fiir die Integralkurve g(t) mit Anfangswert g(0) = e und fir h = g(s) ist
somit t — ¢(s)g(t) wieder eine Integralkurve von V' mit Anfangswert
g(s). Das Gleiche gilt aber auch fiir die Kurve ¢t — g(s+t): Sie ist eine
Integralkurve,?® und ihr Anfangswert fiir ¢ = 0 ist offensichtlich g(s).
Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen
sind die beiden Integralkurven identisch,

(26) 9(s)g(t) = g(s +1),
also ist t = g(t) eine Einparameter-Untergruppe.?! O

19 (hg)' = (DLn)gg’ = (DLn)Vy 2 Viy:

2O%g(s +1t) =g'(s+1) = Vy(ste)-

21Die Gleichung (26) gilt zunichst nur fiir s,¢,5 + ¢ im Definitionsbereich der
maximalen Integralkurve g(t) von V, also sicher fiir |s],|t],|s + t| < €, aber die-
ses kleine Stiickchen Einparameter-Untergruppe wéchst sich zu einer vollstdndigen
Einparameter-Untergruppe aus: Wenn ¢(t) fiir alle t € (—¢,€) definiert ist, dann
kann man g(t) fiir alle ¢t € R fortsetzen: Es gibt n € N mit £ € (—¢,¢€), und wir
setzen dann g(t) = g(+)".

1
n
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Wir sehen also insbesondere die Flexibilitdt unseres “Spions”: In
jede Richtung v € T.G startet eine Einparameter-Untergruppe ¢, mit
#,(0) = v, und diese ist durch v eindeutig bestimmt. Wenn wir den
Vektor v zu sv verlingern oder verkiirzen (s € R), erhalten wir im
Wesentliche dieselbe Einparametergruppe:

(27) Pso(t) = Pu(st)

fir alle t € R, denn t +— ¢,(st) ist wieder eine Einparameter-
Untergruppe, da ¢(s(t + u)) = ¢(st)o(su), und die Anfangsableitung
% ‘ 1o Pu(st) = sv ist dieselbe wie die der Einparametergruppe ¢s,, also
folgt die Gleichheit (27) aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Integralkurven
von V.22

Wir kénnen alle Einparameter-Untergruppen ¢, mit Hilfe einer Ab-
bildung zusammenfassen, der Ezponentialabbildung:

(28) exp: T.G — G, exp(v) = ¢,(1).
Wegen (27) gilt

(29) eXp(SU) = ¢sv(1) = ¢v(3);

die Exponentialabbildung bildet also die Gerade Rv C T.G auf die
gesamte Einparameter-Untergruppe ¢, ab. Der Name “Exponentialab-
bildung” kommt von dem Fall einer Matrixgruppe G C GL(V), wo
®u(t) = expto fiir v € T,G C End(V) wirklich mit der Exponential-
reihe beschrieben wird:
00 k 2 3

(tv) :[+tv+t—v2+t—v3+... ,

k! 2! 3!
k=0

(30) e =

denn nach dem Exponentialgesetz ist ¢(t) = €' eine Einparameter-
Untergruppe mit ¢/(0) = v, vgl. Ubungen. Diese muss in G liegen, denn
in GG gibt es eine solche Einparameter-Untergruppe ¢,, die natiirlich
auch Einparameter-Untergruppe in GL(V') ist, und wegen der Eindeu-
tigkeit von ¢, in GL(V) ist dies die durch (30) gegebene Einparameter-
Untergruppe.

22Wie lassen sich die anderen Integralkurven eines linksinvarianten Vektorfelds
V beschreiben? Wenn ¢ die Integralkurve mit ¢(0) = e und h € G beliebig ist,
dann hatten wir oben (Fufinote 19) gesehen, dass g(t) = h¢(t) die Integralkur-
ve mit Anfangswert g(0) = h ist. Die Integralkurven sind also Nebenklassen der
Einparameter-Untergruppe ¢ oder Bahnen der Wirkung von R auf G durch Rechts-
translation mit ¢, also der Wirkung ® : R x G — G, ®(¢t,h) = ho(t).



KOMPAKTE LIEGRUPPEN 23

11. RICHTUNGSABLEITUNG, LIEPRODUKT UND LIEALGEBRA

Jedes Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M kann auch als linea-
rer Operator auf dem Raum C°° (M) der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen aufgefasst werden, namlich als Richtungsableitung: Fiir jede
Funktion f definieren wir eine neue Funktion X f € C°°(M) (deutlicher
bezeichnet mit dx f) als Ableitung von f in Richtung X:

(31) Xf=0xf=DfX, (Xf)p)=DfX,=(f00)(0),

wobei ¢ : (—¢,€) — M eine Kurve ist mit ¢(0) = p und ¢/(0) = X,,.
Wenn eine zu M diffeomorphe Mannigfaltigkeit M und ein Diffeo-

morphismus ¢ : M — M gegeben sind, dann kénnen wir das Vektorfeld

X mit ¢ auf M verpflanzen und erhalten ein Vektorfeld X auf M, ge-
geben durch X¢ = D¢, X, oder

(32) Xop=DpoX.

Diese Gleichung (32) kann auch fiir beliebige differenzierbare Abbil-
dungen ¢ zwischen Mannigfaltigkeiten erfiillt sein, nicht nur fiir Dif-
feomorphismen; zwei Vektorfelder X, X mit dieser Eigenschaft heifien
¢-verwandt. Die Richtungsableitung ist in folgendem Sinne invariant
unter ¢-Verwandtschaft: Ist f € C(M), so gilt

(33) (Xf)op=X(fo9),
denn fiir eine Kurve ¢ : (—e¢,¢) — M wie oben gilt
~ ~ (32 ~
(Xf)o¢p=DfyXs = DfyD¢.X = D(fo¢).X = X(fo9).

Ersetzen wir M durch eine offene Teilmenge R? C R™ (Karte), dann
haben wir zum Beispiel die Richtungsableitungen nach den (konstan-
ten) Basisvektorfeldern e;; das sind die partiellen Ableitungen e;f =
o f = af . Da jedes Vektorfeld auf R in dieser Basis dargestellt werden

kann, X Y. &iep mit & € C*(R?), konnen wir die Richtungsablei-
tung als Linearkombination von partiellen Ableitungen verstehen:

(34) Xf= Zfieif = Zfiaz’f-

Wenn wir ein zweites Vektorfeld Y = n;e; haben, so kénnen wir
die beiden Operatoren verketten:

XYf= Zij &i0i(n;0;f) = Zij (&i(9m;)0; f + &m;0i0;f).
Das ist ein Differentialoperator zweiter Ordnung, aber wenn wir statt
des Produkts XY den Kommutator [X,Y] = XY — Y X betrachten,

dann fillt der symmetrische Term zweiter Ordnung weg (partielle Ab-
leitungen kommutieren), und wir erhalten
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(X, Y] =22;(&0m; — ni0i§;)0; f.

Damit ist [X,Y]f wieder eine Richtungsableitung, und zwar fiir das
Vektorfeld

(35) X, Y] =) <Z £:05m; — m@-@-) e;.

J
Dieses Vektorfeld nennen wir Lieprodukt von X und Y. Der Raum der
Vektorfelder auf R? (und ebenso auf M) bekommt damit eine Algebren-
Struktur,? genauer: die Struktur einer Liealgebra. Es gelten die folgen-
den beiden Regeln:
(X,Y]=-]Y, X] (Antikommutativitét)
X[V, Z]|+ Y, [Z. X]] + [Z,[X,Y]| =0 (Jacobi-Identitét)
Die Antikommutativitét ist klar nach Definition des Kommutators, und
die Jacobi-Identitét folgt durch Nachrechnen:

X,[V,Z]] = X[Y.Z]- [V, 2| X =XYZ—-XZY —~YZX + ZYX,
Y, [Z2,X]] = Y[Z,X|-[ZX]Y=YZX-YXZ—-ZXY +XZY,
(Z,]X,Y]] = ZIX,)Y]|-[X,Y]Z=2XY - 2ZYX - XYZ+YXZ.

Jeder Term auf der rechten Seite erscheint zweimal mit unterschiedli-
chem Vorzeichen.

Eine Liealgebra ist eine Algebra mit Produkt [, ], das die Anti-
kommutativitidt und die Jacobi-Identitét erfiillt.>* Der Raum der Vek-
torfelder auf einer Mannigfaltigkeit ist also eine Liealgebra, die aller-
dings sehr grof ist, unendlich-dimensional (ein Vektorfeld kann ja lokal
iiberall abgeéindert werden).

Nach (33) iibertrégt sich ¢-Verwandtschaft von Vektorfeldern auf das
Lieprodukt.

Auf einer Liegruppe G haben wir einen Teilraum L(G) des Raums
aller Vektorfelder betrachtet, die linksinvarianten Vektorfelder. Da die
Abbildung L(G) 3 V — v € T.G ein Vektorraum-Isomorphismus ist
(Umkehrung v — V mit V, = (DLy).v), hat L(G) dieselbe Dimensi-
on wie G. Da linksinvariante Vektorfelder Lg-verwandt zu sich selbst
sind fiir alle g € G, gilt dasselbe fiir die Lieprodukte; diese sind also
wieder linksinvariante Vektorfelder. Damit bildet L(G) eine endlich-
dimensionale Liealgebra, die Liealgebra von G, die wir auch mit g be-
zeichnen.

23Eine Algebra ist ein Vektorraum V mit einer bilinearen Abbildung p1: V xV —
V', genannt Produkt.

24Eine Liealgebra ist nicht assoziativ; die Jacobi-Identitiit ist der Ersatz fiir das
Assoziativgesetz.
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12. DER SATZ VON FROBENIUS

Eine k-dimensionale Distribution oder Unterraumverteilung A auf
einer Mannigfaltigkeit M ist eine differenzierbare Zuordnung

M>p—A,CT,M,

wobei A, ein Unterraum von 7,M ist, der von lokal definierten line-
ar unabhéngigen (differenzierbaren) Vektorfeldern Xj, ..., X} aufge-
spannt wird, d.h. A, = ((X1)p, ..., (Xk)p), kurz A = (Xy,..., Xy). Ei-
ne Distribution A heifit integrabel, wenn es durch jeden Punkt x, € M
eine Untermannigfaltigkeit L C M gibt mit A, = T, L fiir alle x € L.

Satz 12.1. Eine Distribution A = (Xy,...,X}y) ist integrabel genau
dann, wenn auch die Lieprodukte [X;, X;] zu A gehéren, kurz [A, A] C
A; eine solche Distribution heifit involutiv.

Beweis. Wenn durch jeden Punkt x eine Integralmannigfaltigkeit L
geht, dann sind X; und X; lings L tangentiale Vektorfelder auf L.
Damit ist auch [X;, X;] langs L ein tangentiales Vektorfeld auf L, also
insbesondere [X;, Xj|, € T, L, also ist A involutiv.

Jetzt sei umgekehrt A involutiv vorausgesetzt. Wir zeigen durch In-
duktion nach k, dass es um jeden Punkt ein lokales Koordinatensy-

stem, einen Diffeomorphismus v = (uq,...,u,) : M, — R"™ gibt mit
_0 9 S0 . o\ _, %
A= <8u1’ - 6Uk>, wobei du; U verwandt zu e; ist, Du, (au]) =e;.

Fir k=1 ist A = (X). Der Fluss ¢; von X ist eine Schar von lokal
definierten Diffeomorphismen auf M mit £ ¢,(z) = X, (). Durch einen
Punkt x, wahlen wir eine zu den Flusslinien transversale Hyperfliche H
(zum Beispiel in einer Karte ein Stiick Hyperebene senkrecht zur Flus-
slinie durch z,) mit Parametrisierung ¢ : R?~! — H, dann definiert die
Abbildung (—¢,€) x R* 1 — M, (t,u) — ¢:(¢)(u)) eine Parametrisie-
rung von M in einer Umgebung von z,, und deren Umkehrabbildung
(t,u) hat die gewiinschte Eigenschaft X = <.

Induktionsschluss k—1 — k: Es sei A = (X,..., Xg). Wie gera-
de gezeigt, konstruieren wir mit Hilfe des Flusses ¢; von X; ein Ko-
ordinatensystem u = (t,us,...,u,) mit X; = %. Die Koordinaten
t,ug,...,u, fassen wir als Funktionen auf M, auf. Indem wir X fiir

25Die Notation kommt von der zugehorigen Richtungsableitung: Ist ¥ = u™!

die Umkehrabbildung von u, dann ist (%) = Dy(x)€j, und fiir jede Funktion
f € C>*(R") ist die Richtungsableitung
0 0
00 f=Dfs—=Df.De; = D(fot)e; = 5 —(fo0).
J

j du;
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j=2,...,k durch Xj = X; — (0x,t) X, ersetzen, erhalten wir 85(]_15 =0,
denn
8th = 8X]._(3th)xlt = 8X].t — (ant)axlt =0

(man beachte dx,t = 2t = 1). Insbesondere sind die Vektorfelder
X,,..., X}, tangential zu der Hyperfliche H = {z € M, : t(z) =
0} und spannen dort eine involutive Distribution A’ der Dimension
k — 1 auf,?® die nach Induktionsvoraussetzung integrabel ist. Es gibt
also ein Koordinatensystem s = (sa,...,s,) : H — R"! mit A’ =
(8%2, ce %)‘ Mit Hilfe des Flusses ¢; von X erweitern wir dieses zu
einem vollen Koordinatensystem auf M,: Ein Punkt x € M, bekommt
die Koordinaten (¢, so, . .., s,) genau dann, wenn x = ¢;(z,) mit z, € H
und s(z,) = (s2,...,s,). Fir dieses Koordinatensystem behaupten wir

9 0 9
A=(Z 2 2\
<at’ sy’ 83k> ()

Weil A von X; = % sowie XQ, . ,f(  aufgespannt wird, ist zum Beweis
von (%) nur zu zeigen, dass Ostp =0firallej € {2,...,k}und p > k.
Wir setzen dazu fj, = 0z sp = X;s, und leiten fiir diese Funktion eine
Differentialgleichung her:

> (1) > (2) >
%fjp = %stp = [%’ Xjlsp = Zk hjk Xisp = Zk Pk frps

wobei wir in (1) benutzt haben, dass %sp = 0, weil (¢,51,...,5)

ein Koordinatensystem ist, und in (2), dass [2,X;] = [X1,X];] €
<X2,...,Xk>, weil [Xl,Xj]t = O, da th = 0 und Xlet = O, weil
Xlt - 1

Auf der Hyperfliche H = {t = 0} ist die Distribution A" integrabel,
und {(sg, ..., sk) = const} sind die Integralmannigfaltigkeiten, deshalb
gilt Xjs, = 0 auf H, also f;,|,_, = 0. Da die Differentialgleichung
% fip = D_i hjrfrp lings der Integralkurven von X; eine eindeutige
Loésung zu vorgegebenem Anfangswert besitzt, gilt f;, = 0 iiberall. [

Wir wenden diesen Satz nun auf eine Liegruppe G an. Eine Unter-
gruppe H von G ist eine Liegruppe H mit einem injektiven differen-
zierbaren Gruppenhomomorphismus ¢ : H — G.

Satz 12.2. Ein Unterraum b C g = T.G st Tangentialraum einer
Untergruppe H von G genau dann, wenn [h,h] C b.

26Aus th = 0 folgt auch [f(j,f(k]t = 0, also ist auch [f(j, Xk] tangential zu H
und damit in A’.
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Beweis. Wir fassen b als Teilraum des Raums g = L(G) der linksin-
varianten Vektorfelder auf G und damit als Distribution A auf G auf:
A, = {(DLy).X : X € h}. Wenn h = T.H fiir eine Untergruppe H,
dann ist die Nebenklasse gH C G eine Integralmannigfaltigkeit von A
durch g, denn fiir jedes gh € gH ist TypgH = Ty LgH = Typ Ly Ly H =
TonLgnH = (DLgy)TeH = (DLgp) b = Ayp. Also ist A integrabel und
damit involutiv, d.h. [h, ] C b.

Umgekehrt sei A involutiv, also integrabel, und H die maximale
Integralmannigfaltigkeit durch das Neutralelement e. Dann ist L,H
die Integralmannigfaltigkeit durch g, fiir jedes g € GG. Insbesondere ist
h~'H fiir jedes h € H eine Integralmannigfaltigkeit, die durch h~'h = ¢
geht, also h'H = H, und damit ist H eine Untergruppe. 0

Ein ganz dhnlicher Satz gilt fiir Gruppenhomomorphismen: Wenn
¢ : G — G ein (differenzierbarer) Gruppenhomomorphism ist, dann
ist ¢, ;= D¢, : g — ¢ ein Homomorphismus von Liealgebren. Das
folgt aus dem vorigen Satz, denn eine differenzierbare Abbildung ¢ :
G — @' ist Gruppenhomomorphismus genau dann, wenn Graph(¢) =
{(g,6(9)) : g € G} C G x G’ eine Untergruppe von G x G’ ist.*’
Das Entsprechende gilt fiir lineare Abbildungen ¢, : g — ¢': Sie sind
Liealgebren-Homomorphismen genau dann, wenn

Graph(¢,) = {(X,¢.(X)): X eg} Cogd g

eine Unter-Liealgebra von g & g’ ist. Wenn also ¢ : G — G’ ein Homo-
morphismus ist, dann ist Graph(¢) eine Untergruppe von G X G’ mit
Liealgebra T{ . Graph(¢) = Graph(Dé¢.), also ist ¢, = D¢, : g — ¢
Homomorphismus von Liealgebren.

Umgekehrt gibt es aber ein Problem, selbst dann, wenn G zusam-
menhéngend ist. Wenn wir mit einem Homomorphismus von Liealge-
bren ¢, : g — ¢ starten, dann ist Graph(¢.) C g @ ¢’ eine Unter-
Liealgebra, zu der nach unserem Satz eine (zusammenhéngende) Un-
tergruppe G C G x G’ mit Liealgebra § = Graph(¢,) gehort. Allerdings
ist nicht klar, dass G auch wieder ein Graph ist, d.h. ob die erste Pro jek-
tion m : G x G’ — G, eingeschriinkt auf die Untergruppe G C G x &,
bijektiv ist. Zwar ist 7 := |5 G — G ein Homomorphismus, und 7,
ist bijektiv (die Projektion von Graph(¢,) C g @ ¢’ auf g); eine solche
Abbildung nennt man Uberlagerung.?® Ein solcher Homomorphismus 7

e, d(e)) = (e,e)) = ¢(e) = ¢, und (g,8(9))(h, ¢(h)) = (gh, $(9)o(h)) =
(gh, ¢(gh)) <= é(g)d(h) = ¢(gh).

28Fine stetige Abbildung © : G — G zwischen topologischen Réumen heiBt
Uberlagerung, wenn 7 surjektiv ist und es um jedes g € G eine Umgebung Uy gibt

mit 7~ (U,) homdémorph zu U, x D fiir eine diskrete Menge D. In unserem Fall
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ist surjektiv, aber nicht notwendig injektiv, wie das Beispiel G = S*
mit g = (R und G’ = R mit g’ = R zeigt (siehe Figur); dabei ist
¢« (it) = mt mit m > 0 eine beliebige lineare Abbildung von iR nach
R, weil alle Lieklammern verschwinden.

—

G/

=

G

In einem solchen Fall ist G € G x G’ kein Graph und definiert daher
keinen Homomorphismus ¢ : G — G’. Aber wenn G einfach zusam-
menhdngend ist, d.h. wenn jeder geschlossene Weg durch eine Homo-
topie auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, dann ist jede
Uberlagerung 7 : G — G ein Diffeomorphismus.?? Somit haben wir
den folgenden Satz:

Satz 12.3. Gegeben seien zwei Liegruppen G, G' mit Liealgebren g, g'.
(a) Wenn ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus ist, dann ist
¢ = Do, : g — ¢ ein Liealgebren-Homomorphismus.

(b) Wenn ¢, : g — @ ein Liealgebren-Homomorphismus und G einfach
zusammenhdngend ist, dann gibt es einen Gruppenhomomorphismus

¢:G—= G mit ¢, = Do,.

Es bleibt die Frage, ob die Voraussetzung “einfach zusammenhéngend”
fir Liegruppen immer erfiillbar ist. Zu jeder Liegruppe G kann man
eine einfach zusammenhéngende Liegruppe G und einem Homomor-
phismus 7 : G — G finden, der eine Uberlagerung ist; insbesondere
ist m, 1 g — g ein Isomorphlsmus von Liealgebren.? Man kann sogar

ist m ein Gruppenhomomorphismus und 7, ist bijektiv. Dann ist W(é) C G eine
Untergruppe gleicher Dimension und somit ganz G, weil G zusammenhéngend ist
und daher von einer Eins-Umgebung erzeugt wird. Damit ist 7 surjektiv. Der Kern
K ={g:7(g) = e} von 7 ist diskret. Deshalb gibt es eine offene Umgebung U von
¢ in G mit kUNU = 0 fiir alle k € K. Setzen wir U = 7(U), so ist U, := gU eine
Umgebung von g € G mit den verlangten Eigenschaften.

29%Wenn 7 zu einem Punkt g € G mindestens zwei Urbilder besitzt, kann man
diese durch einen Weg in G verbinden, dessen Bild unter 7 in G dann nicht zusam-
menziehbar sein kann.

30Dje Gruppe G kann folgendermaflen konstruiert werden: Die Elemente von G
sind Paare (g, [Y]), wobei g € Gund v : [0,1] — G ein Weg von v(0) = e nach y(1) =
g ist und [y] die Homotopieklasse von v mit festen Endpunkten e und g bezeichnet;
mit der Gruppenmultiplikation in G kénnen wir solche Paare multiplizieren. Der
Homomorphismus 7 : G — G ist einfach die Abbildung (g, [7]) — g
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zu jeder abstrakten (endlich-dimensionalen) Liealgebra g genau eine
einfach zusammenhingende Liegruppe G konstruieren.3!

Ein Beispiel haben wir schon gesehen: Die Gruppe S C H ist einfach
zusammenhingend, und wir haben den Homomorphismus Ad : S* —
SO5 betrachtet mit Ad(q)z = qzq™'; dessen Kern besteht nur aus
den Elementen +1 von S*. Die Gruppe SO3 = S*/{%1} ist also nicht
einfach zusammenhingend und wird von der S* zweifach {iberlagert.
Das kann man auch anschaulich feststellen, indem man ein Glas mit
Fliissigkeit in die Hand nimmt und um 360 Grad dreht; danach ist der
Arm verdreht: Dieser geschlossene Weg in SOj3 ist nicht zusammen-
ziehbar. Um den Arm wieder frei zu bekommen, muss man entweder
zuriickdrehen oder nochmals weitere 360 Grad in die gleiche Richtung
drehen, denn die 720-Grad-Drehung ist zusammenziehbar.

13. ADJUNGIERTE DARSTELLUNG UND LIEPRODUKT

Weiterhin sei GG eine Liegruppe mit Liealgebra g. Jedes ¢ € G
definiert auf G einen inneren Automorphismus i(g) : G — G,
i(9)r = gxg~'. Die Ableitung von i(g) ist also ein Liealgebren-
Automorphismus, genannt Ad(g) :=i(g)« : g — g. Dai(g)i(h) = i(gh)
fiir alle g, h € G, ist die Abbildung i : G — Aut(G) ein Homomorphis-
mus von Liegruppen, und das Entsprechende gilt fiir die Ableitung:
Ad : G — Aut(g) ist ein Homomorphismus in eine Matrixgruppe, eine
Darstellung, die Adjungierte Darstellung von G. Jede Liegruppe kommt
sozusagen mit ihrer Adjungierten Darstellung auf die Welt. Sie ist fiir
uns besonders wichtig, da durch sie die Konjugationsklassen beschreib-
bar sind: x ~ y <= y = i(g)x fiir ein g € G; die Konjugationsklassen
sind also die Bahnen unter der Wirkung von i(G) C Aut(G) auf G,
und Ad(g) ist der zu i(g) gehorige Liealgebren-Homomorphismus.*?

Was ist die Ableitung von Ad : G — Aut(g)? Sie wird ein
Liealgebren-Automorphismus ad = Ad, : g — aut(g) sein, wobei aut(g)
die Liealgebra von Aut(g) ist. Das ist der Raum der Derivationen der
Liealgebra g; Derivationen sind lineare Abbildungen f : g — g mit
fUX,Y)]) = [fX,Y] + [X, fY]. Wenn namlich ¢(t) eine Schar von

31Dazu braucht man das nichtkommutative Ezxponentialgesetz, die Campbell-
Baker-Hausdorff-Formel, die fiir die Matrix-Exponentialabbildung folgendermafien
lautet: eXe¥ = e mit Z = X +Y 4+ (X, Y] + & (X, [X, Y]] - [V, [X,Y]]) +
.., genauer ist Z eine Reihe in immer hoheren Kommutatorprodukten von X
und Y. Mit dieser Formel kann man auf einer Umgebung U der Null in g eine
Gruppenstruktur definieren und U dann zum Erzeugendensystem einer Liegruppe G
machen, wobei keine weiteren Relationen auftreten als die schon in U vorhandenen.
32Ein Algebren-Homomorphismus ist eine lineare Abbildung, die auch das Pro-
dukt erhalt.
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Automorphismen von g ist mit ¢(0) = I und ¢'(0) = f, dann gilt
g()[X, Y] = [g(t) X, g(t)Y], und durch Differentiation bei ¢ = 0 nach
der Produktregel folgt f[X,Y] = [fX,Y]+[X, fY].*® Aber wir kénnen
fiir jedes X € g die Abbildung ad(X) sogar berechnen:

Satz 13.1. Fiir alle X, Y € g gilt:
(36) ad(X)Y = [X,Y].

Beweis. Dazu miissen wir zunédchst das Lieprodukt von beliebigen Vek-
torfeldern auf einer Mannigfaltigkeit oder einer offenen Teilmenge des
R"™ neu interpretieren. Gegeben seien zwei Vektorfelder X und Y auf
R? mit Fliissen ¢; und 95, also %qﬁt(.’z) = X4, (z) und %%(IB) =Yy, (2)-
Dann gilt

(37) 6 bb)| = (Do aiVin
S s=0

Wenn wir nun den Ausdruck auf der rechten Seite nach t differenzieren,
gibt es eigentlich drei Summanden, entsprechend den drei Vorkommen
von t, wobei an einer Stelle nach ¢ abgeleitet, and den anderen zwei
Stellen aber ¢ = 0 eingesetzt wird. Der mittlere Term ist daher Null,
weil (Dgyg)g, () fiir alle ¢ konstant gleich der Einheitsmatrix I ist. Des-
halb erhalten wir

0
/Do Youn)| = -DXY: + DY.X, = [X, V],
t=0

Dies konnen wir auf linksinvariante Vektorfelder X,Y auf einer Lie-
gruppe G anwenden. Deren Fliisse sind ¢;(g) = gyx(t) und ¥4(g) =
gy (s), wobei vx und 7y die zu X und Y gehorigen Einparameter-
Untergruppen sind. Daher gilt

(39) ¢-1str(e) = yx (D) (s)yx (=t) = i(yx () v (s)

33Wir kénnen g durch eine beliebige endlich-dimensionale Algebra A ersetzen.
Dann ist Aut(A) eine abgeschlossene Untergruppe von GL(A), denn Elemente
g € Aut(A) werden durch die Gleichungen g(ab) = g(a)g(b) fur alle a,b € A
(oder fiir alle a,b in einer Basis von A) gekennzeichnet. Nach einem hier nicht
bewiesenen Satz sind abgeschlossene Untergruppen von Liegruppen stets Unter-
Liegruppen, insbesondere Untermannigfaltigkeiten. Die Liealgebra aut(A) besteht
aus den Anfangsableitungen f von Kurven g(¢) in Aut(A) mit g(0) = I, ¢’(0) = f,
und aus g(t)(a - b) = g(t)a - g(t)b folgt durch Differentiation bei t = 0 die Deriva-
tionseigenschaft f(a-b) = f(a) - b+ a- f(b). Dass jede Derivation f auch wirklich
in aut(A) liegt, folgt mit der Matrix-Exponentialabbildung: Es gilt ef € Aut(A),
denn f%(a-b) = f(fa-b+a- fb) = f2a-b+2fa- fb+a- f*b und durch In-
duktion f™(a-b) = Y7o (%) fFfa- f"7*b. Also ist ef(a-b) = >, L f"(a-b) =
Yo Xk (6) fra fr 7 =30, 32 g fra - [ Rb = ela - elb.

(38)
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und damit
0
(40) 5_ ¢—t¢s¢t(€) = Ad(VX(t))Y
$ s=0
(mit Y, =Y'), und somit
0 0
X.Y] = (D6 oo Yo = 5 AdOx()Y| = ad(X)Y,
t=0 t=0
Damit ist Satz 13.1 bewiesen. O

14. MAXIMALE TORI IN KOMPAKTEN LIEGRUPPEN

Die einfachsten Liegruppen G sind die abelschen. Fiir sie ist die
Exponentialabbildung exp : g — G ein Gruppenhomomorphismus
von (g,+) nach (G,-), denn ~(t) = expt(X + Y) und (t) =
exp(tX) exp(tY) sind beides Einparameter-Untergruppen mit gleicher
Anfangsableitung X + Y, also sind sie gleich. In der Tat gilt wegen der
Kommutativitét

F(s)3(t) = exp(sX)exp(sY)exp(tX)exp(tY)

= exp((s+t)X)exp((s+1)Y)

= A(s+1)
und 7/(0) = 4 exp(tX)exp(tY)Lzo = X +Y. Weil Dexp, = [ (da
Dexpy X = exp (tX) | o =X ), ist der Kern L dieses Homomorphis-
mus eine diskrete Untergruppe von g = R?. Wenn G zusammenhéingend
ist, dann ist G = R?/L, und wenn G noch dazu kompakt ist, ist L ein
Gitter, d.h. ist isomorph zu Z? C R?, genauer L = Zb, + ... Zby fiir
eine Basis by, ...,bg von R% Da RY/Z¢ = (R/Z)? = (S')4, heiBt eine
solche Gruppe ein d-dimensionaler Torus.>*

In einer nicht mehr notwendig kommutativen kompakten Liegruppe
G suchen wir die maximalen zusammenhéngenden abelschen Unter-
gruppen. Sie sind abgeschlossen, sonst wéren sie nicht maximal (ihr
Abschluss wére ja noch grofer), also sind sie selbst kompakt und da-
mit Tori, genannt maximale Torsi.

Fiir die unitdre Gruppe G = U, zum Beispiel bilden die unitéren
Diagonalmatrizen einen Torus (S')", denn die n Eintréige auf der Dia-
gonalen liegen wegen Unitaritit alle in S' € C. Dies ist ein maxi-
maler Torus, denn keine nicht-diagonale Matrix in U,, vertauscht mit
sdmtlichen Diagonalmatrizen. In der linearen Algebra lernt man, dass

34Ursprijmglich ist ein Torus eine Ringfléiche, ein geschlossener Schlauch: Der ge-
rade Schlauch ist topologisch ein Zylinder S! x [a, b], und zu einem Ring geschlossen
wird er homdomorph zu S' x S = (S')2.
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jede unitdire Matrix unitir konjugiert zu einer Diagonalmatrix ist.?

Der maximale Torus der Diagonalmatrizen trifft also siémtliche Konju-
gationsklassen, was in unserem Zusammenhang besonders wichtig ist,
denn die Charaktere der Darstellungen von U, sind Klassenfunktionen;
es wird also geniigen, sie auf den Diagonalmatrizen zu kennen.

Jede kompakte Liegruppe besitzt zusammenhéngende abelsche Un-
tergruppen (zum Beispiel Einparameter-Untergruppen) und damit
auch maximale Tori. Wir wollen zeigen, dass die Eigenschaft, die wir
fiir U,, gesehen haben, fiir jede kompakte Liegruppe G zutrifft: Ein ma-
ximaler Torus 7" in G trifft sdmtliche Konjugationsklassen, und alle
maximalen Tori sind zueinander konjugiert. Dies ist ein Satz von Elie
Cartan.

Dazu schrinken wir die Adjungierte Darstellung Ad : G — Autg C
GL(g) auf T' C G ein. Wir wissen, dass sich jede Darstellung einer kom-
pakten Liegruppe in irreduzible Teildarstellungen zerlegen lésst, und
dass die komplexen irreduziblen Darstellungen einer abelschen Gruppe
eindimensional sind. Die Komplexifizierung g° = g ® C von g zerfallt
also unter der Wirkung von Ad(7") in den Fixraum F' und eindimen-
sionale Teildarstellungen, die wir uns einzeln ansehen wollen.

Der Fixraum F von Ad(T) enthilt die Liealgebra t von T, weil T
abelsch ist und die Konjugationen i(¢) daher trivial sind. Der Fixraum
kann aber auch nicht grofler sein als t, denn fiir X € Frund g € T
ist i(g)yx(t) die Einparametergruppe mit Anfangsableitung i(g).X =
Ad(g)X = X% also ist gyx(t)g~t = vx(¢) fir alle g € T. Da T
mazximal abelsch ist, muss vx(t) € T liegen fiir alle ¢ € R und damit
X € t. Also haben wir F' = t bewiesen.

35Das stimmt sogar fiir eine etwas grofiere Klasse von Matrizen, den normalen
Matrizen, d.h. Matrizen A € C™*" fiir die A*A = AA* gilt. Eine Matrix B, die mit
A vertauscht, lisst die Eigenrdume von A invariant (v € E) = ABv = BAv = ABv
= Bv € E)). Fiir eine normale Matrix A ldsst also A* die Eigenrdume von A
invariant, und damit ist (Ey)* invariant unter A (v € Ey, w € (E\)* = (Aw,v) =
(w, A*v) =0, da A*v € Ey, also Aw € (Ey)*). Wir kénnen also (Ey)* als eigenen
Vektorraum ansehen, auf dem A operiert; von diesem konnen wir einen weiteren
Figenraum abspalten, usw. Durch Induktion {iber die Dimension folgt, dass C"
orthogonale direkte Summe der Eigenrdume von A ist. Mit anderen Worten, es gibt
eine unitédre Basis B = (by,...,b,) aus Eigenvektoren: Ab; = \;b; oder AB = BD
mit D = diag(A1,...,\,). Somit gilt A = B~1DB mit B € U,.

36Allgemein iiberfithrt ein Liegruppen-Homomorphismus ¢ : G — G die
Einparameter-Untergruppe vx wieder in eine Einparameter-Untergruppe mit An-
fangsvektor (¢ 0 v)’(0) = ¢+ X, also in 74, x. Mit der Exponentialabbildung ausge-
driickt:

(41) P(exp(X)) = exp(¢.X).
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Jede eindimensionale Darstellung von 7' ist durch einen Homomor-
phismus a : T — C* gegeben, und der zugehorige Darstellungsmodul
wird durch einen Vektor X, € g° aufgespannt, g, = CX,, wobei fiir
allew € T

(42) Ad(u) X, = a(u)X,.

Da g¢ endlich-dimensional ist, bilden die vorkommenden Homomorphis-
men «, die sogenannten Wurzeln (engl. roots), eine endliche Teilmenge
A C Hom(7,S'), und wir haben die Zerlegung

(43) P =teY 6.

a€A

Wir wéhlen nun auf g ein Ad(G)-invariantes Skalarprodukt; wir wis-
sen ja, dass jede Darstellung einer kompakten Gruppe ein Skalarpro-
dukt invariant lédsst, das wir aus einem beliebigen Skalarprodukt durch
Mitteln iiber die Gruppe gewinnen. Insbesondere ldsst Ad(v) fiir je-
des v € T diese Zerlegung invariant, die aus Eigenrdumen von Ad(u)
besteht, vgl. (42), also ist die Zerlegung (43) orthogonal, wobei wir
das Skalarprodukt auf g zu einem hermiteschen Skalarprodukt auf g°
fortsetzen. Aulerdem haben die Eigenwerte von orthogonalen Matrizen
Betrag 1, deshalb hat jedes o Werte in S' C C.

Die endlich vielen eindimensionalen Darstellungen o : T — S!, o €
A, haben jede einen (r — 1)-dimensionalen Kern kera = a7 (1), r =
dim 7. Wir wéhlen u € T" auerhalb dieser Kerne, u € T\ |J,ca ker o;
solche u € T nennen wir reguldr. Fiir ein solches Element betrachten
wir die Bahn B = i(G)u C G. Allgemein gilt fiir eine Wirkung einer
Liegruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M: Jede Bahn Gu, u € M ist
eine Untermannigfaltigkeit von M, eine Einbettung des Nebenklassen-
raums G/H = {gH : g € G}, wobei H = G, = {g € G : gu = u} die
Standgruppe von G ist.>

Das ist eine ganz allgemeine Tatsache: Wie immer die Wirkung aus-
sieht, die Bahn B = Gu ist immer diffeomorph zum Nebenklassenraum
G/H mit H = G, und der Diffeomorphismus 1 : G/H — Gu ist in-
duziert von der Abbildung ¢ : G — M, g — gu. Da diese dquivariant
ist, ¥(g'g) = g'¥(g), ist 1 sogar ein dquivarianter Diffeomorphismus,
d.h. wie immer die Wirkung von G auf M definiert war, auf dem Ne-
benklassenraum G/H wird sie zur Linkstranslation.

3"Der Nebenklassen-Raum G /H = {gH : g € G} ist eine Mannigfaltigkeit mit
dim G/H = dim G — dim H, und die Abbildung ¢ : G — M, g — gz, definiert eine
Abbildung ¢ : G/H — M, gH + gx, die eine injektive Immersion ist, d.h. auch
die Ableitung Dipypr : Ty (G/H) — Ty M ist injektiv.
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Als Konsequenz davon kénnen wir insbesondere die Isotropiedarstel-
lung von H auf T,y (G/H) berechnen. Wir erinnern zunéchst an die
Definition: Weil jedes h € H den Punkt u = ¢(eH) fest lisst, bil-
det Dh,, den Tangentialraum T,B = T,x(G/H) = g/b auf sich ab;
der Homomorphismus h +— Dh, : G — GL(T,B) heiit Isotropiedar-
stellung. Wie immer die Wirkung von G definiert war — wir kénnen
diese Darstellung stets mit Hilfe der Adjungierten Darstellung von G

berechnen:

Lemma 14.1. Die Isotropiedarstellung von H auf Toy(G/H) = g/b
wird von der Einschrinkung der Adjungierten Darstellung Ad : G —
Aut g auf H induziert. Fir jedes Ad(H)-invariante Komplement m C g
zu by in g ist die Isotropiedarstellung die Einschrinkung von Ad(H) auf
m.

Beweis. Die Gruppe G operiert auf G/H durch Linkstranslation:
¢ (gH) = ¢’gH. Das gilt insbesondere fiir die Untergruppe H, aber weil
hgH = hgh™'H fiir jedes h € H, kommt die Wirkung von H von der
Konjugationswirkung von H auf G her; diese wird durch die kanonische
Projektion 7 : G — G/H, g — gH auf die Wirkung von H auf G/H
abgebildet. Entsprechend kommen die Ableitungen der Wirkungen von
h € H im Punkt eH von der Ableitung der Konjugationswirkung in e
her, also von der Adjungierten Darstellung. U

In unserem Spezialfall der Wirkung durch Konjugation ist H = G,
der Centralisator von u, also H = {g € G : gu = ug}. Insbesondere ist
T C H. Wenn u regulér ist, also a(u) # 1 fiir alle &« € A, dann haben
T und H dieselbe Liealgebra, h = t. Wenn némlich eine Einparameter-
Untergruppe v = vx ganz zu H gehort, dann ist uy(t) = ~(t)u, also
Ad(uw)X = %i(u)”yx(t)‘tzo = %7X<t)‘t:0 = X. Das wére nach (42)
nicht moglich, wenn X einen Anteil in einem der g, hétte, weil a(u) #
1, also ist X € t.

Lemma 14.2. Die Bahn B = i(G)u C G fiir requlires w € T schneidet
T orthogonal und transversal, d.h. T, B ist das orthogonale Komplement
2u T, T in T,G, wobei das Ad(G)-invariante Skalarprodukt auf g = T.G
durch DL, nach T,G verpflanzt wurde.

Beweis. Weil T abelsch ist, vertauscht die Linkstranslation L, mit der
Wirkung von T durch Konjugation. Da i(T") jedes u € T fest lésst
(d.h. T liegt in der Standgruppe von u unter der Wirkung von i(G)),
ist Di(v),, eine lineare Abbildung auf 7,,G fiir jedes v € T', und (DL, ).
iiberfithrt Di(v), auf T.G auf Di(v), auf T,,G. Auf T,G haben wir die
Zerlegung (43), die durch (DL, ). auf eine entsprechende Zerlegung von
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T,G ibertragen wird, wobei der Fixraum t = T.T auf T,,/T abgebildet
wird.

B=i(G)u
G
pr, \|T.B
7 N\
T B L T

Nach Lemma 14.1 ist die Isotropiedarstellung von ¢(7") im Punkt u
dquivalent zur Adjungierten Darstellung auf t-. Bei Anwenden der
dquivarianten linearen Abbildung (DL,). geht t+ {iber auf das ortho-
gonale Komplement von T, T in T,G; dieses muss also der Tangenti-
alraum des Orbits B = i(G)u sein. Somit schneiden sich B und 7'
senkrecht. O

Satz 14.1. Jeder mazimale Torus T in einer kompakten Liegruppe G
schneidet jede Konjugationsklasse in G, und je zwei maximale Tori in
G sind zueinander konjugiert.

Beweis. Indem wir unser Ad(G)-invariantes Skalarprodukt auf g = T.G
in jeden Tangentialraum 7,G mit Hilfe der Linkstranslation DL, :
T.G — T,G verschieben, definieren wir eine Riemannsche Metrik auf G,
d.h. ein Skalarprodukt in jedem Tangentialraum, differenzierbar vom
Punkt abhéngig:

(44) (DLy)e.X.(DL,).Y) = (X.,Y)

fir alle X,Y € g. Die Linkstranslationen sind Isometrien dieser
Riemannschen Metrik, d.h. fir jedes x € G ist (DLy), : T,G —
T,»G orthogonal beziiglich der gewéhlten Skalarprodukte auf T,G
und 7Ty, G: Es geniigt, die Erhaltung der Norm nachzupriifen: Fiir
X € gist (DL,).X € T,G und |[(DL,).X| = |X|, und ebenso
|(DLy)s(DL,)eX| = |(DLy)eX| = |X|. AuBerdem sind die Konju-
gationen i(g) Isometrien: Aus ghxg™' = hgxg™' mit h = ghg™" folgt
i(9)Ln, = L;i(g) und somit Di(g)n(DLy)e = (DLj)eDi(g), und da
(DLp). und (DLj). und auch Di(g). = Ad(g) orthogonal sind, folgt
die Orthogonalitdt auch fiir Di(g),. Eine solche Metrik, fiir die L, und
i(g) eine Isometrie ist fiir alle ¢ € G (und damit auch die Rechtstrans-
lation R, = i(g~') o L,), nennt man biinvariant.

Mit einer Riemannschen Metrik kénnen wir auf G Geometrie treiben.
Insbesondere ist die Ldinge einer Kurve ¢ : I — G auf die iibliche Weise



36 J.-H. ESCHENBURG

definiert: L(c) = [;|c/(t)|dt. Als Abstand von zwei Punkten z,y € G
werden wir die Lénge der kiirzesten Kurve von x nach y definieren;
wir schreiben dafiir |z,y|. Eine Kurve ¢ heiBt Geodite, wenn sie lokal
kiirzeste Kurve ist, d.h. fir s,¢t € I mit |t — s| gentigend klein gibt
es keine kiirzere Kurve von c¢(s) nach c(t) als ¢|f 4, also |c(s),c(t)| =

L(C|[s,t})-

. i(g)
C
G g
¢
T e u o T
TB
B = iGu

Nun sei ein beliebiger Punkt x € G gegeben. Wir wollen zeigen, dass
es ein zu z konjugiertes Element in 7' gibt. Wir wéhlen ein reguléres
Element v € T und betrachten die Bahn B = (G)u von u. Weil
G kompakt ist, ist auch B kompakt. Deshalb gibt es einen Punkt
i(g)u € B, der von x minimalen Abstand hat; die stetige Funktion
|z, .| nimmt auf der kompakten Menge B ein Minimum an. Daher gibt
es eine kiirzeste Kurve ¢ : [0,1] — G von x nach i(g)u, sagen wir
c(0) = i(g)u und ¢(1) = 2.*® Dies muss eine Geodéte sein, und sie muss
auf B senkrecht stehen, denn sonst konnten wir noch kiirzere Kurven
von x nach B finden. Die Isometrie i(¢g~!) bildet ¢ ab auf eine Geodite
¢ =1i(g7) ocmit ¢(0) = u € T, die immer noch senkrecht auf B steht,
&(0) € (I,B)* = T,,T. Nach dem folgenden Lemma liegt ¢ ganz in 7.
Somit ist z unter i(g~') konjugiert zu v = ¢(1) € T, und T schneidet
deshalb jeden Orbit.

Um noch die Konjugiertheit zu sehen, betrachten wir einen zwei-
ten maximalen Torus 7”. Dieser schneidet auch den eben betrachteten
Orbit B = i(G)u (jeder Torus schneidet jeden Orbit), etwa in einem
Punkt v’ = i(g)u, und der Schnitt ist senkrecht.*

Es gibt aber bereits einen maximalen Torus durch «/, ndmlich 7" =
i(g)T, und auch T” schneidet B senkrecht, genauer ist T,y T" = T\, B+,

38Dje Existenz von kiirzesten Kurven zwischen zwei Punkten einer kompakten
Riemannschen Mannigfaltigkeit folgt aus dem Satz von Arzeld und Ascoli iiber
gleichgradig stetige Funktionen.

39Wie wir sahen, ist der Schnitt mit reguldren Bahnen senkrecht, aber diese
liegen dicht, also wird jede Bahn senkrecht geschnitten.
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deshalb ist T,,7" C T,,T”. Da beide totalgeodatisch sind, ist 7" C T",
und weil 77 maximaler Torus ist, folgt 7/ = T". O

Lemma 14.3. FEs sei G kompakte Liegruppe mit biinvarianter Metrik
und T C G maximaler Torus. Dann ist T totalgeoddtisch, d.h. jede
Geoddte ¢ : [0,1] = G mit ¢(0) € T und ¢(0) € Te)T liegt ganz in
T.40

Beweis. Wenn ¢(t) ¢ T fiir ein t € (0,1], dann gibt es v € T mit
i(u)e(t) # e(t), denn T ist maximal abelsch. Aber ¢ = i(u) o ¢ ist eine
Geodite mit denselben Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢(0) und &(0) =
c(0). Da Geoditen durch Anfangspunkt und Anfangsvektor eindeutig
bestimmt sind (sie 16sen eine Differentialgleichung zweiter Ordnung),
gilt ¢ = ¢, Widerspruch! O

15. DIE WEYLGRUPPE

Wir haben gesehen, dass die Konjugationsklassen in G den maxi-
malen Torus T' senkrecht treffen. Um tiber G zu integrieren (was wir
tun miissen, um das Irreduzibilitétskriterium — [ [x,[* = 1 fiir ei-
ne Darstellung p zu iiberpriifen), werden wir nach Fubini {iber 7" und
dann iiber die Konjugationsklassen in 7" integrieren; Zum Beispiel soll-
te demnach volG' = fueT voli(G)udu gelten. Aber das stimmt nicht
ganz, weil jede Konjugationsklasse den Torus 7" nicht nur einmal, son-
dern mehrmals schneidet; wir haben sie also mehrfach gezahlt, wenn
wir iiber T integrieren. Das haben wir schon in S* C H gesehen: Der
maximale Torus ist der GroBkreis S* C C, und die Konjugationsklasse
von cosf +isinf € S', die Kleinsphére S; = {cosf + vsinf : v € S$?},
schneidet den Groflkreis S' zweimal. Um das Volumen richtig zu be-
rechnen, miissen wir durch die Anzahl der Schnittpunkte pro Konjuga-
tionsklasse teilen, wie wir es im Abschnitt 8 auch getan haben. Diese
Anzahl miissen wir also ermitteln. Dazu betrachten wir eine Konju-
gationsklasse i(G)u fiir ein regulires w € T und ein v € T N i(G)u,
also i(g)u = v. Dann gilt auch i(g)T = T, denn sonst lage u in zwei
verschiedenen Tori 7" und i(g)7", was nicht moglich ist:

Lemma 15.1. Ist T C G maximaler Torus und uw € T requldir, so liegt
u nur in einem einzigen maximalen Torus.

40Ty, Wahrheit gilt viel mehr: Jede Geodiite ist Nebenklasse einer Einparameter-
Untergruppe. Insbesondere ist jede Untergruppe totalgeodétisch.
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Beweis. Es sei T" ein weiterer maximaler Torus durch v und X € t =
T.7'. Dann ist Ad(u)X = X. Mit der Aufspaltung (43) sehen wir
X = X0+ cn CaX, fiir gewisse ¢, € C und X, € t; demnach ist

0=Ad(w)X — X => calafu)—1) X,.

Da die X, linear unabhéngig sind und a(u) # 1 fiir alle & € A wegen
der Regularitédt von u, miissen alle ¢, verschwinden, also X = X, € t.
Somit ist ' C t und wegen der Maximalitidt des Torus 7”7 ist t' = t und
damit 7" = T', denn beide Tori sind totalgeodétisch. 0

Wir halten also fest: Wenn i(g)u € T fiir ein g € GG, dann gilt sogar
i(g)T =T, d.h. g liegt im Normalisator Ny des maximalen Torus 7,

(45) Np:={geG:i(9)T =T}.

Die Menge der Schnittpunkte i(G)u N T besteht also aus der Bahn
i(N7)u. Die Wirkung von Np auf T' durch Konjugation ist aber nicht
“effektiv’, d.h. die Wirkung als Gruppenhomomorphismus aufgefasst
hat einen nichttrivialen Kern, ndmlich den Centralisator von T,

(46) Cr:={9g€G:i(g)v=ver}.

Dies ist ein Normalteiler von N7, und die Quotientengruppe W =
Nr/Cr, die effektiv operiert, heifit die Weylgruppe'! der kompakten
Liegruppe G. Weil T abelsch ist, folgt T' C Cr, und weil T" maximaler
Torus, muss 7' die Zusammenhangskomponente der Eins von Cr sein:
Gébe es eine Einparameter-Untergruppe in C7p, die nicht schon in T
ldge, so konnten wir 7" damit zu einer grofleren zusammenhéngenden
abelschen Untergruppe erweitern, was ja nicht moglich ist. Es gilt aber
noch mehr: Cr ist zusammenhéngend und damit ist Cr = T'. Das folgt
aus dem folgenden allgemeineren Satz fiir beliebige (nicht notwendig
maximale) Tori:

Satz 15.1. Ist S C G ein Torus, so ist der Centralisator Cg zusam-
menhdngend, genauer ist Cs die Vereinigung aller maximalen Tori, die
S enthalten.

Beweis. Sicher enthélt Cs die Vereinigung aller maximalen Tori 7" mit
T O S. Wir miissen nur noch fiir ein beliebiges Element ¢ € Cg zei-
gen, dass c¢ in so einem maximalen Torus liegt. Wir betrachten den
Abschluss A der Untergruppe von G, die von S und ¢ erzeugt wird.
Diese ist abelsch, und wenn sie zusammenhéngend ist, ldsst sie sich
zu einem maximalen Torus erweitern und wir sind fertig. Wir nehmen

“'Hermann Weyl, 1885 (Elmshorn) - 1955 (Ziirich)
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also an, dass A nicht zusammenhéngend ist. Die Zusammenhangskom-
ponente der Eins sei A,; dies ist eine kompakte abelsche und zusam-
menhiingende Gruppe, also ein Torus. In jedem Torus A, = RF/Z*

finden wir ein Element a mit A, = @; man muss nur dafiir sorgen,
dass alle Koordinaten von a irrational sind. Weil A kompakt ist (als
abgeschlossene Untergruppe einer kompakten Gruppe), ist die Gruppe
A/A, endlich.*? Sie wird erzeugt von cA, € A/A,, ist also zyklisch von
endlicher Ordnung k. Somit ist ke A,. Esseiae A, mit a* = a und
b= ac* € A, Dann ist (bc) = A, denn (be)* = a* = a erzeugt A,.
Das einzelne Element bc € G liegt aber in einem maximalen Torus von

G, der notwendig A = (bc) und damit auch S enthélt. O

16. WEYLGRUPPE UND WURZELN

Die Weylgruppe W = N7 /T eines maximalen Torus 7' C G operiert
auf T" durch Konjugation und lasst dabei das Neutralelement e € T fix;
damit operiert W linear auf dem Tangentialraum t = 1.7 von T, und
die Exponentialabbildung exp |; konjugiert die Operationen von W auf
t und 7. Insbesondere lisst W das Einheitsgitter L = (exp |;)"!(e) C t
invariant.

Beispiel: G = S* ¢ H. Dann ist 7 = S! = $* N C mit Liealgebra
t =R C g = Im H. Die Weylgruppe kann nur aus den zwei Elemen-
ten £7 bestehen, da t eindimensional ist (O; = {+/}), und der Tat
ist —I ein Element der Weylgruppe, namlich Ad(j). Diese Abbildung
erhiilt den Torus T, denn jzj~! = 7 fiir alle = € C, und insbeson-
dere jij~!' = —ijj~! = —i. Ganz Entsprechendes gilt fiir G = SO;
und T = {diag(Dy,1) : Dy = (&¥f-snt) ¢ € R} mit Liealgebra
t = diag(¢J,0) : t € R}, wobei J = D,y = (; '). Die Konju-
gation mit der Matrix diag(1,—1,—1) erhélt 7" und bildet diag(J,0)
auf — diag(J,0) ab. Klar: Die Liealgebra und die Wirkung der Gruppe

Ad(G) darauf sind ja gleich fiir G = S* und G = SOs.

Wir werden dieses Beispiel gleich auch fiir den allgemeinen Fall her-
anziehen. Da die Weylgruppe durch Konjugation operiert und den To-
rus 1" erhélt, bleibt auch das System der Wurzeln erhalten. Erinnern wir
uns: Die Wurzeln waren die simultanen Eigenwerte von Ad(u), u € T
es sind Homomorphismen « : T — S' € C* mit Ad(u)X, = a(u)X,
fiir gewisse X, € g° die zugehorigen Eigenvektoren. Den ganzen Fi-
genraum hatten wir g, genannt. Konjugation mit einem Weyl-Element

421y jeder topologischen Gruppe G ist die Wegzusammenhangskomponente der
Eins, Gy, ein Normalteiler denn gzg~! ist mit e verbindbar, wenn z mit e verbindbar
ist. Also bildet die Menge der Wegzusammenhangskomponenten die Gruppe G/G,.
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w = Ad(n), n € Nr, ergibt Ad(nun=')Ad(n)X, = a(u) Ad(n)X.,,
oder besser

Ad(u) Ad(n) X, = a(n tun) Ad(n) X, .

Somit ist Ad(n)X, auch wieder ein Eigenvektor, und zwar fiir den
Eigenwert (die Wurzel) f = aow™!.

Statt der Wurzeln o : T — S' betrachten wir lieber ihre Ableitun-
gen im Einselement «, : t — T}S' = iR. Die reellen Linearformen «, /i
werden wir wieder mit demselben Buchstaben o bezeichnen:*® dies-
mal ist @ € t* = Hom(t,R). Das sind die simultanen Eigenwerte von
ad(H), H € t; die Eigenvektoren sind noch die gleichen (sie sind ja
unabhingig von v € T" und verhalten sich deshalb beim Differenzieren

als Konstante); es gilt daher fiir alle H € t:
(47) ad(H)X, =ia(H)X,.

Da a(e) = 1 und andererseits a(e) = ) fiir alle H € L :=
(expy)~t(e), muss a(H) € 277 liegen fiir alle H € L; solche Linearfor-
men, die auf dem Einheitsgitter L ganzzahlige Werte mal 2 annehmen,
nennen wir ganzzahlige Linearformen.

Lemma 16.1. Fir alle o, f € AU{0} gilt

(48) (80, 95] C Gats

(mit gatp =0 falls a+ 5 & A). Insbesondere folgt [ga, g—a] C go = t°.
Beweis. Das folgt direkt aus der Jacobi-Identitét: Fiir alle H € t ist

ad(H)[Xa, X5] = [ad(H)Xa, X5] + [Xa, ad(H) X5
— i(a(H) + B(H))[Xa, Yal.

O

Zu jedem Eigenvektor X, € g, C g° gibt es einen zugehdrigen Ei-
genvektor X_o € g_o, ndmlich X_, = X,, denn weil H € t reell ist,
H = H, gilt

ad(H) X, = ad(H) X, = io(H) Xo = —ia(H) X,.

Die Wurzeln treten also immer in Paaren +a auf. Das Element [X,, X,]
€ t° hat zwei besondere Eigenschaften: Es ist rein imaginér, denn

[XmX_oc] = [X_om Xoc] = _[XouX_oz]:

43Zur Unterscheidung werden wir nétigenfalls die Eigenwerte von Ad(u) ab jetzt
mit & bezeichnen: & : T — S! und @&, = ia. Da die Exponentialabbildung exp; :
t — T den Torus T mit t/L identifiziert, L = (exp,)~!(e), und da &oexp = exp od
fiir jeden Liegruppen-Homomorphismus, gilt &(exp H) = e**H) fiir jedes H € t.
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also [X,, X,| = iH, fiir ein H, € t, und dieser Vektor H, steht senk-
recht auf der Hyperebene ker a, denn fiir jedes H € t gilt (mit dem
komplex bilinear auf g¢ fortgesetzten Skalarprodukt)**

i(H,H,) = (H,[Xa,Xa])

= ([H. X, X,)
= 0 (H) (Xa, Xo) = i H)|Xa ],

insbesondere ist (H, H,) =0 <= H € kera.

Die Kerne der Wurzeln, ker o mit o € A, bilden ein System von Hy-
perebenen in t; die Zusammenhangskomponenten ihres Komplements
t\ Unen kera heilen Weylkammern. Wie wir sahen, permutiert die
Weylgruppe die Wurzeln o € A, also auch die Hyperebenen ker o und
die Weylkammern.

Satz 16.1. Die Weylgruppe wird erzeugt von den Spiegelungen s, an
den Hyperebenen ker a, v € A.

Bewets. Zunéchst miissen wir zeigen, dass die Spiegelungen s, wirklich
in der Weylgruppe liegen. Der von Re X,, Im X, und t aufgespannte
Unterraum g* C g bildet offensichtlich eine Unter-Liealgebra, denn
[Xa, X,] € tund [t, X,] € CX,, wobei [ker a, X,,] = 0. Genauer gilt:

[Xa + X_Ou Xa - g] = _2[Xa7X_a] :;27/]—-[& )
[Haa Xa + &] = 7;04([{04)(‘)(04 - &) 5
(Ho, Xo — Xo| = ia(Ho)( X + Xa).

Bis auf Normierungsfaktoren®® verhalten sich diese drei Elemente wie

die Erzeugenden 14, j, k der Liealgebra von S3. Damit ist g* = su, ®ker o
als Liealgebra, wobei die Liestruktur auf ker o C t trivial ist. Die zu-
gehorige Liegruppe G* C G ist also bis auf Uberlagerungen ein direktes
Produkt G, x T, wobei G, zu SU, oder SO5 isomorph*® und 7}, der

4“1 der zweiten Zeile der folgenden Rechnung nutzen wir die Identitét
(H,[X,Y]) = ([H,X],Y) fir alle H, X,Y € g° Das ist die Schiefsymmetrie von
ad(X), nidmlich (H,ad(X)Y) = —(ad(X)H,Y); diese wiederum kommt durch Ab-
leiten von (Ad(g)H,Ad(g)Y) = (H,Y) fiir alle g € G.

SR, = 2Re X, und I, = 2Im X, erfiillen die Relationen [Ra,Io] = —2H,,
[Hy, Ra] = —2021,, [Hy, I,] = 2X*R, mit \? = a(H,) Die Elemente R, = AR,,
fa = A, und ﬁa = A\?H,, erfiillen dann die gleichen Kommutator-Relationen wie
k,j,i € H, die die Liealgebra von S? aufspannen.

46Weitere Gruppen mit Liealgebra su; kann es nicht geben, weil SU; = S? einfach
zusammenhéngend und SO3 = SUz/{£I} ohne Zentrum ist: Wére SOs3/I" noch
eine Gruppe fiir einen diskreten Normalteiler I' C SOj3, so miisste dieser im Zentrum
liegen; das gilt allgemein fiir Normalteiler von zusammenhéngenden topologischen
Gruppen (Ubung).
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Kern des Gruppenhomomorphismus « : T' — S! ist. Unser Eingangs-
beispiel zeigt, dass es in G, ein Element g, = expt, Re X, gibt (fiir
geeignetes t,) derart, dass Ad(g,)H, = —H,, wihrend Ad(ga)|kera = I;
damit folgt Ad(g,) = s, auf t.

Wir betrachten nun die Untergruppe W’ C W, die von allen s, er-
zeugt wird. Sie operiert bereits transitiv auf der Menge der Weylkam-
mern, weil sie die Spiegelungen an allen Weylkammer-Wénden enthélt.
Wir wollen W = W’ zeigen. Datfiir geniigt es zu zeigen, dass kein Ele-
ment w € W\{I} eine Weylkammer C' invariant ldsst. Wenn w = Ad(g)
so ein Element ist mit wC' = C, dann gibt es einen Vektor v € C, der
fix bleibt, w(v) = v, zum Beipiel der Schwerpunkt von C' NS, wo-
bei S die Einheitssphére in t ist, oder noch einfacher der Mittelpunkt
der groBten Kugel in S, die noch ganz im Abschluss von C' liegt. So-
mit liegt ¢ im Centralisator des Abschlusses von exp Rv. Dies ist ein
Torus 7" C T, also ist g € C(1"). Nach Satz 15.1 ist C(7") zusam-
menhéngend, und weil v € C regulér ist, folgt C(T) = T. Damit ist
g € T und Ad(g)r = I. O

Dieser Satz bestimmt nicht nur die Struktur der Weylgruppe als
Spiegelungsgruppe (Cozetergruppe),*” sondern hat auch starke Konse-
quenzen fiir die Struktur des Wurzelsystems:

Satz 16.2.
(a) Der Eigenraum g, zu jeder Wurzel o € A ist eindimensional.
(b) Ist « € A und A € A, so ist A = £1.

Beweis. Andernfalls konnte man die Spiegelung s, auf verschiedene
Weisen als Ad(g;) und Ad(gs) darstellen, wobei sich g; und go nicht
nur durch ein Element von 7" unterscheiden; dann wire Ad(gig,"') = 1
auf ganz t, aber wir haben im Beweis von Satz 16.1 bereits gesehen,
dass ein solches Element in 7" liegen muss. Damit wird (a) und (b)
gezeigt. ]

Bemerkung: Ein endliche Menge A von Vektoren in R" \ {0} heifit
Wurzelsystem, wenn gilt:

(1) A spannt R" auf,

(2) Fiir jedes a € A ist Ra N A = +a,

(3) A ist invariant unter allen Spiegelungen s,, a € A,

47 Bine Cozetergruppe ist eine Gruppe mit einem endlichen Erzeugendensystem
S = {s1,...,5p} aus Elementen der Ordnung 2. Endliche Coxetergruppen lassen
sich als lineare Spiegelungsgruppen auf einem euklidischen Raum R" realisieren.
Wenn eine Coxetergruppe zusétzlich ein Gitter Z" = L C R" invariant ldsst, nennt
man sie (abstrakte) Weylgruppe.
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(4) Fiir alle o, 8 € A ist die orthogonale Projektion 7, (3) von /3

auf () = Ra in der Menge 3Zo enthalten, d.h. 22355 eZ.

Da sq(83) = 8 — 24224 kann man (4) auch so ausdriicken: 8 — s4(8)

ist ein ganzzahhge; V>1e1faches von «. Man kann zeigen, dass zu jedem
Wurzelsystem genau eine einfach zusammenhéngende kompakte Lie-
gruppe gehort. Die Klassifikation dieser Gruppen ist daher durch die
Klassifikation der Wurzelsysteme moglich.

17. DIE WEYLSCHE INTEGRATIONSFORMEL

Gegeben sei eine Klassenfunktion f : G — R, also eine Funktion,
die auf allen Konjugationsklassen konstant ist: f(gqug™') = f(u) fiir
alle g,h € G. Wir wollen fG g)dg berechnen, wobei das Maf} dg so

normiert ist, dass vol(G) = [, o g = 1. Wir wissen bereits:
()G = U i(G)u, genauer: die Abbildung ¢ : G/T xT — G :
ueT

(gT,u) — gug™! ist surjektiv,
(2) i(G)u LT,
(3) i(G)unT = Wu.

Wir wollen fiir die Integration die Abbildung ¢ und den Satz von
Fubini benutzen und zuerst iiber G/T integrieren (inneres Integral)
und dann iiber T' (duBeres Integral). Wegen (3) schneidet jeder Orbit
o(G/T x{u}) = i(G)u den Torus mehrmals; um Doppelzihlung zu ver-
meiden, diirfen wir daher nicht {iber ganz T' integrieren, sondern nur
iiber ein Reprasentantensystem der Bahnen der Weylgruppe W, einen
sogenannten Fundamentalbereich F'. In t kennen wir bereits Funda-
mentalbereiche fiir W, die abgeschlossenen Weylkammern C, und in
T erhalten wir Fundamentalbereiche F = exp C. Weil die Weylgrup-
pe auf der Menge der Weylkammern einfach transitiv wirkt, gibt es
|W| solche Fundamentalbereiche, alle natiirlich kongruent zueinander.
Deshalb gilt:*®

[iwa = [ (/w e )
:/ flu d“_wv!/ flu

48Wir benutzen hier den Transformationssatz fiir die Abbildung ¢ in der Form
fG f(g)dg = f¢(1u><F) f(g)dg = f]y[XF f(d)(xa u)) |det Df(a:,u)| dr du mit M = G/Ta
und | det D¢, )| = vol(i(G)u)/ vol(X); weil M homogen und ¢, dquivariant ist,
hingt |det D¢, )| nicht von x, sondern nur von u ab.
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mit v(u) = vol(i(G)u); die letzte Gleichheit gilt, weil [, f(u)du =
J.,p fw)du fir alle w € W und T' = |J, oy wF, wobei sich F und wF
hochstens am Rand schneiden; der Schnitt ist also eine Nullmenge.

Es bleibt die Volumenfunktion

v(u) = vol(i(G)u)

zu berechnen. Im Beispiel G = S* C H auf Seite 17 war der maximale
Torus T die Kreislinie S* N1 C und die Konjugationsklasse i(G)u durch
u = e? € T die zu dieser Kreislinie senkrechte Kleinsphire S5 mit
Radius sin, somit v(e®) = 47sin?6, siehe Seite 17 (dabei war das
Volumen von G = S? noch nicht auf Eins normiert). Es gab allerdings
zwel Ausnahmen: Fiir v = £1 € T war ¢(G)u keine Sphére, sondern
ein Punkt, i(G)u = {u}.
Wenn G nun beliebig ist, stellen wir uns ganz &hnliche Fragen:

(1) Was entspricht dem Volumen 47 der Standardsphére?

(2) Was entspricht dem Volumen-Anderungsfaktor sin® §?
(3) Welche Ausnahmen gibt es fir i(G)u?

Wir fangen mit der dritten Frage an. Fiir jedes u € T haben wir die
surjektive G-aquivariante Abbildung

¢u: GIT = i(G)u,  ¢u(gT) = ¢(gT,u) = gug™"

Die Standgruppe von u unter der Wirkung von i(G) ist der Centrali-
sator von u, die Untergruppe C, = {g € G : gug™! = u} D T. Wenn u
nicht regular ist, a(u) = 1 fiir ein a« € A, dann liegt (go+9g_o)Ng in der
Liealgebra ¢, von C,,, diese ist also echt gréﬁer als tund i(G)u = G/C,
hat kleinere Dimension als G/T'. Solche Orbiten nennen wir singuldre
Orbiten. Wenn u dagegen reguldr ist, dann gilt Ad(u)X = X nur fir
X € % Damit ist i(u) exp(tX) = exp(tX) ( < i(exp(tX)u = u)
fiir alle t € R genau fiir X € ¢, also ist ¢, = t (wobei ¢, die Liealge-
bra von C, bezeichnet). Das bedeutet aber noch nicht C,, = T', denn
C, kann mehrere Zusammenhangskomponenten haben (anders als der
Centralisator eines Torus, vgl. Satz 15.1). Weil aber u regular ist, liegt
es in nur einem maximalen Torus, somit lasst ', den ganzen Torus 7T’
invariant, C,, C Np. Also kann C,, nur eine Erweiterung von T durch
eine Untergruppe der Weylgruppe W sein, ndmlich durch die Stand-
gruppe W, = {w € W : wu = u} fir die Wirkung der Weylgruppe auf
T. Fir solche u € T hat i(G)u = G/C, = (G/T) /W, zwar die gleiche
Dimension wie G/T', aber das Volumen beim Annéhern an solche u

YFiir X = X, 43, AaXa mit X, € tist Ad(u)X —X =3, Aala(u)—1)X, =0
< A, =0fiiralle « € A, da a(u) # 1, also X = X, € t.
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wird “plétzlich” (unstetig) durch den Faktor |W,| geteilt; wir nennen
solche Orbiten Ausnahmeorbiten.

Die Fixmengen von Untergruppen von W sind abgeschlossene Un-
tergruppen von 7T'; ihre Zusammenhangskomponenten sind echte Un-
tertori.’® Alle Elemente v € T, die aufierhalb dieser Untertori sowie
der Untertori ker o, o € A liegen, haben daher Standgruppe 7. Deren
Bahnen sind diffeomorph zu G/T’; sie heiflen reguldre Orbits. Da wir
das Wort “regulér” fiir Elemente u € T" schon anderweitig verbraucht
haben, wollen wir die v € T' mit C, =T stark reguldr nennen.

Eine Standardmetrik auf G/7 (Punkt (1)) erhalten wir aus der bi-
invarianten Metrik auf G, denn

Tor(G/T)=T.G/T.T =g/t =m,

wobei m das orthogonale Komplement von t in g ist, g = t & m (vgl.
Lemma 14.1). Wir geben also T.7(G/T) das Skalarprodukt von m C g
und verschieben dieses mit den Linkstranslationen iiberall hin: Der
Tangentialraum

T,r(G/T) = DL,g/ DLyt = DL,m C DLyg = T,G

wird dabei zu einem Unterraum von 7,G und erbt dessen Skalarpro-
dukt.”’ Damit haben wir eine Riemannsche Metrik auf M = G/T
definiert, die normalhomogene Metrik, fiir die die Restklassenabbil-
dung m : G — G/T eine Riemannsche Submersion ist, d.h. Dm,
erhélt die Lange aller Vektoren senkrecht zu der Untermannigfaltigkeit
7 in(g) = gT C G, der Faser durch g. Hier gibt es noch die weite-
re Besonderheit, dass alle Fasern zueinander isometrisch sind. Damit
verhélt sich G beziiglich der Integration wie ein Produkt (G/T) x T,

und insbesondere gilt (mit volG = 1)
(49) vol(G/T) = vol(G)/vol(T') = 1/ vol(T).

Beziiglich dieser Metrik miissen wir nun die Volumenénderung durch
die Abbildung

¢u: G/T = i(Gu,  dulg) = gug™
berechnen. Wegen der Homogenitéat von G//7 und der Aquivarianz von
¢u brauchen wir das nur an der einen Stelle eI" € G/T zu tun.

5ODje Fixpunktmengen von Weylelementen kennen wir aus der linearen Wirkung
von W auf t, denn vermoge exp, : t — T ist T' = t/L mit L = ker exp, = exp; ' (e),
und exp, konjugiert die W-Wirkungen auf t und 7. Fiir v = exp H und w € W gilt
also wu =u <= exp(wH) =exp(H) < wH —H € L.

51Das g ist durch g7 nicht eindeutig bestimmt, aber DLgm merkt nichts von
dieser Uneindeutigkeit: Ist ¢'T = ¢T, so ist g'g~' € T, also ¢’ = gu mit u € T, und
DLym = DLg,m= DL,m.
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Lemma 17.1. Fiir alle H € t und v = exp H gilt:
(50) voli(G)u = vol(G/T) H (1 — ety

aEA
Beweis. Wir miissen die Ableitung von ¢, im Punkte €T € G/T be-
rechnen, wobei wir den Tangentialraum T,7(G/T) mit m = t& C g
identifizieren. Zu bestimmen ist also die lineare Abbildung (D¢, )er :
m — T,(i(G)u) C T,G. Fiir jedes X € m sei z; = exp(tX) € G. Dann
D¢, X = 4| wur_, = DR,.X — DL,.X = DR, (X — Ad(w)X),
denn DR;'DL, = Ad(u). Da DR, eine Isometrie ist, folgt

— I [-e=).

| det D¢, | = |det(I—Ad(u))w| = | [ ] det(Z—Ad(u)),,

acA acA
Da die Wurzeln in konjugierten Paaren e®) und e~ ") auftreten,
kénnen wir die Betragsstriche auf der rechten Seite weglassen. U

Der Ausdruck fiir | det Dgy,| ist also von der Form dd fiir eine komplexe
Zahl d. Um diese Zahl d, die nur die Halfte der Faktoren beriicksichtigt,
zu berechnen, miissen wir die Wurzeln in zwei Hélften aufteilen: po-
sitive und negative. Dazu wéahlen wir eine Weylkammer C' C t. Keine
Wurzel a € A kann innerhalb von C' ihr Vorzeichen wechseln, denn die
Nullstellenmengen (die Wurzelkerne) liegen aulerhalb von C| somit

A = A+U(_A+)7
Ay = {aeA:ale>0}.

Dann ist | det D¢, | = dd mit

aeA aeA L
mit
_ 1 S a
p 3 2
(51) jy = H (eia(f) —e’iw>
aEAy

= > I de)e

E:A+—>{:t1} a€A+
5 > (ele)a(H)

= Y| T cloy ] e e

€ CMEAJr
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Also
(52) J= Z sgn(e)e <t

mit

sgn(e) = H e(a),  pe :% Z e(a)a.

CMEA+ CVGA+

Satz 17.1. Weylsche Integrationsformel:
Fiir jede Klassenfunktion f:G — R gilt

(53) /G F(g)dg = ﬁViT | st
mit 0 wie in (52).

| 1605 = = [ sl

:‘m/ﬂ>wmmm»

_ ‘%' /T ()| det Débu| vol(G/T)du

1 1
= — det Doy, |d
e, 0l det Do

1 1
~ arE L F P

Bewezs.

18. GEWICHTE UND WURZELN

Jetzt sei eine unitdre Darstellung ¢ : G — U,, = U(V') gegeben, und
X = Xo : G = C sei der zugehorige Charakter, x(g) = Spur ¢(g). Wir
wollen das Irreduzibilitétskriterium [, [x(g )Pdg = 1 ausnutzen. Dafiir
miissen wir dieses Integral berechnen. Charaktere sind Klassenfunktio-
nen y(gug™') = x(u), deshalb kénnen wir die Weylsche Integrations-
formel in Satz 17.1 benutzen. Insbesondere brauchen wir x nur auf T’
zu kennen, die Spur von ¢|7. Aber ¢|r ist unitdre Darstellung einer
abelschen Gruppe, ndmlich 7', und zerféllt daher in eindimensionale ir-
reduzible Teildarstellungen. Genau wie im Spezialfall der Adjungierten
Darstellung gibt es also eine endliche Familie A C Hom(T,S') und fiir

jedes \ € A einen ¢(G)-invarianten Unterraum V) C V derart, dass

¢(u)v/\ = 5\(u)v/\ vv)\GV)J
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und V zerfillt als direkte Summe V' = > V). Diese Homomorphismen
Aeh
X € A heifen Gewichte (engl. weights), die vy € Vi heiBen Gewichtsvek-
toren. Ein Beispiel haben wir schon gesehen: die Wurzeln (einschlieflich
Null) sind die Gewichte der Adjungierten Darstellung. Wie in diesem
Beispiel betrachten wir lieber die Ableitungen 5\* t— T,S' =R und
setzen . .
A =1\, Aoexp=e?

mit A € t* = Hom(t, R). Wie die Wurzeln sind die Gewichte ganzzahlige
Linearformen, vgl. S. 40.

Die Wurzeln spielen aber nicht nur fiir die Adjungierte, sondern fiir
jede unitéire Darstellung von G eine Rolle:

Satz 18.1. Fir alle « € A (Wurzelsystem) und A € A (Gewichtssy-
stem einer Darstellung ¢ : G — U, ) gilt:

(54) $+(8a)Va C Vasa -

Beweis. Wir benutzen, dass ¢, : g — u, ein Liealgebren-Homo-
morphismus ist: ¢.(X)g«(Y) — 0. (Y)o.(X) = ¢.[X,Y]. Wir wollen
fiir alle X, € g, und vy € V), zeigen, dass ¢.(X,)vy in Vyi,, also im

Eigenraum von ¢.(H) zum Eigenwert (A + «)(H) liegt fiir jedes H € t.
Dazu miissen wir also ¢.(H) auf ¢.(X,)v) anwenden:

O (H)¢(XaJun = ou(Xa)ou(H)ox  +  ¢u[H, Xouy
— A6(X)v 4 alH)6.(Xa)vs
= ()‘ + a)<H)¢*(Xa)U/\~ ]

Das Gewichtssystem A ist also in gewisser Weise invariant unter
Addition von Wurzeln. Allerdings ist auch V)., = 0 moglich; in dem
Fall ist A + a ¢ A. Auch die Weylgruppe W verhilt sich gutartig:

Satz 18.2. Das Gewichtssystem A ist invariant unter der Weylgruppe.

Beweis. Fir vy € V), und w = Ad(n)|; € W mit n € Ny und H € t ist
b (w H)vy = iXM(w ™ H)vy = i(w)\)(H)vy
und andererseits
¢ (wH) = ¢.(Ad(n"'H))
(d/dt)—o p(n " exp(tH)n)
(d/dt)mo p(n~")p(exp(tH))d(n)
= o(n) "¢ (H)p(n).

Gleichsetzen ergibt

o)~ o (H)p(n)ox = i(w)(H)vy,
(55) O(H)p(n)ox = i(wA)(H)d(n)vx.
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Also ist ¢(n)vy Eigenvektor der Matrix ¢, (H) zum Eigenwert (w\)(H ),
und somit ist wA € A mit Gewichtsvektor v, = ¢(n)v,. O

Satz 18.3. Fiir jedes Gewicht A € A und jede Wurzel a € A gilt
(A a)

(o, )

(56) 2 €z

Beweis. Weil X o exp = ¢ jedes H € L = (exp,)~*(e) auf 1 abbildet,
ist A(L) C 27Z und ebenso a(L) C 2rxZ. Wir suchen uns ein H, € L
mit a(H,) = 2n. Weil W das Einheitsgitter L invariant lésst, ist mit
H, auch wH, € L und H, — wH, € L fiir alle w € W. Dies wenden
wir an auf w = s,, die Spiegelung an der Hyperebene at. Somit ist
H, — s,(H,) € L und folglich

N H, — soH,) € 277. (%)
Andererseits ist
MNH, — saH,) = (N, (I — s4)H,) = (I — s4)\, Hy) (k)

denn s, ist eine orthogonale Spiegelung, also selbstadjungiert.’?> Da
sa(A) = A — 28’304, folgt (I — o)\ = 2&’3;@, und mit {a, H,) = 27
ergibt sich

(I —sa)N\, H,) = 222’ zi - 2. (k)

Nach (x*) und () ist dieser Ausdruck ein ganzzahliges Vielfaches von

27, somit muss der Faktor 2% auf der rechten Seite von (*#%) eine

ganze Zahl sein, was zu zeigen war. U

Korrektur: Dieser Beweis aus [Adams| ist nicht ganz in Ordnung,
denn ein solches H, € L mit (a, H,) = 27 existiert nicht immer.** Man
kann aber H, spezieller wéhlen: H, = ta € L mit kleinstmoglichem
t > 0. Weil « in der Liealgebra einer Untergruppe isomorph zu SO3
oder SU, liegt, finden wir a(H,) = 27 oder a(H,) = 4w. Weil aber H,
in Richtung von « zeigt, ist s,(H,) = —H, und deshalb H, — s,(H,) =
2H,. Daraus folgt ((I — so)\, Ho) = AN(H, — sa(H,)) = 2M\(H,) € 47Z.
Somit folgt die Behauptung auch dann, wenn 27 in (%*x%) durch 47
ersetzt werden muss.

2T —slund s ' =5 = 5T =s.

53Ein Gegenbeispiel ist Sp,: Das Gitter L wird durch 2mweq,...,27e, aufge-
spannt, und das Wurzelsystem ist £{2¢;, e; £ ¢; : i < j < n}. Das Skalarprodukt
der Wurzel a = 2e; mit jedem Element von L ist ein ganzes Vielfaches von 4.
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19. DIE WEYLSCHE CHARAKTERFORMEL

Jetzt konnen wir den Charakter x = x4 einer unitdren Darstellung
¢ : G — U, leicht berechnen. Wir brauchen das nur auf dem maximalen
Torus T" zu tun (x ist eine Klassenfunktion), und dort kennen wir die
Matrix ¢(u), u = expH € T: Sie zerlegt V' = C" in Eigenrdume,

V =Y Vi mit ¢(u)|y, = e*H) I, . Deshalb ergibt sich
AEA

(57) X(u) = Spurg(u) = >~ my e

mit my = dim V), (Multiplizitit des Gewichts \). Das Betragsquadrat
dieses Ausdrucks setzen wir als Funktion f in die Weylsche Integrati-
onsformel (53) ein und erhalten

1 1
= §(u)|*d
[ W@lds = g [ Inwitpn
wobei®

(58) X0 = Zm,\ sgn(e)e're) |

X6 = Z mamy sgn(e) sgn (€)' emilrere)
[RUPWY
Somit
1
| W@Pds = iz 3 mmasen(©sen@) e ()
e, AN
mit

vol T 1 falls A= XN = ps — pe

nach Satz 6.1: Die Rolle der kompakten Gruppe G in Satz 6.1 spielt
hier der Torus 7', und die irreduziblen Darstellungen p, p dort sind hier
die Gruppenhomomorphismen® e/*~*) und e*(<=,<) yon T nach Uj.
Die meisten der mit (A, X', €, €’) parametrisierten Terme auf der rechten
Seite von () verschwinden, némlich alle, fiir die \— N # po — p. Ubrig
bleiben diejenigen (A, X, ¢,€), fiir die A + p. = N + po =: w, und fiir

- Y B
Loy = 1 / GON S dyy — {0 falls A — N # po — pe
T

%Genau genommen miisste links (x9) o exp, statt x0 stehen. Diese verkiirzte
Schreibweise benutzen wir 6fters: Wenn Abbildungen f : T — Cund g : t - C
gleichgesetzt werden, dann ist f o exp = g gemeint.

5Die Linearformen pe und pe definieren einzeln genommen keine Gruppenho-
momorphismen von T, weil sie halbzahlig sind, aber ihre Differenz ist ganzzahlig.
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diese ist das Integral gleich Eins. Wir summieren daher zuerst iiber alle
w € Q) mit

Q={A+p: A€ e: Ay — {£1}}
und danach iiber alle Quartetts (A, X, €, €) mit A+ p. = w = N + pe.
Die innere Summe fiir festes w ist

2
Z Z mymy sgn(e) sgn(e (Z m sgn(e ) > 0.

Ape=w N+p =w A+pe

Insgesamt erhalten wir damit aus (x) fiir den Charakter y einer belie-
bigen Darstellung ¢ : G — U,:

2
(59) /|X ng— |Z< Z mwgn(e)) .
wEN \A+pe=w

Unter den Gewichten A € A zeichnen wir eines aus als maximales
oder héchstes Gewicht A,. Dazu bendtigen wir eine Halbordnung auf
der Menge der Linearformen auf t: Wir nennen eine Linearform \ €
t* positiv, wenn A¢ > 0 fiir eine (fest gewéhlte) Weylkammer C' C
t, und wir sagen A > p fiir \,pu € t¥, falls A — p positiv ist. Unter
den endlich vielen Gewichten A € A gibt es sicher (mindestens) ein
Gewicht A, derart, dass A > A, fiir kein A € A mehr gilt; dieses soll
hdochstes Gewicht genannt werden. Unter den Vorzeichenfunktionen e
gibt es ebenfalls eine ausgezeichnete ¢,, die jedem a € A, den Wert
+1 zuordnet. Die Summe

Wo = Ao + €
ist ein ausgezeichnetes Element von (2.

Lemma 19.1. Aufler (M., p.,) gibt es kein zweites Paar (X, p.) mit
A+ pe = w,. Insbesondere ist ww, # w, fir alle w € W\ {I}.

Beweis. Andernfalls wire A + p. = A\, + p, und damit
)\_/\o:peo_pe~

Wire nun € # €,, so wire p., — p. gleich der Summe aller o € A mit

€(a) = —1, und alle Summanden wiéren positiv. Das ist aber unméglich,

weil A\, hochstes Gewicht ist. Somit ist € = ¢, und damit auch A =

Xo. Wiire aber ww, = w, fiir ein Weylelement w # I, dann hétten

wir doch ein zweites Paar (A, pe) mit A + p. = w, gefunden, nédmlich
(WA, WP, )- O

Der zu w = w, gehorige Summand auf der rechten Seite von (59) ist
also nur noch (m,,)?, und das Gleiche gilt fiir die Elemente des Orbits
von w, unter der Weylgruppe. Nach dem vorstehenden Lemma hat der
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Orbit Ww, die maximale Anzahl von Elementen, ndmlich |[IW|, denn
kein Element von W \ {I} hélt w, fest. Wenn wir in (59) die Summe
iiber €2 in die Teilsummen iiber den Orbit Ww, C €2 und iiber den Rest
' = Q\ Ww, aufspalten, so erhalten wir

( Z mAsgn(e)) :

Ape=w

00 [ I@Pdg = P+ S

we!

Satz 19.1. Weylsche Charakterformel: Fiir jede irreduzible Darstellung
¢ : G — U, gibt es genau ein hichstes Gewicht \,, sein Gewichtsraum
Vi, hat Dimension Eins, und der Charakter x : G — C von ¢ ist auf
dem maximalen Torus T C G gegeben durch

B Y wew det (w)ePotr)

1 A
(61) Y wew det(w)eiw®)

mit p=pe, =3 > a.

aEA L
Beweis. Weil ¢ irreduzibel ist, ist [, |x|* = 1. Der Vergleich mit (60)
zeigt, dass my, = 1 und die Summe iiber €2’ verschwinden muss. Damit
miissen alle Summanden verschwinden, da sie > 0 sind, also

(62) Z mysgn(e) =0 Vg, -
Ape=w

Insbesondere kann es nur ein hochstes Gewicht A, geben. Nach (58)
haben wir also

— Z my sgn(e)e!Mee)

€N
= Z Z my sgn(e)e™
W petA=w
(©2) Z My, SgN (€, )™
weW
— Z sgn(ew)eiw(’\°+p) ,
weW
denn my,,, = my, = 1. Die Vorzeichenfunktion ¢, ist durch die Vorzei-
chen der Summanden von wp = % Y ac A, WO gegeben: Da wird immer
noch iiber alle Wurzeln o« € A, summiert, abgesehen vom Vorzeichen,
und deshalb konnen wir wp wieder als Summe iiber alle € A, mit
gewissen Vorzeichen €, (a) schreiben: wp = 13" A, €w(@)o mit

() = +1 falls wae Ay,
W =1 -1 falls wa € —Ay-
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Das Vorzeichen sgn(e,) zéhlt also, wieviele Wurzeln in A, durch w
nach —A, geschickt werden. Wir werden im nachfolgenden Lemma
sehen, dass €,, = det w, womit wir gezeigt haben:

(63) X0 = Z det(w)e™Potr),
weW
Diese Formel gilt fiir alle irreduziblen Darstellungen, speziell auch fiir

die eindimensionale triviale Darstellung ¢, : G — Uy, ¢,(g) = 1 fiir alle
g. Diese hat den Charakter y, = 1 und hochstes Gewicht 0 und daher

(64) d = Xo0 = Z det(w)e™”.
weW
Damit erhalten wir (61) fiir y = XT&. O

Lemma 19.2. Es sei w € W und ¢, = (—1)¥, wobei k = #{a € A, :
wa € —AL}. Dann gilt
€y = detw.

Beweis. Wenn w selbst eine Spiegelung an einer Wand o der ausge-
zeichneten Weylkammer C'ist, w = s,,, dann wechselt nur «,, € A, bei
Anwenden von w sein Vorzeichen, fiir alle anderen o € A, dagegen gilt
wa € Ay Also ist €,(,) = —1 und €,(a) = 1 fiir alle « € A, \ {a,}
und damit ¢, = —1 = det w. Da jedes w € W ein Produkt von Spiege-
lungen an Winden von C' ist, von sog. n Spiegelungen,”® w = s; ... s,
wird durch w insgesamt p-mal eine positive Wurzel « € A, nach —A
abgebildet und damit ist €, = (—1)? = det w. O

Satz 19.2. (Dimensionsformel) Die Dimension n einer irreduziblen
Darstellung ¢ : G — U,, mit héchstem Gewicht X\, ist

(65) n=ny, = H %.

56Dies siecht man geometrisch so ein: Die Weylkammer C wird durch w auf eine
andere Weylkammer wC' abgebildet, und es gibt eine “Galerie” von Weylkammern
C = Cy,(C4,...,Cp, = wC derart, dass C;_1 und C; jeweils benachbart sind, al-
so genau eine “Wand” af- gemeinsam haben. Das Weylelement w' = s, ... 54,
iiberfithrt ebenfalls C' nach C),, also ist w = w’. Wir nennen p die Ldnge von w,
falls es keine kiirzere Galerie zwischen C' und wC' gibt. Durch Induktion iiber p
sehen wir nun, dass jedes w € W eine Verkettung von fundamentalen Spiegelungen
ist. Fiir p = 1 ist dies klar. Wenn w eine Linge p > 1 hat, dann ist w = s,,w, und
w € W hat Linge p — 1, ist also nach Induktionsvoraussetzung bereits Produkt
von fundamentalen Spiegelungen. Aber aj; ist Wand zwischen den Weylkammern
Cp—1 = wC und Cp, also ist w™'a; =: a* eine Wand von C, da w~'C,_; = C.

Damit ist s, eine fundamentale Spiegelung und s,, = WsaW ! ein Produkt funda-

aGAJ,_

mentaler Spiegelungen.
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Beweis. Es ist n = x(e) = limy_,0 x(e?). Nach der Weylschen Charak-
terformel (61) ist

> wew det(w)e U AFIR 64 (2 (N, + p))

> ew det(@)e (i)
Fiir § setzen wir nun die urspriingliche Formel (51) ein und ersetzen
die Differenzen der Exponentialterme durch Sinus-Terme:

x(e") =

also
510+ 7)) _ T SR+ £.0)/2) g 17 (At 1)
s - U =i UGy °

20. DIE IRREDUZIBLEN DARSTELLUNGEN VON (G

Wir betrachten ganzzahlige Linearformen p € t* = t, die im Ab-
schluss unserer Weylkammer C' liegen; das ist keine Einschrinkung der
Allgemeinheit, weil t = J, wC'. Beispiele sind die Hochstgewichte
von irreduziblen Darstellungen. Aber unabhéngig davon kénnen wir
jeder solchen Linearform p die Funktion aus der Weylschen Charakter-
formel (61) zuordnen:

Xy = a(é,u)’ a(p) = Z det(w)e™ e § = Z det(w)e™ )

weWw weWw

mit p= (> ,c A, @). Dies ist eine Funktion auf T, die invariant unter
der Weylgruppe W ist und sich daher eindeutig zu einer stetigen Klas-
senfunktion auf G fortsetzen ldsst, die wir ebenfalls , nennen wollen.
Wenn p das hochste Gewicht einer irreduziblen Darstellung ¢ ist, dann
ist x,, = x¢ nach der Charakterformel Satz 19.1 der Charakter dieser
Darstellung.

Lemma 20.1. Fiir je zwei ganzzahlige Linearformen A\, € C gilt:
— 1 falls A= p,

(66) /me 49 =0 = {o Jalls X 1.

Beweis.

_ B 1 e, 1 -
|W’/GX>\Xudg - IT/X)\XM(%du— VOlT/a()\)a('u)du

1 -
= g det(ww) / HwA=01) gimp—wp) dy,
volT" Jr
w,weW
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Wie schon frither wenden wir den Orthogonalitéitssatz 6.1 auf den Torus
an. Die ganzzahligen (!) Linearformen w\ —wu und wp —wp definieren
eindimensionale irreduzible Darstellungen von 7', und es bleiben nur
die Terme {ibrig mit

WA — W = Wp — wp,

also A + p = w i (u + p); fiir diese ist das Integral gleich Eins. Da
A p,pu+p e C,ist whiw =T und A = p. Dann ist det(ww) =
det(w)?* = 1, und wir erhalten |[W|-mal den Summanden Eins und
damit die Behauptung. 0

Die Funktionenmenge F = {x, : p € C, u ganzzahlig} auf G bil-
det also ein Orthonormalsystem im Vektorraum C(G)“%) aller stetigen
C-wertigen Klassenfunktionen®” auf G mit dem hermiteschen Skalar-
produkt

(ilf) = /G f1(9)Falg) dg

Andererseits zeigt der Satz von Peter und Weyl, den wir im néchsten
Abschnitt beweisen, dass die Teilmenge {x, : ¢ irreduzibel} C F' so-
gar eine Orthonormalbasis von C(G)“%) bildet. Also sind die Mengen
identisch und wir haben gezeigt:

Satz 20.1. Die folgenden Objektklassen stehen in 1-1-Beziehung zu-
einander:

(1) Irreduzible unitire Darstellungen ¢ von G,
(2) Klassenfunktionen x mit (x|x) = 1,
(8) ganzzahlige Linearformen X, bis auf Weyl-Transformationen.

Jede irreduzible Darstellung definiert eine ganzzahlige Linearform,
néamlich ihr Hochstgewicht, und jede ganzzahlige Linearform X\, € C
definiert mit der Weylschen Charakerformel (61) den Charakter genau
einer irreduziblen Darstellung.

Die unitdren Darstellungen einer kompakten Liegruppe G bilden
einen Halbring mit der Addition & und der Multiplikation ®. Man kann
ihn zu einem Ring R(G) ergénzen, dessen Elemente Differenzen von
Darstellungen sind. Das Tensorprodukt von Darstellungen entspricht
dem Produkt der Charaktere; die Hochstgewichte addieren sich dabei:

5TWenn eine Gruppe G auf einem Raum V operiert, dann bezeichnet man mit
V& oft die Menge der Fixpunkte von G auf V. Hier ist V = C(G), der Vektorraum
der stetigen Funktionen auf G, auf dem i(G) operiert: gf(z) = f(g9 'zg). Die
Fixpunkte gf = f fiir alle g € G sind genau die Klassenfunktionen.
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Lemma 20.2. Sind ¢,v irreduzible Darstellungen mit Hdéchst-
gewichten A und p, dann enthdlt ¢ ® ¢ eine irreduzible Darstellung
mit Hochstgewicht A + p (ist aber selbst i.A. nicht irreduzibel).

Beweis. Die Darstellungsmoduln seien V' und W mit Héchstgewichts-
vektoren vy und w,. Fiir jedes u € T' gilt dann

(6 @) (u)(vr ® wy,) = G(u)vs @ Y(w)w, = Mi- vy @ w,,

also ist 5\/) = /A1) Gewicht von ¢p®1), in der Tat ein hochstes Gewicht,
denn alle Gewichte sind ebenso Summen von Gewichten von ¢ und

. O

Wir brauchen also nur eine Basis von solchen ganzzahligen Linear-
formen zu kennen; man nimmt die duale Basis einer Wurzelbasis, die zu
einer Weylkammer C' gehort (die Wurzeln, die auf den Wanden von C
senkrecht stehen und auf C' positiv sind). Die zugehéorigen irreduziblen
Darstellungen heiflen Fundamentaldarstellungen; sie erzeugen nach dem
vorstehenden Lemma den Darstellungsring R(G).

[II. Der Satz von Peter und Weyl

21. MATRIXKOEFFIZIENTEN VON DARSTELLUNGEN

In Abschnitt 6, Gleichungen (12) und (15) haben wir gesehen, dass
die Matrizkoeffizienten der irreduziblen Darstellungen einer kompakten
Gruppe G ein Orthogonalsystem im Raum C(G) der stetigen Funktio-

nen auf G mit dem Skalarprodukt (f1, f2) = [, fi(g)f2(g)dg bilden.
Der Satz von Peter und Weyl®® sagt, dass dieses Orthogonalsystem
sogar eine Basis ist, d.h. jede stetige Funktion lédsst sich durch Linear-
kombinationen von Matrixelementen approximieren. Ebenso bilden die
Charaktere, die ja gewisse Linearkombinationen von Matrixelementen
sind, eine Orthonormalbasis des Raums der stetigen Klassenfunktionen
auf G.

Was sind Matrixkoeffizienten von Darstellungen? Ist V' endlich-
dimensional mit Basis by,...,b, und dualer Basis (1,...,3, und A :
V' — V linear, dann kénnen wir jede lineare Abbildung A : V — V
beziiglich dieser Basis als Matrix darstellen: A = (a;;) mit a;; =
Bi(Ab;). Etwas allgemeiner nennen wir auch a = B(Ab) fiir beliebige

58F. Peter, H. Weyl: Die Vollsténdigkeit der primitiven Darstellungen einer ge-
schlossenen kontinuierlichen Gruppe, Math. Ann. 97 (1927), 737 - 755.
Fritz Peter (1899 - 1949) war Student von Hermann Weyl (1885 - 1955).
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be V und f € V* einen Matrixkoeffizienten von A; wenn b = > . \;b;
und 8 = Zj i B;, so ist

(67) a = Z )\i,ujaij
j

eine Linearkombination der Basis-Matrixkoeffizienten a;;. Ist nun A =
¢(g) fiir eine Darstellung ¢ : G — GL(V), so ist jeder Matrixkoeffizient
B(p(g)b) von ¢(g) noch von g abhingig, also eine stetige (sogar eine
differenzierbare) Funktion auf G. Wegen der Beziehung (67) bilden die
Matrixkoeffizienten von ¢ einen Unterraum von C(G) der Dimension
n? fiir n = dim V. Wie konnen wir diese besonderen Funktionen unter
den Elementen von C(G) kennzeichnen?

Dazu betrachten wir die Operation von G auf C(G) durch Rechts-
translation des Arguments: Fiir jede Funktion f € C(G) definieren wir
die Funktion p(g)f = ¢gf € C(G) durch gf = fo R, oder gf(x) =
f(xg). Dies ist eine Wirkung, denn hgf(x) = gf(xh) = f(zhg), und
die Wirkung p ist linear, also eine (unendlich-dimensionale) Darstellung
von G auf dem Vektorraum C(G); wir nennen sie die rechtsreguldre
Darstellung.>

Lemma 21.1. Eine Funktion f € C(G) ist Matrizkoeffizient einer
endlich-dimensionalen Darstellung von G genau dann, wenn f in ei-
nem endlich-dimensionalen G- Teilmodul beziiglich p liegt, wenn also die
Funktionenmenge {gf : g € G} einen endlich-dimensionalen Teilraum
von C(G) aufspannt.

Beweis. “=": Ist f Matrixkoeffizient einer Darstellung ¢ : G —
GL(V), also f(x) = Bo(x)b fur b € V, € V*, dann ist p(g)f ein
anderer Matrixkoeffizient derselben Darstellung:

p(g)f(x) = f(xg) = Bolxg)b = Bo(x)p(9)b = Be(x)b

mit b = ¢(x)b € V. Da die Matrixkoeffizienten von ¢ einen endlich-
dimensionalen Unterraum von C(G) (mit Basis ¢;;(g) = Bi¢(g)b;) auf-
spannen, liegt f in einem endlich-dimensionalen Teilmodul.®®

“<” Wenn f in einem endlich-dimensionalen Teilmodul V' C C(G)
liegt, betrachten wir eine Basis fi,...,f, von V. In dieser Basis

Ebenso kénnten wir auf C(G) die linksregulire Darstellung (M(g)f)(z) =
f(g71z) betrachten; auf C(G) operiert somit nicht nur G, sondern G x G durch
A X p.

6ODjeser Teilmodul hat die Dimension n? = dim Hom(V,V); es ist sogar ein
G x G-Modul mit der Darstellung ¢* ® ¢ auf V* @ V = Hom(V, V).



58 J.-H. ESCHENBURG

wird ¢ := p|ly zu einer Matrixdarstellung von G auf C".%' Dann
ist f = 3, 0if;. Setzen wir b = (fi(e),..., fa(e))” € C" und
B = (Bi,...,B.) € (CY* dann ist ¢(g)b = (fi(9),---, fn(g))" und
f(g) =>_;Bifi(g) = B(¢(g)b) ist ein Matrixkoeffizient der Darstellung
¢. O

Korollar 21.1. Jede Darstellung von G kommt als Teildarstellung der
rechtsreguldren Darstellung p von G auf C(G) vor.

Beweis. Die Matrixkoeffizienten einer Darstellung bilden eine
dquivalente Teildarstellung in C'(G). O

Um zu zeigen, dass die Matrixkoeffizienten von Darstellungen den
ganzen Raum C(G) aufspannen, miissen wir nachweisen, dass die
endlich-dimensionalen Teildarstellungen von p alles aufspannen. Dazu
stellen wir diese Teilrdume als Eigenrdume gewisser p(G)-invarianter
Operatoren (Glattungsoperatoren) auf C'(G) dar und zeigen, dass de-
ren Eigenrdume den ganzen Raum C(G) aufspannen. Wir folgen dabei
im Wesentlichen der Darstellung von [Bricker/Tom Dieck], 129 - 136.

22. GLATTUNGSOPERATOREN

Jede stetige Funktion f auf R" ldsst sich gldtten, d.h. durch eine
glatte Funktion f gleichméflig approximieren. Dazu brauchen wir eine
C*-Funktion ¢ > 0 auf R", die nur in einer e-Umgebung des Ursprungs
Werte ungleich Null hat, mit [ ¢ = 1.

X

61Eigentlich miissen wir noch zeigen, dass diese Darstellung differenzierbar
ist. Sie ist sicher stetig: Wenn f1,..., f,, eine unitdre Basis von V ist beziiglich
des L2-Skalarprodukts und p(g)f; = >, aij(9)fi, dann ist (p(9)f;, fx) =
> aij(9)(fi: fr) = ak;j(g), und die linke Seite (p(9)f;, fx) = [,cq fi(9)fr(x)dx
héngt stetig von g € G ab, also sind die Matrixkoeflizienten a;; stetig von g
abhéngig. Somit ist p|y konjugiert zu einem stetigen Gruppenhomomorphismus
¢ : G — U,. Nach einem allgemeinen Satz [Hochschild] ist ein stetiger Gruppen-
homomorphismus in eine (endlich-dimensionale) Liegruppe bereits differenzierbar.
Wir werden in Kiirze sehen, dass die Funktionen f; selbst differenzierbar (C°) sind.
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Dann setzen wir

f(z) = f (@ +u)p(u)du

ueR™ yeR?

fy)ely — x)dy.

Die erste Darstellung ist anschaulicher: Um f(x) zu ermitteln, mittelt
man iiber die Werte f(x+wu) fiir kleine v mit dem Gewichtsfaktor p(u).
Aus der zweiten Darstellung sieht man, dass f glatt ist, denn das Ar-
gument x steht nur in der glatten Funktion ¢, und man differenziert
unter dem Integral. Wenn f gleichmifig stetig ist (was auf einer kom-
pakten Menge fiir jede stetige Funktion gilt), also |f(z+u) — f(x)| <€
fiir |u| < &, dann gilt f(z) — f(z) = [, (flx+u) = flz)e ( )du und
somit [ f(x) = f(2)] < [, [f(x +u) = f(@)|p(u)du < € [ p(u)du = €.

Wenn wir uns auf periodische Funktionen f einschrianken, solche, die
auf dem Torus R"/Z" definiert sind, dann haben wir hier ein Beispiel
von Glattungsoperatoren auf kompakten Liegruppen. Dieses lésst sich
auf eine beliebige kompakte Liegruppe G iibertragen; wir miissen nur
die Operationen + und — durch die entsprechenden Gruppenoperatio—
nen ersetzen. Wir definieren daher fiir jedes f € C(G

(68) f(x) = / F(uz)p duy—”/ F @)y dy,

wobei wir verwenden, dass das Mafl auf G rechtsinvariant ist: dy =
du fir y = wx. Dabei ist die C*°-Funktion ¢ > 0 auf G definiert
und nur auf einer e-Umgebung des Einselements e € G (gemessen in
einer biinvarianten Metrik auf G) ungleich Null. Im néchsten Abschnitt
werden wir zusétzlich noch ¢(g71) = p(g) fiir alle g € G voraussetzen.
Wie vorher ist f eine gleichméfige Approximation von f, denn fiir alle
x € G ist

(69) (@) - f(2)] < / Fluz) — F(0)ldlu)du < ¢

wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f, da |uz,z| = |ux,ex| =
lu,e] < 60 (die Linkstranslation L, ist eine Isometrie, also

| Lu(), Lu(e)] = [, €]).

Lemma 22.1. Die lineare Abbildung K : C(G) — C(G), Kf = f wie
n (68) ist dquivariant unter der rechtsinvarianten Darstellung p auf

C(G>?
(70) K(p(g)f) = p(g)(K[).

Bewezs.

K(p(@))z) = df(z)= / (9) () p()du = / f(uzg)y



60 J.-H. ESCHENBURG

W)(EN)z) = flag) = /G f(uzg)p(u)du.
]

Fiir f € C(G) haben wir verschiedene Normen, die L?>-Norm || f|| =
v/ Jo |12 = /([ f), die Li-Norm || f|l1 = [, |f] und die Supremums-

norm ||f|leec = sup, |f(x)|. Sie stehen zueinander in folgender Bezie-
hung:

Lemma 22.2. Fir jedes f € C(G) gilt

(71) 11l < A< ([ flloe -

Beweis. |[fllv = [ 1f| = (If].1) < IfIIL] = [ f]| nach Cauchy-Schwarz
und wegen [, 1 =volG = 1. Ferner ||f||> = [|f|* < sup|f]* = | fll%-
U

Aus der Topologie des R™ sind wir gewohnt, dass eine beschrankte
Folge eine konvergente Teilfolge besitzt. Das ist in einem unendlich-
dimensionalen Vektorraum nicht mehr richtig, zum Beispiel konnten
wir ein unendliches Orthonormalsystem (f;);en in C(G) nehmen, also
(fi, f5) = 0ij. Dann gilt || f; = £il12 = [ fill* + 15117 — 2(fi f) = 2 fiir
i # 7, also haben je zwei Folgenglieder f;, f; den Abstand V2 beziiglich
der L?-Norm; damit kann die Folge (f;) keine konvergente Teilfolge
besitzen.

Eine lineare Abbildung K : C(G) — C(G) heifit kompakter Ope-
rator, wenn jedenfalls die Folge (K f;)jen eine konvergente Teilfol-
ge besitzt, fiir jede beschrénkte Folge (f;). Ein Beispiel ist unser
Glattungsoperator K:

Satz 22.1. Der Operator K : f — [ auf C(G) ist ein kompakter Ope-
rator; genauer gilt: Ist (f;) eine beziiglich der L*-Norm || || beschrinkte
Folge in C(G), so besitzt (K f); eine beziiglich der Normen || || und
Il || konvergente Teilfolge.

Beweis. Fiir jedes f € C(G) und z,2, € G mit geniigend kleinem
Abstand |z, z,| < § gilt

(@) — F)| < / Flelyz™) — elye;Vdy,

N'= |z 2l = |z,2,| < § (die Linkstranslation

und weil |yz~t, yz, .,
L, und die Inversion z — z~! sind ja Isometrien auf G), folgt mit
der gleichmifligen Stetigkeit von ¢, dass |¢(yz~') — p(yz, )| < € und

damit

|f(x) = f(wo)| < el f]l-
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Wenn also eine Folge (f;) gegeben ist mit || f;]jx < [|f;]] < 1 fiir alle 7,
dann sind die fj = K f; gleichgradig stetig mit Stetigkeitsmodul ¢ un-
abhéngig von j, und nach dem Satz von Ascoli gibt es eine gleichméfig
konvergente Teilfolge, also ein f € C(G) mit || f;, — fIl < |5 — flloo —
0. O

23. EIGENRAUME DES GLATTUNGSOPERATORS

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass K selbstadjungiert ist

und Bild K in endlich-dimensionale Eigenrdume zerfillt; diese sind G-
Moduln.

Lemma 23.1. Wenn ¢(g~") = ¢(g) firalleg € G, dannist K : f — f
(wie in (68) definiert) selbstadjungiert, d.h. (K f1, fa) = (f1, K fa) fir
alle f1, f2 € C(G).

Beweis.
iry = [ [ B R dyds
(fi, Kf) = / fi(@) f2(y)e(yz™Ydy da .

Vertauscht man die Rollen der Variablen z and y in der zweiten Zeile
und benutzt o(zy!) = o((zy=1)™!) = p(yax), so werden die beiden
Ausdriicke auf der rechten Seite identisch. U

Wie bei selbstadjungierten Matrizen in endlichen Dimensionen
konnen wir also erwarten, dass es reelle Eigenwerte gibt. Aber das
charakteristische Polynom det(/K — AI) steht hier nicht mehr ohne wei-
teres zur Verfiigung; wir miissen also die Eigenwerte auf anderem Wege
finden. Dazu bietet sich die Norm des Operators K an; wie in endlichen
Dimensionen sollte der Eigenwert mit dem grofiten Betrag die Norm
der linearen Abbildung sein. Die Norm von K ist nicht anders als in
endlichen Dimensionen definiert:

IK1| = sup [[Kf]].
Ifl=1

Aber wir konnen diese Norm auch anders berechnen:
Lemma 23.2.
(72) | Kl = sup (K, D) =2 1K |-

|fll=
Beweis. “||K||, < ||K||”, denn fiir jedes f € C(G) mit ||f|| = 1 gilt
nach Cauchy-Schwarz: |[(K f, £)| < || Kf||||f]l = [|Kf]-
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“NK|o = || K]7: Trivialerweise gilt | K f|| = (K f, k) mit k = %
Wegen der Selbstadjungiertheit von K gilt
(K(f £k), fxk)=(Kf, f)+ Kk k) 2| Kf|,

denn (K f, k) = ||[Kf|| = (Kk, f). Die Differenz dieser beiden Glei-
chungen ergibt auf der rechten Seite 4|/ K f|| und auf der linken Seite

(K(f+ k), f+k) — (K(f—Fk),f—k)
< K|l +ElI* + Kl f — &I

< 4K,
denn wegen || f|| = ||k|| = 1 ist || f £ k|| < 2. Damit ergibt sich

AK < 4] Ko - O
Satz 23.1. ||K|| oder —| K| ist Eigenwert von K.

Beweis. Es gibt eine Folge (f,) in C(G) mit [[f,|] = 1 und
(K fn, fa)| = || K]|. Es sei A\ = im(K f,, f,) (vielleicht muss man zu
einer Teilfolge iibergehen). Dann gilt

0 < |[Kfu—Aal
< N 2MK fo, fo) + N2
— 0,

da (K fu, fu) — A. Insbesondere folgt || K f, — Afu|| — 0. Weil K ein
kompakter Operator ist, konvergiert K f, ~(nach Ubergang zu einer Teil-

folge) gleichméfig gegen eine Funktion f, also konvergiert Af, gegen
dieselbe Funktion f und damit f,, — f := f/A mit || f|| = 1. Somit ist

Kf=limKJf, =lim\f, = \f. O

Dieselbe Uberlegung trifft fiir jeden K-invarianten Teilraum W C
C(G) zu, und die Norm || Ky || ist bis auf das Vorzeichen ein Eigen-
wert von Wy Insbesondere gilt dies fiir das orthogonale Komplement

1
aller Eigenrdume E), also fiir den Raum W = (z AEEW(K) E,\) , Wo-

bei EW(K') die Menge der Eigenwerte von K bezeichnet; wire dieser
Raum # 0, miisste er einen Eigenvektor von K enthalten, aber das
ist unmoglich, weil alle Eigenvektoren schon in seinem orthogonalen
Komplement liegen! Also erhalten wir als Folgerung:

Korollar 23.1. C(G) wird von den Eigenvektoren von K aufgespannt
(im topologischen Sinn: C(G) ist der topologische Abschluss des Raums
aller Linearkombinationen von Eigenvektoren).
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Jetzt fehlt nur noch der Nachweis, dass alle Eigenrdume mit Aus-
nahme des Kerns von K endlich-dimensional sind. Dies folgt aus dem
néchsten Satz:

Satz 23.2. Fiir jedes € > 0 st der Raum W, = Z\/\IZE E\ endlich-
dimensional.

Beweis. Andernfalls gibe es eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktio-
nen f; mit Kf; = A;f; und |Aj| > e. Wegen der Kompaktheit von
K miisste eine Teilfolge der Folge (K f;) konvergieren, aber fiir i # j
gilt |Kf; — Kfj| = |INfi — Nifill = V2¢ denn Aif; L X;f; und
IXifill, [1A; fi]] > €. Das ist ein Widerspruch! O

24. DER SATZ VON PETER-WEYL

Satz 24.1. Jede Funktion f € C(G) lisst sich (beziiglich der L*-Norm
Il|) durch Matrizkoeffizienten von Darstellungen approzimieren.

Beweis. Nach (69) gibt es zu jedem e > 0 eine Gewichtsfunktion ¢ und
den zugehorigen Gliattungsoperator K gemif (68) mit |Kf — f| < e.
Da nach Korollar 23.1 der ganze Raum C(G) in Eigenrdume von K
zerfillt, ist®? Bild (K) = (ker K)* die Summe der Eigenrdume Ey mit
A # 0. Nach Satz 23.2 ist jedes solche E) endlich-dimensional und
zudem ein p(G)-Modul, denn K vertauscht mit p(g) fiir jedes g € G
(Lemma 22.1).% Nach Lemma 21.1 besteht jedes E\ aus Matrixkoef-
fizienten von Darstellungen. Also wird f durch Linearkombinationen
von Matrixkoeffizienten von Darstellungen approximiert. O

Bemerkung: Die Approximation ist sogar gleichméfig.

Satz 24.2. Jede Klassenfunktion f € C(G) (d.h. f(gxg™') = f(x) fir
alle x,g € G) lisst sich beziiglich der L*-Norm || || durch Charaktere
von Darstellungen von G approximieren.

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist f = > ,aif fir Darstellungs-
Matrixkoefﬁzienten feo Weil f(gzg™) = f(z), gilt auch f(z) =

fG (gzg~")dg, und diese Funktion ldsst sich durch Y, afr mit
fr = fG fx(9gzg~1)dg approximieren. Da f; ein Matrixkoeffizient ei-
ner Darstellung ¢ : G — U(V) ist, gibt es Vektoren b, € V
und Linearformen 5k € V* mit fi(z) = Bk¢( )b und damit

fil@) = B ([, #(gzg~")dg) by,. Nach (13) ist fG o(x)p(g)tdg =
iSpur(gb( )) - I = Lxs(x) - I, und somit ist fk = ckx¢ mit ¢ =
£ B (br). O

02f, eker K <= Ve 0= (Kfo, f) = (fo. Kf) = f, € (Bild K)*.
03f € Ex = K(p(g)f) = p(9) KT = Mo(9)f = pl9)f € En.
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