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1. Einführung

Nicht jede mathematische Disziplin hat einen Geburtstag, die Rie-
mannsche Geometrie aber schon: Sie erblickte am 10. Juni 1854 in
Göttingen das Licht der Welt. An diesem Tag hielt Bernhard Rie-
mann vor der Philosophischen Fakultät der Universität Göttingen sei-
nen Habilitationsvortrag mit dem Titel “Über die Hypothesen, welche
der Geometrie zu Grunde liegen”.1 Unter “Geometrie” verstanden die
meisten seiner Zuhörer noch, was Euklid vor über 2000 Jahren aufge-
schrieben hatte, auch wenn die “nichteuklidische” Geometrie von Lo-
batschevsky und Bolyai bereits entdeckt war. Der Begriff des Abstandes
zweier Punkte in Ebene oder Raum war dabei ebenso selbstverständlich
gegeben wie der eines Punktes oder einer Gerade. Was Riemann seinen
Hörern in diesem Vortrag zumutete, war nicht nur die Beschreibung ei-
ner viel weiter gefassten Geometrie, die sowohl die euklidische als auch
die nichteuklidische als einfache Spezialfälle enthält, sondern es ist die
Trennung des zugrundeliegenden Raumes von der auf ihm definierten
Geometrie, die Trennung von Topologie und Geometrie.

Er entwickelt daher zunächst den Begriff einer “n-fach ausgedehnten
stetigen Mannigfaltigkeit”, in der jeder Punkt durch n Zahlen festge-
legt wird, in dem aber noch kein “portabler Maßstab” definiert ist,
der es möglich machen würde, den Abstand von zwei Punktepaaren
an verschiedenen Orten miteinander zu vergleichen. Ein solcher Maß-
stab ist eine zusätzliche Größe, die durch die Mannigfaltigkeit selbst
noch nicht gegeben ist In moderner Bezeichnung ist das einfach ein
Skalarprodukt in jedem Tangentialraum, heute “Riemannsche Metrik”
genannt und seit Einstein meist mit dem Buchstaben g (für “Gravi-
tation”) bezeichnet. Eine Riemannsche Metrik definiert zunächst nur
die Länge von Tangentialvektoren und damit den Abstand von beliebig
nahe (“infinitesimal”) benachbarten Punkten, aber daraus ergibt sich
auch der Abstand von weit voneinander entfernten Punkten, nämlich
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durch Einstreuen von Zwischenpunkten und Aufsummieren (Integra-
tion). Im “infinitesimal Kleinen”, d.h. bei Approximation erster Ord-
nung, erfüllt dieser Abstandsbegriff die Gesetze der euklidischen Geo-
metrie, insbesondere den Satz von Pythagoras. Wie Hermann Weyl in
einem Kommentar zu Riemanns Vorlesung bemerkt, hat Riemann da-
mit für die Geometrie einen Schritt getan, der für die Physik bereits
vollzogen war (besonders durch Faraday und Maxwell): der Übergang
von der Fernwirkungs- zu einer Nahwirkungstheorie. Elektrische La-
dungen oder Massen an verschiedenen Orten ziehen sich an, aber es
gibt etwas dazwischen, das diese Anziehung vermittelt, das Elektrische
Feld oder das Gravitationsfeld. Ebenso gibt es etwas, das den Abstand
weit entfernter Punkte vermittelt: die Riemannsche Metrik.

Erst durch diese Trennung von zugrundeliegender Mannigfaltigkeit und
darauf definierter Metrik wurde es möglich, Geometrie und Physik auf
eine neue Weise zu verbinden: Die Geometrie stellt nicht nur die Bühne,
auf der sich die Physik abspielt, wie Newton und Kant es noch gesehen
haben, sondern die Geometrie wird durch die Physik selbst verändert
und bestimmt. Dieser Schritt wurde allerdings erst 60 Jahre später
durch Albert Einstein in seiner Allgemeinen Relativitätstheorie voll-
zogen: Die Gravitationskraft bestimmt die Krümmung und damit die
Geometrie von Raum und Zeit. Soweit hat Riemann nicht gedacht, aber
die letzten Worte seines Vortrags weisen in diese Richtung: “Es muss al-
so entweder das dem Raume zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete
Mannigfaltigkeit bilden [wo man Messen durch Zählen ersetzen kann,
J.E.] oder der Grund der Maßverhältnisse außerhalb, in darauf wir-
kenden bindenden Kräften gesucht werden. . . . Es führt dies hinüber
in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in das Gebiet der Physik,
welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung nicht zu betreten
erlaubt.” Wir werden diese Grenze nicht respektieren und auch über
die Einsteinsche Gravitationstheorie berichten. Aber zuerst müssen wir
die Grundlagen bereit stellen: kovariante Ableitung und Krümmung.

Lange vor Riemann war die Geometrie von krummen Flächen im drei-
dimensionalen euklidischen Raum bekannt. Diese tragen auch schon
eine “Riemannsche Metrik”, nämlich das Skalarprodukt des umgeben-
den Raums, eingeschränkt auf die Tangentialebenen der Fläche. Ebenso
können wir Untermannigfaltigkeiten beliebiger Dimension im d-dimen-
sionalen euklidischen Raum R

d betrachten. Das Neue an Riemanns
Theorie war, dass auf eine solche “Einbettung” in einen Raum höherer
Dimension verzichtet werden konnte; in welchem anderen Raum sollte
auch unser 3-dimensionaler physikalischer Raum oder gar das 4-dimen-
sionale Raum-Zeit-Kontinuum (“Raum-Zeit”) enthalten sein? Doch die
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Untermannigfaltigkeiten liefern uns eine Klasse von Beispielen, an Hand
derer sich die Riemannsche Geometrie studieren lässt und allgemeine
Problemstellungen und Begriffsbildungen erklärt werden können. In
der Tat lässt sich zeigen (Satz von John Nash, der aus dem Film “A
beautiful mind” bekannt ist), dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit
“isometrisch eingebettet” werden kann, dass es also eine Abstands-
erhaltende bijektive Abbildung auf eine Untermannigfaltigkeit des R

d

gibt. Allerdings gibt es viele solche Untermannigfaltigkeiteiten, und es
bleibt die Frage, welche Eigenschaften einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit unabhängig von der gewählten Einbettung sind; solche Eigen-
schaften gehören zur “inneren Geometrie”, im Gegensatz zur “äußeren
Geometrie”, der Geometrie der Einbettung. Auch sollte sich der Nach-
weis solcher Eigenschaften nicht auf den schwierigen Satz von Nash
stützen müssen.

Eine Herausforderung bietet bereits die Differentialrechnung auf einer
Mannigfaltigkeit. Bei Funktionen gibt es keine Probleme, auch nicht
bei Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, aber bei Vektorfeldern.
Auf offenen Teilmengen U ⊂ R

n können wir Vektorfelder, Abbildun-
gen U → R

n, partiell differenzieren und erhalten neue Vektorfelder. Auf
einer Untermannigfaltigkeit M ⊂ R

d ist das schon nicht mehr so ein-
fach, wenn wir mit “Vektorfeldern” genauer “tangentiale Vektorfelder”
meinen, Abbildungen M → R

d, deren Wert an jedem Punkt x ∈ M
im Tangentialraum TxM liegt. Die partiellen Ableitungen tangentia-
ler Vektorfeldern sind nämlich gewöhnlich keineswegs mehr tangential;
warum sollten sie das sein? Bei Untermannigfaltigkeiten sehen wir aber
auch ein einfaches Rezept, dies zu ändern: Wir lassen die zu M senk-
rechte Komponente der Ableitung einfach weg, d.h. wir projizieren alles
auf den Tangentialraum zurück. Diese “tangentialen” partiellen Ablei-
tungen, die wir ∇i statt ∂i nennen wollen, hängen nur von der inneren
Gemetrie, d.h. von der Riemannschen Metrik ab – ein Wunder, dem
wir auf den Grund gehen wollen – und sie lassen sich deshalb mit der
gleichen Formel auch auf abstrakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten
definieren, ein Schritt, den der italienische Mathematiker Tullio Levi-
Civita (1873 - 1941) um die Jahrhundertwende vollzog.

Wo liegt eigentlich das Problem bei Vektorfeldern auf Mannigfaltig-
keiten? Lokal ist eine Mannigfaltigkeit doch gleich (diffeomorph zu)
einer offenen Menge U ⊂ R

n; der Diffeomorphismus heißt Karte oder
Parametrisierung. Warum können wir nicht ein Vektorfeld lokal als Ab-
bildung U → R

n auffassen und wie üblich differenzieren? Das Problem
tritt erst in Erscheinung, wenn wir eine zweite Karte betrachten; dann
lässt sich dieselbe offene Teilmenge von M auf zwei Weisen mit offenen
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Teilmengen U, Ũ ⊂ R
n identifizieren, und in U und Ũ hat dasselbe

Vektorfeld unterschiedliche Darstellungen, die durch die Ableitung des
Kartenwechsels miteinander verbunden sind (“Kovarianz”). Aber die
Ableitungen von zwei Darstellungen desselben Vektorfelds erfüllen die-
se Beziehung nicht mehr, weil dabei die Ableitung des Kartenwechsels
noch einmal differenziert wird; die Ableitungen sind also nicht mehr
“kovariant”. Die eben beschriebene Levi-Civita-Ableitung behebt die-
ses Problem und wird deshalb auch als kovariante Ableitung bezeichnet.

Die kovariante Ableitung auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten erfüllt
die gleichen Rechenregeln wie die gewöhnliche Ableitung in R

n, mit ei-
ner Ausnahme: Die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen, ∂i∂j =
∂j∂i, gilt nicht mehr. Der entsprechende Ausdruck für die kovariante
Ableitung ∇i,

Rij = ∇i∇j −∇j∇i

ist nicht Null, aber er ist auch kein Differentialoperator, wie seine Form
vermuten ließe, sondern ein algebraischer Ausdruck, eine Matrix oder
lineare Abbildung auf jedem Tangentialraum, ein Tensor. Dieser Aus-
druck Rij ist genau für den Unterschied zwischen euklidischer und
Riemannscher Geometrie verantwortlich. Er wird als Riemannscher
Krümmungstensor bezeichnet, weil er bei Flächen im Raum eng mit
der anschaulichen Gaußschen Krümmung der Fläche zusammenhängt.
Aber Rij ist ebenso wie ∇i nur von der inneren Geometrie, nur von
der Metrik g und ihren Ableitungen abhängig. Das erklärt einen Sach-
verhalt, den Gauß gefunden hatte und den er so bemerkenswert fand,
dass er ihn in seiner lateinisch geschriebenen Abhandlung “Disquisi-
tiones generales circa superficies curvas”2 (Allgemeine Abhandlungen
über krumme Flächen) von 1828 als “egregium theorema” (erlesener
Satz) bezeichnet hat: Die Gaußsche Krümmung, das Produkt der bei-
den Hauptkrümmungen einer Fläche, ist entgegen dem Augenschein
eine Größe der inneren Geometrie! Sie ändert sich insbesondere nicht
unter Biegungen, wie man beispielhaft sieht, wenn man ein Stück ebe-
nes Papier zu einem Zylinder oder Kegel zusammenrollt: Eine der bei-
den Hauptkrümmungen verändert sich dabei zwar, aber die andere
bleibt Null, womit auch ihr Produkt Null bleibt. Wegen dieses Zu-
sammenhangs werden vom Krümmungstensor abgeleitete Größen oft
als “Krümmungen” bezeichnet.

Mit der kovarianten Ableitung können wir einen weiteren Begriff der
euklidischen Geometrie in die Riemannsche Geometrie übertragen: die

2Eine Übersetzung ins Englische mit Kommentar findet sich im zweiten Band des
Buches von M. Spivak: “A Comprehensive Introduction to Differential Geometry”.
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Parallelverschiebung. Ein Vektorfeld längs eines Weges in der Man-
nigfaltigkeit hießt parallel, wenn seine kovariante Ableitung Null ist;
ein solches Vektorfeld wird auch “kovariant konstant” genannt. Wir
können damit einen Vektor vom Anfangs- bis zum Endpunkt eines
Weges transportieren (parallelverschieben). Aber anders als im euklidi-
schen Raum hängt diese Parallelverschiebung vom Weg ab, nicht nur
von seinen Endpunkten; zwei verschiedene Wege von p nach q geben
unterschiedliche Parallelverschiebungen. Ihre Differenz hängt von der
Krümmung und der Größe der Fläche ab, die zwischen den Wegen
eingespannt werden kann. Ist der Krümmungstensor Null, so wird die
Parallelverschiebung mindestens lokal wieder wegunabhängig, und mit
Hilfe von parallelen Vektorfeldern können wir eine lokale Isometrie zum
euklidischen Raum herstellen.

Der Riemannsche Krümmungstensor und seine kovariante Ableitung
erfüllen eine Reihe von algebraischen Bedingungen (Krümmungsidenti-
täten), die für Einsteins Gravitationstheorie von entscheidender Be-
deutung geworden sind. Sie implizieren nämlich, dass eine aus dem
Krümmungstensor gebildete Bilinearform auf jedem Tangentialraum
der Mannigfaltigkeit, der Einsteintensor G, symmetrisch und diver-
genzfrei ist. Einsteins Idee war, Geometrie und Physik durch eine Glei-
chung der Form

“Krümmung = Materieverteilung”

zu verbinden. Die Materieverteilung wird aber durch eine divergenz-
freie symmetrische Bilinearform beschrieben, den Massetensor T ; sei-
ne Divergenzfreiheit entspricht dem Erhaltungsgesetz von Materie und
Energie. Einstein suchte lange, bis er auf der geometrischen Seite ein
Äquivalent gefunden hatte. In der Endphase dieser Suche im November
1915 hält er jeden Donnerstag einen Vortrag vor der Preußischen Aka-
demie der Wissenschaften, in der er jedesmal die Version der Vorwoche
teilweise widerruft und überarbeitet. Am 25. November 1915 hat er es
schließlich geschafft:3 Er hat das richtige geometrische Äquivalent des
Massetensors gefunden, eben den Einsteintensor G, und damit erblickt
die verblüffend einfache Grundformel der neuen Gravitationstheorie,
die Einsteinsche Feldgleichung, das Licht der Welt:

G = 8πT.

Der Kalkül mit partiellen Ableitungen nach Koordinaten, den wir bis-
her beschrieben haben, verschafft uns einen einfachen Zugang zu den
Grundbegriffen der Riemannschen Geometrie, wird aber bald zu eng.

3Jürgen Neffe: Einstein - eine Biographie. Rowohlt 2009
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Da eine Riemannsche Mannigfaltigkeit meistens nicht von einer einzi-
gen Karte, einem einzigen Koordinatensystem überdeckt werden kann,
müssten wir uns stets auch mit den Übergangsformeln in andere Koor-
dinatensysteme befassen und könnten außerdem nur schwer Aussagen
über die gesamte Mannigfaltigkeit treffen. Deshalb benutzen wir statt
partieller Ableitungen Richtungsableitungen nach Vektorfeldern. Vek-
torfelder ordnen jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen Vektor im
Tangentialraum an diesem Punkt zu; sie sind unabhängig von Koor-
dinatensystemen. Es ist nicht schwer, die bisherigen Formeln in diese
neue Sprache zu übersetzen.

Nun erst werden globale Aussagen auf einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit M zugänglich. Eine davon ist der folgende Satz von H. Hopf und
W. Rinow (1931). Eine Riemannsche Metrik, die wir nun als positiv de-
finit voraussetzen wollen, definiert einen Abstand d zwischen beliebigen
Punkten p und q von M , nämlich das Infimum der Längen aller Kur-
ven zwischen p und q. Wann ist dieses Infimum ein Minimum, wann
gibt es wirklich eine “Kürzeste” zwischen p und q, wie die “Strecke”
im euklidischen Raum? Durch Variationsrechnung können wir zeigen,
dass dies für nahe beieinanderliegende Punktepaare p, q immer der Fall
ist. Aber wie ist es im Großen, für beliebig weit entfernte Punkte p, q?
Ganz allgemein kann das nicht richtig sein; das zeigt schon eine nicht-
konvexe offen Teilmenge der euklidischen Ebene: Wenn ich von p nach
q um eine Ecke laufen muss, kann es keine Kürzeste geben, weil ich
der Ecke ja beliebig nahe kommen kann. Der Satz von Hopf und Rinow
beantwortet die Frage positiv, wenn der Abstand auf M vollständig ist,
d.h. wenn jede d-Cauchyfolge in M konvergiert. Das ist z.B. für jede
kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit erfüllt.

Aber wir sehen schon bei Betrachtung der Kugelfläche, dass Wege, die
im Kleinen Kürzeste sind (Geodäten), im Großen diese Eigenschaft ver-
lieren können: Die Meridiane (Großkreisbögen) sind vom Nordpol bis
zum Südpol Kürzeste, aber wenn sie über den Südpol hinweg weiterver-
folgt werden, lassen sie sich verkürzen. Dieses Phänomen hat mit der
Krümmung zu tun, und damit werden wir uns am Ende der Vorlesung
beschäftigen: Wie weit ist eine Geodäte Kürzeste? Die Antwort auf
diese Frage wird zeigen, dass bei vollständigen Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten ein Zusammenhang zwischen Krümmung und Topolo-
gie besteht.4 Zum Beispiel muss eine vollständige Mannigfaltigkeit, die
stärker als die Sphäre gekrümmt ist, kompakt sein. Ist die Krümmung

4Kürzlich wurde die berühmte Poincarésche Vermutung mit Hilfe von Riemann-
schen Geometrie bewiesen (Perelman 2002). Diese 1904 formulierte rein topologi-
schen Vermutung von Henri Poincaré (1854 - 1912) besagt, dass eine kompakte
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dagegen negativ oder null und M zusätzlich einfach zusammenhängend
(jede Schleife lässt sich in M zu einem Punkt zusammenziehen), dann
ist M bereits diffeomorph zum R

n.

Ein klassischer Zusammenhang zwischen Krümmung und Topologie
wird durch die Formel von Gauß und Bonnet gegeben, die wir vielleicht
am Ende noch beweisen werden. Für kompakte Flächen mit Riemann-
scher Metrik lautet sie:

∫

M

K = 2πχ(M),

wobei K die Gaußsche Krümmung ist und χ(M) die Eulerzahl, eine
rein topologische Invariante.

2. Untermannigfaltigkeiten

Eine Teilmenge M ⊂ R
d heißt n-dimensionale Untermannigfaltigkeit

(n ≤ d), wenn sie lokal diffeomorph zu dem Unterraum R
n ⊂ R

d ist,
d.h. in einem geeigneten lokalen Koordinatensystem des R

d wird M
zu R

n. Noch präziser: Zu jedem Punkt x ∈ M gibt es offene Mengen
V,W ⊂ R

d mit x ∈ V und 0 ∈ W und einen Diffeomorphismus Φ :
V → W mit Φ(V ∩ M) = W ∩ R

n.

M

R

U V

p 0 I

Φ

n

Die Einschränkung von Φ auf V ∩ M heißt lokale Karte, ihre Um-
kehrabbildung (die Einschränkung von Φ−1 auf U = W ∩ R

n) lokale
Parametrisierung von M .

Untermannigfaltigkeiten sind lokal also so gut wie lineare Unterräume,
weil in der Analysis die Diffeomorphismen ja die Rolle der Isomor-
phismen spielen. Der Unterschied zur Algebra ist nur durch das Wort

dreidimensionale Mannigfaltigkeit M , in der jede Schleife auf einen Punkt zusam-
mengezogen werden kann (“einfach zusammenhängend”), diffeomorph zur 3-Sphäre
S

3 ⊂ R
4 sein muss. Im Beweis wird eine beliebige Riemannsche Metrik auf M so-

lange deformiert, bis sie schließlich konstante positive Kümmung hat; dann muss
es die Sphäre sein. Die Deformation geschieht durch eine Differentialgleichung für
die Riemannsch Metrik. Sie ist der Wärmeleitungsgleichung verwandt und wird mit
einem Verwandten des Einsteintensors gebildet. Die Idee ist nicht neu, stößt aber
auf große Schwierigkeiten, weil die Deformation Singularitäten entwickelt. Es ist
Perelmans Verdienst, diese Singularitäten verstanden und überwunden zu haben.
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“lokal” gegeben (das in der Algebra in ganz anderer Bedeutung vor-
kommt); die Analysis ist viel flexibler als die Algebra, und der lokale
Diffeomorphismus sagt über die globale Struktur noch gar nichts aus.
Deshalb ist die Klasse der Untermannigfaltigkeiten ungeheuer reich,
ganz anders als die Klasse der linearen Unterräume.

Aber lokal gibt es eben keine wesentlichen Unterschiede zwischen Un-
terräumen und Untermannigfaltigkeiten im R

d. So wie Unterräume
werden auch Untermannigfaltigkeiten oft als Lösungsmengen von Glei-
chungen gegeben, eben von nicht-linearen Gleichungen. Bei linearen
Unterräumen sind es lineare Gleichungen, und zwar ist ein n-dimensio-
naler Unterraum im R

d genau der Kern (die Lösungsmenge der homo-
genen Gleichung) einer linearen Abbildung mit Rang d − n, d.h. einer
surjektiven linearen Abbildung A : R

d → R
d−n (Kern-Rang-Formel).

Genauso ist es bei nichtlinearen Gleichungen:

Die Lösungsmenge einer Gleichung F (x) = a ist eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn F : R

d → R
d−n

und DFx surjektiv ist (Rang d − n) für jedes x ∈ M .

Das ist eine Form des Satzes über implizite Funktionen.5 Ein Wert a
von F , für den die Voraussetzung “DFx surjektiv ∀x ∈ F−1(a)” zutrifft,
heißt regulärer Wert und M = F−1(a) reguläres Urbild.

Im Hyperflächenfall d − n = 1 ist F : R
d → R eine Funktion, und die

Regularität besagt, dass ihr Gradient längs M = {x; F (x) = a} nicht
verschwindet. Zum Beispiel ist die Sphäre S

n = {x ∈ R
n+1; 〈x, x〉 = 1}

ein reguläres Urbild, denn der Gradient 2x der Funktion F (x) = 〈x, x〉
verschwindet nur in x = 0 6∈ S

n.

Wir wollen ein etwas komplizierteres Beispiel betrachten: die Orthogo-
nale Gruppe

M = Om = {x ∈ R
m×m; x∗x = I},

wobei x∗ die transponierte Matrix zu x bezeichnet. Hier ist F (x) =
x∗x ∈ Sm = {y ∈ R

m×m; y∗ = y} und damit F : R
m×m → Sm. Die

5Man könnte man durch lineare Approximation von F zu beweisen versuchen:
F (x + h) = a + Ah + o(h); vernachlässigt man o(h), so ist F (x + h) = a ⇐⇒
Ah = 0. Aber das ist nicht ganz in Ordnung. Stattdessen erweitert man F zu einem
lokalen Diffeomorphismus Φ wie folgt. Da Rang DFx = d−n, sind d−n Spalten der
Matrix DFx linear unabhängig, ohne Einschränkung die letzten d−n Spalten. Nun
addiert man die Projektion π : R

d → R
n hinzu: Φ(x) = π(x) ⊕ F (x) ∈ R

n ⊕ R
d−n.

Damit wird DΦx invertierbar, also ist Φ nach dem inversen Funktionensatz ein
Diffeomorphismus nahe x, und Φ(x) ∈ R

n ⇐⇒ F (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ M (o.E. sei
a = 0).
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Ableitung von F berechnen wir mit der Kettenregel:

DFxv = (F ◦ x)′(0),

wobei x(t) Kurve in R
m×m mit x(0) = x, x′(0) = v, zum Beipiel x(t) =

x + tv. Damit ist

DFxv = (x∗x)′(0) = v∗x + x∗v.

Wir müssen zeigen, dass diese Abbildung surjektiv ist: Zu jeder symme-
trischen Matrix s suchen wir eine Matrix v mit s = v∗x+x∗v = w∗ +w
für w = x∗v. Wir können leicht ein solches w finden, z.B. w = 1

2
s,

und dann können wir v = xw setzen (man beachte xx∗ = I). Die Or-
thogonale Gruppe ist also eine Untermannigfaltigkeit, wobei d = m2

und d − n = dim Sm = 1
2
m(m + 1). Also hat Om die Dimension

n = d − (d − n) = m2 − 1
2
m(m + 1) = 1

2
m(m − 1).6

3. Innere und äußere Geometrie

Gegeben sei eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ⊂ R
d und

eine lokale Parametrisierung φ : U → M ⊂ R
d. Dabei ist U eine offene

Teilmenge des R
n und φ eine injektive Immersion, d.h. auch Dfu ist

injektiv für jedes u ∈ U , die partiellen Ableitungen ∂φ
∂ui

= ∂iφ = φi sind
also an jeder Stelle u ∈ U linear unabhängig. Wir dürfen annehmen,
dass U = W ∩ R

n und φ = Φ−1|U ist. Der Tangentialraum von M an
einer Stelle x ∈ M besteht aus allen Anfangsvektoren differenzierbarer
Kurven c : (−ǫ, ǫ) → M ⊂ R

d mit c(0) = x:

TxM = {A ∈ R
d; ∃ c : (−ǫ, ǫ) → M : c(0) = x, c′(0) = A}

Wenn x = φ(u), gilt TxM = Bild Dφx, weil φ = Φ−1|U ist und weil
Φ−1 die Kurven in U = W ∩ R

n durch u auf die Kurven in M durch x
abbildet.

Als Unterraum erbt jeder Tangentialraum TxM das Skalarprodukt von
R

d, das wir mit 〈 , 〉 bezeichnen wollen. Da die partiellen Ableitungen
φi der Parametrisierung φ an jeder Stelle u ∈ U eine Basis von Tφ(u)M
bilden, genügt es, deren Skalarprodukte zu kennen; diese bezeichnen
wir mit gij:

(1) gij = 〈φi, φj〉.

6Wir können die Dimension auch direkt ermitteln, denn der Tangentialraum von
M = F−1(a) im Punkt x ist der Kern von DFx (Übung). Es gilt v ∈ ker DFx ⇐⇒
DFxv = 0 ⇐⇒ (x∗v)∗ + x∗v = 0 ⇐⇒ a := x∗v ist antisymmetrisch. Also ist
TxM = {xa; a∗ = −a} mit Dimension 1

2m(m − 1).
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Mit Hilfe dieser Funktionen können wir zum Beispiel Bogenlängen auf
M berechnen. Ist x = φ(u) und A = Dφua =

∑n
i=1 aiφi ∈ TxM ,7 dann

ist

〈A,A〉 = aiajgij ,

wobei wir bereits die Einsteinsche Summenkonvention benutzt haben,
siehe voranstehende Fußnote 7. Damit haben wir ein neues, von u ∈ U
abhängiges Skalarprodukt gu auf R

n erklärt, genannt Erste Fundamen-
talform der Parametrisierung φ: Für a, b ∈ R

n setzen wir

(2) gu(a, b) = 〈Dφua,Dφub〉 = aibjgij(u).

Wenn wir eine Kurve x(t) auf M in Koordinaten kennen, x(t) = φ(u(t))
für eine uns bekannte Kurve u(t) = (ui(t)) = (u1(t), . . . , un(t)) ∈ U , so
gilt x′ = (φ◦u)′ = (ui)′φi und damit 〈x′, x′〉 = gu(u

′, u′). Für die Länge
L(x) =

∫

I
|x′(t)|dt der Kurve x : I → M ⊂ R

d ergibt sich daher

(3) L(x) =

∫

I

gu(t)(u
′(t), u′(t))1/2dt.

Alle geometrischen Größen, die sich allein mit Hilfe der Funktionen gij

und ihren Ableitungen berechnen lassen, gehören zur inneren Geome-
trie der Untermannigfaltigkeit. Dazu gehören Längen, Winkel, Flächen-
inhalte, Volumina und einiges mehr, wie wir noch sehen werden. Der
Gegenbegriff ist die äußere Geometrie, die explizit von der Lage von
M im umgebenden Raum R

d Gebrauch macht.

d

α

Assuan

Alexandria
Sonne

Zenit

Als Eratosthenes von Kyrene um 200 v.Chr. den Erdumfang berech-
nete, benutzte er innere und äußere Geometrie gleichermaßen. Es war
bekannt, dass zur Sommersonnenwende an einem Ort nahe Assuan am
nördlichen Wendekreis die Sonne am Mittag genau senkrecht in einen

7Das i in ai ist natürlich keine Potenz, sondern ein Index, den wir oben statt
unten geschrieben haben. Eine von Einstein stammende Konvention besagt, dass
über jeden Index summiert wird, der sowohl oben als auch unten vorkommt; statt
∑

i aiφi können wir also vereinfacht aiφi schreiben.
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Brunnen fiel und den Wasserspiegel tief unten erglänzen ließ. Eratosthe-
nes maß zur gleichen Stunde den Sonnenstand (Schattenlänge eines
senkrecht stehenden Stabes) in Alexandria ca. 900 km nördlich von
Assuan. Die Entfernung d von Alexandria nach Assuan war ihm un-
gefähr bekannt – das ist innere Geometrie der Erdfläche. Die Messung
des Sonnenstandes dagegen gehört zur äußeren Geometrie.

4. Die Tangentiale Ableitung

Ein (tangentiales) Vektorfeld auf M ist eine (C∞-)differenzierbare
Abbildung A : M → R

d mit A(x) ∈ TxM für alle x ∈ M . Mit unserer
Parametrisierung φ können wir A auch als Abbildung auf U betrachten
(eigentlich reden wir dann von der Abbildung A ◦φ, werden diese aber
immer noch A nennen). Da die partiellen Ableitungen der Parametri-
sierung, ∂iφ = φi (i = 1, . . . , n), in jedem Punkt u ∈ U eine Basis des
Tangentialraums Tφ(u)M bilden, lässt sich jedes Vektorfeld A in dieser
Basis darstellen:

(4) A =
n

∑

i=1

aiφi = aiφi

(Summenkonvention!) mit differenzierbaren Koeffizientenfunktionen ai :
U → R.

Als Funktion von U nach R
d kann ein Vektorfeld A natürlich differen-

ziert werden. Die partiellen Ableitungen Aj = ∂jA sind immer noch
Abbildungen U → R

d, aber nicht mehr Vektorfelder: Sie sind nicht
mehr notwendig tangential, denn Aj(u) muss nicht in Tφ(u)M liegen.
Wir können diesen Mangel beheben, indem wir Aj(u) orthogonal auf
Tφ(u)M projizieren, also nur die tangentiale Komponente von Aj betra-
chen. Diese werden wir mit V T

j bezeichnen, d.h. AT
j (u) = τu(Aj), wobei

τu : R
d → Tφ(u)M die orthogonale Projektion auf Tφ(u)M bezeichnet.

Um diese tangentiale Ableitung für jedes Vektorfeld V zu berechnen,
genügt es wegen (4), die tangentialen Ableitungen von φi zu bestim-
men, denn

AT
j = (aiφi)

T
j = ai

jφi + ai(φij)
T .

Satz 4.1. Die tangentialen Ableitungen (φij)
T sind Größen der inneren

Geometrie; genauer gilt

(5) 2〈φij, φk〉 = ∂igjk + ∂jgki − ∂kgij.
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Beweis. 8 Der Grund liegt in der Symmetrie des Ausdruck 〈φij, φk〉 in
den drei Indizes i, j, k. Einerseits gilt wegen der Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen

〈φij, φk〉 = 〈φji, φk〉
es gilt also Symmetrie in den ersten beiden Argumenten. Andererseits
können wir mit der Produktregel die Differentiation vom ersten auf den
zweiten Faktor wälzen:

(6) 〈φij, φk〉 = −〈φi, φkj〉 + ∂jgik,

es gilt also eine Art Antisymmetrie im ersten und dritten Argument.
Ein oft verwendetes Lemma analysiert diese Situation:

Lemma 4.1. Ein Ausdruck Aijk, der symmetrisch in den ersten beiden
Indizes i, j und antisymmetrisch im ersten und dritten Index i, k ist,
ist gleich Null.

Beweis des Lemmas: Wir schreiben kurz ijk statt Aijk. Drei Indizes er-
lauben drei verschiedene Vertauschungen (Transpositionen). Die dritte
(23) lässt sich auf zwei Weisen aus den beiden anderen (12), (13) zu-
sammensetzen:

(23) = (12)(13)(12) sowie (23) = (13)(12)(13)

Da (12) symmetrisch und (13) antisymmetrisch auf ijk wirkt, ergeben
die beiden Verfahren unterschiedliche Vorzeichen:

(7)
ikj = kij = −jik = −ijk,
ikj = −jki = −kji = ijk.

Die Differenz von unterer und oberer Gleichung ergibt 2 ijk = 0. �

Der Beweis von Satz 4.1 ist eine Modifikation dieses Arguments, weil
die Antisymmetrie modifizert ist (6):

ijk = −kji + gik,j

mit gik,j = ∂jgik; es ist das Indexpaar ik in gik,j, das vertauscht wird.
Dann ergibt sich anstelle von (7):

ikj = kij = −jik + gkj,i = −ijk + gkj,i,
ikj = −jki + gij,k = −kji + gij,k = ijk − gki,j + gij,k.

Die Differenz von unterer und oberer Gleichung ergibt (5):

2 ijk − gki,j + gij,k − gkj,i = 0.

8Ein kurzes, aber wenig einsichtiges Argument ist das folgende: Man schreibe die
Gleichung ∂igjk = 〈φij , φk〉 + 〈φi, φkj〉 dreimal mit zyklisch vertauschten Indizes
untereinander, addiere die ersten beiden Gleichungen und ziehe die dritte ab, dann
ergibt sich (5).
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Da die φk eine Basis des Tangentialraums bilden, können wir den Vek-
tor (φij)

T aus seinen Skalarprodukten mit allen φk berechnen; diese
Skalarprodukte sind nach (5) durch die innere Geometrie bestimmt.

Bemerkung: Es bleibt die Frage, wie man (φij)
T aus den Skalarpro-

dukten 〈φij, φk〉 tatsächlich berechnet. Wir können diese Frage für jeden
Vektor A ∈ TxM stellen: Wie berechnet man A aus seinen Skalarpro-
dukten 〈A, φk〉? Dazu brauchen wir die Umkehrmatrix der Matrix (gij);
wir bezeichnen diese mit (gij). Es gilt also

gijg
jk = δk

i =

{

1 falls i = k
0 falls i 6= k

Dann gilt

(8) A = 〈A, φk〉gklφl

denn das Skalarprodukt der rechten Seite mit φi ergibt 〈A, φi〉:

〈〈A, φk〉gklφl, φi〉 = 〈A, φk〉gklgli = 〈A, φk〉δk
i = 〈A, φi〉,

womit die beiden Seiten von (8) das gleiche Skalarprodukt mit allen
Basiselementen φi haben und daher gleich sind. Insbesondere sehen
wir also:

(φij)
T = Γl

ijφl ,

Γl
ij =

1

2
gkl (∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) .(9)

5. Axiome für die tangentiale Ableitung

In Hinblick auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten werden wir für die
tangentiale Ableitung (φij)

T von φi eine neue Bezeichnung einführen:

(10) ∇jφi := (φij)
T .

Für den Satz, dass dies eine Größe der inneren Geometrie ist und mit
(9) berechnet werden kann, haben wir nur die folgenden zwei Eigen-
schaften verwendet:

∇jφi = ∇iφj ,(11)

∂kgij = 〈∇kφi, φj〉 + 〈φi,∇kφj〉.(12)

Lemma 5.1. Diese Gleichungen sind sogar äquivalent zu (9) oder zu
(5), d.h. zu

(13) 2〈∇iφj, φk〉 = ∂igjk + ∂jgik − ∂kgij.
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Beweis. Die rechte Seite von (13) zeigt (11), d.h. die Symmetrie in i, j,
und

2〈∇kφi, φj〉 + 2〈∇kφj, φi〉 = ∂kgij + ∂igkj − ∂jgki

+ ∂kgji + ∂jgki − ∂igkj

= 2 ∂kgij,

womit auch (12) gezeigt ist.

Die Beschreibung der tangentialen Ableitung durch (11) und (12) hat
allerdings den Schönheitsfehler, auf den Bereich einer lokalen Parame-
trisierung beschränkt zu sein. Wir können das ändern, indem wir von
den Basisvektorfeldern φi zu beliebigen Vektorfeldern A übergehen.
Diese sind zwar lokal mit Hilfe der Basis darstellbar, A = aiφi, aber sie
sind unabhängig vom Koordinatensystem definiert. Wir setzen dann
für zwei Vektorfelder A und B auf M

∇AB := (∂AB)T = ai∇iB = ai∇i(b
jφj)

= ai(∂ib
j)φj + aibj∇iφj ,(14)

wobei ∂A = ai∂i die Richtungsableitung in Richtung von A bezeichnet.
Wir müssen nun die beiden Eigenschaften (11) und (12) in diese neue
Sprache übersetzen. Für die zweite Eigenschaft (12) ist das einfach:

(15) ∂A〈B,C〉 = 〈∇AB,C〉 + 〈B,∇AC〉.

Mit (11) haben wir etwas mehr Mühe: Aus der Symmetrie von ∇iφj

folgt nicht einfach die Symmetrie von ∇AB, denn nur der zweite Term
in (14) ist symmetrisch. Vielmehr erhalten wir

∇AB −∇BA =
(

ai(∂ib
j) − bi(∂ia

j)
)

φj.

Die rechte Seite ist der Koordinatenausdruck einen neuen Vektorfeldes,
der Lieklammer [A,B], das wir gleich näher betrachten wollen. Wir
erhalten also

(16) ∇AB −∇BA = [A,B].
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6. Lieklammern und Flüsse

Um die Lieklammer von Vektorfeldern geometrisch9 zu verstehen,
benötigen wir den Begriff des Flusses eines Vektorfeldes. Es genügt,
Vektorfelder A auf U ⊂ R

n zu betrachten.10 Jedes Vektorfeld A : U →
R

n definiert eine autonome gewöhnliche Differentialgleichung

(17) u′ = A(u),

deren Lösungskurven u(t) überall den Pfeilen des Vektorfeldes A folgen.

Sie definieren insgesamt eine lokal definierte Schar von Diffeomorphis-
men αt auf U : Ist u(t) die Lösungskurve von (17) mit Anfangswert
u(0) = uo, so setzen wir αt(uo) = u(t). Die differenzierbare Abhängigkeit
der Lösungen von den Anfangswerten sagt, dass die Abbildung αt dif-
ferenzierbar ist, und die Autonomie der Differentialgleichung (rechte
Seite nicht explizit von t abhängig) impliziert

(18) αt ◦ αs = αt+s, (αt)−1 = α−t

für alle t ∈ R, wo immer beide Seiten der Gleichung definiert sind.

9Man kann die Differentialgeometrie auch ganz algebraisch auffassen: Eine Man-
nigfaltigkeit ist ein “geringter Raum”, ein topologischer Raum M zusammen mit
einem Ring F , dem Ring der C∞-Funktionen f : M → R. Eine Derivation des Rin-
ges F ist eine Abbildung δ : F → F mit δ(f +g) = δf +δg und δ(fg) = (δf)g+fδg
wie bei der Produktregel der Differentiation. Jedes Vektorfeld A auf M definiert des-
halb eine Derivation δ = ∂A, die Richtungsabbleitung in Richtung A, und man kann
zeigen, dass jede Derivation so entsteht; Vektorfelder und Derivationen des Ringes
F sind also dasselbe. Statt ∂Af schreibt man daher oft einfach Af , womit man das
Vektorfeld A direkt als Derivation auffasst. Es ist nun leicht zu sehen, dass der Kom-
mutator [A,B] = AB −BA von zwei Derivationen A,B wieder eine Derivation ist,
denn AB(fg) = A ((Bf)g + f(Bg)) = (ABf)g + (Bf)(Ag) + (Af)(Bg) + f(ABg),
und die beiden mittleren Terme heben sich in der Differenz AB(fg) − BA(fg) of-
fensichtlich auf. Die Lieklammer ist in dieser Auffassung einfach der Kommutator
der Derivationen. – Man kann den kommutativen Ring F durch einen nichtkom-
mutativen ersetzen; das ist “nichtkommutative Differentialgeometrie”.

10Konsequenterweise müssten wir das Vektorfeld auf dem Parameterbereich U
mit a statt A bezeichnen, verzichten aber im Interesse der Deutlichkeit der Notation
darauf. Aus ähnlichen Gründen schreiben wir Au statt A(u). In Zukunft werden
wir eher die Vektorfelder mit Großbuchstaben, die Vektoren mit Kleinbuchstaben
bezeichnen.
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Ist nun A ein Vektorfeld auf U , so überträgt ein Diffeomorphismus
α : U → Ũ das Vektorfeld A auf ein Vektorfeld Ã = α∗A, das auf Ũ
definiert ist, nämlich

Ãα(u) = DαuAu, Ã ◦ α = Dα ◦ A.

Satz 6.1.

(19) [B,A] =: −LAB =
d

dt
αt
∗B

∣

∣

∣

∣

t=0

.

u

αD

α−t

tB

u

α

Bα u−t

−tu

Beweis. Die Flüsse von A und B seien αt und βs. Wir setzen δt :=
∂
∂t

∣

∣

t=0
und entsprechend δs := ∂

∂s

∣

∣

s=0
. Dann gilt:

−(LAB)u = δt(α
t
∗B)u

= δtDαt.Bα−tu

= δtδsα
tβsα−tu

= δsAβsu + δsδtβ
sα−tu

= (∂BA)u + δtBα−tu

= (∂BA − ∂AB)u

= [B,A]u

In der dritten Zeile haben wir für B die Ableitung seiner Integralkurve
eingesetzt und die Kettenregel angewandt. In der vierten Zeile haben
wir δt und δs vertauscht; weil t an zwei Stellen vorkommt, erhalten wir
zwei Terme. In der fünften Zeile wurden die Ableitungen im zweiten
Term zurückgetauscht; die Anwendung von δs ergibt Bα−tu. �

Der Operator LA heißt Lie-Ableitung in Richtung von A. Der Satz
zeigt, welchen Vektor [A,B]u darstellt. Er zeigt aber noch mehr: Ein
Diffeomorphismus ρ : U → Ũ bildet die Integralkurven von A auf die
Integralkurven von Ã = α∗A ab, also den Fluss von A auf den Fluss
von Ã:

ρ ◦ αt = α̃t ◦ ρ.

Damit werden nach dem voranstehenden Satz auch die Lieableitungen
aufeinander abgebildet, es gilt also für zwei Vektorfelder A,B auf U :

[ρ∗A, ρ∗B] = ρ∗[A,B].
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Insbesondere hängt die Lieklammer für Vektorfelder auf einer Mannig-
faltigkeit nicht von der Wahl der lokalen Parametrisierung ab, denn
zwei Parametrisierungen von M ∩ V unterscheiden sich um einen Dif-
feomorphismus der Definitionsbereiche.

Es ist nützlich, diese Aussagen in einem etwas allgemeineren Rahmen
zu beweisen. Es seien A, Ã Vektorfelder auf offenen Teilmengen U ⊂ R

n

und V ⊂ R
d für beliebige n, d, und ρ : U → V sei eine differenzierbare

Abbildung. Die beiden Vektorfelder A und Ã nennen wir ρ-verwandt,
wenn gilt:

(20) Dρ ◦ A = Ã ◦ ρ .

Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn ρ ein Diffeomorphismus ist (d = n)
und Ã = ρ∗A, aber jetzt ist die Situation allgemeiner: ρ braucht nicht
mehr invertierbar zu sein. Auch in diesem Fall bildet ρ die Integral-
kurven von A auf die von Ã ab: Ist u(t) die Lösung von u′ = Au

mit u(0) = uo dann ist ũ(t) = ρ(u(t)) die Lösung von ũ′ = Ãũ mit
ũ(0) = ρ(uo), denn

ũ′ = (ρ ◦ u)′ = Dρuu
′ = DρuAu

(20)
= Ãρ(u) = Ãũ .

Mit den Bezeichnungen αt und α̃t für die Flüsse von A und Ã ist
u(t) = αt(uo) und ũ(t) = α̃t(ρ(uo)), somit ρ(αt(uo)) = α̃t(ρ(uo), und
damit

(21) ρ ◦ αt = α̃t ◦ ρ .

Da die Lieklammer von zwei Vektorfeldern durch die Flüsse beschrieben
werden können, vererbt sich die ρ-Verwandtschaft auf die Lieklammer:

Satz 6.2. Es sei ρ : U → V eine differenzierbare Abbildung. Sind
Vektorfelder A,B auf U ρ-verwandt zu Vektorfeldern Ã, B̃ auf W , so
ist auch [A,B] ρ-verwandt zu [Ã, B̃].

Beweis. Im Beweis von Satz 6.1 haben wir folgende Gleichung erhalten:

(22) [A,B]u = −δtδsα
tβsα−tu.

Für jedes t betrachten wir die Kurve ut(s) = αtβsα−tu mit ut(0) = u
für alle t und setzen u′

t(0) = δsut(s) =: bt. Die Matrix Dρu ist nicht
von t abhängig und vertauscht deshalb mit δt. Andererseits ist bt für
festes t der Anfangsvektor der Kurve s 7→ ut(s), deshalb gilt Dρubt =
(ρ ◦ ut)

′(0) = δsρ(ut(s)), insgesamt also

Dρuδtbt = δtDρubt = δtDρuδsut(s) = δtδsρ(ut(s)).

Wenden wir (21) auf αt und βs an, so erhalten wir

ρ(ut(s)) = ραtβsα−tu = α̃tρβsα−tu = α̃tβ̃sρα−tu = α̃tβ̃sα̃−tρu.
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Setzen wir beides zusammen, folgt mit (22) die Behauptung:

Dρu[A,B]u = −δtδsα̃
tβ̃sα̃−tρu = [Ã, B̃]ρ(u) . �

Als Anwendung erhalten wir, dass die Lieklammer von tangentialen
Vektorfeldern auf einer Untermannigfaltigkeit M ⊂ R

d gleichermaßen
durch die Lieklammer der Fortsetzungen auf einer offene Menge des R

d

als auch durch die entsprechenden Vektorfelder in einer Parametrisie-
rung gewonnen werden kann:

Satz 6.3. Ist M ⊂ R
d eine Untermannigfaltigkeit und A,B (tangen-

tiale) Vektorfelder auf M . In einer offenen Menge V ⊂ R
d gebe es

differenzierbare Fortsetzungen Ã, B̃ : V → R
d von A,B, d.h. Ã = A

und B̃ = B auf M ∩ V . Mit einer Parametrisierung φ : U → M ∩ V
werden A,B zu Vektorfeldern Ao, Bo auf U , d.h. Aφ(u) = DφuA

o
u und

Bφ(u) = DφuB
o
u. Dann gilt für alle u ∈ U :

(23) [Ã, B̃|φ(u) = Dφu[A
o, Bo]u .

Insbesondere ist [Ã, B̃] auf M ∩ V eingeschränkt ein tangentiales Vek-
torfeld.

Beweis. Die Vektorfelder Ã und B̃ sind φ-verwandt zu Ao und Bo. �

7. Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Nun sei M eine (abstrakte) n-dimensionale Mannigfaltigkeit.11 Wir
werden uns darunter weiterhin eine Untermannigfaltigkeit vorstellen,
denn nach einem einfach zu beweisenden Satz von Whitney lässt sich
jede Mannigfaltigkeit als Untermannigfaltigkeit eines R

d darstellen; wir
vergessen aber den umliegenden Raum und machen keinen Gebrauch
davon.12

11“Offiziell” ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ein parakompakter Topo-
logischer Raum mit Hausdorff-Eigenschaft, der lokal zum R

n homöomorph ist, und
je zwei dieser lokalen Homöomorphismen, eingeschränkt auf den Durchschnitt ih-
rer Definitionsbereiche, unterscheiden sich um einen Diffeomorphismus zwischen
offenen Mengen des R

n.
12Eigentlich hat der Begriff der abstakten Mannigfaltigkeit eine andere Quelle:

es sind maximale Definitionsbereiche. Eine holomorphe Funktion zum Beispiel ist
als Potenzreihe zunächst auf einem Kreis definiert, aber wie weit lässt sie sich
fortsetzen, was ist ihr maximaler Definitionsbereich? Stellt man diese Frage z.B. für
die Funktion f(z) =

√
z, so muss man entweder die Ebene aufschlitzen – aber das

ist rein künstlich – oder aber erweitern: Um die Mehrdeutigkeit der Wurzelfunktion
(±√

z) aufzuheben, verklebt man zwei geschlitzte Ebenen miteinander; erst nach
zwei Umläufen erreicht man wieder den Ausgangspunkt. Diese erweiterte Ebene ist
eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, eine Riemannsche Fläche. Es ist typisch, dass
sich analytische Objekte ihren Definitionsbereich selbst suchen. Minimalflächen sind
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Eine Riemannsche Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein Skalar-
produkt13 g = 〈 , 〉x auf jedem Tangentialraum TxM , das in folgendem
Sinn differenzierbar von x abhängt: Ist φ : U → M eine lokale Para-
metrisierung von M , so sind die Funktionen

(24) u 7→ gij(u) = 〈φi(u), φj(u)〉φ(u)

differenzierbar auf U . Eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer
Riemannschen Metrik g heißt Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zwar stel-
len wir uns die Mannigfaltigkeit M weiterhin als Untermannigfaltigkeit
eines R

d vor, aber ist die Riemannsche Metrik g ist gewöhnlich nicht
mehr das vom umgebenden Raum R

d induzierte Skalarprodukt, son-
dern ein neues, das nur auf den Tangentialräumen von M definiertes ist.
Im einfachsten Fall ist M = U eine zusammenhängende offene Menge
U ⊂ R

n und gij : M → R, i, j = 1, . . . , n eine Familie von differenzier-
baren Funktionen, die an jeder Stelle u ∈ U eine symmetrische positiv
definite Matrix g(u) = (gij(u)) bilden. Lokal sieht jede Riemannsche
Mannigfaltigkeit so aus, im folgenden Sinn.

Eine Isometrie zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g) und
(M̃, g̃) ist ein Diffeomorphismus α : M → M̃ mit

(25) g̃α(x)(Dαxa,Dαxb) = gx(a, b)

für alle a, b ∈ TxM und alle x ∈ M . Isometrien sind sozusagen die
Isomorphismen in der Theorie Riemannscher Mannigfaltigkeiten; sie
erhalten alles, was durch die Riemannsche Metrik und ihre Ableitun-
gen ausgedrückt wird; das ist die gesamte Riemannsche Geometrie.
Jede lokale Parametrisierung φ : U → Mo = M ∩ V ist eine Isometrie,
wobei wir auf U nicht das gewöhnliche Skalarprodukt des R

n, sondern
das variable Skalarprodukt (24) wählen. Deshalb ist (U, (gij)) lokal das
universelle Beispiel Riemannscher Mannigfaltigkeiten. Wir können uns

ein anderes Beispiel (sie haben im Kleinen minimalen Flächeninhalt bei gegebener
Randkurve); wie ihre globale Struktur aussieht, wird von ihnen selbst bestimmt,
und jedes kleinste Stück der Fläche trägt den “genetischen Code” für die globale
Fläche in sich. Ein drittes Beispiel sind die analytischen Raum-Zeit-Metriken der
Allgemeinen Relativitätstheorie: Sie können zunächst auf einem kleinen offenen
Gebiet des R

4 definiert sein, aber bei maximaler analytischer Fortsetzung zwingen
sie die zugrundeliegende Raum-Zeit dazu, eine Mannigfaltigkeit zu werden, die keine
offene Teilmenge der R

4 mehr ist.
13Ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V ist eine symmetrische, nicht aus-

geartete Bilinearform 〈 , 〉. “Nicht ausgeartet” (engl. non-degenerate) bedeutet
[〈a, b〉 = 0 ∀b∈V ⇒ a = 0]. Meist werden wir die stärkere Eigenschaft “positiv de-
finit” voraussetzen: d.h. 〈a, a〉 > 0 für alle a 6= 0, aber gerade in der Relati-
vitätstheorie gilt diese nicht: Das Skalarprodukt dort ist isomorph zum Lorentz-
Minkowski-Skalarprodukt 〈x, y〉L =

∑3
i=1 xiyi − x4y4
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ganz M aus solchen offenen Teilmengen U mit Metrik g zusammen-
geklebt denken, wobei die Klebefunktionen α : U → Ũ Isometrien
bezüglich g und g̃ sind.

8. Kovariante Ableitungen

Wie können wir ein Vektorfeld A auf einer Mannigfaltigkeit M dif-
ferenzieren? Lokal können wir A = aiφi schreiben; wir könnten einfach
die Koeffizientenfunktionen ai differenzieren. Aber dann müssten wir
die φi als “konstant” ansehen, was ziemlich willkürlich ist und in einer
anderen Parametrisierung A = ãjφ̃j nicht beibehalten werden kann,

denn falls φ̃ = α ◦ φ, so ist

(26) φ̃j = ∂jα
iφi .

Selbst wenn φi konstant wäre, könnte es doch φ̃j nicht sein, weil ∂jα
i

nicht konstant ist. Es ist also keine gute Idee, einfach nur die Koeffizi-
enten zu differenzieren; eine solche Regel kann nicht auf alle Parame-
trisierungen angewandt werden, sie ist nicht kovariant. Wir wünschen
uns eine Differentiation, die Vektorfelder in Vektorfelder überführt, eine
kovariante Differentiation:

Definition: Mit V bezeichnen wir die Menge der Vektorfelder auf M .
Eine kovariante Ableitung oder ein Zusammenhang14 auf M ist eine
R-bilineare Abbildung ∇ : V × V → V mit

(Z)
∇fAB = f∇AB
∇AfB = (∂Af)B + f∇AB

für alle A,B ∈ V und f ∈ F = C∞(M).

Dies ist eine kurze Definition, aber sie benutzt global definierte Vek-
torfelder. Ableitungen sollten jedoch “lokal” sein, d.h. (∇AB)x sollte
nur von den Werten von A und B in einer beliebig kleinen Umgebung
V von x abhängig sein, unabhängig davon, ob und wie A und B auf
M \ V definiert sind. Dies folgt tatsächlich. Wir benötigen dazu eine
C∞-Funktion f : M → R mit f = 0 auf M \V und f = 1 auf einer noch
kleineren Umgebung Vo ⊂ V .15 Setzen wir nun Ã = fA und B̃ = fB,

14Das Wort “Zusammenhang” (engl. “connection”) meint, dass die Tangenti-
alräume in verschiedenen Punkten nicht mehr von einander isoliert sind, sondern
verbunden; die Differentiation von Vektorfeldern benutzt ja Differenzen von Vekto-
ren in verschiedenen Tangentialräumen. Vgl. Parallelverschiebung weiter unten.

15Wir können eine solche Funktion in Koordinaten angeben: f(u) = ρ(|u|). Dabei
ist ρ : R → R eine C∞-Funktion mit ρ(t) = 1 für t ≤ ǫ und ρ(t) = 0 für t ≥ 2ǫ.
Eine solche Funktion baut man wie folgt: Es sei α : R → R die C∞-Funktion mit
α(t) = 0 für t ≤ 0 und α(t) = e−1/t für t > 0. Dann ist die Funktion β(t) = α(t2−t)
positiv auf dem Intervall (0, 1) und sonst gleich Null. Ihre Stammfunktion B(t) =
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dann folgt mit (Z):

∇AB = ∇ÃB = ∇AB̃ = ∇ÃB̃ auf Vo

weil f = 1 und ∂Af = 0 auf Vo. Selbst wenn A und B nur auf V de-
finiert sind, können wir Ã = fA und B̃ = fB zu C∞-Vektorfeldern
auf ganz M fortsetzen, indem wir sie auf M \ V gleich Null setzen.
Damit können wir auch für solche Vektorfelder die kovariante Ablei-
tung erklären: ∇AB := ∇ÃB̃ on Vo. Damit können wir jede kovariante
Ableitung auch lokal in Koordinaten ausdrücken.

Kovariante Ableitungen sind nicht eindeutig bestimmt. Die Differenz
von zwei kovarianten Ableitungen S = ∇̃ − ∇ ist ebenfalls eine R-
bilineare Abbildung V × V → V, die im ersten Argument immer noch
F -linear ist, aber nun auch im zweiten Argument: Da

SA(fB) = ∇̃A(fB) −∇A(fB) = f∇̃AB − f∇AB = fSAB,

denn der erste Term in der zweiten Gleichung von (Z) ist für ∇̃ und
∇ derselbe und hebt sich daher weg. Umgekehrt können wir zu ∇
eine beliebige derartige Abbildung S addieren und erhalten eine zweite
kovariante Ableitung ∇̃ = ∇+ S. Eine solche Abbildung S nennt man
einen Tensor; zwei kovariante Ableitungen unterscheiden sich also um
einen Tensor, ihren Differenztensor.

Allgemeiner ist ein Tensor eine F -multilineare Abbildung von V ×
. . .×V nach V oder nach F . Tensoren sind die einfachsten Objekte der
Differentialgeometrie, denn sie sind “punktweise bestimmt”: Ist z.B.
T : V → V ein Tensor, also F -linear, dann hängt T (A)x nur von Ax

und nicht von den sonstigen Werten von A ab. Ist nämlich A = aiφi

in lokalen Parametern, dann ist T (A) = aiTφi, und wenn zwei Vektor-
felder A = aiφi und Ã = ãiφi an einer Stelle x übereinstimmen, dann
ist ai(x) = ãi(x) und damit T (Ã)x = T (A)x. Ein solcher Tensor kann
also einfach als eine lineare (oder multilineare) Abbildung auf jedem
Tangentialraum angesehen werden. Auch eine Riemannsche Metrik ist
ein Tensor g : V × V → F ; eine kovariante Ableitung ∇ dagegen ist
kein Tensor, wie das zweite Gesetz in (Z) zeigt.

Für Riemannsche Mannigfaltigkeiten gibt es unter den kovarian-
ten Ableitungen eine ausgezeichnete, die der tangentialen Ableitung
bei Untermannigfaltigkeiten entspricht, vgl. (15), (16). Sie wurde von

∫ t

0
β(τ)dτ ist also Null auf (−∞, 0], streng monoton steigend auf [0, 1] und dann

konstant: B = B(1) auf [1,∞). Wir setzen γ = B/B(1). Dann hat ρ(t) = γ(2 − t
ǫ )

die gewünschte Eigenschaft.
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Tullio Levi-Civita eingeführt16 und wird zu seinen Ehren Levi-Civita-
Ableitung benannt:

Satz 8.1. Auf jeder Mannigfaltigkeit M mit Riemannscher Metrik g =
〈 , 〉 gibt es genau eine kovariante Ableitung ∇ mit

(L)
∇AB −∇BA = [A,B] ,

∂A〈B,C〉 = 〈∇AB,C〉 + 〈B,∇AC〉 .

Eine Zusammenhang ∇, der die erste Gleichung in (L) erfüllt, heißt
torsionsfrei,17 und wenn er die zweite Gleichung erfüllt, nennt man ihn
metrisch.

Beweis. Den Beweis dieses Satzes haben wir weitgehend bereits in Lem-
ma 5.1 erbracht: In einer Parametrisierung geschrieben lautet (L) ja

(Lφ)
∇iφj = ∇jφi ,
∂igjk = 〈∇iφj, φk〉 + 〈φj,∇iφk〉 ,

was nach Lemma 5.1 äquivalent ist zu

(27)
∇iφj = Γl

ijφl ,
Γl

ij = 1
2
gkl (∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) .

Für A = aiφi und B = bjφj gilt nach (Z):

(28) ∇AB = ai
(

(∂ib
j)φj + bj∇iφj

)

,

womit die lokale Existenz und Eindeutigkeit von ∇AB gezeigt ist. Weil
wir die definierende Gleichung (L) nicht in lokalen Parametern formu-
liert haben, gewinnen wir aus der Eindeutigkeit, dass die Formeln (28),
(27) in jeder Parametrisierung das gleiche Objekt beschreiben. �

9. Der Krümmungstensor

Die Axiome (Z) einer kovarianten Ableitungen drücken einfach die
Grundeigenschaften der Richtungsableitung aus, die wir auf offenen
Teilmengen U ⊂ R

n kennen. Wenn dort eine kovariante Ableitung ∇
gegeben ist, dann können wir diese mit der gewöhnlichen Richtungs-
ableitung ∂ vergleichen; die Differenz ist bekanntlich ein Tensor, den
wir hier Γ nennen:

(29) ∇ = ∂ + Γ, ∇i = ∂i + Γi

16Levi-Civita, Tullio, “Nozione di parallelismo in una varietà qualunque e conse-
quente specificazione geometrica della curvatura Riemanniana”, Rend. Circ. Mat.
Palermo 42 (1917), 73 - 205

17Die Abbildung T : (A,B) 7→ ∇AB − ∇BA − [A,B] heißt auch Torson eines
Zusammenhang ∇. Da in lokalen Koordinaten [A,B] = ∂AB−∂BA, ist T die Anti-
symmetrisierung des Tensors Γ = ∇−∂, d.h. T (A,B) = ΓAB−ΓBA; insbesondere
ist T ein Tensor.
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wobei jedes Γi eine (noch von u ∈ U abhängige) Matrix ((Γi)
k
j )) = (Γk

ij)
ist. Das ist eine andere Interpretation von (28), die wir ja auch als
eine Formel auf U interpretieren können, wenn wir die φj durch die
kanonischen Einheitsvektoren ej ersetzen:

(30) ∇AB = ai∂ib
jej + aibj∇iej = ∂AB + ΓAB

mit ΓA = aiΓi.
Es gibt aber einen wichtigen Unterschied zwischen der speziellen

Richtungsableitung ∂ und einer anderen kovarianten Ableitung ∇ =
∂ + Γ: Die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen ∂i∂j = ∂j∂i

überträgt sich nicht auf ∇, d.h. [∇i,∇j] = ∇i∇j −∇j∇i ist nicht Null:

∇i∇jA = (∂i + Γi)(∂j + Γj)A
= ∂i∂jA + ∂iΓjA + Γi∂jA + ΓiΓjA
= ∂i∂jA + (∂iΓj)A + Γj∂iA + Γi∂jA + ΓiΓjA

[∇i,∇j]A = (∂iΓj − ∂jΓi + [Γi, Γj]) A

In der vorletzten Zeile kommen noch zweite und erste Ableitungen
von A vor, ∂i∂jA und Γj∂iA+Γi∂jA. Da diese Ausdrücke aber symme-
trisch in i, j sind, entfallen sie beim Antisymmetrisieren; die letzte Zeile
enthält daher keine Ableitung von A. Somit bleibt etwas von der Ver-
tauschbarkeit der partiellen Ableitungen übrig: [∇i,∇j] ist zwar nicht
Null, aber ein Tensor, eine differenzierbar von u ∈ U abhängige Ma-
trix. Dies ist der Krümmungstensor des Zusammenhangs ∇ = ∂ + Γ
auf U :

(31) Rij := [∇i,∇j] = ∂iΓj − ∂jΓi + [Γi, Γj] .

Entsprechend definiert man für beliebige Vektorfelder A = aiφi und
B = bjφj:

RAB = aibjRij.

Das ist beinahe der Kommutator von ∇A und ∇B, aber es fehlt ein
Lieklammer-Term:

∇A∇B = ai∇i(b
j∇j)

= ai(∂ib
j)∇j + aibj∇i∇j

[∇A,∇B] = ∇[A,B] + RAB

und damit

(32) RAB = [∇A,∇B] −∇[A,B].
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Für feste Vektorfelder A,B ist RAB eine F -lineare Abbildung V → V
und definiert damit einen Tensor R : V × V × V → V, eine Art von
Tripelprodukt18 auf jedem Tangentialraum TxM .

10. Krümmungsidentitäten

Der Krümmungstensor einer kovarianten Ableitung auf M ist ein
kompliziertes algebraisches Objekt, aber es erüllt einige Identitäten,
die einem das Leben erleichtern. Zunächst sieht man sofort aus der
Definition als Kommutator

(33) Rij = −Rji .

Die beiden Zusatzeigenschaften (L) der Levi-Civita-Ableitung haben
weitere Identitäten zur Folge:

Lemma 10.1. Ist ∇ torsionsfrei, d.h. ∇iφj = ∇jφi, dann gilt für
Rijk := Rijφk die sog. Bianchi-Identität19

(34) Rijk + Rjki + Rkij = 0

Beweis.

Rijk + Rjki + Rkij = ∇i∇jφk −∇j∇iφk

+∇j∇kφi −∇k∇jφi
::::::::

+∇k∇iφj
::::::::

−∇i∇kφj

= 0

Lemma 10.2. Ist (M, 〈 , 〉) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ∇
metrisch, d.h. ∂i〈A,B〉 = 〈∇iA,B〉 + 〈A,∇iB〉, dann gilt

(35) 〈RijA,B〉 = −〈RijB,A〉

Beweis.

∂j〈A,B〉 = 〈∇jA,B〉 + 〈A,∇jB〉
∂i∂j〈A,B〉 = 〈∇i∇jA,B〉 + 〈∇iA,∇jB〉

:::::::::::::

+ 〈∇jA,∇iB〉
:::::::::::::

+ 〈A,∇i∇jB〉
0 = (∂i∂j − ∂j∂i)〈A,B〉 = 〈RijA,B〉 + 〈A,RijB〉 ,

denn die unterschlängelten Terme entfallen beim Antisymmetrisieren.

18Ein Produkt auf einem Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung V ×V → V.
Ein Tripelprodukt auf V ist eine trilineare Abbildung V × V × V → V.

19Luigi Bianchi, 1856 (Parma) - 1928 (Pisa)
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Lemma 10.3. Ist (M, 〈 , 〉) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und
∇ die Levi-Civita-Ableitung (torsionsfrei und metrisch), so gilt für
Rijkl := 〈Rijφk, φl〉 die blockweise Vertauschung

(36) Rijkl = Rklij

Beweis. Wir schreiben kurz ij|kl für Rijkl. Wir wissen schon, dass
dieser Ausdruck in beiden Blöcken antisymmetrisch ist, insbesondere
gilt ij|kl = ji|lk . Um ij|kl = kl|ij zu zeigen, bilden wir die Differenz
dieser Terme und auch der umgestellten, ji|lk − lk|ji, und wenden
jedesmal die Bianchi-Identität (34) an:

0 =
ij|kl

+ (jk|il)
+ [ki|jl]

+
ji|lk

+ 〈il|jk〉
+{lj|ik}

−
kl|ij

+ 〈li|kj〉
+ [ik|lj]

−
lk|ji

+ (kj|li)
+{jl|ki}

= 2(ij|kl − kl|ij)
�

Schließlich gibt es noch eine Zweite Bianchi-Identität, die für Einstein
eine große Rolle gespielt hat. Sie betrifft aber nicht R selbst, sondern
seine Ableitung ∇R. Dazu müssen wir zunächst die kovariante Ablei-
tung eines Tensorfeldes R : V × V × V → V einführen. Die Idee dabei
ist, dass die Anwendung von R auf seine Argumente wie ein Produkt
behandelt wird:

∇iRA,BC = (∇iR)A,BC + R∇iA,BC + RA,∇iBC + RA,B∇iC,

woraus sich ∇iR ergibt:

(37) (∇iR)A,BC = ∇iRA,BC − R∇iA,BC − RA,∇iBC − RA,B∇iC .

Lemma 10.4.

(38) (∇iR)jk + (∇jR)ki + (∇kR)ij = 0

Beweis.

(∇iR)jkA = ∇iRjkA − Rjk∇iA −
(

R∇iφj ,φk
− Rφj ,∇iφk

)

A

(∇iR)jk = [∇i, Rjk] −
(

R∇iφj ,φk
+ Rφj ,∇iφk

)

Der erste Term rechts, [∇i, Rjk] = [∇i, [∇j,∇k]], hat bereits die ge-
wünschte Eigenschaft, da Kommutatoren die Jacobi-Identität erfüllen:

[∇i, [∇j,∇k]] + [∇j, [∇k,∇i]] + [∇k, [∇i,∇j]] = 0·
Wir müssen das gleiche für den zweiten Term

(

R∇iφj ,φk
+ Rφj ,∇iφk

)

zeigen. Mit der Abkürzung ij|k := R∇iφj ,φk
gilt

R∇iφj ,φk
+ Rφj ,∇iφk

= ij|k − ik|j ,
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und die zyklische Summe dieser Terme verschwindet wegen der Sym-
metrie von ij|k in ij,

ij|k − ik|j + jk|i − ji|k + ki|j − kj|i = 0. �

11. Spurbildungen: Ricci- und Einsteintensor,
Skalarkrümmung

Der Riemannsche Krümmungstensor R : V × V × V → V lässt sich
durch Spurbildungen vereinfachen: Wenn zwei der drei Argumente fest
eingesetzt werden, erhält man einen Tensor V → V , d.h. eine lineare
Abbildung auf jedem Tangentialraum, von dem man die Spur bilden
kann (Summe der Diagonalelemente). Aber welche zwei der drei Ar-
gumente soll man einsetzen? Nicht die ersten beiden, denn RAB ist
antisymmetrisch, 〈RABC,D〉 = −〈RABD,C〉, und deshalb sind alle
Diagonalelemente dieser Matrix Null. Also wird das zweite und dritte
Argument eingesetzt (oder das erste und dritte, aber das macht wegen
RAB = −RBA nur ein Vorzeichen aus). Das ist der Ricci-Tensor:20

(39) Ric(A,B) = Spur(C 7→ RCAB), Ricij = Rk
kij = Rkijlg

kl

Lemma 11.1. Ric ist symmetrisch, Ric(A,B) = Ric(B,A).

Beweis. Blockvertauschung und Antisymmetrie innerhalb der Blöcke
kehrt die Reihenfolge um:

Ricij = Rkijlg
kl = Rljikg

kl = Rljikg
lk = Ricji. �

Der Ricci-Tensor, die Spur des Krümmungstensors, ist also eine sym-
metrische Bilinearform, ebenso so wie die Metrik g. Das wird für Ein-
steins Gleichungen eine große Rolle spielen. Im Spezialfall kann der
Riccitensor proportional zur Metrik sein; solche Metriken nennt man
heute Einstein-Metriken.

Wir können auch vom Riccitensor noch einmal die Spur bilden. Al-
lerdings ist der Riccitensor eine Bilinearform auf jedem Tangential-
raum, und Spuren kann man eigentlich nur von linearen Abbildungen
(Endomorphismen) bilden. Eine Bilinearform ρ auf einem Vektorraum
V = TxM kann aber auch als lineare Abbildung V → V ∗ aufgefasst
werden, wobei V ∗ = Hom(V, R) der Dualraum ist, der Raum der Line-
arformen; man setzt ρ(v) = (w 7→ ρ(v, w)) ∈ V ∗. Wenn wir V ∗ mit V
identifizieren können, haben wir einen Endomorphismus von V . Eine
solche Identifizierung wird durch eine zweite Bilinearform gegeben, die
nicht-entartet, also ein Isomorphismus von V nach V ∗ sein soll; eine sol-
che Bilinearform ist die Riemannsche Metrik g : V → V ∗. Als Spur der

20Gregorio Ricci-Curbastro, 1853 Lugo (Ravenna) - 1925 (Bologna)
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Bilinearform ρ bezüglich der Metrik g definieren wir die Spur des En-
domorphismus g−1ρ : V → V , oder in Komponenten: Spurg ρ = gijρij.
Wenn man dies für den Riccitensor durchführt, erhält man eine Funk-
tion auf M , die Skalarkrümmung s:

(40) s = Spurg(Ric) = Ricijg
ij = Rkijlg

klgij

Die Skalarkrümmung ist eine sehr interessante Größe, weil sie eine kla-
re topologische Bedeutung hat: kompakte Mannigfaltigkeiten, die eine
Metrik mit durchweg positiver Skalarkrümmung tragen können, lassen
sich rein topologisch kennzeichnen.

Als Einstein 1915 seine Allgemeine Relativitätstheorie formulierte, hat-
te er ein Problem. Die Grundidee “Massenverteilung = Krümmung”
stand schon lange fest. Die Massenverteilung wurde von den Physi-
kern durch eine symmetrischen Bilinearform T auf der Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeit M beschreiben, den Massetensor. Was lag näher als
auf der geometrischen Seite (“Krümmung”) den Riccitensor zu neh-
men, der ja ebenfalls symmetrisch ist? Somit lautete Einsteins Glei-
chung zunächst Ric = T . Aber der Massetensor hat noch eine weitere
Eigenschaft: Er ist divergenzfrei, ein Ausdruck der Erhaltung von Mas-
se und Energie. Doch der Riccitensor hat nicht diese Eigenschaft, und
deshalb konnte diese Gleichung noch nicht das letzte Wort sein!

Die Divergenz eines Tensorfeldes T ist die Spur von ∇T ,

(41) (Div T )j = (∇mT )ijg
mi

Also gilt insbesondere für Ricij = Rkijlg
kl:

(Div Ric)j = (∇mR)kijlg
klgmi

= (∇mR)jlkig
klgmi

(38)
= −(∇jR)lmkig

klgmi − (∇lR)mjkig
klgmi

= (∇jR)kimlg
klgmi − (∇lR)ikjmgimglk

Die beiden unterstrichenen Ausdrücke sind bis auf das Vorzeichen iden-
tisch: Wenn wir die Indizes von ∇R mit 0, 1, 2, 3, 4 nummerieren, dann
wird in beiden Ausdrücken die Spur über die Indexpaare 1, 4 sowie
0, 2 gebildet, während der freie Index j auf Platz 3 steht. Wir erhalten



28 J.-H. ESCHENBURG

deshalb21

2(Div Ric)j = (∇jR)kimlg
klgmi

= ∂jRkimlg
klgmi

= ∂js .

Wenn die Skalarkrümmung nicht konstant ist, ist die Divergenz von
Ric also ungleich Null. Aber Einstein wusste schließlich Rat: Es gibt ja
noch eine symmetrische Bilinearform auf M , die Metrik g; für sie gilt
∇kg = 0 (das ist die zweite Gleichung der Levi-Civita-Bedingung (L)).
Deshalb erhalten wir

Div(sg)j = ∇k(sg)ijg
ik = (∂ks)gijg

ki = (∂ks)δ
k
j = ∂js .

Also ist der Tensor

G = Ric − 1

2
sg

von selbst divergenzfrei, und deshalb wählte Einstein ihn als geometri-
sches Pendant zum Massentensor T :

(42) G = 8πT.

Zu seinen Ehren wird G Einstein-Tensor genannt.

12. Kovariante Ableitung längs Kurven,
Paralleltransport

Manchmal sind Vektorfelder nicht auf der ganzen Mannigfaltigkeit,
sondern nur entlang einer Kurve c : I → M definiert. Ein Vektorfeld
längs c ist eine differenzierbare Abbildung A : I → R

d mit A(t) ∈
Tc(t)M für alle t ∈ I. Ein Beispiel ist das Tangentialvektorfeld c′ der
Kurve. Den Raum der Vektorfelder längs c bezeichnen wir mit Vc. Sol-
che Vektorfelder können natürlich nur in einer Richtung differenziert

21Wir benutzen dabei ∂j SpurT = Spur∇jT für jeden Tensor T : V → V. Hier
ist ein formales Argument: Der Vektorraum V = TxM hat die Basis φi, i = 1, . . . , n.
Die zugehörige duale Basis von V ∗ = Hom(V, R) sei αj , d.h. αjφi = δj

i . Damit kann

man die Komponenten von T ausrechnen: Tφi = T j
i φj , also αiTφi = T j

i αiφj =

T j
i δi

j = T i
i = SpurT . Somit

(∗) ∂k SpurT = ∂kαiTφi = (∇kαi)Tφi + αi(∇kT )φi + αiT∇kφi .

Andererseits ist 0 = ∂kαiφj = (∇kαi)φj + αi∇kφj . Deshalb ist

(∇kαi)Tφi = (∇kαi)φjα
jTφi

= −αi(∇kφj)α
jTφi ,

αiT∇kφi = αiTφjα
j∇kφi

= αj(∇kφi)α
iTφj .

Daher heben sich die äußeren Terme auf der rechten Seite von (∗) weg und wir
erhalten ∂k SpurT = Spur∇kT .
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werden, in Richtung der Kurve c. Eine kovariante Ableitung längs c ist
eine R-lineare Abbildung ∇c = ∇t = D

dt
: Vc → Vc mit

(43) ∇c(fA) = f ′A + f∇cA

für jedes A ∈ Vc und jede C∞-Funktion f ∈ FI = {f : I
C∞

−→ R}.
Natürlich kann ein Vektorfeld längs c auch einfach die Einschränkung
eines auf ganz M definierten Vektorfeldes auf die Kurve c sein, A = Â◦c
für eine Â ∈ V.

Lemma 12.1. Ist eine kovariante Ableitung ∇ auf M gegeben und
c : I → M eine Kurve, so gibt es genau eine kovariante Ableitung ∇c

mit

(44) ∇c(A ◦ c) = ∇c′A

für jedes A ∈ V, wobei (∇c′A)(t) := ∇c′(t)A.

Beweis. Zwar ist nicht jedes A ∈ Vc vom Typ Â◦c, aber A lässt sich in
lokalen Parametern auf solche Vektorfelder zurückführen: A = ai(φi◦c)
mit ai ∈ FI .

22 Ist c = φ ◦ u und c′ = Dφuu
′ = (uj)′(φj ◦ c) Nach (43),

(44) ist dann

(45) ∇cA = (ai)′(φi ◦ c) + ai∇c′φi =
(

(ak)′ + ai(uj)′Γk
ij(u)

)

(φk ◦ c)

Das zeigt die Eindeutigkeit, aber auch die Existenz, denn durch (45)
wird eine kovariante Ableitung längs c mit (44) definiert. �

Mit Hilfe der kovarianten Ableitung längs Kurven können wir zwei
wichtige Begriffe der euklidischen Geometrie in die Riemannsche Geo-
metrie übertragen: Parallelverschiebung und Geraden. Ein Vektorfeld
A längs c : I → M heißt parallel, wenn

(46) ∇cA = 0.

Mit (45) können wir sagen, was diese Gleichung in lokalen Parametern
bedeutet: Ein Vektorfeld A = ai(φi ◦ c) ∈ Vc ist parallel ⇐⇒
(47) ȧk + aiu̇jΓk

ji(u) = 0

für k = 1, . . . , n, wobei wir zum Einsparen von lästigen und missver-
ständlichen Klammern die Ableitung nach t mit einem Punkt statt
einem Strich bezeichnen. Diese Gleichung (47) ist eine lineare Differen-
tialgleichung, d.h. die Komponenten ai des gesuchten Vektorfeldes A
und seine Ableitungen ȧi treten nur linear auf. Lineare Differentialglei-
chungen sind sehr angenehm, weil ihre Lösungen auf ganz I definiert

22Wir fassen hier φi als lokales Vektorfeld auf M auf; eigentlich müsste es φi◦φ−1

heißen.
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sind23 und einen Vektorraum bilden: Linearkombinationen von Ls̈ungen
sind wieder Lösungen. Sind to, t1 ∈ I beliebig, dann ist damit jedes par-
allele Vektorfeld A, also jede Lösung von (47) durch seinen Anfangswert
A(to) bei to eindeutig bestimmt und definiert eine lineare Abbildung
A(to) 7→ A(t1) : Tc(to)M → Tc(t1)M , genannt Parallelverschiebung längs
c. Diese Abbildung schafft also eine Verbindung, eine “Zusammenhang”
zwischen den Tangentialräumen in den Punkten c(to) und c(t1), was die
Bezeichnung “Zusammenhang” für die kovariante Ableitung erklärt.

Lemma 12.2. Wenn M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ∇
metrisch ist (vgl. 22) dann gilt |A(t)| = const für jedes parallele Vektor-
feld A(t) längs einer Kurve c. Insbesondere ist die Parallelverschiebung
Tc(to)M → Tc(t1M eine lineare Isometrie.

Beweis. 〈A,A〉′ = 2〈∇cA,A〉 = 0. �

Speziell können wir fragen, wann das Tangentialvektorfeld c′ = ċ einer
Kurve c = φ ◦ u parallel ist, wann die Kurve also “geradeaus” läuft:

(48) ∇cċ = 0.

Solche Kurven heißen geodätische Linien oder kurz Geodäten. Ihre Pa-
rameterkurven u(t) = ui(t)ei sind Lösungen einer Differentialgleichung,
die man aus (47) bekommen, wenn man c′ = ċ = u̇iφi für A = aiφi

setzt, also u̇i anstelle von ȧi einsetzt:

(49) ük + u̇iu̇jΓk
ji(u) = 0.

Beispiel: Ist M ⊂ R
d eine Untermannigfaltigkeit mit induzierter Me-

trik gx = 〈 , 〉|TxM und ∇ die Levi-Civita-Ableitung, also die tangen-
tiale Ableitung ∇AB = (∂AB)T , dann ist (48) ⇐⇒ (c̈)T = 0 ⇐⇒
c̈ ∈ (TcM)⊥. Eine Geodäte auf einer Untermannigfaltigkeit mit indu-
zierter Metrik ist also eine Kurve c : I → M , deren zweite Ableitung
(“Beschleunigung”) c̈ überall senkrecht auf M steht.

13. Einsteins Gravitationstheorie (ART)

Die Relativitätstheorie handelt von der Relativität der zur Beschrei-
bung physikalischer Situationen verwandten Bezugssysteme. Sie unter-
scheidet also zwischen den “objektiven” physikalischen Gegebenheiten

23Das ist für nichtlineare Differentialgleichungen keineswegs immer der Fall. Ein-
fachstes Beispiel: die Differentialgleichung ȧ = −a2 (mit I = R) hat die Lösungen
a = 1/(t − c) für beliebiges c ∈ R sowie a = 0. Die Lösungen a = 1/(t − c) haben
bei t = c einen Pol, sind also nur in den Intervallen (−∞, c) sowie (c,∞) definiert.
Das maximale Definitionsintervall einer Lösung eine Differentialgleichung zu finden
kann eine schwierige Aufgabe sein.
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und solchen, die nur durch die Wahl des Bezugssystems bedingt sind.
Diese Unterscheidung ist ein zentrales Problem der Geistesgeschichte.
Seit über 4000 Jahren haben die Menschen die Himmelskörper beobach-
tet, Sonne, Mond, Planeten, Kometen und Fixsterne. Sie nahmen die
unterschiedlichen Bewegungen und Konstellationen wahr und ordneten
ihnen Bedeutung für das menschliche Schicksal zu. Den Griechen gelang
es, diese Bewegungen auch theoretisch zu beschreiben und damit vor-
hersagbar zu machen (Ptolemäisches Weltbild). Das Bezugssystem für
die Beschreibung dieser Bewegungen war dabei ganz selbstverständlich
die Erde; diese erschien fest, die Himmelkörper dagegen bewegten sich.
Das gesamte Mittelalter hielt an dieser Vorstellung fest, erst die Renais-
sance war in der Lage, sie aufzugeben. Im kopernikanischen Weltbild,
später durch Kepler verfeinert, wurde die Sonne zum Zentrum und Ru-
hepol des Bezugssystems, die Erde aber den Planeten gleichgeordnet.
Die komplizierten Planetenbewegungen ließen sich jetzt viel einfacher
erklären, nämlich als Relativbewegungen, die aus den Bewegungen von
Erde und Planet resultierten. Die Aufgabe der Vorstellung, die Erde
und damit der Mensch stünde im Mittelpunkt des Weltsystems, kam
einer Revolution gleich (“kopernikanische Wende”) und führte zu den
bekannten Auseinandersetzungen mit der Kirche, die sich den Men-
schen zu groß und die übrige Schöpfung zu klein vorgestellt hatte.

Noch einen Schritt weiter ging Newton: Auch die Sonne selbst beweg-
te sich; das eigentlich in Ruhe befindliche Bezugssystem war überhaupt
nicht an irgendwelchen Himmelskörpern festzumachen, es war viel-
mehr der von der Materie losgelöste “absolute” Raum selbst. Er war
die Bühne, auf der sich die Physik abspielte; die Erde und alle Him-
melskörper bewegten sich in ihm. Aber warum gab es überhaupt ein sol-
ches “absolut ruhendes” Bezugssystem? Konnte es nicht sein, dass Ru-
he und Bewegung nur relative Begriffe waren, auf ein zufällig gewähltes
Koordinatensystem bezogen? Newton gab eine physikalische Begrün-
dung für die Berechtigung, absolut von Ruhe oder Bewegung zu reden:
Dreht man einen Eimer mit Wasser um seine Achse, so wird nach einer
Weile (durch die Reibung) das Wasser im Eimer genauso schnell rotie-
ren wie der Eimer, sich also gegenüber dem Eimer in relativer Ruhe
befinden. Aber die Wasseroberfläche wird (durch die Zentrifugalkraft)
gewölbt sein, anders als in der “absoluten” Ruhesituation. Kant hat
Newtons Ansatz auch philosophisch gerechtfertigt: Die Wahrnehmung
des Raum mit allen seinen Gesetzen (denen der euklidischen Geome-
trie) ist nicht Ergebnis unserer Erfahrung, sondern “a priori”, vor aller
Erfahrung gegeben; sie ist eine Bedingung der Möglichkeit von Erfah-
rung, denn wir weisen allen Erscheinungen der physikalischen Erfah-
rung bereits Plätze in diesem Raum zu.
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Eigentlich war aber Newtons Ansatz schon bei seinem Entstehen
nicht ganz konsistent, denn bereits Galilei hatte festgestellt, dass die
Physik (damals im Wesentlichen die Mechanik) in zwei zueinander
gleichförmig-geradlinig bewegten Bezugssystemen genau gleich beschrie-
ben wird. Mit anderen Worten, in einem zum “absoluten Raum” gleich-
förmig-geradlinig bewegten Bezugssystem herrscht dieselbe Physik, und
wir könnten dieses bewegte System ebensogut als den ruhenden “abso-
luten Raum” ansehen und den ruhenden als (in umgekehrter Richtung)
bewegt. Solche Systeme, in denen dieselbe Physik herrscht wie im ab-
soluten Raum, wurden Inertialsysteme genannt. Statt des absoluten
Raums gab es also eigentlich bereits bei Newton eine Familie gleich-
berechtigter Bezugssysteme, die untereinander durch eine Gruppe von
linearen Abbildungen von R

4 = R
3 × R, den Galileitransformationen

(x, t) 7→ (x′, t′) mit

x′ = x − tv, t′ = t

verbunden waren (bei entsprechender Wahl des Ursprungs), wobei v die
Geschwindigkeit des x′-Systems gegenüber dem x-System bezeichnet.
Wirklich “absolut” war nur die Zeitkoordinate t, die (bis auf Wahl des
Ursprungs) von den Galileitransformationen invariant gelassen wird.

Die Theorie des absoluten Raums hatte allerdings im 19. Jahrhun-
derts eine kurze Renaissance, als man die elektrodynamischen Erschei-
nungen zu untersuchen begann, insbesondere die Ausbreitung elekro-
magnetischer Wellen (Licht). Diese schienen doch einen Unterschied
in der Physik der verschiedener Inertialsysteme zu begründen, da die
Lichtgeschwindigkeit in einem auf die Lichtquelle zurasenden Bezugs-
system größer sein müsste als in einem, das sich von der Quelle entfernt.
Man postulierte ein Medium, in dem sich die Wellen ausbreiteten, den
sogenannten Äther. Das Koordinatensystem, in dem der Äther ruhte,
war also gegenüber allen anderen Systemen zu bevorzugen. Aber die
Versuche, Ende des 19. Jahrhunderts mit dem Michelson-Interferometer
die Bewegung des erdgebundenen Bezugssystem gegenüber dem Äther
nachzuweisen, brachten ein negatives Ergebnis: Die Lichtgeschwindig-
keit war in allen Richtungen dieselbe. Das Galilei’sche Relativitäts-
prinzip war auch für die Elektrodynamik gültig.

Aber damit geriet man in einen Widerspruch zu bisherigen Grund-
regeln der Physik: Die Lichtgeschwindigkeit ließ sich offenbar nicht zur
Geschwindigkeit eines Bezugssystem addieren. Einstein löste in sei-
ner Speziellen Relativitätstheorie (1905) diesen Widerspruch, indem
er die absolute Zeit der absoluten Lichtgeschwindigkeit opferte: Die
Transformationen zwischen den Inertialsystemen mussten das Ausbrei-
tungsgesetz der (zur Zeit 0 vom Ursprung ausgehenden) Lichtwellen
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|x|2 = (ct)2 erhalten, also die quadratische Form q(x, t) = |x|2 − (ct)2;
die Galileitransformationen waren somit durch die Lorentztransforma-
tionen

x′ = γ(x − tv), t′ = γ(t − v

c2
x)

mit γ = 1/
√

1 − v2

c2
zu ersetzen, die den Zeitmaßstab und auch den

Raummaßstab in dem neuen System um den Faktor γ > 1 änderten.
So bedeutsam dieser Schritt war, so brachte er doch keinen Fort-

schritt für das Problem der Inertialsysteme. Genau wie bei Newton gab
es immer noch eine ausgezeichnete Klasse von zueinander geradlinig-
gleichförmig bewegten Bezugssystemen. Warum waren nicht alle Koor-
dinatensysteme, also auch die krummlinigen und beschleunigten, gleich-
berechtigt? Mit anderen Worten, es gab immer noch eine a-priori-
Geometrie in der vierdimensionalen Raumzeit, die es gestattete, zwi-
schen gerade und krumm zu unterscheiden und in der die quadrati-
sche Form q, das Lorentz-Skalarprodukt, eine besondere Rolle spiel-
te. Für diese Geometrie eine physikalische Quelle zu finden war die
größte Leistung Einsteins: die Allgemeine Relativitätstheorie. Völlig
überraschend löste er damit nicht nur das Problem der Relativität al-
ler Bezugssysteme, sondern eröffnete auch ein ganz neues Verständnis
für die im Großen wichtigste physikalische Grundkraft, die Gravitation.
Er griff dabei einen Gedanken von E. Mach auf, die in gewissem Sinn
an den historischen Ausgangspunkt zurückführte: Die “guten” Koor-
dinatensysteme sind vielleicht doch (wie das früher selbstverständlich
benutzte erdfeste System) an den physikalischen Massen festgemacht,
aber nicht lokal, sondern im Großen. Der Unterschied zwischen “abso-
luter” Ruhe und Bewegung in dem Newton’schen Eimerversuch wäre
einfach so zu erklären, dass im einen Fall der Eimer gegenüber dem Fix-
sternhimmel rotiert, im anderen aber nicht. Einstein geht viel weiter
und postuliert, dass die raumzeitliche Geometrie selbst durch die Mas-
senverteilung erst erzeugt wird. Der Ausgangspunkt seiner Überlegung
ist, dass Inertialsysteme am genauesten in frei fallenden, also nur unter
dem Einfluss der Schwerkraft bewegten Systemen realisiert werden.

Wir wollen uns zunächst die Gravitationstheorie Newtons ins Gedächtnis
zurückrufen. Sie beruht auf zwei Gesetzen:

(1) Newtonsche Bewegungsgleichung: Die Bahn x(t) eines Teilchens der
Masse m in einem Kraftfeld F (x) ist gegeben durch die Differential-
gleichung

m
d2x

dt2
= F (x).
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(2) Newtonsches Gravitationsgesetz: Eine große Masse M am Ort O
wirkt auf ein Teilchen der Masse m am Ort x mit der Kraft

F (x) = −Mm

|x|2
x

|x| .

Auffällig ist, dass derselbe Faktor m in (1) und (2) eigentlich völlig
unterschiedlicher Bedeutung hat: In (1) ist es die träge Masse, der
Widerstand, die ein Körper einer Beschleunigung entgegensetzt, in (2)
dagegen die schwere Masse, das Maß, in dem die Gravitationskraft
ihre Wirkung auf einen Körper entfaltet. Die Gleichheit von träger
und schwerer Masse ist bei Newton lediglich eine empirische Tatsache,
bei Einstein wird sie zu einem Eckpfeiler seiner Theorie. Verbindet man
die beiden Gesetze, so lässt sich die Masse m kürzen, und es entsteht
die Differentialgleichung

d2x

dt2
= f(x) :=

M

|x|2
x

|x| .

Für das Vektorfeld f (das Gravitationsfeld einer punktförmigen Masse
in O) gilt f = −∇φ mit φ(x) = −M

|x| . Ersetzt man die eine Masse

M durch eine beliebige Massenverteilung ρ(x) (die wir uns aus lauter
Punktmassen zusammengesetzt denken können), so ergibt sich

d2x
dt2

= f(x), (1)
f = −∇φ, (2)

∆φ = 4πρ. (3)

Die erste Gleichung gibt an, wie Massen durch das Gravitationsfeld
bewegt werden (Bewegungsgleichung), die anderen beiden, wie Massen
das Gravitationsfeld erzeugen (Feldgleichung): (2) und (3) zusammen
ergeben die Gleichung

div f = 4πρ,

d.h. die Massendichte ρ ist die “Quelle” für das Gravitationsfeld f . Die
Gleichung (3) heißt Poissongleichung; sie verallgemeinert die Gleichung
∆M

|x| = 0, die im Fall der in O konzentrierten Masse (ρ = δ-Funktion)

außerhalb von O galt.
In Einsteins Gravitationstheorie wird daraus folgendes: Die Raum-

zeit ist nicht mehr R
4 = R

3 ×R, sondern eine beliebige 4-dimensionale
Mannigfaltigkeit M mit einer semi-Riemannschen Metrik g, genauer
einer Lorentzmetrik, d.h. für jedes p ∈ M ist gp äquivalent zu dem

Minkowski-Skalarprodukt 〈x, y〉− =
∑3

i=1 xiyi − x4yy im R
4. Aber an-

ders als in der Speziellen Relativitätstheorie ist diese Lorentzmetrik
nicht a-priori gegeben, sondern physikalisch bestimmt, wie wir gleich
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sehen werden. Schwere Teilchen, die keinen anderen als Gravitations-
kräften ausgesetzt sind, bewegen sich auf zeitartigen Geodätischen24 in
dieser Lorentz-Mannigfaltigkeit, Licht dagegen auf Nullgeodätischen.
Die Bewegungsgleichung wird also zur Geodätengleichung D

dτ
dx
dτ

= 0
oder in Koordinaten

d2xk

dτ 2
= −Γk

ij

dxi

dτ

dxj

dτ
. (1)E

Der Vergleich mit (1) suggeriert, dass die rechte Seite, also i.w. die
Christoffelsymbole Γk

ij, dem Newtonschen Gravitationfeld f entspre-
chen muss. Genau wie dieses aus ersten Ableitungen des Potentials φ
besteht (Gleichung (2)), entstehen auch die Γk

ij durch Differentiation
einer anderen Größe, nämlich der Komponenten der Metrik gij gemäß
der Levi-Civita-Gleichung:

Γl
ij =

1

2
gkl(−gij,k + gjk,i + gki,j) (2)E

Die Rolle des Gravitationspotentials φ wird also bei Einstein von der
Lorentzmetrik g übernommen. Was aber ist das Analogon der Feld-
gleichung (3)? Dazu muss man zuvor bedenken, dass bereits in der
Speziellen Relativitätstheorie die Massendichte ρ keine unter Lorentz-
transformationen invariante Funktion ist und deshalb durch einen sym-
metrischen (2,0)-Tensor T ersetzt wird, den Massetensor oder Energie-
Impuls-Tensor, der alle vorhandenen Massen und Energien (z.B. auch
die von Elektromagnetischen Feldern) zusammenfasst. Die Energie-
Impuls-Erhaltung drückt sich durch die Divergenzfreiheit dieses Ten-
sors aus. Auf der linken Seite muss wie in (3) ein Ausdruck stehen,
der Ableitungen zweiter Ordnung der Größe enthält, die die Rolle
des Potentials übernommen hat, also der Metrik g. Dies trifft für den
Krümmungstensor zu:

Rm
ijk = ∂iΓ

m
jk − ∂jΓ

m
ik + Γl

jkΓ
m
il − Γl

ikΓ
m
jl

Aber der gesuchte Ausdruck muss wie der Massentensor auch ein sym-
metrischer divergenzfreier (2,0)-Tensor sein. Es gibt bis auf Vielfache
nur einen solchen Tensor, nämlich den Einsteintensor G = Ric − 1

2
sg

mit den Komponenten

Gij = Rk
ijk −

1

2
Rm

klmgklgij.

24Eine Kurve c : I → M in einer Mannigfaltigkeit mit Lorentz-Metrik g (Lorentz-

Mannigfaltigkeit) heißt zeitartig, wenn g(c′(t), c′(t)) < 0 für alle t; sie heißt Null-

kurve, wenn g(c′, c′) = 0.
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Tatsächlich lauten die Einsteinschen Feldgleichungen

G = 8πT. (3)E

Damit ist das Programm der Relativitätstheorie erfüllt. Die Geometrie
der Raum-Zeit ist nicht mehr a-priori, sondern physikalisch bestimmt:
Die Massen- und Energieverteilung, die ihren Ausdruck in dem Tensor
T findet, bestimmt den Einsteintensor der Metrik g, ein Differential-
ausdruck zweiter Ordnung in den Komponenten gij. Die Metrik g ist
Lösung der Differentialgleichung (3)E und somit durch die Massenver-
teilung bestimmt. Wie in der Newtonschen Theorie beschreibt (1)E

die Bewegung der Massen durch das Gravitationsfeld (“geometry tells
matter how to move”25 ) und (3)E die Erzeugung des Gravitations-
feldes durch die Massen (“matter tells geometry how to curve”), aber
ebenso wie dort ist der Unterschied zwischen felderzeugenden und vom
Feld bewegten Massen künstlich; in Wirklichkeit handelt es sich um
ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem für Feld und Massen. Ei-
ne etwas genauere Analyse zeigt sogar, dass (1)E eine Konsequenz von
(3)E ist; die Einsteinsche Feldgleichung (3)E ist also das Gesetz der
Gravitation.

Das erste Beispiel ist natürlich wieder das Gravitationspotential des
sphärisch symmetrischen Sterns, das in der Newtonschen Theorie φ =
M
r

lautete; der entsprechende Ausdruck in der Einsteinschen Theorie
wurde 1916 von Karl Schwarzschild gefunden (Schwarzschild-Metrik):

g = −(1 − 2φ)dt2 + (1 − 2φ)−1dr2 + r2go

wobei wieder φ = M
r

und go die Standardmetrik der Einheitssphäre S2

bezeichnet. Bei der Sonnenfinsternis von 1919 wurde Einsteins Theorie
zum ersten Mal getestet. Sie sagte nämlich eine Gravitationswirkung
auf das Licht voraus, das sich ja auf Nullgeodätischen in der Metrik
g bewegte; das Licht eines hinter der Sonne stehenden Sterns mus-
ste demnach durch die Sonne abgelenkt werden, ein Effekt, der bei
einer totalen Sonnenfinsternis beobachtbar wurde. Bereits in der spe-
ziellen Relativitätstheorie war allerdings ein solcher Effekt zu erwarten
gewesen, denn wegen der Gleichheit von Masse und Energie musste
auch das Photon eine Gravitationswirkung zeigen, aber der durch die
Schwarzschild-Metrik vorausgesagte Effekt war (auf Grund des Faktors
2 vor φ) doppelt so groß. Bei zwei Messungen in Brasilien und Afrika
wurde dieser Wert bestätigt, was der Einsteinschen Gravitationstheorie
zum Durchbruch verhalf.

Manchmal wird behauptet, philosophische Probleme würden niemals
gelöst. Das Beispiel Einsteins zeigt, dass diese Behauptung falsch ist:

25Zitate nach Misner, Thorne und Wheeler: Gravitation
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Er hat ein altes philosophisches Problem gelöst, nämlich das der Rela-
tivität der raumzeitlichen Bezugssysteme.

14. Untermannigfaltigkeiten und Gaußgleichung

Wir wollen jetzt wieder in die Riemannsche Geometrie zurückkehren
und als Beispiel den Krümmungstensor einer Untermannigfaltigkeit
M ⊂ R

d mit induzierter Metrik berechnen. Für eine lokale Parametri-
sierung φ : U → M mit partiellen Ableitungen φi (bekanntlich eine
Basis des Tangentialraums) gilt also

(50) ∇iφj = (φji)
T = φji − φ⊥

ji

wobei φ⊥
ji(u) die Komponente des Vektors φji(u) ∈ R

d im Normalen-

raum NxM = (TxM)⊥ ist für x = φ(u). Mit dieser Normalkomponente
der zweiten Ableitung wollen wir uns jetzt beschäftigen; sie heißt Zweite
Fundamentalform:

(51) αij = φ⊥
ij, αAB = (∂AB)⊥ = aibjαij.

Der Term mit der Ableitung ∂Abj in der letzten Gleichung entfällt,

weil er tangential ist: ((∂Abj)φj)
⊥

= 0. Die Zweite Fundamentalform
ist symmetrisch und tensoriell in beiden Argumenten, mit Werten im
jeweiligen Normalenraum. Wir haben also:

(52) ∂jφk = ∇jφk + αjk.

Zur Berechnung des Krümmungstensor benötigen wir eine weitere Ab-
leitung:

〈∂i∂jφk, φl〉 = 〈∂i∇jφk, φl〉 + 〈∂iαjk, φl〉
= 〈∇i∇jφk, φl〉 − 〈αjk, αil〉 ,

denn wegen αjk ⊥ φl ist

〈∂iαjk, φl〉 = −〈αjk, ∂iφl〉 = −〈αjk, αil〉.
Antisymmetrisierung ergibt

(53) 0 = 〈[∂i, ∂j]φk, φl〉 = Rijkl − 〈αjk, αil〉 + 〈αik, αjl〉.
oder

(54) Rijkl = 〈αjk, αil〉 − 〈αik, αjl〉.
Das ist die Gauß-Gleichung, die den zur inneren Geometrie gehörigen
Krümmungstensor mit der zur äußeren Geometrie gehörigen Zweiten
Fundamentalform verbindet.
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Ist M eine Hyperfläche, also d = n + 1, dann ist der Normalraum
eindimensional und wird durch einen Einheitsnormalenvektor N auf-
gespannt. Dann ist die Zweite Fundamentalform praktisch reellwertig,
denn

(55) αij = hijN mit hij = 〈αij, N〉 = 〈φij, N〉,
und wir erhalten

(56) Rijkl = hjkhil − hikhjl.

Für die Sphäre M = S
n zum Beispiel ist N = φ, denn φi ⊥ φ wegen

〈φ, φ〉 = 0. Dann ist

hij = 〈φij, φ〉 = −〈φi, φj〉 = −gij

und damit gilt für die Sphäre:

(57) RS

ijkl = gjkgil − gikgjl =: Ro
ijkl

Insbesondere ist dieser Ausdruck Ro
ijkl ein Krümmungstensor, d.h. er

erfüllt die Krümmungsidentitäten aus Abschnitt 10.
Im Fall von Flächen (n = 2) ist der Krümmungstensor durch nur

eine Komponente schon bestimmt, durch R1221 = −R1212, denn wegen
der Antisymmetrie in den beiden Blöcken kann man dort keine glei-
chen Indizes einsetzen. Der Raum der Krümmungstensoren ist somit
eindimensional, d.h. R ist skalares Vielfaches von Ro, und

(58) Ro
1221 = g22g11 − g12g21 = det g.

Das Vielfache nennen wir die Krümmung K:

(59) R1221 = K · Ro
1221 = K · det g.

Andererseits gilt nach (56):

R1221 = det h,

also folgt

(60) K =
det h

det g
.

Damit ist K mit der Gaußschen Krümmung identisch. Das ist die be-
deutende Erkenntnis, das Theorema Egregium von C.F. Gauß26 in sei-
nen “Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas” von 1828: Die
wichtigste Krümmungsgröße einer Fläche, heute Gaußsche Krümmung
genannt, ist nach (59) eine Größe der inneren Geometrie, obwohl die

261777 (Braunschweig) - 1855 (Göttingen
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Definition (60) die äußere Geometrie benutzt.27 Insbesondere sehen wir,
dass die 2-Sphäre S

2 die Gaußsche Krümmung K = 1 hat.
Allgemeiner ist für jede Riemannsche Mannigfaltigkeit M, 〈 , 〉 und

linear unabhängige Vektoren a, b ∈ TxM der Ausdruck

(61) K(a, b) := Rabba/R
o
abba = Rabba/(|a|2|b|2 − 〈a, b〉2)

(mit Rabba = 〈Rabb, a〉) nur von der von a, b aufgespannten Ebene in
TxM abhängig; dieser Ausdruck (definiert auf der Menge aller zweidi-
mensionalen Unterräume aller Tangentialräume) wird Schnittkrümmung
genannt; sie bestimmt den ganzen Krümmungstensor. Die n-Sphäre S

n

hat nach (57) also konstante Schnittkrümmung Eins.

15. Hyperbolische Geometrie

Es gibt ein Gegenstück zur Sphäre, eine Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Schnittkrümmung −1 statt 1: den Hyperbolischen Raum
(zweidimensional: Hyperbolische Ebene) H = H

n. Man bekommt ihn
ganz analog zur Sphäre, wenn man den R

n+1 nicht mit dem euklidi-
schen, sondern mit dem (indefiniten) Minkowski-Skalarprodukt versieht:

〈x, y〉− =
n

∑

i=1

xiyi − xn+1yn+1.

So wie S die Lösungsmenge der Gleichung 〈x, x〉 = 1 ist, so ist H

die Lösungsmenge der Gleichung 〈x, x〉− = −1. Die letztere ist ein
zweischaliger Hyperboloid, von dem wir allerdings nur eine Schale (ei-
ne Zusammenhangskomponente) betrachten, die, welche den Einheits-
vektor en+1 enthält. Wie bei der Sphäre ist x ⊥ TxM (im Sinne des
Minkowski-Skalarprodukts), denn für jede Kurve x(t) in H mit x(0) = x
und x′(0) = v ist 0 = d

dt
〈x(t), x(t)〉−

∣

∣

t=0
= 2〈x′(0), x(0)〉− = 2〈x, v〉−.

Da 〈x, x〉− < 0, ist das Skalarprodukt auf x⊥ = TxH positiv definit.
Wie vorher berechnen wir den Krümmungstensor mit Hilfe der Gauß-
gleichung (54), nur dass die Zweite Fundamentalform α jetzt mit dem

27Die Definition (60) wird etwas suggestiver durch Einführung der Gaußabbildung

N : M → S
n, die jedem Punkt x einer Hyperfläche M ⊂ R

n+1 einen der beiden
Einheitsnormalvektoren senkrecht zu TxM zuordnet und damit die Änderung des
Tangentialraums auf M beschreibt. Die Ableitung DNx : TxM → TNx

S = (Nx)⊥ =
TxM wird auch Weingartenabbildung genannt (meist noch mit Vorzeichen), und
die Gaußkrümmung an der Stelle x ist deren Determinante, also das Produkt ihrer
Eigenwerte, die auch Hauptkrümmungen genannt werden: K(x) = detDNx. Daher
beschreibt K(x) die Verzerrung des Flächeninhalts durch die Gaußaubbildung N :
M → S. Der Zusammenhang mit (60) ist der folgende: Es gilt hij = 〈φij , N〉 =
−〈φi, Nj〉, also ist DN.φj = Nj = 〈Nj , φi〉gikφk = −hijg

ikφk und damit detDN =
det(−hg−1) = (−1)n det(hg−1) = (−1)n det h/det g.
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Minkowski-Skalarprodukt berechnet wird. Für jede Parametrisierung
φ : U → H ist also φ selbst ein Normalenvektor, und es gilt

αij = φ⊥
ij

∗
= −〈φij, φ〉φ = 〈φi, φj〉φ = gijφ

(“
∗
=” gilt, weil 〈φ, φ〉− = −1). Mit (54) folgt also

Rijkl = αjkαil − αikαjl

= (gjkgil − gikgjl) 〈φ, φ〉−
= −Ro

ijkl

und damit hat H Schnittkrümmung −1.

Eine bequeme Parametrisierung für H ist die hyperbolische Stereo-
graphische Projektion. Wir setzen dazu R

n+1 = R
n × R ∋ (x, t) und

projizieren jeden Punkt u = (u, 0) ∈ R
n mit |u| < 1 von (0,−1) aus in

gerader Linie auf den Hyperboloiden t =
√

1 + x2, wobei wir abgekürzt
x2 für 〈x, x〉 = |x|2 schreiben.

x

t

x

t

(x,t)

1 (u,0)

(0,−1)

u

t = 1+x2 2

Die so definierte Abbildung φ : U → H mit U = {u ∈ R
n; |u| < 1} ist

die hyperbolische Stereographische Projektion. Die Projektionsgerade
geht durch (0,−1) mit Richtungsvektor (u, 1); der Projektionspunkt
auf der Hyperbel ist also vom Typ (x, t) = (0,−1)+s(u, 1), also x = su
und t = s − 1. und damit 1 = t2 − x2 = s2 − 2s + 1 − s2u2, also
0 = s2 − 2s− s2u2 oder mit s 6= 0 (die Lösung s = 0 führt nur auf den
Ausgangspunkt (0,−1) zurück und ist uninteressant) 0 = s − 2 − su2,
also s = 2/(1 − u2). Damit ist x = su = 2u/(1 − u2) und t = s − 1 =
(2 − 1 + u2)/(1 − u2) = (1 + u2)/(1 − u2). Somit erhalten wir

(62) φ(u) =
1

1 − u2
(2u, 1 + u2) .

Wir wollen nun die hyperbolische Metrik in dieser Parametrisierung
berechnen. Dazu brauchen wir zunächst Dφua = ∂aφ(u) für einen be-
liebigen Vektor a ∈ R

n. Für die Funktion f(u) = u2 = 〈u, u〉 gilt
∂af = 2〈a, u〉 = 2au (Kurzform), und für g(u) = 1

1−u2 = h(f(u)) mit
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h(s) = 1
1−s

gilt ∂ag(u) = h′(f(u)) ∂af(u) = 2au
(1−u2)2

. Somit erhalten wir

∂aφ(u) =
2au

(1 − u2)2
(2u, 1 + u2) +

1

1 − u2
(2a, 2au)

=
2

(1 − u2)2

(

2(au)u + (1 − u2)a , (1 + u2)au + (1 − u2)au
)

=
2

(1 − u2)2

(

2(au)u + (1 − u2)a , 2au
)

Als nächstes müssen wir die Länge dieses Vektors bezüglich des Min-
kowski-Skalarprodukts berechnen. Lassen wir zunächst den Skalar weg
und berechnen die Länge |v|2− = −〈v, v〉− für den Vektor

v =
(

2(au)u + (1 − u2)a , 2au
)

:

|v|2− =
(

2(au)u + (1 − u2)a
)2 − (2au)2

= 4(au)2u2

:::::::::

+ (1 − u2)2a2 + 4(1 − u2
::

)(au)2 − 4(au)2

= (1 − u2)2a2

Somit folgt |v|− = (1 − u2) |a| und daher

(63) |∂aφ(u)|− =
2

1 − u2
|a|.

Die Parametrisierung φ : U → H ist also konform mit Metrik gij =
4

(1−u2)2
δij. Anders gesagt, der Einheitsball U ⊂ R

n mit der Metrik

(64) gu(a, b) =
4

(1 − u2)
〈a, b〉

ist ein anderes Modell für den Hyperbolischen Raum, das Poincaré-
Modell.28

Wir wollen noch die Geodäten in beiden Modellen (Hyperboloid
und Poincaré) bestimmen. Im Hyperboloid-Modell geht das wieder
genau wie bei der Sphäre: Die Geodäten sind Schnitte des Hyper-
boloids mit zweidimensionalen Unterräumen (Ebenen durch 0). Die
Begründung ist genau die gleiche: Jede Ebene E, die den Hyperbo-
loid schneidet, besitzt ein orthogonales Komplement F bezüglich des

28Für die hyperbolische Ebene hatten wir in einer Übung ein anderes Modell
kennengelernt: die obere Halbebene C+ = {w ∈ C; Im w > 0} mit der Metrik

(65) gw(a, b) =
1

Im w
〈a, b〉.

Diese hängt eng mit der Einheitskreisscheibe U = E = {z ∈ C; |z| < 1} zusam-
men, die durch eine gebrochen-lineare Abbildung (Möbiustransformation) auf C+

abgebildet wird, durch die Cayley-Transformation h : E → C+,

h(z) = i
1 − z

1 + z
.
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Minkowski-Skalarprodukts, und die lineare Abbildung mit Eigenwert 1
auf E und −1 auf F (Lorentz-Spiegelung an E) ist eine Isometrie des
Minkowskiraums R

n+1, die H invariant lässt. Die Schnitte von H mit
der Fixebene E sind eindimensionale Mannigfaltigkeiten. Wenn man
sie nach Bogenlänge parametrisiert,29 werden sie zu Geodäten, weil c′′

einerseits in der Ebene E liegt, andererseits senkrecht auf c′ steht, also
ist (c′′)T = 0.

Was wird aus diesen Kurven im Poincaré-Modell, also bei Anwendung
von φ−1? Dazu geben wir noch eine andere Beschreibung von φ, die
die Verbindung zur üblichen (sphärischen) stereographischen Projektion
herstellt (siehe Figur nächste Seite): Wir projizieren jeden Punkt von
H zuerst vom Ursprung (0, 0) aus auf die Tangentialhyperebene T =
R

n + (0, 1) und erhalten Punkt 1 in T . Genauer liegt 1 im Einheitsball
T1 ⊂ T um den Punkt (0, 1). Diesen Punkt 1 in T1 projizieren wir
jetzt vertikal auf die obere Halbsphäre der Einheitssphäre S, und den
Bildpunkt 2 projizieren wir vom “Südpol” (0,−1) aus in gerader Linie

0−1 1

−i

i

h(−i)

h(0)

h(1)

h(1)

h(i) h(−1)

h

h−1E
C+

Die von C+ auf E übertragene (“zurückgeholte”) Riemannsche Metrik ist

g̃z(a, a) = gh(z)(Dhza,Dhza) = gh(z)(h
′(z)a, h′(z)a) =

|h′(z)|2|a|2

(Im h(z))
2

für alle a ∈ R
2 = C. Dabei ist

h′(z) = i
−(1 + z) − (1 − z)

(1 + z)2
=

−2i

(1 + z)2
,

Im h(z) = Im i
(1 − z)(1 + z̄)

(1 + z)(1 + z̄)
= − 1 − zz̄

|1 + z|2 ,

also

g̃z(a, a) =
4

(1 − |z|2)2 |a|
2.

Wir erhalten also auf U = E die Metrik (64) zurück und haben damit gesehen,
dass (65) ebenfalls die hyperbolische Ebene beschreibt. Analog kann man auch in
beliebigen Dimensionen den Einheitsball durch den Halbraum R

n−1×(0,∞) ∋ (x, y)
ersetzen mit der Metrik g(x,y)(a, b) = 1

y2 〈a, b〉 und bekommt ein weiteres Modell des

hyperbolischen Raums, das Halbraum-Modell.
29Eine Kurve c : I → M in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit heißt nach

Bogenlänge parametrisiert, wenn |c′| = 1, d.h. gc(t)(c
′(t), c′(t)) = 1. Jede reguläre

Kurve (c′(t) 6= 0 für alle t) lässt sich nach Bogenlänge umparametrisieren.
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auf die Hyperebene R
n (die “x-Achse”) und erhalten Punkt 3; diese

letzere Abbildung ist die Stereographische Projektion von S.

x

t

(x,t)

t = 1+x2 2

(0,−1)

H

S

E

E

T
1

3

2

Lemma 15.1. Der so erhaltene Punkt 3 ist φ−1(x, t).

Beweis. Punkt 1 ist proportional zu (x, t), aber mit t-Koordinate 1,
also ist 1 =

(

x
t
, 1

)

. Dabei lag (x, t) auf dem Hyperboloid H, also ist

t =
√

1 + x2. Der Punkt 2 hat die gleiche x-Koordinate wie 1 und
zusätzlich Abstand 1 vom Ursprung, also ist die t-Komponente von 2

die Quadratwurzel aus 1− x2

1+x2 = 1
1+x2 , somit ist 2 =

(

x√
1+x2

, 1√
1+x2

)

.

Wir müssen zeigen, dass 2 auf der Verbindungsgeraden zwischen (0,−1)
und (x, t) liegt, also von der Gestalt

g(s) = (0,−1) + s(x, t + 1) = (sx, s(t + 1) − 1)

ist. Das s wird so bestimmt, dass die x-Komponente von g(s) mit der
von 2 schon übereinstimmt, also gleich x√

1+x2
ist. Dann ist sx = x√

1+x2

und damit s = 1√
1+x2

= 1
t
, und die t-Komponente von g(s) ist gleich

s(t + 1) − 1 = 1 + 1
t
− 1 = 1

t
= 1√

1+x2
, also gleich der von 2. Damit ist

g(s) der Punkt 2, und 3 muss das Urbild φ−1(x, t) sein, weil der Punkt
auf dem Projektionsstrahl von (0,−1) nach (x, y) liegt. �

Was bringt uns diese Beschreibung? Wir haben die hyperbolische
Stereographische Projektion als Komposition von drei Abbildungen ge-
schrieben: die Zentralprojektion vom Ursprung (0, 0) auf die Tangen-
tialebene T , die vertikale Projektion auf die obere Halbsphäre, und die
(sphärische) Stereographische Projektion. Unter jeder Teilabbildung
können wir sehen, wohin die Geodäten gehen. Die Zentralprojektion
bildet die Geodäte H ∩ E auf das Geradenstück T1 ∩ E ab; T1 ist ein
weiteres Modell des hyperbolischen Raums, in dem die Geodäten die
Gestalt von Geradenstücken annehmen, das Kleinsche Modell. Wenn
wir diese Geradenstücke in der gemeinsamen Tangentialhyperebene T
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von H und S vertikal auf die obere Halbsphäre von S projizieren, er-
halten wir Schnitte mit vertikalen Ebenen, also Kleinkreise, die den
Äquator S ∩ R

n senkrecht treffen. Diese werden nun mit der Stereo-
graphischen Projektion vom Südpol aus auf die Äquatorebene R

n pro-
jiziert. Da die Stereographische Projektion Kreise in Kreise abbildet
und Winkel erhält, sind die Bilder der vertikalen Bögen Kreisbögen
im Einheitsball U ⊂ R

n, die den Rand, die Einheitssphäre S
n−1 ⊂ R

n

senkrecht schneiden, sogenannte Orthokreise.

T

16. Quotienten-Mannigfaltigkeiten

Neben den Untermannigfaltigkeiten gibt es noch eine andere Kon-
struktion Riemannscher Mannigfaltigkeiten, die in gewissem Sinne da-
zu dual ist und die wir nur kurz streifen wollen: die Quotienten-Mannig-
faltigkeiten. Diese sind nach derselben Idee wie der Quotienten-Vektor-
raum modelliert: Ist V ein Vektorraum und U ⊂ V ein Unterraum, so
bildet die Menge der Nebenklassen {v+U ; v ∈ V } wieder einen Vektor-
raum, den Quotientenraum oder Faktorraum V/U , denn Nebenklassen
kann man in offensichtlicher Weise addieren und mit Skalaren multi-
plizieren: (v + U) + (w + U) := v + w + U und λ(v + U) = λv + U .
Geometrisch gesehen sind die Elemente des Quotientenraum die affi-
nen Unterräume von V , die zu U parallel sind. Mit V/U verbunden ist
die lineare Abbildung π : V → V/U , π(v) = v + U , die kanonische
Projektion.
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U U+vU+w

0

v
w

π

V/U

V

Ganz analog sind Quotientenmannigfaltigkeiten konstruiert. Statt des
großen Vektorraums V haben wir eine große Riemannsche Mannig-
faltigkeit P , und durch jeden Punkt p ∈ P geht eine abgeschlosse-
ne Untermannigfaltigkeit Fp, Faser genannt, entsprechend dem affinen
Unterraum v + U durch v ∈ V .

π

FF Fpr q

p

r
q

P/F

P

Alle Fasern sollen parallel sein im Sinne von äquidistant: Für je zwei
Fasern Fp und Fq ist der Abstand von p zu Fq gleich dem Abstand jedes
anderen Elementes p′ ∈ Fp zu Fq; der Abstand von p zu Fq ist nach De-
finition das Infimum aller Längen von Kurven in P mit Anfangspunkt
p und Endpunkt in Fq. Außerdem soll die Zuordnung, die jedem Punkt
p′ ∈ Fp den “nächsten” Punkt (“Fußpunkt”) q′ ∈ Fq zuordnet, der unter
allen Punkten von Fq den kleinsten Abstand von p′ hat,30 ein Diffeomor-
phismus sein, wenn Fp und Fq genügend nahe beieinander liegen. Dann

30Es kann im Prinzip mehrere nächste Punkte an p′ geben, aber wenn p′

genügend nahe bei Fq liegt, gibt es genau einen, wie wir noch sehen werden. Fq

verhält sich im Kleinen genau wie ein affiner Unterraum.

F

p’ q’

F
p q
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bildet die Menge der Fasern P/F := {Fp; p ∈ P} wieder eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit Dimension n = dim P −dim Fp : Der Tangen-
tialraum im Punkt Fp ∈ P/F ist der Quotientenraum TpP/TpFp, und
der Abstand zwischen Fp und Fq ∈ P/F ist gerade der Abstand von
p zu Fq. Die kanonische Projektion π : P → P/F , π(p) = Fp ist diffe-
renzierbar, und Dπp : TpP → TFp

(P/F ) ist die lineare kanonische Pro-
jektion TpP → TpP/TpFp. Alle Ableitungen Dπp : TpP → TFp

(P/F ),
sind also surjektiv, und auch die Abbildung π selbst ist surjektiv; ei-
ne solche Abbildung nennt man eine Submersion. Außerdem ist sie so
nahe an einer Isometrie, wie es nur möglich ist: Eine echte Isometrie
kann π nicht sein, weil Dπp ja einen Kern besitzt, nämlich TpFp. Aber
auf dessen orthogonalem Komplement, Hp = TpP ⊖ TpFp, dort kann
Dπp sehr wohl eine Isometrie sein, und genau dies ist der Fall. Eine
Submersion mit dieser Eigenschaft nennt man Riemannsche Submer-
sion. Die Unterräume Vp = TpFp und Hp = (TpFp)

⊥ nennt man auch
Vertikalraum und Horizontalraum.

Levi-Civita-Ableitung und Krümmung der Riemannschen Mannig-
faltigkeiten P und P/H sind eng miteinander verknüpft (O’Neill-For-
meln).31 Insbesondere ist die Schnittkrümmung einer horizontalen Ebe-
ne in P nicht größer als die Schnittkrümmung ihrer Projektion in
P/F ; die Riemannsche Submersion π wirkt also (schwach) krümmungs-
erhöhend.

Eine große Klasse von Beispielen erhält man durch freie isometrische
Operationen von Liegruppen auf einer Mannigfaltigkeit P . Eine Lie-
gruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G mit einer differen-
zierbaren Gruppenstruktur, d.h. es gibt ein ausgezeichnetes Element
e ∈ G (das Neutralelement und zwei differenzierbare Abbildungen
(g, g̃) 7→ gg̃ : G × G → G (Gruppenmultiplikation) und g 7→ g−1 :
G → G (Inversion) mit den üblichen Gruppenaxiomen (Assoziati-
vität, Rolle von Neutralelement und dem Inversen). Die Abbildun-
gen Lg : x 7→ gx und Rg : x 7→ xg sind daher Diffeomorphismen
von G (mit Umkehrungen Lg−1 und Rg−1), genannt Links- und Recht-
stranslation. Beispiele für Liegruppen sind die orthogonale Gruppe
Om = {a ∈ R

m×m; a∗a = e} und die anderen Matrixgruppen, SLm,
Um, SUm, Spm.32 Eine Operation (Wirkung, Aktion) einer Liegruppe H

31Vgl. z.B. A. Besse: Einstein Manifolds (Springer 1986) oder J. Cheeger, D.B.
Ebin: Comparison Theorems in Riemannian Geometry (North Holland 1975).

32SLn besteht aus den Matrizen mit Determinante 1 (über jedem Körper, ins-
besondere über R und C), Un und Spm sind wie Om definiert, nur dass die Ma-
trizen a komplexe oder quaternionale Koeffizienten haben mit (a∗)ij = aji, und
SUm = Um ∩ SLm(C).
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auf einer Mannigfaltigkeit P ist ein Gruppenhomomorphismus von H in
die Diffeomorphismengruppe von P , genauer eine differenzierbare Ab-
bildung Φ : H × P → P , bezeichnet Φ(h, p) = Φh(p) = hp, mit ep = p

und h̃(hp) = (h̃h)p. Die Linkstranslation ist eine Wirkung von H auf
sich selbst, die Rechtstranslation nicht, weil sie die Reihenfolge der Fak-
toren umdreht: RhRh̃x = xh̃h = Rh̃hx; dagegen ist Φh = Rh−1 wieder
eine Wirkung. Die Operation heißt isometrisch, wenn alle Φh : P → P
Isometrien von P sind.

Ist H eine Liegruppe mit einer isometrischen Gruppenwirkung auf P
so setzt man Fp := Hp = {hp; h ∈ H}. Diese Menge wird Orbit oder
Bahn des Punktes p unter der Gruppe G genannt. Wir nehmen an,
dass alle Fp abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten sind.33 Zwei ver-
schiedene Bahnen Fp und Fq sind dann tatsächlich äquidistant, denn
jedes p′ ∈ Fp erfüllt p′ = hp für ein h ∈ H, und da auch Fq inva-
riant unter der Isometrie h ist, gilt d(p′, Fq) = d(hp, hFq) = d(p, Fq).
Keineswegs gewährleistet ist aber die Diffeomorphie von verschiedenen
Bahnen.

Wenn wir uns zum Beispiel auf der 2-Sphäre S
2 die Gruppe der Dre-

hungen um die z-Achse ansehen (Erddrehung), so sind die Bahnen die
Breitenkreise, mit Ausnahme der beiden Pole ±e3, die unter diesen
Drehungen fix bleiben; ihre Bahn besteht also jeweils nur aus einem
einzigen Punkt. Um solche Phänomene auszuschließen, nehmen wir
zusätzlich an, dass die Gruppe frei operiert, d.h. kein h ∈ H außer
der Identität e besitzt irgendwo auf P einen Fixpunkt. Dann ist jede
Bahn Fp diffeomorph zu H unter der Abbildung h 7→ hp : H → P .
Wenn q′ nun der Fußpunkt von p in Fq ist, dann ist hq′ der Fußpunkt
von hp in Fq, und die Abbildung hq′ 7→ hp ist ein Diffeomorphismus.
Eine solche Riemannsche Faserung nennt man orbitale Faserung, und
statt P/F schreibt man in diesem Fall P/H.

33Das ist zum Beispiel dann erfüllt, wenn H eine abgeschlossene Untergruppe
der Gruppe aller Isometrien, der Isometriegruppe von P ist.
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17. Beispiele von Quotientenmannigfaltigkeiten

Wir haben drei Klassen von Beispielen von Riemannschen Faserun-
gen, besonders von orbitalen Faserungen im Auge: Überlagerungen,
Hopf-Faserungen und Nebenklassenräume von Gruppen.

17.1. Überlagerungen. In diesem Fall ist die Gruppe H, die auf P
frei und isometrisch operiert, null-dimensional (diskret), alle Bahnen
sind also diskrete Punktmengen. Ein sehr einfaches Beispiel ist die
Kreislinie S

1, die man nicht nur als Untermannigfaltigkeit von R
2 = C,

sondern auch als Quotientenmannigfaltigkeit von R gewinnen kann, wo-
bei die Gruppe H aus den Translationen x 7→ x + 2πk, k ∈ Z besteht;
wir schreiben kurz H = 2πZ. Die Gerade wird wie ein Faden aufge-
wickelt, wobei jedes ganzzahlige Vielfache von 2π auf die gleiche Stelle
kommt. Man kann auch sagen: Man nimmt das Intervall [0, 2π] und
verklebt die beiden Randpunkte. Die Abbildung f : R → C, f(t) = eit

bildet R/(2πZ) diffeomorph auf S
1 ⊂ C ab.

Man kann dieses Beispiel auf 2 und mehr Dimensionen übertragen,
im einfachsten Fall durch Produktbildung:

R/(2πZ) × R/(2πZ) = R
2/(2πZ

2) = S
1 × S

1.

Diese Mannigfaltigkeit nennt man einen Torus. Topologisch gesehen ist
das einfach ein geschlossener Schlauch: Solange man nur in x-Richung
identifiziert, erhält man einen Zylinder (ein aufgerollter Teppich), die
zweite Identifizierung in y-Richtung schließt die Enden des Teppichs
zusammen.

Der so entstandene Torus heißt Quadrat-Torus, denn er entsteht aus der
Identizierung (Verklebung) der gegenüberliegenden Kanten eines Qua-
drats mit Kantenlänge 2π. Die Gruppe H = 2πZ

2 nennt man ein Git-
ter, hier ein Quadratgitter (Rechenkästchenmuster). Sie ist eine diskrete
Untergruppe von (R2, +) mit den beiden Erzeugenden 2πe1 und 2πe2.
Man kann diese Erzeuger durch ein beliebiges Paar linear unabhängiger
Vektoren v, w ∈ R

2 ersetzen; die Gruppe H = {kv + lw; k, l ∈ Z} ope-
riert auf R

2 durch Translation, und der Quotient R
2/H ist ein schie-

fer Torus. Man kann ihn auch dadurch gewinnen, dass man die ge-
genüberliegenden Seiten des durch v und w aufgespannten Parallelo-
gramms identifiziert.
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v

w−v w

Allgemeiner kann man n-dimensionale Tori mit Hilfe einer beliebigen
Basis v1, . . . , vn definieren: Man setzt T = R

n/H mit H = Zv1 + · · · +
Zvn.34 Alle diese Mannigfaltigkeiten haben Schnittkrümmung Null, weil
die Metrik lokal dieselbe bleibt wie die euklidische Metrik des R

n.
In der Hyperbolischen Ebene H

2 hat man diskrete frei operierende
Gruppen von Isometrien mit noch interessanteren Quotienten. Man
kann zum Beispiel im Poicaré-Modell leicht ein Achteck aus Ortho-
kreisbögen (Geodäten) mit lauter rechten Winkeln finden.

a

b

c

d

b

d

ca

Längs jeder Kante findet man eine hyperbolischen Translation (Kom-
position von zwei hyperbolischen Spiegelungen), die die eine der beiden
senkrecht schneidenden Kanten auf die andere abbildet, wie in der Fi-
gur durch die Doppelpfeile angedeutet. Unsere Gruppe H ist die von
diesen vier hyperbolischen Translationen erzeugte Untergruppe der Iso-
metriengruppe von H

2. Sie bewirkt eine Identifizierung der Kanten des

34Zwei Basen, die durch eine ganzzahlig-invertierbare Matrix ineinander transfor-
miert werden, definieren dasselbe Gitter H und daher denselben Torus. In unserem
Beispiel definieren die Vektoren v, w − v den gleichen Torus wie v, w. Legt man
v = e1 fest, dann erfasst man bereits alle Tori durch Wahl von w im Modulgebiet

M = {(x, y); x2 + y2 ≥ 1, x ∈ [0, 1
2 ], y > 0}. Die Gruppe GL2(Z), die diese

Einschränkung möglich macht, nennt man deshalb Modulgruppe.

M
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Achtecks in der dargestellten Art. Denkt man sich das Achteck durch
die gestrichelte Linie in zwei Teile zerlegt, dann sieht jeder Teil nach
der Identifizierung aus wie ein Torus mit einem Loch, das durch die
gestrichelte Linie berandet ist (rechte Figur); die gesamte Fläche wird
also aus zwei Tori mit Loch bestehen, die entlang der Loch-Randes
zusammengeklebt sind.

Allgemeiner kann man von einem hyperbolischen rechtwinkligen 4n-
Eck ausgehen und jeweis vier aufeinanderfolgende Kanten kreuzweise
identifizieren, wie beim Achteck gezeigt. Dann erhält man eine ande-
re Gruppe H, und H

2/H ist eine Vereinigung von n Tori mit Loch.
Die Zahl n der Tori nennt man das Geschlecht der Fläche. Auf diese
Weise kann man einer Fläche von beliebigem Geschlecht eine Metrik
mit Krümmung K = −1 geben (von H

2 geerbt), und das natürlich in
vielfältiger Weise, ähnlich wie beim Torus; den zugehörigen Modulraum
nennt man Teichmüller-Raum.

17.2. Hopf-Faserungen. Bei den Hopf-Faserungen35 ist P die Sphäre
S

n ⊂ R
n+1. Für alle n operiert die Gruppe H = {±I} = S

0 frei auf S
n,

denn die Antipodenabbildung −I hat keine Fixpunkte.36 Der Quotient
S

n/S
0 ist der reell-projektive Raum RP

n, die Menge aller eindimen-
sionalen Unterräume (Geraden durch 0) im R

n+1 (jede solche Gerade
schneidet S

n in einem antipodischen Punktepaar). Wenn n ungerade
ist, n = 2m + 1, dann ist S

n die Einheitssphäre in R
2m+2 = C

m+1. Die
komplexen Zahlen wirken auf C

m+1 durch Skalarmultiplikation, und die
komplexen Zahlen mit Betrag 1 erhalten die Norm jedes Vektors. Also
operiert S

1 = {z ∈ C; |z| = 1} auf der Sphäre S
2m+1, und zwar frei,

denn λx 6= x für alle λ 6= 1. Der Quotient S
2m+1/S

1 ist der komplex-
projektive Raum CP

m, die Menge der eindimensionalen komplexen Un-
terräume (komplexen Geraden durch 0) des C

m+1, denn jede komplexe
Gerade durch 0 schneidet S

2m+1 in den S
1-Vielfachen eines Vektors. Im

Fall n = 4m + 3 ist S
n die Einheitssphäre in R

4m+4 = H
m+1, wobei H

hier den Schiefkörper der Quaternionen bezeichnet.37 Die Quaternionen
der Länge 1 bilden die Gruppe S

3 = SU2, die auf S
4m+3 ⊂ H

m+1 durch
quaternionale Skalarmultiplikation operiert, und zwar wieder frei, und
der Quotient S

2m+3/S
3 ist der quaternional-projektive Raum HP

m, die

35Heinz Hopf, 1894 Gräbschen bei Breslau - 1971 Zollikon bei Zürich
36Das ist ein einfaches Beispiel einer diskreten isometrischen Gruppenaktion,

wie wir sie im vorigen Unterabschnitt betrachtet haben. Für ungerade n gibt es
weitere solche Aktionen, zum Beispiel für jedes k ∈ N die (Z/kZ)-Aktion durch
Skalarmultiplikation mit Potenzen einer primitiven k-ten Einheitswurzel ω (d.h.
ωk = 1, aber ωj 6= 1 für j < k).

37Die Quaternionen, 1844 von W.R. Hamilton entdeckt, sind der Vektorraum R
4

mit Basis 1, i, j, k und der (assoziativen) Multiplikation i2 = j2 = k2 = ijk = −1.
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Menge der quaternionalen Geraden durch 0 in H
m+1. Es gibt noch ei-

ne weitere Divisionsalgebra,38 die Oktavenalgebra O = R
8. Auch für

diese ist noch eine projektive Ebene OP
2 (mit Dimension 16) definiert,

doch sie ist nicht mehr Quotientenmannigfaltigkeit einer Sphäre.39 Aber
die Einheitssphäre im Tangentialraum eines Punktes o von OP

2, die
15-Sphäre, besitzt noch eine Hopf-Faserung; sie ist gefasert durch 7-
Sphären. Jeder Punkt p ∈ OP

2 ist nämlich mit o durch genau eine
oktonial-projektive Gerade (eine 8-Sphäre) verbunden, und je zwei die-
ser Geraden schneiden sich nur in o. Ihre Tangentialräume in o schnei-
den die 15-Sphäre jeweils in einer 7-Sphäre, und diese 7-Sphären bilden
die Hopf-Faserung der 15-Sphäre. Sie gehört zu einer Riemannschen
Submersion π : S

15 → OP
1 = S

8 (wie in den analogen Fällen RP
1 = S

1,
CP

1 = S
2, HP

1 = S
4), aber im Gegensatz zu den anderen Fällen ist

dies keine orbitale Submersion; die 7-Sphären sind nicht gemeinsam die
Bahnen einer Gruppenoperation auf S15.

17.3. Quotienten von Liegruppen. Die dritte Klasse besteht aus
Quotienten von Liegruppen. Jede (im topologischen Sinn) abgeschlosse-
ne Untergruppe H ⊂ G ist auch eine Untermannigfaltigkeit, also wieder
ein Liegruppe.40 Die Untergruppe H wirkt auf G durch Rechtstranslati-
on (h, g) 7→ gh−1, und die Bahnen dieser Aktion sind die Nebenklassen
gH = {gh−1; h ∈ H}. Die kanonische Projektion π : G → G/H,
g 7→ gH ist eine Riemannsche Submersion für jede Riemannsche Me-
trik auf G, für die die Rechttranslationen mit allen h ∈ H als Isometrien
wirken; es gibt viele solcher Metriken.41

38Eine Algebra ist ein Vektorraum A mit einer bilineare Abbildung A × A →
A, genannt Multiplikation. A heißt Divisionsalgebra, wenn jede Gleichung ax =
b oder xa = b eindeutig lösbar ist. Die Divisionsalgebren R, C, H, O sind auch
normiert, d.h. |ab| = |a||b| für alle a, b ∈ A. Rechts- und Linksmultiplikationen mit
Einheitsvektoren sind daher normerhaltende, also orthogonale lineare Abbildungen
auf A.

39Vgl. “Quaternionen und Oktaven” sowie “Quaternionen und Oktaven (2)”
unter www.math.uni-augsburg.de/∼eschenbu

40Für diese und andere hier nicht bewiesene Tatsachen über Liegruppen verwei-
sen wir auf Hochschild, G. (1965): The structure of Lie groups, sowie S. Helgason
(2001): Differential Geometry, Lie Groups, and Symmetric Spaces.

41Jedes Skalarprodukt 〈 , 〉 auf TeG lässt sich zu einer Riemannschen Metrik auf
G fortsetzen, die sogar invariant unter allen Rechtstranslationen Rg̃, g̃ ∈ G ist:
Sind a, b ∈ TgG, so liegen ao := DRg−1a und bo := DRg−1 in TeG und wir de-
finieren 〈a, b〉 := 〈ao, bo〉. Dass die so definierte Riemannsche Metrik tatsächlich
rechtsinvariant ist, sieht man wie folgt. Wenden wir auf a ∈ TgG zunächst eine
Rechtstranslation Rg̃ an, so erhalten wir a1 = DRg̃a ∈ Tgg̃G, denn Rg̃g = gg̃. Um
〈a1, a1〉 auszurechnen, müssen wir nach obiger Regel auf a1 zuerst R(gg̃)−1 anwen-
den, um wieder in den Tangentialraum TeG zu kommen. Nach der Kettenregel ist
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Das Beispiel ist deshalb von großer Bedeutung, weil alle homogenen
Riemannschen Mannigfaltigkeiten sich als Nebenklassenräume G/H
darstellen lassen. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M heißt homo-
gen, wenn eine Gruppe G darauf isometrisch und transitiv wirkt, d.h.
es gibt nur einen einzigen Orbit, je zwei Elemente xo, x ∈ M sind
durch ein g ∈ G verbunden: x = gxo. Zum Beispiel ist die n-Sphäre
S

n ein homogener Raum, denn On+1 wirkt darauf transitiv, und wenn
n = 2m + 1, also S

n ⊂ C
n+1, dann wirken auch Um+1 und SUm+1

transitiv.
Wenn also G auf M transitiv wirkt, dann betrachen wir die Un-

tergruppe H ⊂ G, deren Elemente einen festen Punkt xo ∈ M als
Fixpunkt haben: H = {g ∈ G; gxo = xo}; sie wird Stabilisator oder
Standgruppe oder Isotropiegruppe von xo genannt. Die Gruppenopera-
tion gibt uns eine differenzierbare Abbildung

(66) Φo : G/H → M, Φo(gH) = gxo.

Diese ist wohldefiniert, denn falls gH = g̃H, dann ist g̃ = gh und
g̃xo = ghxo = gxo. Sie ist surjektiv, denn alle x ∈ M sind von der
Form gxo für ein g ∈ G. Sie ist auch injektiv, denn wenn gxo = g̃xo,
dann folgt g−1g̃xo = xo, also g−1g̃ =: h ∈ H; somit ist g̃ = gh und
g̃H = gH. In der Tat ist sie ein Diffeomorphismus.42 Dieser Diffeo-
morphismus überträgt die Wirkung von G auf G/H durch Linkstrans-
lation (g̃(gH) = (g̃g)H) auf die (völlig beliebige!) Wirkung von G
auf M , denn Φ(g̃gH) = g̃Φ(gH). Damit können wir alle homogenen
Räume samt ihrer Gruppenwirkung auf die Nebenklassenräume von
Liegruppen zurückführen. Beispiel: Für die Wirkung von On+1 auf der
Sphäre S

n ist die Standgruppe von em+1 die Untergruppe On, also ist
S

n = On+1/On.

DR(gg̃)−1DRg̃a = D
(

R(gg̃)−1 ◦ Rg̃

)

a = DRg−1a = ao, denn die Rechtstranslation
dreht (ebenso wie die Inversion) die Reihenfolge um (Rghx = x(gh) = (xg)h =
RhRgx), also ist R(gg̃)−1 ◦ Rg̃ = Rg̃(gg̃)−1 = Rg−1 .
Man kann auch allgemeiner Untergruppen H ⊂ G×G betrachten, die von links und
rechts gleichzeitig operieren: (h1, h2)g = h1gh−1

2 . Auch solche Gruppen können frei
und isometrisch operieren, was zu neuen und interessanten Quotientenmannigfal-
tigkeiten G/H führt, vgl. “Freie isometrische Aktionen auf kompakten Liegruppen
mit positiv gekrümmten Orbiträumen”, www.math.uni-augsburg.de/∼eschenbu

42Das ergibt sich aus der Mannigfaltigkeitsstruktur von G/H: Die Abbildung Φ̂o :

G → M , Φ̂o(g) = gxo ist differenzierbar, und der Kern der Ableitung in g ist genau

der Tangentialraum der Faser gH, der Vertikalraum Vg. Deswegen ist DΦ̂o
g auf dem

Horizontalraum Hg = V⊥
g injektiv. Da DΦ̂o

g auch surjektiv ist, ist DΦo
gH umkehrbar.

Eine bijektive differenzierbare Abbildung mit umkehrbaren Ableitungen ist nach
dem Umkehrsatz (Inverser Funktionensatz) ein Diffeomorphismus.
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Es gibt noch eine Verallgemeinerung dieser Klasse von Faserungen: Ist
eine Kette von abgeschlossenen Untergruppen K ⊂ H ⊂ G gegeben,
so gibt es eine Faserung G/K → G/H, die nicht mehr orbital ist. Die
Hopffaserung der 15-Sphäre ist von dieser Art.

18. Kovariante Ableitung längs einer Kurvenschar

Wir müssen noch einen mehr technischen Punkt klären. Wir haben
in Abschnitt 12 die kovariante Ableitung längs einer Kurve definiert.
Was passiert, wenn wir statt einer Kurve eine “Fläche” vorliegen ha-
ben, eine Abbildung von zwei Variablen f : I × J → M? Wir können
diese in doppelter Weise als Schar von Kurven verstehen, s 7→ f(s, t)
für festes t sowie t 7→ f(s, t) für festes s, und damit sind die kovariante
Ableitungen längs f in s- und in t-Richtung definiert. Der Einfachheit
halber identifizieren wir M mit U ⊂ R

n mit Hilfe einer Parametri-
sierung φ : U → M ; dabei werden die Einheitsvektoren ei mit den
partiellen Ableitungen φi = Dφ.ei identifiziert. Wenn f = f iei, dann
sind die partiellen Ableitungen ∂sf = ∂f

∂s
und ∂tf = ∂f

∂t
gegeben durch

∂sf = (∂sf
i)ei und ft = (∂tf

j)ej. Für jedes Vektorfeld A = aiφi längs
f , (d.h. A : I × J → R

d differenzierbar mit A(s, t) ∈ Tf(s,t)M), gilt mit
(45)

∇tA = (∂ta
i)φi + ai∇∂tfφi

= (∂ta
i)φi + ai(∂tf

j)∇jφi

= (∂ta
i)φi + ai(∂tf

j)Γk
jiφk

Speziell für A = ∂sf = (∂sf
i)φi haben wir ai = ∂sf

i und ∂ta
i = ∂t∂sf

i

und daher

(67) ∇t∂sf = (∂t∂sf
i)φi + (∂sf

i)(∂tf
j)Γk

jiφk = ∇s∂tf .

Wenn wir zweifache Ableitungen ausrechnen, so ergibt sich

∇s∇tA = ∇s

(

(∂ta
i)φi + ai∇tφi

)

= (∂s∂ta
i)φi + (∂ta

i)∇sφi + (∂sa
i)∇tφi + ai∇s∇tφi

Der letzte Ausdruck ist symmetrisch in s und t, abgesehen vom letzten
Term. Beim Antisymmetrisieren bleibt also nur dieser übrig:

[∇s∇t]A = ai[∇s,∇t]φi.

Dabei ist wegen ∇t = (∂tf
j)∇j und ∇s = (∂sf

j)∇k

∇s∇tφi = ∇s

(

(∂tf
j)∇jφi

)

= (∂s∂tf
j)∇jφi + (∂tf

j)(∂sf
k)∇k∇jφi .
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Wieder entfällt der erste Term beim Antisymmetrisieren und wir er-
halten

[∇s,∇t]φi = (∂tf
j)(∂sf

k)[∇k,∇j]φi

= (∂tf
j)(∂sf

k)Rkjφi

= R(∂sf, ∂tf)φi ,(68)

denn ∂sf = (∂sf
k)φk und ∂tf = (∂tf

j)φj. Insgesamt folgt also:

(69) [∇s,∇t]A = aiR(∂sf, ∂tf)φi = R(∂sf, ∂tf)A .

19. Erste Variation der Länge

Leitfrage: Gibt es zwischen zwei Punkten x und y in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M eine kürzeste
Kurve? Gibt es eine Kurve c : [to, t1] → M mit c(a) = x,
c(b) = y und L(c) = d(x, y) = inf{L(c̃); c̃ : x ; y}?

Wir wollen uns zunächt fragen, welche Kurven nicht Kürzeste sind und
wie wir sie verkürzen können. Im euklidischen Raum verkürzen wir eine
Kurve c durch Deformation in ihre Krümmungsrichtung.

1
2

3
3

1

c’’

c’

Ist sie nach Bogenlänge parametrisiert, so ist diese Richtung einfach die
zweite Ableitung c′′; sie gibt an, wie sich der Tangentenvektor c′ längs
der Kurve verändert. Der Vektor c′′ heißt auch Krümmungsvektor, seine
Länge |c′′| ist die Krümmung der Kurve. Wenn die Krümmung Null ist,
wenn c also eine Gerade ist, können wir nicht verkürzen.

In einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist das nicht viel anders,
nur dass wir die zweite Ableitung c′′ durch die kovariante Ableitung
∇cc′ = ∇c′ des Tangentenvektors ersetzen; seine Länge |∇c′| heißt
geodätische Krümmung der Kurve c. Wenn sie verschwindet, ist c eine
Geodäte.

Satz 19.1. Erste Variationsformel: Es sei c : [to, t1] → M eine
nach Bogenlänge parametrisierte C1-Kurve, |c′| = 1, und cs sei eine
Variation von c, d.h. eine C1-Abbildung

(−ǫ, ǫ) × [to, t1] → M, (s, t) 7→ cs(t)
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mit c0 = c. Wir setzen ′ = ∂
∂t

und δ = ∂
∂s

∣

∣

s=0
. Es sei a = δcs(to) und

b = δcs(t1). Dann gilt:

δL(cs) = 〈b, c′(t1)〉 − 〈a, c′(to)〉 +

∫ t1

to

〈δcs(t),∇tc
′(t)〉dt.

Beweis. Es ist L(cs) =
∫ t1

to
|c′s(t)|dt. Differentiation des Integranden

ergibt

δ|c′s| = δ
√

〈c′s, c′s〉
∗
=

〈∇tδcs, c
′〉

|c′| = 〈∇tδcs, c
′〉 = 〈δcs, c

′〉′ − 〈δcs,∇tc
′〉 ,

wobei wir in “
∗
=” die Ableitungen nach s und t gemäß (67) vertauscht

haben: ∇s∂tcs(t) = ∇t∂scs(t). Somit ergibt sich

δL(cs) =

∫ t1

to

δ|cs| = 〈δcs, c
′〉|t1to −

∫ t1

to

〈δcs,∇c′〉. �

Satz 19.2. Eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : [to, t1] →
M mit c(to) = x und c(t1) = y ist Geodätische genau dann, wenn
für alle Variationen cs von c mit festen Endpunkten cs(to) = x und
cs(t1) = y für alle s gilt: δL(cs) = 0.

Beweis. Für Variatonen mit festen Endpunkten lautet die Erste Varia-
tionsformel

δL(cs) =

∫ b

a

〈δcs,∇c′〉.

Ist c eine Geodätische, so ist ∇c′ = 0 und damit δL(cs) = 0. Ist c
keine Geodätische, also ∇c′(t) 6= 0 für ein t̄ ∈ [to, t1], so gibt es eine
Variation cs von c mit δcs = f · ∇c′ für eine Funktion f : [to, t1] → R

mit f ≥ 0, f(t̄) > 0 und f(to) = f(t1) = 0 (s.u.). Dann ist δL(cs) =
∫ t1

to
(f · |∇c′|2) > 0.
Um diese Variation zu konstruieren, benutzen wir eine Parametrisie-

rung φ um den Punkt c(to) und übertragen damit die Kurve c (oder we-
nigstens ein Stück davon nahe c(to)) ebenso wie das Vektorfeld X = ∇c′

längs c in den R
n. Dort können wir jedes beliebige Variationsvektorfeld

vorgeben, also auch fX; wir setzen einfach cs(t) = c(t)+f(t)X(t) (wo-
bei wir wieder c statt φ−1◦c sowie X(t) statt Dφ−1

c(t)X(t) schreiben). Wir

können annehmen, dass f seinen Träger nahe t̄ hat, so dass cs(t) 6= c(t)
nur nahe t̄ gilt und wir deshalb außerhalb der Karte cs(t) = c(t) setzen
können. �

Auf den ersten Blick scheint unsere Leitfrage damit recht befriedi-
gend beantwortet zu sein: Wenn c eine Kürzeste ist, dann ist doch sicher
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auch δL(cs) = 0 für alle Variationen cs mit festen Endpunkten und so-
mit c eine Geodätische. Ist umgekehrt c eine Geodätische, so ist die
Länge von c vielleicht kein Minimum, aber doch wenigstens stationär
bei allen Variationen mit festen Endpunkten. Dies erweist sich aber bei
näherem Hinsehen als trügerisch:

(1) Es ist nicht klar, ob es überhaupt eine Geodäte gibt, die zwei
gegebene Punkte x und y verbindet.

(2) Selbst wenn eine Geodätische existiert, ist nicht klar, ob sie
Kürzeste ist.

(3) Selbst wenn eine Kürzeste zwischen x und y existiert, ist nicht
einmal klar, dass diese eine Geodäte ist, denn wir haben von
Beginn an vorausgesetzt, dass unsere Kurve c differenzierbar
ist; vielleicht ist die Kürzeste gar nicht differenzierbar.

Alle drei Fragen können wir beantworten, wenn wir uns nicht nur eine
isolierte Geodätische ansehen, sondern alle Geodätische, die von ei-
nem Punkt ausgehen, auf einmal. Das geschieht durch eine Abbildung,
die die Matrix-Exponentialabbildung verallgemeinert und deshalb auch
(Riemannsche) Exponentialabbildung genannt wird.

20. Die Riemannsche Exponentialabbildung

Die Geodätengleichung ∇c′ = 0 oder

(70) üi + u̇ju̇kΓi
jk(u) = 0

wenn c(t) = φ(u(t)) ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung; deshalb
ist jede Lösung eindeutig durch Angabe eines Anfangspunkts und einer
Anfangsableitung bestimmt. Wir wollen die Geodäte mit Anfangsvek-
tor v ∈ TxM mit γv bezeichnen, also γv(0) = x, γ′

v(0) = v und ∇γ′ = 0.
Die Geodätengleichung (70) hat noch eine weitere interessante Eigen-
schaft: Jede affine Umparametrisierung einer Geodäten ist wieder eine
Geodäte:

Lemma 20.1. Wenn u(t) eine Lösung von (70) ist, dann auch ũ(t) =
u(αt + β) für beliebige Konstanten α, β ∈ R.

Beweis. Der formale Grund ist, dass in (70) die zweite Ableitung linear,
die erste aber quadratisch vorkommt: ˙̃u(t) = d

dt
u(αt+β) = αu̇(αt+β),

und ¨̃u(t) = d
dt

αu̇(αt + β) = α2ü(αt + β). Der Faktor α2 lässt sich also
kürzen und (70) gilt auch für ũ. �

Korollar 20.1. Wo immer beide Seiten definiert sind, gilt

(71) γαv(t) = γv(αt)
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Beweis. γ̃(t) = γv(αt) ist Geodäte mit Anfangsvektor ˙̃γ(0) = αγ̇v(0) =
αv. Das Gleiche gilt für γαv. Nach dem Eindeutigkeitssatz sind beide
Lösungen gleich, γ̃ = γαv. �

Definition: Für jedes x ∈ M und jedes v ∈ TxM , für das γv(1) defi-
niert ist, setzen wir

(72) expx(v) = γv(1) .

T M

M
x

0

v

vx

vexpx

Lemma 20.2. Die Abbildung expx ist auf einer offenen Umgebung des
Nullpunktes 0 von TxM definiert und nahe 0 ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach dem Existenzsatz für Differentialgleichungen gibt es eine
Umgebung U1 von 0 in TxM und ein ǫ > 0, so dass γv für alle v ∈ U1

auf (−2ǫ, 2ǫ) definiert ist. Setzen wir U2 := ǫU1 = {ǫ · v; v ∈ U1},
so ist γw auf (−2, 2) definiert für alle w ∈ U2 (vgl. Lemma 1); insbe-
sondere ist expx w = γw(1) definiert. Nach dem Satz über die diffe-
renzierbare Abhängigkeit der Lösungen einer Differentialgleichung von
den Anfangswerten ist die so definierte Abbildung expx : U2 → M dif-
ferenzierbar. Die Diffeomorphie nahe 0 folgt nun aus dem Umkehrsatz
(inverser Funktionensatz). Es ist nämlich leicht, die Ableitung von expx

in 0 auszurechnen, also die lineare Abbildung (D expx)0 : T0(TxM) =
TxM → TxM , denn für alle v ∈ TxM gilt nach Kettenregel:

(D expx)0 v =
d

dt
expx(tv)

∣

∣

∣

∣

t=0

=
d

dt
γv(t)

∣

∣

∣

∣

t=0

= γ′
v(0) = v.

Also ist (D expx)0 die Identität auf TxM und damit invertierbar. Damit
ist expx selbst nahe 0 differenzierbar, d.h. expx bildet eine offene Umge-
bung U3 ⊂ U2 von 0 diffeomorph auf eine Umgebung von x = expx(0)
in M ab. �
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Definition: Die größte Zahl ǫ mit der Eigenschaft, dass expx auf Bǫ(0)
ein Diffeomorphismus ist, heißt Injektivitätsradius an der Stelle x, ge-
schrieben i(x). Das Argument zeigt auch: Wenn i(x) > ǫ, dann ist auch
i(x̃) > ǫ für alle x̃ in einer Umgebung von x.

Lemma 20.3. Gaußlemma: In “Exponentialkoordinaten” schneiden
sich Radien und Kugeln orthogonal. Genauer: Es sei ǫ > 0 so, dass
expx auf Bǫ(0) ⊂ TxM ein Diffeomorphismus ist und r ∈ (0, ǫ). Dann
gilt für jedes v ∈ TxM mit |v| = 1: Die Geodätische γv(t) = expx(tv)
schneidet die Sphäre Σr = expx(∂Br(0)) im Punkt γv(r) orthogonal,
d.h. γ′

v(r) ⊥ Tγv(r)Σr.

Beweis. Jeder Vektor w ∈ Tγv(r)Σr = (D expx)γv(r)(Trv∂Br(0)) ist von
der Form w = δ expx(r ·v(s)) = δγv(s)(r), wobei v(s) eine Kurve in TxM

mit v(0) = v und |v(s)| = 1 für alle s ist; wir setzen wieder δ = ∂
∂s
|s=0.

Auf die Variation cs = γv(s) : [0, r] → M von c = γv wenden wir die
Erste Variationsformel (19.1) an und erhalten

δL(cs) = 〈δcs(r), c
′(r)〉 = 〈w, γ′

v(r)〉,
denn der linke Randterm 〈δcs(0), c′(0)〉 verschwindet, weil cs(0) = x
für alle s, und auch der Integralterm

∫

〈∇c′, δcs〉 verschwindet, denn
c ist Geodäte, ∇c′ = 0 . Andererseits wissen wir aber, dass L(cs) =
∫ r

0
|γ′

v(s)(t)|dt = r|v(s)| = r für alle s (vgl. Lemma 12.2), und somit ist

δL(cs) = 0. �

Lemma 20.4. Die Abbildung expx ist eine “radiale Isometrie”, d.h. für
jeden Vektor v ∈ TxM im Definitionsbereich von expx gilt |(D expx)vv| =
|v| und damit |(D expx)vw| = |w| für alle w ∈ Rv.

Beweis. Es ist (D expx)vv = d
dt

expx(v + tv)
∣

∣

t=0
= γ′

v(1 + t)|t=0 =
γ′

v(1) und damit

|(D expx)vv| = |γ′
v(1)| = |γ′

v(0)| = |v|
nach Lemma 12.2. �

Satz 20.1. Es sei ǫ > 0 so, dass expx auf Bǫ(0) ⊂ TxM ein Diffeo-
morphismus ist. Dann existiert für alle y ∈ expx(Bǫ(0)) genau eine
Kürzeste γxy von x nach y, und zwar die Geodätische γxy(t) = γvo

(t) =
expx(tvo) für vo = exp−1

x (y).

Beweis. Es sei c : [to, t1] → M eine Kurve mit c(to) = x und c(t1) = y.
Wir müssen zeigen, dass c länger ist als γxy, es sei denn, c wäre lediglich
eine Umparametrisierung von γxy. Wir setzen e = expx |Bǫ(0) und vo =
e−1(y) sowie ro = |vo|. Die Kurve c muss die offene Menge e(Bro

(0))
verlassen, da ihr Endpunkt y außerhalb liegt. Wenn dies zum ersten Mal
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bei c(t̄) mit t̄ < t1 geschieht, so ersetzen wir c durch die kürzere Kurve
c|[to,t̄] und zeigen, dass selbst diese noch immer länger als γxy ist. Wir
dürfen somit ohne Einschränkung annehmen, dass c ganz im Abschluss
von e(Bro

(0)) verläuft, allerdings ist der Endpunkt dann nicht mehr
notwendig y, sondern vielleicht ein anderer Punkt z ∈ e(∂Bro

(0)), eben
der Punkt, wo unsere ursprüngliche Kurve c die Menge e(Bro

(0)) zum
ersten Mal verlässt. Nun setzen wir v(t) = e−1(c(t)) für alle t ∈ [to, t1]
(also c(t) = e(v(t))) und schreiben v(t) in Polarkoordinaten: v(t) =
r(t)w(t) mit r(t) = |v(t)| und w(t) = v(t)/|v(t)|. Dann ist v′ = (rw)′ =
r′w + rw′ und somit nach dem Gaußlemma (Lemma 20.3) sowie der
radialen Isometrieeigenschaft (Lemma 20.4):

|Devv
′|2 = |Dev(r

′w)|2 + |Dev(rw
′)|2 ≥ |Dev(r

′w)|2 = |r′w|2 = |r′|2.
(∗)

Somit gilt

L(c) =

∫ t̄

to

|c′| =

∫ t̄

to

|Devv| ≥
∫ t̄

to

r′ = r(t̄) − r(to) = ro = L(γxy),

womit die Ungleichung bewiesen ist. Die Gleichheit gilt nur, wenn der in
der Abschätzung (∗) weggelassene Term |Dev(rw

′)|2 überall verschwin-
det, also w′ = 0 ist, und wenn zusätzlich |r′| = r′ ist, also r′ ≥ 0 gilt.
Dann bleibt nur w = const und v(t) = r(t)w übrig, d.h. c ist eine Um-
parametrisierung der Geodätischen γrow. Außerdem muss t̄ = t1 und
z = y gelten, sonst kann die Gleichheit nicht gelten. Also haben wir
e(row) = γrow(1) = y = e(vo) und damit row = vo, also γrow = γxy. �

Korollar 20.2. Für alle r < i(x) ist e(Br(0)) gleich dem Abstandsball
Br(x) bezüglich der inneren Metrik.

Unsere eingangs gestellten Fragen 1) und 2) sind jetzt weitgehend
beantwortet: Sind x, y ∈ M genügend nahe beisammen, dann gibt es
genau eine Kürzeste zwischen ihnen, und zwar die Geodätische γxy.
Die Frage, was passiert, wenn x und y weit auseinanderliegen, werden
wir im nächsten Kapitel behandeln. Auch Frage 3 können wir jetzt
beantworten:

Satz 20.2. Jede Kürzeste ist Geodätische.

Beweis. Es sei λ : [0, L] → M eine nach Bogenlänge parametrisier-
te kürzeste Kurve von x = λ(0) nach y = λ(L). Nach Satz 2 ist die
Kürzeste λ vor und hinter jedem ihrer Punkte p = λ(t) (für beliebiges
t ∈ [0, L]) ein Stück weit eine Geodätische, denn ist y = λ(t′) ∈ Bǫ(x)
für ein ǫ < i(p), so muss λ zwischen t und t′ bis auf Parametrisierung
mit der eindeutig bestimmten Kürzesten γxy übereinstimmen. Das Ar-
gument schließt allerdings noch nicht aus, dass λ einzelne Knickstellen
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besitzt. Wir sahen jedoch, dass der Injektivitätsradius i(x) für alle zu
x nahe benachbarten x̃ eine gemeinsame untere Schranke ǫ > 0 besitzt.
Damit ist λ wirklich eine ungebrochene Geodätische: Gäbe es einen
Knick in einem Punkt x ∈ λ, so könnten wir Punkte x′, x′′ ∈ λ vor
und hinter dem Knick mit d(x′, x′′) < ǫ wählen; der Abschnitt von γ
zwischen x′ und x′′ wäre dann Kürzeste von x′ nach x′′ innerhalb des
Injektivitätsradius von expx, würde aber bei x einen Knick enthalten,
also nicht mit γx′x′′ übereinstimmen; das wäre ein Widerspruch zu Satz
20.1. �

21. Kürzeste im Großen

Nachdem wir gesehen haben, dass Kürzeste immer Geodätische sind
und dass genügend nahe benachbarte Punkte stets durch eine (sogar
eindeutige) Kürzeste verbindbar sind, fragen wir nun, ob auch beliebig
weit entfernte Punkte p, q ∈ M durch eine Kürzeste verbindbar sind.
Ohne weitere Voraussetzungen kann das nicht stimmen, wie wir schon
an einer nicht konvexen offenen Teilmenge der R

n mit der euklidischen
Metrik sehen. Es reicht aber aus, vorauszusetzen, dass M “grenzenlos”
ist in dem Sinne, dass wir von einem Punkt aus die Geodätische in jeder
Richtung bis ins Unendliche fortsetzen können. Die Ideen stammen von
H.Hopf und W.Rinow43 (1931).

Satz 21.1. Es sei M eine (zusammenhängende) Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, p ∈ M , und expp sei auf ganz TpM definiert. Dann gibt
es für jeden Punkt q ∈ M eine Kürzeste γ von p nach q. Insbesondere
ist B̄R(p) = expp(B̄R(0)) für alle R > 0.

Beweis. Wir können alle Geodätischen durch den Punkt p betrach-
ten; eine von ihnen soll den Punkt q treffen und Kürzeste von p nach
q sein. Wie finden wir die Anfangsrichtung dieser Geodätischen? Da-
zu betrachten wir einen kleinen abgeschlossenen Ball B̄r(p) = {x ∈
M ; d(p, x) ≤ r} mit r < i(p); die Abbildung expp bildet also den ab-

geschlossenen euklidischen Ball B̄r(0) in TpM diffeomorph auf B̄r(p)
ab. Insbesondere ist ∂B̄r(p) (Folgen-)kompakt (eine Sphäre), und da-
her nimmt die stetige44 Funktion dq : M → R, dq(x) = d(x, q) auf
∂B̄r(p) ein Minimum an, etwa im Punkt x = expp(rv) ∈ ∂B̄r(p) für ein
v ∈ TpM mit |v| = 1. Der Punkt x ist also unter allen Punkten von
∂B̄r(p) am nächsten an q. Wir setzen γ = γv und behaupten γ(R) = q

43Willi Ludwig August Rinow, 1907 (Berlin) - 1979 (Greifswald)
44Die Stetigkeit von dq folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung: Wenn

xi → x, dann |dq(xi) − dq(x)| ≤ d(xi, x) → 0.
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für R = d(p, q). Anders gesagt, für t = R behaupten wir die Gleichung

t + dq(γ(t)) = R. (∗)t

Die geometrische Bedeutung von (∗)t ist, dass γ[0,t] Kürzeste ist und
wir außerdem “keinen Umweg machen”, wenn wir von p = γ(0) über
γ(t) nach q laufen, d.h. es gilt d(p, q) = d(p, γ(t)) + d(γ(t), q).

Wir werden diese Gleichung schrittweise für immer größere t bewei-
sen, “bis wir bei t = R ankommen”. Zunächst zeigen wir (∗)r. Eine
beliebige Kurve c von p nach q schneidet ∂B̄r(p), sagen wir in x′, und
wir können c in zwei Abschnitte c1 von p bis x′ und c2 von x′ bis q zer-
legen. Dann ist L(c1) ≥ r und L(c2) ≥ dq(x

′) ≥ dq(x) und also L(c) =
L(c1) + L(c2) ≥ r + dq(γ(r)). Dieselbe Ungleichung gilt dann auch für
das Infimum R aller dieser L(c), also erhalten wir R ≥ r+dq(γ(r). An-
dererseits ist nach Dreiecksungleichung R ≤ r + d(γ(r), q) und somit
gilt die Gleichheit (∗)r.

Es sei nun s = sup{t ∈ [0, R]; (∗)t gilt} ≥ r. Aus Stetigkeitsgründen
gilt dann auch (∗)s. Wir müssen also nur noch s = R beweisen. Dazu
zeigen wir allgemeiner: Gilt (∗)s für irgend ein s < R, so gilt auch noch
(∗)s+r1

für ein r1 > 0, d.h. s kann noch nicht das Supremum gewesen
sein. Der Beweis ist ähnlich wie der erste Schritt: Es sei p1 = γ(s)
und r1 < i(p1). Der Punkt x1 ∈ ∂B̄r1

(p1) sei der nächste an q, d.h. dq

nimmt auf der kompakten Menge ∂B̄r1
(p1) sein Minimum bei x1 an.

Bezeichnen wir mit γ1 den Abschnitt von γ zwischen p und p1, also
γ1 = γ|[0,s], so ist die zusammengesetzte Kurve γ1 ∪ γp1x1

mit Länge
s + r1 eine Kürzeste. Denn wegen (∗)s ist d(p, q) = d(p, p1) + d(p1, q),
und wegen der Wahl von x1 ist d(p1, q) = d(p1, x1) + d(x1, q) (jede
Kurve von p1 nach q trifft ∂B̄r1

(p1) in einem Punkt x′
1 usw. wie oben).

Also ist

d(p, q) = d(p, p1) + d(p1, x1) + d(x1, q) (∗∗)
und damit auch d(p, x1) = d(p, p1) + d(p1, x1) = s + r1, was zu zeigen
war. Eine Kürzeste kann aber keine Knicke haben (Satz 2 des vorigen
Kapitels), also ist γp1,x1

die geodätische Fortsetzung von γ1, d.h. x1 =
γ(s + r). Aus (∗∗) ergibt sich nun (∗)s+r1

.
Die Folgerung B̄R(p) = expp(B̄R(0)) ist jetzt klar: “⊃” gilt ohnehin,

weil alle Punkte von expp(B̄R(0)) mit p durch eine Geodäte mit Länge
≤ R verbunden sind, also Abstand ≤ R haben, und “⊂” folgt aus der
gerade bewiesenen Existenz einer Geodäten mit Länge ≤ R von p zu
jedem Punkt von B̄R(p). �

Satz 21.2. Satz von Hopf und Rinow: Für eine zusammenhängende
Riemannsche Mannigfaltigkeit M sind die folgenden drei Aussagen äqui-
valent:
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(1) Der Definitionsbereich von expp ist ganz TpM , für einen Punkt
p ∈ M .

(2) M ist metrisch vollständig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert.
(3) M ist geodätisch vollständig, d.h. jede Geodätische ist auf ganz

R parametrisiert.

Beweis. “(1) ⇒ (2)”: Es sei (qi) eine Cauchyfolge in M , d.h. d(qi, qj) <
ǫ falls i, j genügend groß (etwa i, j ≥ io). Nach Dreiecksungleichung ist
d(p, qj) ≤ d(p, qio) + d(qio , qj) < d(p, qio) + ǫ =: R für alle j > io, also
liegt die Folge (qj)j≥io in der kompakten Menge45 B̄R(p) = expp(B̄R(0))
und besitzt somit eine konvergente Teilfolge. Eine Cauchyfolge mit kon-
vergenter Teilfolge ist aber selbst konvergent.

“(2) ⇒ (3)”: Gegeben sei eine Geodätische γ : [0, s) → M , ohne Ein-
schränkung nach Bogenlänge parametrisiert. Wir wollen zeigen, dass γ
über s hinaus fortgesetzt werden kann. Dazu sei (ti) eine reelle Folge
mit ti ր s. Da d(γ(ti), γ(tj)) ≤ |ti − tj| < ǫ für genügend große i, j, ist
(γ(ti)) eine Cauchyfolge in M , also γ(ti) → q nach Annahme (2). Setzen
wir vi = γ′(ti), so ist |vi| = 1, und da die Fußpunkte γ(ti) konvergieren,
konvergiert auch eine Teilfolge der vi, also o.E. vi → v mit v ∈ TqM
und |v| = 1. Nach dem Satz über die stetige Abhängigkeit der Lösungen
einer gewöhnlichen Differentialgleichung von ihren Anfangswerten exi-
stieren die Geodätischen γvi

und γv auf einem gemeinsamen Intervall
(−δ, δ), und es gilt γvi

(t) → γv(t) für alle t ∈ (−δ, δ). Aber γvi
ist bis

auf die Parametrisierung ein Teil von γ, genauer: γvi
(t) = γ(ti + t), wo

immer beide Seiten definiert sind, insbesondere also für −δ < t < 0.
Somit ist γv(t) = limi γ(ti + t) = γ(s + t), d.h. die Geodätische γv

stimmt (bis auf Parametrisierung) im Intervall (−δ, 0) mit γ überein
und setzt also γ fort auf das Intervall [0, s + δ), wobei γ(τ) = γv(τ − s)
für s−δ < τ < s+δ. Also ist γ beliebig weit, d.h. auf ganz [0,∞) (und
indem wir auch γ̃(t) := γ(−t) betrachten, sogar auf ganz R) fortsetz-
bar.

“(3) ⇒ (1)” ist trivial: Wenn jede Geodätische auf ganz R definiert
ist, dann auch jede durch p, also ist expp auf ganz TpM definiert. �

22. Zweite Variationsformel

Satz 22.1. Gegeben sei eine Variation cs : [to, t1] von einer Geodäten
co = γ mit festen Endpunkten: cs(to) = p, cs(t1) = q für alle s. Mit

45Das Bild der kompakten Menge B̄R(0) unter der stetigen Abbildung expp ist
kompakt. Ist allgemein K eine folgenkompakte Menge und F : K → Y eine stetige
Abbildung in einen topologischen Raum Y , so ist F (K) folgenkompakt: Eine Folge
(F (xi)) besitzt eine konvergente Teilfolge, da (xi) in K eine konvergente Teilfolge
besitzt.
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δ = ∂
∂s

∣

∣

s=0
und δ2 = ∂2

∂s2

∣

∣

∣

s=0
und ′ = ∂t,∇t gilt:

δ2(cs) = −
∫ t1

to

〈δc, δc′′ + R(δc, γ′)γ′〉 dt.(73)

Beweis. Die erste Variationsformel für alle cs sagt

∂sL(cs) = −
∫ b

a

〈∂scs, c
′′
s〉.

Erneute Ableitung des Integranden bei s = 0 ergibt

δ〈∂scs, c
′′
s〉 = 〈δ2cs, c

′′
o〉 + 〈δc, δc′′〉 = 〈δc, δc′′〉

weil c′′o = γ′′ = 0. Nun ist

δc′′s = ∇s∇t∂tcs|s=0

= ∇t∇s∂tcs|s=0 + R(δcs, γ
′)γ′

= ∇t∇t∂scs|s=0 + R(δcs, γ
′)γ′

= δc′′s + R(δcs, γ
′)γ′

und damit

δ2L(cs) = δ∂sL(cs)

= −
∫ t1

to

δ〈∂sc, c
′′
s〉

= −
∫ t1

to

〈δcs, δc
′′
s + R(δcs, γ

′)γ′〉

�

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (73) ist eine quadratische
Form auf dem Raum der Vektorfelder längs γ, die Indexform genannt
wird. Den ersten Term im Integral kann man mit partieller Integraton
noch umformen:

(74) −
∫ t1

to

〈δcs, δc
′′
s〉 =

∫ t1

to

〈δc′s, δc′s〉 ,

weil δcs an den Randpunkten verschwindet. Dieser Term ist also po-
sitiv, und wenn die Schnittkrümmung nichtpositiv ist, K ≤ 0, dann
ist auch der zweite Term nichtnegativ und die zweite Ableitung ist
positiv; die Geodäte γ realisiert dann ein lokales Minimum der Kur-
venlängen zwischen p und q. Ist die Krümmung dagegen positiv, dann
hat der zweite Term das andere Vorzeichen; überwiegt er, so realisiert
die Geodäte γ nicht mehr den kürzesten Abstand, was ja bei einem
Großkreis auf der S

2 nach Passieren des Antipoden des Startpunktes
auch wirklich geschieht. Für kleine Intervalle [to, t1] wird der positive
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Term immer überwiegen; das ändert sich erst, wenn es ein Variations-
vektorfeld J = δcs mit J(to) = 0 = J(t1) und J ′′ + R(J, γ′)γ′ = 0 gibt,
ein Jacobifeld, das an beiden Randpunkten verschwindet (siehe folgen-
der Abschnitt). Ist t1 der minimale Wert, für den ein solches Vektorfeld
existiert, so ist γ|[to,t′

1
] für alle t′1 < t1 noch lokal Kürzeste, weil δ2L > 0

für alle Variationen von γ|[to,t′
1
]. Aber für γ|[to,t1] gibt es plötzlich Va-

riationen, für die die zweite Ableitung verschwindet: δ2L(cs) = 0 falls
δcs = J . Dann nennt man den Punkt γ(t1) den ersten konjuguierten
Punkt zu γ(to) längs der Geodäten γ. Verlängert man γ noch über den
ersten konjugierten Punkt hinaus, kann man Variationen finden, für die
die zweite Ableitung sogar negativ ist; solche Variationen verkürzen al-
so tatsächlich. Man erhält sie, wenn man das Jacobifeld durch Null
fortsetzt und dann die Ecke abschneidet.

t ttkonjo 1

γ

J(t)

23. Geodätische Variationen, Jacobifelder

Die Riemannsche Exponentialabbildung expp verwendet alle von p ∈
M ausgehenden Geodäten. Diese bilden eine n−1-parametrige Familie
von Geodäten. Wir wollen allgemeiner Variationen γs(t) betrachten,
deren Kurven γs sämtlich Geodäten sind, geodätische Variationen. Sie
werden uns die geometrische Bedeutung des Krümmungstensors zeigen.
Dieses Problem wurde für Flächen bereits von Jacobi46 studiert; das
Variationsvektorfeld einer geodätischen Variation, δγs(t) entlang der
Geodäten γ = γ0 : I → M , wird deshalb Jacobifeld genannt und
oft mit J(t) bezeichnet. Welche besonderen Eigenschaften hat dieses
Variationsvektorfeld? Die Geodätengleichung ∇t∂tγs(t) = 0 gibt auch
eine Differentialgleichung für J ; wir brauchen dazu diese Gleichung nur
noch einmal nach s abzuleiten:

0 = ∇s∇t∂tγs

= ∇t∇s∂tγs + R(∂sγs, ∂tγs)∂tγs

= ∇t∇t∂sγs + R(∂sγs, ∂tγs)∂tγs

und für s = 0 erhalten wir

(75) J ′′ + R(J, γ′)γ′ = 0 ,

46Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804 (Potsdam) - 1851 (Berlin)
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wobei wir J ′′ für ∇t∇tJ geschrieben haben. Dies ist eine lineare Dif-
ferentialgleichung, die Linearisierung der Geodätengleichung.47 Dass
J ′′ eine zweifache kovariante Ableitung ist, macht keinen Unterschied;
wir können J mit Hilfe einer parallelen ONB E1(t), . . . , En(t) längs
γ darstellen als J =

∑

jiEi mit Funktionen ji : I → R, dann ist
J ′′ = j′′i Ei, und j′′i sind gewöhnliche zweite Ableitungen. Anders aus-
gedrückt: Durch Parallelverschiebung lassen sich alle Tangentialräume
längs γ identifizieren, und J ′′ wird zur gewöhnlichen Ableitung. Es ist
leicht zu sehen, dass jedes Vektorfeld J längs γ mit (75) auch wirk-
lich Variationsvektorfeld einer geodätischen Variation ist; wir können
damit als Jacobifelder einfach die Lösungen von (75) bezeichnen.

Wir sehen nun die geometrische Bedeutung des Terms R(J, γ′)γ′: er
bestimmt die zweite Ableitung einer Variation von Geodäten. Genau-
er gesagt ist dafür nicht der volle Krümmungstensor, sondern die li-
neare Abbildung Rγ : v 7→ R(v, γ′)γ′ auf Tγ(t)M verantwortlich (wir
unterdrücken die Variable t in der Notation); er wird manchmal auch
Jacobioperator genannt. Nach den Krümmungsidentitäten ist Rγ selbst-
adjungiert:

〈Rγv, w〉 = 〈R(v, γ′)γ′, w〉
= 〈R(γ′, w)v, γ′〉
= 〈R(w, γ′)γ′, v〉
= 〈Rγw, v〉.

Die Diagonalwerte 〈Rγv, v〉 dieser linearen Abbildung sind Schnitt-
krümmungen, wenn v ⊥ γ′ und |v| = 1, denn 〈Rγv, v〉 = K(γ′, v).
Insbesondere sind die Eigenwerte Schnittkrümmungen, wenn man von
dem Eigenwert 0 zum Eigenvektor γ′ absieht (Rγγ

′ = R(γ′γ′)γ′ = 0):
Ist Rγv = λv mit |v| = 1, v ⊥ γ′, so ist λ = 〈Rγv, v〉 = K(γ′, v). Damit
deutet sich der folgende Sachverhalt an: Ist K ≤ 0, dann haben die
Geodäten die Tendenz, wieder zusammenzukommen, bei K ≤ 0 dage-
gen, auseinanderzustreben, stärker noch als im euklidischen Raum.

K<0 K=0 K>0

Der Fall K ≤ 0 ist der einfachere:

47Allgemein erhalten wir die Linearisierung einer gewöhnlichen Differentialglei-
chung durch Ableiten einer Schar von Lösungen nach dem Scharparameter; dies
ergibt immer ein Vektorfeld entlang einer Lösungskurve, das eine lineare Differen-
tialgleichung erfüllt.
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Lemma 23.1. Bei Schnittkrümmung K ≤ 0 ist |J |2 = 〈J, J〉 konvex
für jedes Jacobifeld und deshalb nach einer Nullstelle monoton steigend.

Beweis.
1

2
〈J, J〉′′ = 〈J ′, J〉′ = 〈J ′′, J〉 + 〈J ′, J ′〉(76)

= −〈R(J, γ′)γ′, J〉 + |J ′|2 ≥ 0,

also ist die Funktion 〈J, J〉 konvex. An einer Nullstelle to von 〈J, J〉 ist
〈J, J〉′(to) > 0 und wegen der Konvexität 〈J, J〉′(t) > 0 für alle t ≥ to,
also ist 〈J, J〉 monoton steigend. �

Damit erhalten wir ein erstes globales Ergebnis:

Satz 23.1. Satz von Hadamard-Cartan:48 Ist M vollständig mit
Schnittkrümmung K ≤ 0, dann ist die Riemannsche Exponentialabbil-
dung expp : TpM → M für jedes p ∈ M ein surjektive lokaler Diffeo-

morphismus und sogar eine Riemannsche Überlagerung für eine geeig-
nete Riemannsche Metrik auf TpM = R

n.

Beweis. (D expp)vw = δ expp(v + sw) = δγv+sw(1) = J(1) für das
Jacobifeld J = δγv+sw mit J(0) = 0. Nach dem vorigen Lemma ist
J(1) 6= 0, also ist (D expp)v injektiv für jedes v ∈ TpM und expp ist ein
lokaler Diffeomorphismus; außerdem ist expp surjektiv nach dem Satz
von Hopf-Rinow. Wenn wir TpM mit der durch e = expp zurückgeholten
Riemannschen Metrik versehen,

gu(v, w) = 〈Deuv,Deuw〉
für alle u, v, w ∈ TpM , dann ist diese Metrik vollständig, denn die
Strahlen durch 0 sind auf ganz R+ definierte Geodäten für g, wobei wir
die radiale Isometrieeigenschaft von expp benutzt haben. Nach Hopf-
Rinow ist g damit vollständig. Eine surjektive lokale Isometrie e = π :
P → M ist eine Riemannsche Überlagerung, falls P vollständig und
einfach zusammenhängend ist. �

Bemerkung:

o x

xα( )

M

P

π
p w

w

o

π w

α

Um Letzteres einzusehen, fixieren wir einen Punkt o ∈ P . Jedem Punkt
p ∈ P mit π(p) = π(o) können wir folgendermaßen eine Isometrie von

48Jacques Salomon Hadamard, 1865 (Versailles) - 1963 (Paris),

Élie Cartan, 1869 (Dolomieu) - 1951 (Paris)
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P zuordnen: Weil π lokale Isometrie ist, gibt es Umgebungen Up von p
und Uo von o, für die α = (π|Up

)−1 ◦ (π|Uo
) : Uo → Up eine Isometrie

ist. Diese können wir global auf ganz P fortsetzen: Für jedes x ∈ P
betrachten wir einen stetigen Weg w : [0, 1] → P von w(0) = o nach
w(1) = x und seine Projektion π ◦ w in M . Weil P einfach zusam-
menhängend ist, sind je zwei solche Wege ineinander deformierbar bei
festen Randpunkten (homotop). Weil π eine lokale Isometrie ist, können
wir π ◦w zu einem anderen Weg wo in P “hochheben”, π ◦wo = π ◦w,
diesmal mit Anfangspunkt wo(0) = p. Wir setzen nun α(x) = wo(1).
Damit haben wir eine lokale Isometrie α mit π ◦α = id definiert. Diese
ist injektiv: Ist α(x) = α(x̃) =: y, so gibt es einen zweiten Weg w1 von
p nach y in P , und weil P einfach zusammenhängend, sind wo und w1

homotop. Dann ist auch π ◦ wo homotop zu π ◦ w1, und ebenso sind
die Hochhebungen dieser Wege mit Anfang p homotop. Letztere enden
bei x und x̃, also gilt x̃ = x. Als lokale Isometrie ist α auch surjek-
tiv. Somit ist α bijektiv und damit eine Isometrie. Diese Isometrien
α = αp, p ∈ Fo = π−1π(o) bilden zusammen eine Untergruppe H der
Isometriengruppe von P , die Deckgruppe von π: Das ist die Menge aller
Isometrien α von P mit π ◦α = π. Wenn ein solches αp einen Fixpunkt
hat, αp(x) = x, dann folgt w = wo und damit p = o, und diese Isome-
trie αo ist nach Definition die Identität. Die Gruppe H operiert also
frei, und es gilt P/H = M .

24. Die Riccatigleichung

Für Schnittkrümmung K ≥ 0 ist die Wirkung der Kümmung nicht
mehr so einfach zu sehen, weil in diesem Fall die beiden Terme auf der
rechten Seite von (76) gegeneinander arbeiten. In der Tat gibt es selbst
im Fall K = 1 Geodäten, die sich nicht annähern, sondern immer den
gleichen Abstand beibehalten, zum Beispiel die Hopfkreise auf S

3. Aber
wir wollen zeigen, dass viele geodätische Variationen doch die Tendenz
haben, zusammenzulaufen, insbesondere solche, die von einem gemein-
samen Punkt p ausgehen. Allgemeiner betrachten wir Geodäten, deren
Anfangsvektoren die Einheitsnormalvektoren einer festen Hyperfläche
(zum Beispiel eine Abstandsspäre um p) S ⊂ M sind. In jedem Punkt
s ∈ S sei νs ∈ TsM der Einheitsnormalvektor und γs := γνs

die Geodäte
mit diesem Anfangsvektor. Alle diese Geodäten zusammen bilden eine
lokale Parametrisierung

φ : S × I → M , φ(s, t) = γs(t),

und die Abbildung s 7→ φ(s, t) für festes t beschreibt die Parallelhyper-
fläche zu S im Abstand t, genannt St.
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S

s

St

γs
v

J(t)T
T

Die partielle Ableitung T = ∂tφ ist das Tangentialvektorfeld an die
Geodäten γs und erfüllt demnach die Gleichung ∇T T = 0, und für
jeden Tangentenvektor v ∈ TsS ist J(t) = Dφ(s,t)v ein Jacobifeld längs
γs, das Variationsfeld der Geodäten γs in Richtung von v. Ein solches
Jacobifeld heißt S-Jacobifeld. Da die partiellen Ableitung in t- und s-
Richtung vertauschbar sind, gilt [T, J ] = 0 (man kann sich v zu einem
Tangentialvektorfeld auf S und damit J zu einem lokalen Vektorfeld
auf M fortgesetzt denken), also

J ′ = ∇T J = ∇JT = UJ mit U = ∇T .

Dieser Tensor U = ∇T ist für t = 0 die Weingartenabbildung oder der
Formoperator der Hyperfläche S was im Wesentlichen dasselbe ist wie
die Zweite Fundamentalform α von S, denn ür alle v, w ∈ TsS ⊥ T gilt

〈α(v, w), T 〉 = 〈∇vw, T 〉 = −〈w,∇vT 〉 = −〈w,Uv〉 .

Diese Rechnung zeigt auch, dass U eine selbstadjungierte lineare Abbil-
dung auf TsS ist, weil α symmetrisch ist. Für beliebiges t müssen wir
S durch St ersetzen.

Satz 24.1. Der Formoperator U(t) von einer Parallelschar von Hyper-
flächen St entwickelt sich längs einer normalen Geodäten γ gemäß der
folgenden Differentialgleichung vom Riccati-Typ,49

(77) U ′ + U2 + Rγ = 0.

Beweis. Für jedes S-Jacobifeld haben wir oben die Differentialglei-
chung

(78) J ′ = UJ

gefunden. Durch weiteres Ableitung erhalten wir durch Einsetzen von
(75) und (78):

−RγJ = J ′′ = (UJ)′ = U ′J + UJ ′ = U ′J + UUJ ,

also (U ′ + U2 + Rγ)J = 0 für alle S-Jacobifelder J und damit die
Behauptung. �

49Das ist ein Typ von Differentialgleichungen erster Ordnung, bei der die ge-
suchte Funktion U quadratisch vorkommt, aber nicht in höherer Ordnung. Sie ist
benannt nach Jacopo Francesco Riccati, 1676 (Venedig) - 1754 (Treviso), der eine
Klassifikation der Differentialgleichungen versucht hat.
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Wir wollen diese Gleichung kurz Riccatigleichung nennen. Mit ihr
lässt sich viel mehr anfangen als mit der Jacobigleichung, denn sie hat
eine gute Vergleichstheorie:

Satz 24.2. Hat man zwei solche Gleichungen U ′
i + U2

i + Ri = 0 mit
R1 > R2 (d.h. R1 − R2 ist positiv definit) und U1(to) < U2(to) für ein
to, dann folgt U1(t) < U2(t) für alle t ≥ to, solange die Lösung U1(t)
existiert.50

Beweis.

(U1 − U2)
′ = U2

2 − U2
1 + R2 − R1 < U2

2 − U2
1 . (∗)

Nehmen wir an, die Ungleichung U1(t) < U2(t) wäre für irgend ein
t > to verletzt. Dann gibt es ein kleinstes solches t; nennen wir es
t1. Für to ≤ t < t1 ist also U2(t) − U1(t) noch positiv definit, für
t = t1 aber nicht mehr. Bei t1 ist U2 − U1 aus Stetigkeitsgründen noch
immer positiv semi-definit, aber nicht mehr positiv definit; es gibt also
einen nichttrivialen Kern und damit ein v 6= 0 mit U2v = U1v. Bei
t1 gilt demnach 〈(U2

2 − U2
1 )v, v〉 = |U2v|2 − |U1v|2 = 0. Die Funktion

f(t) = 〈(U1(t) − U2(t))v, v〉 erfüllt also f(t1) = 0 und f ′(t1) < 0 wegen
(∗), aber f(t) < 0 für to ≤ t < t1, das ist ein Widerspruch! �

Für Rγ = I ist U(t) = cot(t− to)I eine Lösung von (77). Für Rγ > I
hat also jede Lösung U einen Pol, spätestens bei t = π. Für die S-
Jacobifelder bedeutet dies wegen (78), dass sie an einer Stelle t1 ≤ π
verschwinden müssen. Insbesondere gilt das für solche Jacobifelder, die
bei to = 0 verschwinden; auch diese müssen bei t1 ≤ π eine zweite
Nullstelle haben. Die Geodäten, die von p = γ(0) ausgehen, kommen
also spätestens im Abstand π wieder zusammen, jedenfalls in erster
Ordnung. Dasselbe gilt aus Stetigkeitsgründen auch noch für Rγ ≥ I.

Satz 24.3. Satz von Bonnet-Myers Ist M eine vollständige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrümmung K ≥ 1, so ist M
kompakt, und der maximale Abstand von zwei Punkten in M ist höch-
stens π (wie auf S

2).

Beweis. Nach dem ersten konjugierten Punkt hört jede Geodäte auf,
Kürzeste zu sein. Dieser tritt im Abstand ≤ π vom Anfangspunkt auf.
Deshalb kann keine Kürzeste länger als π sein. Da M vollständig ist,
kann jeder Punkt mit einem festen Punkt p durch eine Kürzeste ver-
bunden werden. Daher ist M = expp(Bπ(0)) kompakt. �

50Wenn eine Lösung U der Riccatigleichung (77) eine Singularität entwickelt,
dann geht dort |U |2 = SpurU2 gegen ∞. Weil U ′ = −U2 −R kurz vor der Singula-
rität negativ ist, muss ein Eigenwert von U gegen −∞ gehen. Solange U1 existiert,
muss deshalb U2 > U1 auch existieren.
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Die Voraussetzung ist allerdings viel zu stark, weil wir längs jeder
Geodäten nur ein einziges Jacobifeld mit zwei Nullstellen brauchen; wir
haben aber gezeigt, dass jedes Jacobifeld im Abstand ≤ π zwei Null-
stellen hat. Es genügt, vorauszusetzen, dass die Riccikrümmung min-
destens so groß wie die der Sphäre gleicher Dimension n ist, nämlich
n − 1; dies zu sehen war der Beitrag von Myers.51 Technisch gesehen
müssen wir dazu nur die Spur der Riccatigleichung (77) bilden; die
Spur von U erfüllt dann eine skalare Riccati-Ungleichung: Wir setzen
u = Spur U/(n− 1) und zerlegen U in seinen Spurteil und seinen spur-
freien Teil: U = uI + Uo mit Spur Uo = 0. Diese Zerlegung ist ortho-
gonal bezüglich des üblichen Spur-Skalarprodukts auf dem Raum Sn−1

der selbstadjungierten linearen Abbildungen auf TsS = R
n−1, denn

Spur U = 〈U, I〉 und damit ist uI die Komponente von U in Richtung
I und Uo ⊥ I. Somit folgt Spur(U2) = |U |2 = |uI|2 + |Uo|2 und die
Spur von (77) ergibt

(79) u′ + u2 + r̂ = 0

mit r̂ = Ric(γ′)+|Uo|2
n−1

≥ r = Ric(γ′)
n−1

. Mit der Voraussetzung r̂ ≥ r ≥ 1
erhalten wir einen Pol für u im Abstand ≤ π wie vorher, und minde-
stens eins der Jacobifelder, die in γ(0) verschwinden, muss im Abstand
≤ π eine zweite Nullstelle haben, also einen konjugierten Punkt. Damit
kann keine Kürzeste länger als π sein.

25. Der Sphärensatz

Satz 25.1. Sphärensatz von Berger und Klingenberg (1961)52

Eine einfach zusammenhängende vollständige Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit 1

4
< K < 1 ist homöomorph zur Sphäre S

n.

Dieses Resultat ist deshalb besonders berühmt geworden, weil die
Voraussetzung nicht verbessert werden kann: Für 1

4
≤ K ≤ 1 gibt es

Gegenbeispiele, die projektiven Ebenen und Räume über C, H und O.
Wir werden sehen, warum der Beweis nur “homöomorph”, nicht “dif-
feomorph” liefert. Es gibt in der Tat ab Dimension 7 differenzierbare
Mannigfaltigkeiten, die homömorph, aber nicht diffeomorph zur Sphäre
sind, sogenannte exotische Sphären; die ersten wurden von John Mil-
nor (geb. 1931) entdeckt.53 Lange Zeit hat man sich gefragt, ob auch

51Myers, S. B.: Riemannian manifolds with positive mean curvature, Duke Ma-
thematical Journal 8 (2): 401404 (1941)

52Marcel Berger, geb. 1927 (Paris),
Wilhelm Klingenberg, 1924 (Rostock) - 2010 (Bonn)

53Milnor, John W.: On manifolds homeomorphic to the 7-sphere. Annals of Ma-
thematics 64 (1956), 399405
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solche Räume eine Metrik mit 1
4

< K < 1 tragen können. Gromoll und
Meyer54 fanden 1974 immerhin eine Metrik mit K ≥ 0 auf der einfach-
sten exotischen 7-Sphäre.55 Aber 2009 zeigten Brendle und Schoen56

mit den Methoden, die Perelman beim Beweis der Poincaré-Vermutung
entwickelt hatte, dass man im Sphärensatz das Wort “homöomorph”
tatsächlich durch “diffeomorph” ersetzen kann. Ein ehemaliger Augs-
burger Student, Christoph Böhm, hat einen wesentlichen Beitrag dazu
geleistet. Die folgende Beweisskizze des topologischen (“homöomorph”)
Sphärensatzes stammt von einer Idee von M. Gromov.57

Beweis. Wir dürfen aus Kompaktheitsgründen annehmen, dass die Schnitt-
krümmung von M zwischen der einer kleinen Sphäre vom Radius 1+ ǫ
(Krümmung 1−ǫ1 und einer großen Sphäre vom Radius 2−ǫ (Krümmung
1
4
+ ǫ2 liegt. Der Vergleichssatz der Riccati-Gleichung kann so interpre-

tiert werden: Je größer die Schnittkrümmung (R1 > R2) desto mehr
krümmt sich eine Parallelhyperflächenschar bei entsprechenden An-
fangsbedingungen nach außen, desto “konkaver” ist sie (U1 < U2). Das
wenden wir an auf das exp-Bild des abgeschlossenen Balles von Ra-
dius π im Tangentialraum eines Punktes p in M und in den beiden
Vergleichssphären S1+ǫ und S2−ǫ.

MS S
1+ε 2−ε

C

Bπ π

π

p

In der kleinen Sphäre ist das ein Ball, der fast bis zum Antipoden-
punkt geht, aber noch nicht ganz; der entsprechende Formoperator
U1 der Sphäre hat also noch keine Singularität. Deshalb hat auch der
Formoperator U von Σt = expp(∂Bt(0)) in der schwächer gekrümmten

54Detlef Gromoll, 1938 (Berlin) - 2008 (Stony Brook, N.Y.), Wolfgang Meyer,
geb. 1936

55Gromoll, D., Meyer, W.: An exotic sphere with nonnegative sectional curva-
ture, Annals of Math. 100 (1974), 401 - 406

56Brendle, Simon; Schoen, Richard: Manifolds with 1/4-pinched curvature are
space forms, Journal of the American Mathematical Society 22 (2009) 287307

57J.-H. Eschenburg: Local convexity and nonnegative curvature - Gromov’s proof
of the sphere theorem. Invent. math. 84, 507 - 522 (1986). Der ursprüngliche Beweis
findet sich in D. Gromoll, W. Klingenberg, W. Meyer: Differentialgeometrie im
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Mannigfaltigkeit M für t ≤ π noch keine Singularität, d.h. expp ist

lokaler Diffeomorphismus auf B̄π(0) und Σπ = expp(∂Bπ(0)) ist eine
glatte Hyperfläche.

In der großen Sphäre S2−ǫ dagegen reicht der Ball vom Radius π ge-
rade über den Äquator bis in die Südhalbkugel hinein und fängt dort
bereits an, “konkav” zu sein, U2(π) < 0. Das gleiche muss auf der
stärker gekrümmten Mannigfaltigkeit M gelten. Das Komplement C
des Gebietes B = expp(Bπ(0)) ist also streng konvex in dem Sinne,
dass sich der Rand Σπ wie bei einem streng konvexen Gebiet verhält.
Kompakte lokal konvexe Gebiete in einer Mannigfaltigkeit mit K ≥ 0
sind aber lokal diffeomorph zu einem Ball, wie im R

n. Beide Teile B
und C von M sind also lokal diffeomorph zu einem Ball und M damit
lokal diffeomorph zu einer Mannigfaltigkeit, die sich aus zwei Bällen
zusammensetzen lässt (“Nordhalbkugel” und “Südhalbkugel”) und da-
her homömorph zur Sphäre S

n ist. Weil M einfach zusammenhängt, ist
der lokale Diffeomorphismus ein globaler.

Wir haben dabei etliche Schwierigkeiten unterschlagen. Zwar ist Σπ

eine glatte Hyperfläche, aber sie kann immersiert sein, d.h. Selbst-
schnitte sind zugelassen. Wir müssen zeigen, dass eine immersierte
streng lokal konvexe Hyperfläche in M mit K ≥ 0 einen immersier-
ten Ball berandet. Bei Dimension n = 2 stimmt das nicht, denn es gibt
lokal konvexe geschlossene Kurven mit beliebig großer Windungszahl in
der Ebene. Aber ab Dimension n = 3 kann man solche Komplikationen
ausschließen. Im euklidischen R

n zum Beispiel muss eine lokal streng
konvexe geschlossene immersierte Hyperfläche eine eingebettete Sphäre
sein, denn die Gaußsche Normalenabbildung auf die Sphäre S

n−1 ist ein
lokaler Diffeomorphismus und muss injektiv sein, weil S

n−1 einfach zu-
sammenhängend ist für n ≥ 3. Dieses Argument von Hadamard kann
man in unserer Situation lokal benutzen und damit den Satz zeigen.
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