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1. Méngel des Riemannschen Integralbegriffs

Das Riemannsche Integral ist vollig ausreichend, solange man es nur
mit der Integration einer Funktion zu tun hat. Probleme gibt es erst mit
Funktionsfolgen: Nur bei gleichmafliger Konvergenz wissen wir, dass
Limes und Integral vertauschen. Das ist in vielen Situationen nicht
ausreichend. Die einfachste solche Situation haben wir bereits bei un-
eigentlichen Integralen wie fol(l /V/x)dz oder [ z*dx angetroffen: Das
erste dieser beiden Integrale 148t sich z.B. als limy_, | fx deuten fiir die
Funktionenfolge f; : (0,1) — R mit fx(z) = 1/y/x fir 1/k < 2 < 1 und
fr(z) = 0 fiir 0 < < 1/k. Die Limesfunktion f(z) = 1/4/z ist nicht
beschréankt und daher nicht Riemann-integrierbar, und die Konvergenz
fr — f ist nicht gleichméfig; dennoch definieren wir ein “uneigentli-
ches” Integral fiir f mit dem Wert fol f =lim fol fi = 3vzlh =1/2.

Man konnte meinen, dass es nur die Unbeschréanktheit der Funktion
oder des Integrationsbereiches ist, die hier Probleme macht, aber das ist
nicht so, wie das néchste Beispiel zeigt, in dem wir die charakteristische
Funktion einer offenen Teilmenge des Intervalls (0, 1) betrachten: Es sei
{q1,q2, ...} eine Abzidhlung der rationalen Zahlen in (0, 1) und

Ue = (Jlg—€¢/2,q;+¢/2)N(0,1)

i=1
o

U = U(Qj - 6/2j’qj + G/Qj) N (07 1)

j=1
1
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Dann ist Uy Jordan-messbar bzw. f; = 1y, Riemann-integrierbar mit

k
/fk = pu(Up) < ZQE/Qj < 2.
=1

Aber f = 1y = lim f ist nicht Riemann-integrierbar bzw. U = |J Uy
nicht Jordan-messbar, denn da U dicht in (0, 1) ist (U enthélt ja alle
rationalen Zahlen in (0,1)), ist das duBere MaB [ f = p*(U) = 1,
wéhrend fiir das innere Maf3 gilt:

/f = 1 (U) = lim p(Uy) < 2e.

Beweis: Um das innere Maf} zu berechnen, miissen wir U von innen
durch endlich viele kompakte Intervalle ausschopfen. Ist A solch ein
kompaktes Intervall mit A C U, so gibt aber bereits ein k& € N mit
A C Uy, denn andernfalls hitte die Folge (A \ Uy) von immer klei-
ner werdenden kompakten Mengen einen nichtleeren Durchschnitt, al-
so A\ U # () und somit A ¢ U. Eine beliebige endliche Vereinigung
von kompakten Intervallen A; C U ist daher bereits in einem der Uy
enthalten und damit p({J, 4i;) < p(Uy). Da wir p,(U) durch p(J; 4;)
approximieren, folgt ., (U) = lim pu(Uy).

Beiden beschriebenen Situationen ist gemeinsam, dass die Funkti-
onsfolge (fx) monoton gegen f konvergiert (“fi,  f”) und die Fol-
ge der Integrale ([ fx) beschrankt und natiirlich auch monoton ist
(fesr > fx = [ fes1 > [ fx) und deshalb konvergiert. In einer
solchen Situation wiirden wir gerne auch die Limesfunktion f = lim fj
integrierbar nennen mit [ f =lim [ fx. Um dies zu erreichen, muf} der
Begriff der Integrierbarkeit ausgeweitet werden.

Monotone Konvergenz sollte allerdings auch nicht das entscheiden-
de Kriterium fiir Integrierbarkeit sein. Die Monotonie geht durch eine
geringe Abéanderung der f; bereits verloren, ohne dass sich dies auf
die Konvergenz auswirken mufl. Das richtige Kriterium ist, anschau-
lich gesprochen, dass zwischen den Graphen von fr,; und fi, besser
noch zwischen den Graphen von f,, und fj (fiir beliebige m) ein sehr
kleines Volumen liegt, wenn k& grof§ wird. In Formeln heifit das:

Ve>03NVk,zzN/|fk — fil <e

Eine solche Folge von integrierbaren Funktionen (f;) werden wir L-
Cauchyfolge nennen, und der ausgeweitete Integralbegriff von Lebes-
gue wird gerade so gemacht sein, dass die Limesfunktionen solcher
Folgen, f = lim f;, auch integrierbar sind mit [ f = lim [ f;. Fiir
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alle Theorien, die sich mit Funktionenrdumen beschéftigen, zum Bei-
spiel Wahrscheinlichkeitstheorie (Raum der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen), Physik (Raum der Wellenfunktionen) oder Variationsrechnung
(Raum der Funktionen, auf denen ein gegebenes Funktional minimiert
werden soll), ist dieser erweiterte Integralbegriff unentbehrlich.

Wir werden sehen, dass wir zunéchst sogar einen Schritt zuriick ge-
hen und statt aller Riemann-integrierbaren Funktionen nur die steti-
gen mit kompaktem Tréager betrachten diirfen, also die stetigen Funk-
tionen auf R”, die auBerhalb einer kompakten Menge Null sind. (Der
Trager einer Funktion ist der Abschlufl der Menge, auf der die Funk-
tion nicht Null ist.) Der Vektorraum aller stetigen Funktionen mit
kompaktem Trager auf R™ wird mit Cy(R™) bezeichnet. Die Lebesgue-
integrierbaren Funktionen (darunter alle Riemann-integrierbaren) wer-
den genau die Limiten von L'-Cauchyfolgen in Cy(R™) sein. Der Vor-
teil dieser Einschrinkung ist, dass solche L!-Cauchyfolgen tatsiichlich
richtige Cauchyfolgen fiir eine Norm auf Cy(R™) sind, nédmlich fiir die

L'-Norm
1l = / 71

Man zeige als Ubung, dass dies eine Norm auf Cy(R") ist (vgl. §1)!
Wir werden nun zunéchst abstrakt erkléren, wie man einen normierten
Vektorraum oder allgemeiner einen sog. Metrischen Raum durch Hin-
zunahme aller “Limiten” von Cauchyfolgen vervollstindigen kann, so
wie man die reellen Zahlen durch Limiten von Cauchyfolgen rationaler
Zahlen gewinnt. Wir werden zeigen, dass zu jedem abstrakten Limes ei-
ner L'-Cauchyfolge eine im wesentlichen eindeutig bestimmte Funktion
gehort, gegen die eine Teilfolge der Cauchyfolge “fast iiberall” punkt-
weise konvergiert, und dass insbesondere alle Riemann-integrierbaren
Funktionen (mit dem bisherigen Integralwert) dazugehoren. Schlielich
werden wir sehen, welche Grenzwertsétze in dieser neuen Integrations-
theorie gelten. Die hier gegebene Darstellung lehnt sich stark an [Alt]
an.

2. Vervollstéandigung metrischer Raume

Um das Problem der Vervollstdndigung moglichst einfach und un-
abhéngig von allen speziellen Eigenschaften des Integrals zu beschrei-
ben, fithren wir einen sehr abstraken Begriff ein. (Der Sinn der Ab-
straktion ist ja iiberhaupt, dass von allen speziellen Eigenschaften, die
fiir das ins Auge gefate Phanomen unwesentlich sind und die Sicht nur
verstellen, abgesehen werden kann.) Eine Metrik oder Abstandsfunktion
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auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X x X — R mit folgenden
Eigenschaften: Fiir alle z,y, z € X gilt:

o 1. (Positivitét) d(z,y) > 0 mit d(z,y) =0 <= = =1y,
e 2. (Symmetrie) d(y,x) = d(z,y),
e 3. (Dreiecksungleichung) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Diese drei Axiome enthalten alle Eigenschaften, die ein verniinftiger
Abstandsbegriff wie z.B. der Abstand im R", d(z,y) = |z — y|, ha-
ben sollte. Ist X ein Vektorraum iiber R mit einer Norm || ||, so ist
d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik auf X. Statt d(z,y) wollen wir in Zu-
kunft wieder |x — y| schreiben; das Zeichen “—” meint nicht notwendig
eine Differenz, sondern der ganze Ausdruck |z — y| soll nur den Funk-
tionswert d(x,y) beschreiben. Eine Menge X mit einer Metrik d auf X
heilt auch metrischer Raum.

Die Begrifte Cauchyfolge und konvergente Folge sind wie bisher de-
finiert: Ist (xg)ken (kurz: (xy)) eine Folge in X, d.h. eine Abbildung
k— x,: N — X so definiert man

(l’k) Cauchyfolge < V€>03va7121\7 ‘l’k — iL’l’ <€,
T — T e v€>03va2N ’l’k — .’L" < €.

Konvergente Folgen sind Cauchyfolgen, aber nicht notwendig umge-
kehrt.! Wenn alle Cauchyfolgen konvergieren, so heilen die Metrik und
der metrische Raum wvollstindig.

Ist X nicht vollstindig, so wollen wir einen gréfleren metrischen
Raum X konstruieren, der vollstindig ist, die Vervollstindigung von X.
Das einfachste Modell dafiir ist X = Q (rationale Zahlen) und X = R.
Eine reelle Zahl 148t sich z.B. durch einen unendlichen Dezimalbruch
n+0, ajasas... beschreiben. Dieser stellt eine Cauchyfolge von endlichen
Dezimalbriichen, also rationalen Zahlen ¢, = n+0, ay...a; dar. Jede re-
elle Zahl lasst sich also als Cauchyfolge rationaler Zahlen beschreiben,
und in diesem Sinne kénnten wir R als die Menge der Cauchyfolgen in
Q bezeichen. Allerdings 148t sich dieselbe reelle Zahl auf viele verschie-
dene Weisen durch Cauchyfolgen rationaler Zahlen beschreiben: Dual-,
Trial-, Dezimal-, Hexadezimalzahlen usw., andere unendliche Reihen,
Kettenbriiche u.a.m. Daher miissen wir alle diejenigen Cauchyfolgen
miteinander “identifizieren” (als “gleich” ansehen), die dieselbe reelle
Zahl beschreiben; dies ist fir zwei Cauchyfolgen (x)) und (yx) genau

L Allerdings gilt fiir jede Cauchyfolge (z): Falls xy, — x fiir eine Teilfolge (xy,),
so gilt x, — x, denn |z — 2| < |z — zx,| + |2k, — 2|, und der erste Summand
auf der rechten Seite ist klein wegen der Cauchy-Eigenschaft von (xy), der zweite
wegen der Konvergenz von (zy; ).
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dann der Fall, wenn |z}, — y| — 0. Mit anderen Worten, Elemen-
te von X sind nicht einzelne Cauchyfolgen, sondern Aquivalenzklassen
von Cauchyfolgen unter der Aquivalenzrelation

(zr) ~ (yr) = |zx —yr| — 0. (1)

In einem beliebigen metrischen Raum X machen wir es ebenso und
definieren X als die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen
in X unter der durch (1) definierten Aquivalenzrelation. Man konnte
zwei solche Cauchyfolgen kofinal (= “mit gemeinsamem Zielpunkt”)
nennen. Fiir zwei Cauchyfolgen z = (x;) und ¢y = (yx) in X definieren
wir nun einen “Abstand”

|z — g| ;= lim |z — ygl. (2)

Nach (1)ist z ~ y <= |z—y| = 0, und es ist sofort zu sehen, dass wir
damit auf X eine Metrik definiert haben (Ubung). Der urspriingliche
metrische Raum X kann als Teilmenge von X aufgefafit werden, indem
wir jedes # € X als Aquivalenzklasse der konstanten Folge (z;) mit
x = x fiir alle k auffassen. Nach (2) ist der Abstand von zwei Punkten
z,y € X derselbe in X und X, daher ist X wirklich eine Erweiterung
von X.

1. Satz: X ist vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass jede “alte” Cauchyfolge (z)) mit
zp € X in X konvergiert, namlich gegen ihre eigene Aquivalenzklasse
T = [(x)]. Dazu miissen wir den Abstand |zj, —Z| in X berechnen, d.h.
jedes einzelne z;, als konstante Folge auffassen und die Definition (2)
anwenden: Da (xj) Cauchyfolge ist, gilt

k—oo

|z — z| = lim |z —a] — 0
l—o00

und somit z; — 7 in X.

Wir miissen aber viel mehr zeigen, namlich dass alle Cauchyfolgen in
X, also auch die vielen neu hinzugekommenen, konvergent sind. Es sei
also (Z,) eine Cauchyfolge in X. Jedes Folgenglied Z; repriisentiert eine
Cauchyfolge (zx;)jen in X. Eine beliebige Cauchyfolge (y;) in X hat
nun folgende Eigenschaft: Sie konvergiert zwar vielleicht nicht wirklich,
aber doch “beinahe”, d.h. fiir jedes € > 0 gibt es ein y € X mit der
Eigenschaft

InVisn |y —yl < € (3)

nach Definition einer Cauchyfolge kénnen wir z.B. y = y,,, fiir gentigend
grofiles m wiahlen. Fassen wir die Cauchyfolge (yx) in X wieder als
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Reprisentant eines Elements § € X auf, so kénnen wir (3) auch so
ausdriicken (vgl. (2)):

G-yl <e
Somit kénnen wir also auch fiir unsere 7, € X ein z; € X finden mit

fiir alle k& € N. Die Folgen (7;) und (7;) in dem metrischen Raum X
sind damit kofinal, d.h. |Z; — zx| — 0, und insbesondere ist mit (Zy)
auch (x,) eine Cauchyfolge in X.?

Da aber (z;) sogar in X liegt, ist (z}) in X konvergent, wie wir ein-
gangs gesehen haben, ndmlich 2, — Z, wobei z € X die Aquivalenzklasse
von (xy) ist. Da die Folgen (Z;) und (z) kofinal sind, konvergiert auch
(Z1) gegen 7, wie man sofort sieht (Ubung); dies war zu zeigen. O

Bemerkung. Ist X ein normierter Vektorraum, also [z —y[ = [lz —
yl|, so gilt dasselbe fiir X (Ubung). In diesem Fall ist also X ein
vollstéandiger normierter Vektorraum (Banachraum,).

3. Limesfunktionen von L*-Cauchyfolgen

Eine e-Menge fiir ein beliebiges € > 0 ist eine Teilmenge S C R", die
in der Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen Quadern Aq, As, ...
mit “Gesamtmafl” . u(A;) < e enthalten ist. Eine Nullmenge (im
Sinne von Lebesgue) in R" ist eine e-Menge fiir jedes € > 0. Der ein-
zige Unterschied zur frither definierten Riemannschen Nullmenge (vgl.
§23) ist, dass jetzt nicht nur endliche, sondern auch abzidhlbar unendli-
che Uberdeckungen durch Quader mit kleinem Gesamtmaf zugelassen
sind. Natiirlich sind endliche Vereinigungen von Nullmengen wieder
Nullmengen, aber jetzt eben auch abzihlbar unendliche Vereinigun-
gen: Sind Nj, N, ... Lebesgue-Nullmengen, so ist auch N = [J;=, Ny
eine Lebesgue-Nullmenge. Fiir jedes Nj, finden wir némlich eine Uber-
deckung durch Quader Agi, Ao, ... mit Zj w(Ay;) < €/2% alle Ay,
zusammen iiberdecken N, und es gilt

D n(Ay) <) e/2F <
k,j k

Da jeder Punkt natiirlich eine Nullmenge bildet, sind also alle abz&hl-
baren Teilmengen von R™ Nullmengen, z.B. die Menge der Punkte mit
rationalen Koordinaten. Auch R*~! € R" und alle m-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten M C R™ mit m < n sind Nullmengen: Man {iber-
decke z.B. R" ! mit abzihlbar vielen n — 1-dimensionalen Quadern

2|xk—xl| < |Z‘k—i‘k|+|i‘k—i‘l‘+|§il — x| — 0 fiir k,1 — oo.
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B4, Bs, ... mit n — 1-dimensionalem Maf} Eins und mache daraus n-
dimensionale Quader

Aj=Bj x (—€/2,¢/2) CR" ' xR=R"
mit u(A;) = 2¢/27; das GesamtmaB aller A; ist dann 2e.

Eine Funktion f : R™ — R heiit Lebesgue-integrierbar, (f € L(R™))
wenn f fast tiberall, d.h. auflerhalb einer beliebigen Nullmenge, punkt-
weiser Limes einer L'-Cauchyfolge (f) in Co(R™) ist. Fiir eine L'-
Cauchyfolge (f;) ist die Folge der Integrale ( [ fi) eine Cauchyfolge in
R (also konvergent), denn fiir geniigend grofes k, [ ist

[ 5= [ai< [15e= sl =15 gl <

Wir kénnen daher einer Lebesgue-integrierbaren Funktion f = lim fj
(“=” heiit “fast iiberall gleich”) den Integralwert

[ =1 [

zuweisen; wir miissen allerdings noch zeigen, dass dieser Wert wohlde-
finiert ist, also nur von f und nicht von der Folge (f;) abhéngt. Da
[ fel = [fill < |fx = fil, ist auch (] fx|) eine L'-Cauchyfolge, und daher
ist |f| = lim|fx| Lebesgue-integrierbar. Dasselbe gilt fiir |fy, — f] fiir
alle k, und es folgt [ |fy — f| =1limy [ |fi — fi] <e, also

[15=11-0

Beispiel: Es sei (f;) eine monoton wachsende Folge in Cy(R™) mit be-
schriinkter Integralfolge ([ f) und es gelte f; * f. Dann ist (f) ei-
ne L'-Cauchyfolge und somit f Lebesgue-integrierbar, denn da ([ fx)
monoton und beschrénkt, also Cauchyfolge ist, gilt fiir geniigend grofle
k<l

ka—flﬂlz/\fk—fﬂ:/(fz—fk):/fz—/fk<e.

Lebesgue-integrierbare Funktionen werden wir auch L'-Funkionen nen-
nen. Diese bilden offensichtlich einen Vektorraum, den wir mit L(R")
bezeichnen wollen.

Wir werden nun das Ergebnis von §2 auf den normierten Vektorraum
X := Cy(R™) mit der L*-Norm || f||; = [ |f] anwenden. Wir wollen aber
Aquivalenzklassen von L'- Cauchyfolgen in X durch L!'-Funktionen
ersetzen. Dies ist mdglich, wenn wir drei Dinge nachgewiesen haben:



e 1. Jede L'-Cauchyfolge in Cy(R") besitzt eine fast iiberall punkt-
weise konvergente Teilfolge,

e 2. Sind (fx) und (gi) dquivalente (= kofinale) L'-Cauchyfolgen
in Cy(R") mit Teilfolgen, die fast iiberall punktweise gegen
Funktionen f und g konvergieren, so sind f und ¢ fast tberall
gleich.

e 3. Ist (fi) eine Cauchyfolge, die fast iiberall gegen Null konver-
giert, so gilt || fx][1 — 0. Wenn also zwei L!-Cauchyfolgen f;
und fi fast tiberall gegen dieselbe Funktion f konvergieren, so
sind (fx) und (fx) kofinal, || fx — fxl[1 — 0.

Wir werden dann zwei L!-Funktionen f und g als gleich ansehen, wenn
sie fast iiberall gleich sind, sich also nur auf einer Nullmenge unterschei-
den. Dann kénnen wir nach 1. und 2. jeder Aquivalenzklasse von L'-
Cauchyfolgen bijektiv die Limesfunktion einer Teilfolge zuordnen und
erhalten so einen Isomorphismus von Cy(R") (= Vervollsténdigung von
Co(R™) beziiglich der L'-Norm) auf L'(R") := L(R™)/=. Die Norm auf
Co(R") geht dabei iiber in die L'-Norm || f|l; = [ |f| auf L'(R™), und
somit ist L*(R™) mit der L'-Norm vollstéindig.

Die Argumente zu 1., 2. und 3. beruhen auf dem folgenden Lemma,
das Riemann-integrierbare Funktionen g mit kleiner L!'-Norm kenn-
zeichnet: Die Menge, auf der |g| grofl ist, muf klein sein. Ist 7" C R™,
so sei CT :=R™\ T die Komplementmenge.

2. Lemma 1. Ist g : R® — R Riemann-integrierbar mit Trdiger in
einem Quader Q und mit [ |g] < 8, so gibt es zu eine Teilmenge T C Q,
die endliche Vereinigung von Teilquadern ist, so dass gilt:

uw(T) < V6 und g < V6 auf CT
Beweis. Zu jedem € > 0 gibt es eine Zerlegung Z des Quaders @), so

dass
0< Y eanta) - [ gl <e
AeZ
wobei ¢4 = supylg| > 0 fir jedes A € Z. Nach Voraussetzung

ist f lg| < 0. Wir konnen daher € so klein wihlen, dass auch noch
ZAGZ capt(A) < 0. Nun sei

Zs ={A e Z cA>\/5}undT:U{A; A€ Zs}.

T ist also die Vereinigung aller A € Z mit ¢4 > /3. AuBerhalb T gilt
offensichtlich |g| < v/§, und wegen

0> eap(A) = Y cap(A) > D Vo p(A) = V5 u(T)

AeZ AeZs AeZs
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folgt u(T) < /9. 0

Bemerkung. Wir koénnen diesen Beweis auch so deuten, dass wir
|g| durch die Treppenfunktion

t= Z CAlA
Acz
mit [g] < tund [ ¢ < § ersetzen (denn [ ¢ist der Ausdruck Y- 4, cap(A)).
Fiir
T ={z € R™ t(z) > V6}
gilt dann |g| <t < /0 auf CT und

5>/t2/Tt2\/5~u(T),

also pu(T) < V6.

3. Satz 1. Ist (g;) eine Folge in Co(R™) mit ||g;|x %0, so gibt es
eine Teilfolge (g;,), die auferhalb einer e-Menge (fir beliebiges € >
0) gleichmdfig und aufSerhalb einer Nullmenge punktweise gegen Null
konvergiert.

Beweis. Wir wihlen die Teilfolge g;, so, dass ||g;, |1 < 0x := 1/2%.
Nach Lemma 1 ist |g;,| < v/0x = 1/2% auBerhalb einer Menge T, die
endliche Vereinigung von Quadern ist und Mafl u(Ty) < /& = 1/2*
hat. Setzen wir nun S; = Ukz! 41 T, so wird S; von abziahlbar vielen
Quadern mit Gesamtmaf

>ouT) < Y 12 =172

k>1+1 k>1+1

iiberdeckt, und fiir jedes z € CS gilt |g;, ()] < 1/2* fiir alle k >
[. Somit konvergiert g; sogar gleichméaflig auf CS;. Setzen wir N =
Mien 51> so ist N Nullmenge, da N C S fiir alle [ € N. Jedes z €
CN liegt im Komplement von mindestens einem S;, daher gilt |g;,| <
1/2¥ — 0 fiir k¥ > [. (Die Konvergenz auf CN ist allerdings nicht
gleichméfBig, da das [ von x abhéngt.) O

Bemerkung. Leider folgt aus ||g;||1 — 0 nicht, dass die ganze Folge
(gj) fast tiberall punktweise konvergiert, wie folgendes Gegenbeispiel
zeigt, das ich Jens Heber verdanke: Wir betrachten die (divergente)
harmonische Reihe s; = i;:2 1/k fiir 5 > 2 und setzen s; = 0. Wir
definieren nun g; : [0,1] — {0,1} als die charakteristische Funktion
einer Teilmenge [; C [0, 1], die folgende Vereinigung von ein oder zwei
abgeschlossenen Intervallen ist: Es sei [s;] die grofite ganze Zahl, die
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kleiner oder gleich s; ist. Da s; — 1 < s;_; < s;, gilt stets einer der
folgenden zwei Félle:
Fall (a) . [Sj] S Sj—1 S Sj,
Fall (b) : [s;] =1 < sj-1 < [s5] <.
Wir setzen dann

Ij = [sj—1—[sj], 85 — [s;]] im Fall (a)
1

= 05, — [5;]] U[sj-1 — ([s] — 1), 1] im Fall (b).

s. s,

Fall (a) =
- gzﬂé g3 948‘4‘><g5> g]

‘ 0 1 [s]  [s]+1

, Fal ) i )
0 12 1 ﬁ % |
‘\\\ ’// - } }

T --- 0 1 [S].]—l [S].]

ABBILDUNG 1

Die liickenlos aneinandergrenzenden Intervalle [s;_1, s;] sind auf die-

se Weise maflerhaltend auf das Einheitsintervall transplantiert worden
(Abb. 55). Es gilt

/‘gjl_/gj /1[53 1,85] — —ijlzl/j—>07

aber jeder Punkt = € [0, 1] liegt in unendlich vielen der I;, so dass
(gj(x)) fiir unendlich viele Indizes j den Wert Eins hat und daher nicht
gegen Null konvergiert.

Das Beispiel hat allerdings noch den Schonheitsfehler, dass die Funk-
tionen g; nicht stetig sind. Dies 148t sich aber leicht beheben: Ist [a;, b;]
eine der (zwei moglichen) Zusammenhangskomponenten von [, so er-
setzen wir dort die charakteristische Funktion g; durch die stetige Funk-
tion
gi(x) = (v —ay)/e fira; <z <a;+e

= 1 fira; +¢ <x<b;—¢
= (bj—x)/e; furb; —e; < <b,

(Abb. 56), wobei €; = €/27 fiir beliebig kleines € > 0. Das Gesamtmaf
aller Intervalle, auf denen sich irgendein g; von g; unterscheidet, ist
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somit hochstens ) 4 - €/27 = 4e. Das Komplement dieser Menge ist
also sicher keine Nullmenge, und dort gilt nach wie vor, dass die Folge
(gj(x)) = (gj(x)) keine Nullfolge ist.

8j

a; a+g; b]ne]. b].

ABBILDUNG 2

4. Korollar Es seien (f;) und (f;) kofinale L'-Cauchyfolgen in Co(R™)
(d.h. || fu — felli — 0), fiir die jeweils eine Teilfolge fast diberall punkt-
weise konvergzert fi.. — f auf CN und f]k — f auf CN fiir Nullmen-
gen N, N. Dann gilt f = f.

Beweis. Wir setzen g, = fjk — f;.- Dann ist (gx) eine L'-Nullfolge, denn

lgells < I F5 = firll + I fi = il — 0.
Nach Satz 1 gibt es also eine Nullmenge N und eine Teilfolge (g, ) mit

gr, — 0 auf CN. Da

ke = fjkl - fikl
und die rechte Seite auf C(N UN) gegen f — f konvergiert, gilt f = f
auf C(NU N UN). O

5. Satz 2. Jede L'-Cauchyfolge (f;) in Co(R™) besitzt eine Teilfolge,
die auferhalb einer e-Menge (fir beliebiges € > 0) gleichmdfiig und au-
Berhalb einer Nullmenge punktweise gegen eine Funktion f konvergiert.

Beweis. Folgende Vorbemerkung (Erinnerung) kénnte niitzlich sein:
Jede Folge (ag) in R kann ich bekanntlich auch als Partialsummen-
folge einer Reihe schreiben: a; = ag + 25:1 di mit dp, = ar — ap_; fir
alle £ > 1. Besitzt Zj d; eine konvergente Majorante, also |d;| < ¢;
mit Y- ¢; < 00, zB. ¢; = 1/27, so ist die Reihe ). d; und damit die
Folge (ay) konvergent.

Der Beweis selbst ist sehr dhnlich zu dem von Satz 1. Wir finden eine
Teilfolge (f;, ), so dass fiir die Differenzen dj, = f;, — f;,_, gilt:

Nach Lemma 1 folgt wieder |dy| < /0p = 1/2% auf CT}, wobei T}
endliche Vereinigung von Quadern ist mit u(7;) < /&, = 1/2%. Nach
der Vorbemerkung ist somit (f;,) gleichméBig konvergent auf CS; mit
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Si = Upsy Tk Somit konvergiert (f;,) punktweise auf (J,(CS;) = CN,
wobel N =1, S; Nullmenge ist (vgl. Beweis von Satz 1). O
6. Satz 3. Ist (fy) eine L'-Cauchyfolge in Co(R™), so dass fy fast
tiberall gegen Null geht, so gilt || fx|[1 — O.

Beweis. Nach Satz 2 wissen wir: Nach Ubergang zu einer Teilfolge® kon-
vergiert (fi) punktweise auflerhalb einer Nullmenge N und gleichméBig
auBerhalb einer e-Menge gegen eine Funktion f, und nach Voraus-
setzung auflerhalb einer anderen Nullmenge N’ gegen 0. Deshalb ist
f = 0 auBerhalb der Nullmenge N U N’, und somit konvergiert (f)
gleichméfig auflerhalb einer e-Menge S gegen Null.

Leider kann man damit noch nicht [ |f;| =% zeigen: Zwar kénnen
wir |fi| < e auf CS und u(S) < € annehmen, aber das reicht noch

nicht:
/|fl| Z/Cs|fz|+/slfz| < eu(CS) + ¢ sup | i,

und wir konnen weder p(CS) (Problem a) noch sup|f| fir I — oo
(Problem b) abschétzen.

£

Problem (b)

Problem (a)

ABBILDUNG 3

Beide Probleme werden im Folgenden dadurch gelost, dass || fx — fill1 =
[ |fx = fi] beliebig klein wird: Zu festem e > 0 finden wir ein k € N
mit [|fx — fi] < € fiir alle I > k. Der Triger von diesem f; ist in
einem Quader Q) enthalten. Wir spalten [|f;| auf in die Integrale
iiber @ und CQj. Da f, = 0 auf CQy, kann ich im zweiten Integral
den Integranden |f;| durch |f; — fi| ersetzen:

/|fz|:/Qk|fz|+/CQk|fl—fk!S/Qk|fl’+€-

Jetzt erst wihlen wir eine €-Menge S, aulerhalb derer die Konvergenz
gleichmaBig ist, und wir spalten ka | f;| wieder nach S und CS auf:

/Qk 1fil < /S\fz\Jr/Qk\S!fl"

3Teilfolgen sind bei Cauchyfolgen kein Problem: Wenn wir || fr; i — 0 zeigen
konnen, dann gilt auch || fx||1 — 0, vgl. Fuinote 1.
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Wir wihlen nun [ so gro8, dass |fi| < ¢/u(Qx) auf CS, was ja wegen
der gleichméBigen Konvergenz auf CS moglich ist. Dann ist der zweite
Summand < e. Auf den ersten Summanden wenden wir noch einmal
den Trick mit f; an:

Juan< [+ [1n=a1

und wieder kann der zweite Summand durch € abgeschétzt werden. Fiir
den ersten Summanden aber gilt:

/S fil < u(S) sup |fel < ¢ sup i,

und wenn wir € = €/ sup | fi| wihlen, so ist auch dieser Summand < e.
Setzen wir alles zusammen, dann sehen wir

1ill =/|fl| < de

fiir gentigend grofes 1, also folgt || f;|; — 0 fiir | — oo. O
Als Folgerung erhalten wir die Eindeutigkeit des Lebesgue-Integrals:

Ist f = limf, = limg, fiir zwei L'-Cauchyfolgen (fz) und (g;) in
Co(R™), so folgt lim(fx — gx) = 0 und damit || fx — gx|l1 — 0 nach dem
obigen Satz, also sind (f;) und (gx) kofinal beziiglich der L'-Norm,
und es folgt lim [ fi, = lim [ gx. Insbesondere ist || f|j; = [ | f] fiir jedes
f € L(R™) erklért, und ||f|| =0 <= f = 0. Somit definiert || ||; eine

Norm auf L'(R") = L(R")/=.

Wir kénnen die bisherigen Ergebnisse in folgendem Satz zusammen-
fassen:

7. Satz 4. Die Abbildung, die jeder L'-Cauchyfolge in Co(R™) die Li-
mesfunktion einer fast iberall konvergenten Teilfolge zuordnet, definiert
einen linearen Norm-erhaltenden Isomorphismus der Vervollstindigung
Co(R™) von Co(R™) auf L'(R™). Insbesondere ist L*(R™) wollstindig,
und der L'-Limes einer L'-Cauchyfolge in Co(R") ist die Limesfunk-

tion einer fast iberall konvergenten Teilfolge.

Beweis. Nach Satz 2 gibt es stets eine fast iiberall konvergente Teil-
folge. Die Wohldefiniertheit (Unabhiingigkeit von der Wahl der L!-
Cauchyfolge unter allen kofinalen) und die Linearitdt folgen aus dem
Korollar zu Satz 1: Jede Teilfolge einer Cauchyfolge (fy) ist kofinal zu
(fx), und wenn f = lim fj, und g = lim g, so ist f 4+ g = lim(fx + gx)
und af = lim af}, fiir @ € R. Die Injektivitit folgt aus Satz 3. Die Sur-
jektivitdt und die Norm-Treue ergibt sich aus der Definition von L(R™)
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und des Integrals auf L(R™): Eine Lebesgue-integrierbare Funktion f
ist fast {iberall Limes einer L'-Cauchyfolge (f;), und da auch (| fx|) eine
L'-Cauchyfolge in Cy(R™) ist, gilt

1l = / £l = nm/ ol = [l = 1]

wobei f wie in §2 die Aquivalenzklasse der Cauchyfolge ( f;,) als Element

der Vervollstandigung Cy(R™) bezeichnet. U

8. Satz 5. (Monotonie des Lebesque-Integrals) Sind f,g € L(R™) mit
[ > g fast iberall, so gilt [ f> [g.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass g = 0 ist, indem wir notigenfalls
f durch f — g ersetzen. Es sei (fi) eine Cauchyfolge in Co(R™) mit
fr — f > 0 fast iiberall. Leider folgt daraus noch nicht f; > 0 (dann
konnten wir sofort [ f > 0 schlieflen wegen 0 > [ fi, — [ f), aber wir

koénnen fj, durch seinen positiven Anteil f,;} > 0 ersetzen:

= max(fi0) = (e + i)

Die Funktionen f;" liegen immer noch in Co(R") und bilden wegen
\f& = 17| < |fr— fi] auch eine L*-Cauchyfolge, und da f > 0 auBerhalb
einer Nullmenge, gilt dort auch |f,” — f| < |fx — f] — 0. Nach Satz 3
folgt || /7 — flli — 0 und damit [ f =lim [ f;" > 0, denn aus f;} >0
folgt [ fi7 > 0 (Eigenschaft des Riemann-Integrals). O

4. Riemann- und Lebesgue-Maf3

Eine Teilmenge M C R™ heifit Lebesqgue-messbar, wenn die charak-
teristische Funktion 1, Lebesgue-integrierbar ist, und pu, (M) := [ 1y
heiflt das Lebesgue-Maf von M. Wir wollen in diesem Abschnitt ei-
nige Lebesgue-messbare Mengen kennenlernen, insbesondere die be-
schrankten offenen und abgeschlossenen Mengen, und zeigen, dass das
Lebesgue-Mafl mit dem Riemann- oder Jordan-Maf} iibereinstimmt,
wenn dieses definiert ist. Wir werden dazu die charakterische Funk-
tion einer beschrankten abgeschlossenen Menge A oder offenen Menge
U im R™ monoton durch Cy(R™)-Funktionen approximieren (vgl. Abb.
58).

Hierzu fithren wir de Abstandsfunktion von einer abgeschlossenen
Menge ein. Ist A C R™ eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge, so sei
d A . R"” — R,

da(x) = ;I€1£|CL’ —al.
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ABBILDUNG 4

Das Infimum ist in Wahrheit ein Minimum, also d(z) = |z — a|
fiir ein a, € A, denn fiir festes x € R” nimmt die stetige Funktion
a — |z — a| auf der kompakten Menge A N Kg(x) ein Minimum an,
wobei R = |z — aop| fiir irgend ein ay € A; dieser minimale Wert ist
auch das Minimum von |z — af fiir alle a € A, denn fiir a € A\ Kg(x)
ist |z — a| ja ohnehin grofler als |z — ag|. Der Punkt a, € A, wo das
Minimum angenommen wird, heifit der zu = ndchstliegende Punkt in
A.

Die so definierte Funktion d, ist stetig, sogar Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante Eins (schwach kontrahierend), denn fiir alle z,y €

R™ ist

da(z) < o —ay <|z—yl+]y—ay| = |z -yl +daly),

da(y) < ly—aaz| <ly—al+]e—a.] =y — x|+ da(),
wobei a, und a, die zu x und y néchstliegenden Punkte in A sind. Die

beiden Ungleichungen zusammen ergeben die gewiinschte Lipschitz-
Abschéatzung

|da(z) = da(y)| < |z —y|
fiir alle z,y € R™. Offensichtlich gilt aulerdem
da(z) =0 < z € A.

Ist nun x = 14 die charakteristische Funktion einer beschrénkten
abgeschlossenen Menge A, so approximieren wir diese durch die Funk-
tionen

I = ajody,

wobei ay, : R — R die Funktion mit a; = 1 auf (—o0,0] und a; = 0
auf [1/k, 00) sowie ay(x) = 1 — kx fiir z € [0,1/k] (s. Abb. 59).

O

0 1/k

ABBILDUNG 5
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Da «y, und dy4 stetig sind, ist auch 1} stetig, und alle 1} sind Null
auBerhalb der Menge A; := {x € R"; da(z) < 1}; diese Menge ist ab-
geschlossen und beschriankt, namlich im Ball Bgy1(0) enthalten, wenn
A C Bg(0). Also ist 1} € Co(R™). AuBerdem gilt 1} \, x, denn fiir
jedes z € R" sind entweder alle 1} (z) Null oder alle Eins oder der
Wert 1) () springt ab irgendeinem & von Eins auf Null (némlich falls
0 < da(x) < 1). Die Integralfolge [ 1} ist uniform beschrinkt durch
das Maf eines Quaders, der A; enthélt, also ist (wegen der Monotonie)
(1)) eine L'-Cauchyfolge in Co(R™) (vgl. S. 2) und somit y € L(R")

mit
pr(A) :/X:lim/lz.

Ist A zuséatzlich Jordan-messbar, so ist der Rand 0A eine Jordan-
Nullmenge. Nur in der Néhe des Randes unterscheiden sich aber die
Riemann-integrierbaren Funktionen 1} und x, ndmlich auf der Menge

B, = {ZL’ eR™ 0< dA(ZL’) < 1/]{7}

Uberdecken wir die Nullmenge 9A mit offenen Quadern Q1 ..., Qn mit
Gesamtmall 1 (Q1) + ... + u(Qn) < €, so iiberdecken diese Quader auch
By, fiir geniigend grofles k. Andernfalls gibe es namlich fiir jedes kK € N
einen Punkt x; € By, der in keinem der ); enthalten ist; die Folge (x)
ldge in der kompakten Menge A; und beséifle daher eine konvergente
Teilfolge xp; — z. Auch der Limespunkt x wire in keinem der Q;
enthalten, da R™\ (); abgeschlossen ist, aber andererseits wére d4(z) =
limdy(xg;) = 0, also wire z € A und damit z € 9A, denn x ist ja
Limes einer Folge in R™ \ A. Dann wire x aber doch in einem der Q);
enthalten, da diese ja A iiberdecken, Widerspruch! Da 0 < 1f —y <1,
erhalten wir fiir die Riemann-Integrale

r/u—/mzfuz—x\séu@»«

und damit konvergiert [1; auch gegen das Riemann-Integral von Y,
womit p(A) = pr(A) gezeigt ist.

Ist andererseits U C R"™ eine offene und beschrénkte Teilmenge, so
benutzen wir die Abstandsfunktion von der Komplementmenge CU =
R™\ U, die ja abgeschlossen ist. Die Approximation der charakteristi-
schen Funktion y = 1y ist diesmal

1, = Brodcy

mit O := 1 —ay (Abb. 60). Dies Funktion ist Null aulerhalb von U, da
dort dcy verschwindet, und ist Eins auf einer etwas kleineren Teilmenge
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0 1/k
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von U. Wieder ist 1, € Cy(R™), und diesmal gilt 1, 7 x, wobei die
Integralfolge durch das Maf jedes Quaders, der U enthélt, beschrinkt
ist. Also ist y wieder Limes einer L'-Cauchyfolge in Cy(R™) und somit
Lebesgue-integrierbar mit p,(U) = [ x = lim [ 1;, und mit derselben
Begriindung wie vorher gilt u(U) = pr,(U), falls U Jordan-messbar und
damit OU eine Jordan-Nullmenge ist. Wir haben also gezeigt:

9. Satz. Jede beschrinkte offene oder abgeschlossene Menge M C R™
ist Lebesque-messbar, und falls M auch Jordan-messbar ist, stimmen
das Lebesque-Maf$ und das Jordan-Maf iiberein. O

Eine unmittelbare Folgerung ist, dass alle Quader auch Lebesgue-
messbar sind mit demselben Maf}, denn jeder Quader unterscheidet
sich von seinem Abschlufl nur durch eine Jordan-Nullmenge, die erst
recht eine Lebesgue-Nullmenge ist; die charakteristischen Funktionen
des Quaders und seines Abschlusses sind also “fast iiberall” gleich und
haben daher gleiches Lebesgue-Integral. Damit sehen wir auch, dass
alle Treppenfunktionen (endliche Linearkombinationen von charakte-
ristischen Funktionen von Quadern) Lebesgue-integrierbar mit dem
bekannten Integralwert sind. Weil alle Riemann-integrierbaren Funk-
tionen sich durch Treppenfunktionen (im L!-Sinn) approximieren las-
sen, folgt daraus auch, dass jede Riemann-integrierbare Funktion auch
Lebesgue-integrierbar mit demselben Integralwert ist, wie wir im néch-
sten Abschnitt noch genauer sehen werden. Eine andere Folgerung, die
wir ebenfalls in allgemeinerem Rahmen sehen werden, ist die Lebesque-
messbarkeit von unendlichen Vereinigungen von Quadern, wie sie in den
Beweisen von §3 immer wieder vorkamen.

Bemerkung. Wir kénnen den Satz leicht noch etwas verbessern: Ist
M C R™ beschrankt und abgeschlossen oder offen, so gilt

up(M) = p*(M) falls M abgeschlossen,
up(M) = p (M) falls M offen,

wobei p*(M) das duBere und p,. (M) das innere Mafl bezeichnen (vgl.
§22, S. 77f Analysis-Skript). Dies sieht man so: Ist M eine beliebige
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beschrinkte Menge (in einem Quader @), so konstruieren wir zu je-
dem € > 0 jeweils eine offene und eine abgeschlossene Jordan-messbare
Menge Ty und T_ (endliche Vereinigung von Quadern) mit

Ty DM DT, w(Ty)=ep (M), p(T-) = (M)

folgendermaflen: Zu einer geniigend feinen Zerlegung Z von () wéhlen
wir T’y und 7 in der Form

T+ = U P_;'_’ T_ — U P_
PeZ, (M) PeZ_(M)

wobei P, ein etwas groferer offener Quader mit P ¢ P, und P_ ein
etwas kleinerer abgeschlossener Quader mit P. C P ist. Ist nun M
abgeschlossen, so nimmt die Abstandsfunktion dcr, auf der kompakten
Menge M ein Minimum § > 0 an. Fiir 1/k < ¢ ist daher

lp, > 17 > 1y

ABBILDUNG 7

(Abb. 61) und somit gilt

pr(M) = lim [ 17 = g (M).
Ist M dagegen offen, so nimmt dcjy, auf der kompakten Menge 7" einen
Minimalwert 6 > 0 an, also gilt fiir 1/k < ¢

Ir. <1, <1y

ABBILDUNG 8
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(Abb. 62) und damit
p(M) = lim 1, = pu,(M).

k—o00

5. Konvergenzsitze
Wir haben gesehen, dass L' (R™) vollstindig ist, d.h. jede L'-Cauchyfolge
(fx) in L(R™) konvergiert im L'-Sinn gegen eine integrierbare Funktion

f, dh || fr — fll1 — 0. Wir werden dafiir fj z, f schreiben. Sind die
Funktionen (fy) stetig mit kompaktem Trager, also in Cy(R™), so folgt
nach Satz 2 in §3 nach Ubergang zu einer Teilfolge auch f, — f, al-
so punktweise Konvergenz fast iiberall. Diese Aussage wollen wir jetzt
auch fiir beliebige L!-Cauchyfolgen in L(R") zeigen.

10. Satz 1. Ist (fx) eine Folge in L(R™) mit fy -z, f, so folgt fr, — f
fir eine Teilfolge (f,).
Beweis. Jede L'-Funktion ist L'-Limes von Cy(R")-Funktionen. Es
glbt also Folgen (gbkl)leN und (wl)leN n Co(Rn) mit
1 1
V= fe du o

fir alle & € N. Nach Satz 2 gibt es nach Ubergang zu Teilfolgen e-
Mengen S;, S}y zu € := 1/2! mit

(1) [ — f] 1/2" auf CS;,
P — fi] 1/2! auf CSy,.

Fiir jedes k € N wahlen wir ein festes [ > k, das der letzteren Bedingung
geniigt, und setzen

<
<

Ok = ¢, Sy = Sy
fiir dieses [. Dann gilt jedenfalls pur,(S}) < 1/2% und
(2) o — fiu| < 1/2% auf CSy.

Wir diirfen weiterhin ohne Einschrankung zusétzlich annehmen, dass
etwa

16 = fiolle < 1/2%4%, iy — flln < 1/2%,
so dass [|¢r — ¥r|l1 < 1/22% und somit nach Lemma 1, §3 gilt:

(3) | — Ui < 1/2F auf CTy,

wobei T}, eine Jordan-messbare Menge (endliche Vereinigung von Qua-
dern) ist mit pu(T;) < 1/2%. Aus (1), (2), (3) folgt

\fe = f1 < |fs — ] + |0k — U] + |00 — f] < 3/2"
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auBerhalb der Menge Sy, := S}, U S}/ UT}, die von Quadern mit Gesamt-
maf < 3/2% iiberdeckt wird (“3/2"-Menge”). Setzen wir nun R; :=
Ugs; Sk so gilt [ fr. — f| < 3/2% auf CR; fiir alle k > j gleichzeitig, und
R; wird immer noch von Quadern mit Gesamtmaf§ < >, 3/ 2k = 3/27
iiberdeckt. Dann ist N = [, R; eine Nullmenge, da N C R; fiir alle j,
und fi(z) — f(x) fiir alle z € CN. O

11. Korollar. Ist (f) eine L*-Cauchyfolge in L(R™) mit fr — f, so
ist f € L(R™) und fy 25 .

Beweis. Wegen der Vollstéandigkeit gibt es f € L(R™) mit fy L, f , und
nach Satz 1 folgt fi, — f, also f = f und die Behauptung folgt. [

Nachdem wir nun gesehen haben, dass L'-Konvergenz und punkt-
weise Konvergenz auflerhalb einer Nullmenge fiir L!-Cauchyfolgen im
wesentlichen dasselbe sind, kénnen wir die beiden wichtigsten Konver-
genzsitze fiir das Lebesgue-Integral zeigen: Den Satz von Levi {iber die
monotone Konvergenz und den Satz von Lebesgue iiber die majorisierte
Konvergenz.

12. Satz 2. (B. Levi) (Monotone Konvergenz) Es sei (fy) eine mo-
notone Folge von Lebesque-integrierbaren Funktionen mit beschrdnkter
Integralfolge. Dann ist (fy) fast iberall konvergent, und f :=lim fj, ist

1
Lebesgue-integrierbar mit fy L, [; insbesondere ist [ f =lim [ fg.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei die Folge (f) monoton wachsend,
also fr < fr41. g auch die Folge ([ fi) monoton wachsend (vgl. Satz
5 in §3) und nach Voraussetzung beschriankt, also an jeder Stelle eine
Cauchyfolge in R. Damit ist (f) eine L'-Cauchyfolge, denn fiir k < [

gilt wegen fr < fi:

Hfz—fk”l:/(fl—fk)Z/fz—/fk<€7

wenn k geniigend grof} ist. Wegen der Vollstindigkeit von L'(R") gibt

es f € L(RY) mit f; -z, f, und nach Satz 1 folgt fr — f. Insbesondere
gilt [ fr — [ f, denn

[ 5= [ 1= [1n= =15 11 —0

13. Folgerung 1. Ist (Sy) eine monoton wachsende Folge von Lebesgue-
messbaren Mengen im R™, also S, C Sii1 fiir alle k, so dass die Folge

U
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der Mafe (111,(Sk)) beschrankt ist, so ist S = J, Sk Lebesque-messbar
mit p(S) = lim pup (Si)-

Beweis. Die Funktionen f;, := 1g, erfiillen die Voraussetzungen von
Satz 2 mit f, — f := 1g. O

14. Folgerung 2. Jede Riemann-integrierbare Funktion f: R™ — R st
auch Lebesgque-integrierbar, und Riemann- und Lebesque-Integral stim-
men tberein.

Beweis. Nach Definition der Riemann-Integrierbarkeit hat f kompak-
ten Trager, der in einem Quader () enthalten ist, und es gibt monotone
Folgen von Treppenfunktionen ¢, , ¢ \, (zu immer feineren Unter-
teilungen von ()) mit

I — il = /(t:—t,:wo'

(Wir sahen schon in §4, dass Treppenfunktionen Lebesgue-integrierbar
sind mit dem “richtigen” Integralwert.) Nach Satz 1 folgt daraus ¢ —
t, — 0 und daher t; — f und ¢t} — f. Nach Satz 2 ist f € L(R")
mit Lebesque-Integral [ f = lim [ ¢, und dieser Wert ist gleich dem
Riemann-Integral fiir f. O

t, < f<t,

15. Satz 4. (H.Lebesgue) (Majorisierte Konvergenz) Es sei (fy) eine
Folge Lebesque-integrierbarer Funktionen mit fi, — f, und es gebe eine
Funktion F € L(R™) mit |fy| < F fir alle k € N. Dann ist f € L(R™)
und [ z, [ insbesondere folgt [ f =1lim [ fj.

Beweis. Wir machen die Konvergenz monoton, um den Satz von Levi
anwenden zu konnen. Dazu definieren wir g; : R" — R,

gr(x) = sup{ fi(x); | = k} < F(x)
Offensichtlich ist die Folge (gx(z)) monoton fallend, da das Supremum
iiber eine immer kleiner werdende Menge gebildet wird. Der Limes
dieser Folge ist der Limes Superior der Folge (fx(x)); da diese Folge fiir
fast alle = konvergiert, gilt

liin gr = limsup f = lim f, = f.

Um den Satz von Levi anwenden zu konnen, miissen wir g, € L(R")
nachweisen. Dazu benutzen wir abermals den Satz von Levi, indem wir
gr als Limes einer monoton wachsenden Folge darstellen, ndmlich der

Folge (Grm)m>r mit
Grm(z) = max{fi(z); m > 1> k}.
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Das Maximum von zwei integrierbaren Funktionen a, b ist wieder inte-
grierbar, da max(a,b) = 3(a+b+|a—b|), also ist auch das Maximum von
endlich vielen L!-Funktionen wieder integriebar, also ist gp, € L(R™)
fir alle & < m. Nattirlich gilt g, ~ g fir m — oo, denn es wird
ja das Maximum iiber immer mehr Werte gebildet. Da gy, < F, ist
die Integralfolge (| ggm)m>k) durch [ F nach oben beschrénkt. Damit
erfiillt die Folge (gkm)m>r alle Voraussetzungen des Satzes von Levi,
und es folgt g € L(R™).

Nun kénnen wir den Satz von Levi auf die monoton fallende Folge
(gx) anwenden. Die Integralfolge ist beschriankt, da |gx| < F. Also

ist f € L(R") und g -z, f. Dies ist aber noch nicht ausreichend,

1
denn wir wollen fj L, f zeigen. Dazu wiederholen wir das ganze
Argument, wobei wir jetzt das Supremum durch das Infimum ersetzen.
Wir definieren also hy : R — R,

hi(z) = inf{ fi(z); | > k} > —F(x).
Ganz analog wie vorher gilt hy, € L(R™) und hy " f fast iiberall mit
[ hy. < [ F fiir alle k, also folgt nach Levi auch hy, N f. Insbesondere

folgt gr — hy > 0. Da hy < f; < gi fiir alle { > k und damit auch
hk S f S Gk, ist |fl — f| S |gk — hk| und damit

1fi = flly < llge = haelly — 0.

6. Integration iiber Teilmengen, Transformationssatz, Fubini

Wir nennen eine Funktion g : R® — R lokal integrierbar, wenn ¢ -
g € L(R") fiir alle ¢ € Cyp(R™). Der Raum aller lokal integrierbaren
Funktionen heifle L, (R™). Jede integrierbare Funktion f ist natiirlich
erst recht lokal integrierbar, denn ist f = lim ¢, fiir eine L'-Cauchyfolge
(¢r) in Co(R™), so ist auch (¢ - ¢;) eine L'-Cauchyfolge in Co(R") fiir
jede Funktion ¢ € Cp(R™), da

¢ dx — ¢ dill1 < max|o| - [|or — dill1,
und ¢ - ¢ — ¢ - f, also ¢ - f € L(R™). Weitere Beispiele von lokal

integrierbaren Funktionen sind charakteristische Funktionen von be-
liebigen offenen oder abgeschlossenen Mengen M C R™. Ist ndmlich
¢ € Co(R™), so ist ¢ - 1y = ¢ - 1y fiir eine beschrinkte offene oder
abgeschlossene Menge M’; wir schneiden dazu einfach M mit einem
offenen oder abgeschlossenen Ball, der den Trager von ¢ enthélt. Die
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charakteristische Funktion y := 1, 148t sich (nach §4) durch eine L!-
Cauchyfolge (1;) in Cy(R™) approximieren, und wie oben ist (¢ - 1)
ebenfalls eine L'-Cauchyfolge in Cy(R"), die gegen ¢ - 13, konvergiert,
also ist ¢ - 1)y € L(R™) und damit 15 € Lok (R™).

Allgemeiner heifle eine Teilmenge M C R"™ lokal messbar, wenn 1,; €
Liok (R™). Ist M eine solche Menge, so heifle eine Funktion f: R" — R
integrierbar iber M, wenn f -1, € L(R™), und L(M) sei der Raum der
iiber M integrierbaren Funktionen. Eine iiber M integrierbare Funktion
braucht natiirlich nur auf M definiert zu sein; wir setzen sie einfach
durch 0 auf R™\ M fort.

Bemerkung. Auch L(M) ist vollstindig beziiglich der L!'-Norm.
Die in §3 bewiesenen Eigenschaften von L(R") lassen sich auf L(M)
iibertragen.

16. Satz 1. Ist f € L(R") und g € Lik(R™) mit |g| < C (also g
beschrainkt), so gilt f-g € L(R™).

Beweis. Es gibt eine Folge (¢x) in Co(R™) mit ¢ — f und ¢y =, f.
Dann ist ¢y - g € L(R™) (nach Definition der lokalen Integrierbarkeit)
und ¢y, - g — f - g. Die Folge (¢, - g) ist eine L'-Cauchyfolge in L(R"™),
denn

||¢k-g—¢,-g||1:/<|¢k—¢lr-|g|>sc-um—@ul.

Nach Satz 1 in §5 gibt es (nach Ubergang zu einer Teilfolge) f € L(R")
mit ¢k-gL—l>fundgbk-g4>f, also f = f-g, und damit f-g €
L(R™). O

17. Korollar. Jede integrierbare Funktion f € L(R™) ist iber jede lokal
messbare Teilmenge M C R™ integrierbar, da f - 15 € L(R™).

18. Satz 2 (Transformationssatz) Es seien U und V offene Teil-
mengen von R™ und ® : U — V ein Cl-Diffeomorphismus und f €
L(V). Dann ist (f o ®)|det D®| € L(U) und

/f/ f o ®)| det DDY).

Beweis. Es sei g := [ - 1V € L(R™). Dann gibt es eine L'-Cauchyfolge

(pr) in Co(R™) mit ¢y, L, g und ¢, — g. Wir diirfen annehmen, dass
¢ Trager in V' hat. Dazu ersetzen wir ¢, durch ¢;1;, fiir geniigend
grofes [, wobei 1,7 /' 1y die in §4 angegebene stetige Approximation
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von 1y ist: Da 1,7 ¢, — 1y und |1, ¢x] < 1y|éx] € L(R™), folgt
11, ¢r — ludk|li — 0 nach Lebesgue (Satz 4 in §5), und da ferner
1oée — gl = f, 16 — gl < I — glls — 0, folgt diese Behauptung,

Nach dem Transformationssatz fiir stetige Funktionen mit kompak-
tem Tréger (Spezialfall von Satz 26.2) ist

[(((9x — ¢1) © @)| det D[)[[x = ll¢x — ¢ulls,

also ist (¢ o ®@|det DP|)pen eine L'-Cauchyfolge in Cy(R™), und da
diese Folge fast iiberall gegen go ®|det D®| konvergiert, ist die letztere
Funktion integrierbar mit

/(goCD)|detD<I>| :lim/(¢koq>)|detD<I>| :lim/qﬁk:/g.

Dies war zu zeigen, denn (go ®)|det D®| = ((f o ®)|det D®|)-1y,. O

Jetzt seien X C R?” und Y C RY lokal messbar, z.B. X = RP und Y =
R?. Der Satz von Fubini, den wir fiir Riemann-integrierbare Funktionen
bereits kennengelernt haben, fiihrt die Integration iiber X x Y C RP+¢
auf Integrationen iiber X und Y zuriick. Fiir jede Funktion f : X xY —
R und jedes y € Y sei fY : X — R definiert durch,

fU(x) = f(z,y).
19. Satz 3. (Fubini) Es sei f € L(X xY). Dann gilt:
e (a) fY € L(X) fir fast alley € Y,

e (b) Eine Funktion F : Y — R mit F(y) = [ f fir fast alle
y €Y ist integrierbar, d.h. F € L(Y') mit

/F= /.
Y XxY

also [y f = [y ([x f(z,y)dz)dy.
Beweis. Auf den ersten Blick scheint der Beweis klar zu sein: f ist Limes

einer L'-Cauchyfolge (¢;) in Co(X xY), also ¢y, — f und ¢y, L, f.Da
fiir stetige Funktionen mit kompaktem Triger (sogar fiir alle Riemann-
integrierbaren Funktionen) der Satz von Fubini bereits gilt, folgt er
durch einen Grenziibergang wohl auch fiir beliebige f € L(X x Y). Al-
lerdings gibt die Formulierung des Satzes schon etwas zu denken: Wir
miissen ja zunéchst einmal die Integrierbarkeit der Funktionen f¥ und
F aus dem Satz nachweisen! Die Sétze von Levi und Lebesgue bieten
hier keine Hilfe; wir miissen schon auf die Definition der integrierba-
ren Funktionen als Limiten von L!-Cauchyfolgen zuriickgreifen. Wir
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miissen also zunéchst zeigen, dass die Folge (¢7) fiir fast alle y eine L'-
Cauchyfolge in Cy(X) bilden (wobei wieder ¢} (x) := ¢y (z,y) gesetzt
wird).

Aus der Cauchyfolgen-Eigenschaft der Folge (¢y) folgt

[ ([ et - st i) ay o0 ()

fiir k — oo. Wir wollen das innere Integral ¢, (y) nennen und definieren
damit Funktionen ¢, € Cp(Y') mit

bely) = /X 64(2) — L (@)l = L — o, .

Nach (x) ist ([ ¢y) eine Nullfolge; durch Ubergang zu einer Teilfolge
diirfen wir annehmen, dass

/ e = el < 1/2%

Mit dem vielbenutzten Lemma 1 in §3 (S. 8) folgt |15| < 1/2% auBerhalb
einer kleinen Jordan-messbaren Menge T, C Y mit u(T}) < 1/2.
AufBerhalb der Vereinigung Sy = (J,., 77 gilt daher

] < 1/2" Vs,

und S ist eine e-Menge fiir € = 1/2%, also eine 1/2¥-Menge. Fiir alle
y € Y\ Sg und fiir alle m > [ > k gilt daher

7 = gill < > Wy <D 1/27 =1/2"
j=l+1 >l
Somit ist (¢Y) eine L'-Cauchyfolge in Co(X) fiir alle y € Y\ S fiir
beliebiges k, also fiir y € [J, (Y \ Sk) =Y \ (), Sk, und Ny := [, Sj ist
eine Nullmenge in Y (da Ny C S fiir alle k).
Fiir alle y € Y\ NV, gibt es also eine Funktion f¥ € L(X) mit ¢¢ — f¥

und ¢Y L, fy. Wir mo6chten gerne fy = f¥ schlieflen, aber das ist nicht
ohne weiteres moglich, da ¢; ja nur auflerhalb einer Nullmenge N in
X xY gegen f strebt; wir miissen wissen, ob der Schnitt von N mit den
Mengen X x {y} wieder eine Nullmenge ist. Dies sagt uns das folgende
Lemma, das ein Spezialfall des Satzes von Fubini fiir charakteristische
Funktionen von Nullmengen ist:

20. Lemma. Ist N C R? x R? eine Nullmenge, so ist NY := {z €
RP; (x,y) € N} fiir fast alle y € RY eine Nullmenge.
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Wir verschieben den Beweis dieses Lemmas an das Ende dieses Ab-
schnittes und beenden zunichst den Beweis von Satz 2. Nach dem Lem-
ma wissen wir jetzt, dass ¢f — fY fiir alle y auBerhalb einer Nullmenge

N, C Y. Also gilt f¥ = f¥ fiir alle y € Y\ N3, wobei N3 = N; U N,.

Fiir diese y folgt also f¥ € L(X) und ¢} £, fY. Insbesondere sehen
wir fiir alle y € Y\ Ni:

P(y) :Z/)(¢?—>/)(fy =: F(y).

Damit sind Funktionen ®;, F : Y — R definiert mit ®; € Cy(Y") und

®, — F (wobei F auf N3 z.B. Null gesetzt wird). Die ®; bilden sogar
eine L'- Cauchyfolge in Cy(Y'), denn fiir geniigend grofie [ < m ist

u@l—quulz/ @l—@m\:/ 61— bl < €.
Y XxY

Somit ist F' = lim;®; € L(Y) und &, R , und insbesondere folgt
[y @ — [, F. Andererseits gilt nach Wahl der ¢;:

/ (I)l = ¢l - f7
Y XxY XxY
und somit folgt die Behauptung [ . f = [, F. O

Beweis des Lemmas. Wir setzen X := RP und Y := RY. Fiir jede
Teilmenge S C X x Y und alle y € Y sei SY der Schnitt von S mit
X x {y}, genauer:

SV :={r e X; (z,y) € S}.

Unsere Nullmenge N liegt fiir jedes € > 0 in einer Lebesgue-messbaren
Menge S = |J,o; Ak, wobei A; Quader in X x Y von beliebig kleinem
Gesamtmaf sind, etwa

pL(S) <> p(Ay) < €

Jeder dieser Quader A, ist kartesisches Produkt A, = B, x C} von
Quadern By, C X und C} C Y. Fiir festes y € Y ist SY die Vereinigung
von einigen dieser Quader By, und zwar gehort By genau dann zu SY,
wenn der zugehorige “Partner” C} das y trifft. Insbesondere ist SY
als hochstens abzahlbare Vereinigung von Quadern wieder Lebesgue-
messbar (Folgerung 1 in §5, S. 20). Wir definieren jetzt

Ys:={yeY: ur(S?) > e}

Wir wollen zeigen, dass Ys Lebesgue-messbar ist mit py(Ys) < e falls
pr(S) < €. Wenn S selbst ein Quader B x C ist, ist dies klar: Dann
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ist Yg = C falls u(B) > € (andernfalls ist Y = ), und u(C) < ¢, da
u(B)u(C) < €. Ebenso leicht folgt dies, wenn S endliche Vereinigung
von Quadern ist, etwa S = A; U..U Ay mit Y, u(4;) < € und
A; = B; x C;. Ohne Einschrankung sei y genau in (1, ..., C}, enthalten,
und unter den Quadern By, ..., By gelte u(B;) > € genau firi =1, ..., j
(mit j < k), also Yg = C; U ... U ;. Dann ist

J
2> u(B)u(Cy) > e Zu ) > e pu(Ys).
=1

Ist schliefllich S unendliche Veremlgung von Quadern A;, As, ..., so ist
= Uy SY mit S¥ = A4, U ..U Ay, und Ys = (J, Yen. Also ist
Ys abzéahlbare Vereinigung von Quadern und damit Lebesgue-messbar,
und da p(S™) < € fiir alle N, folgt pz(Ys) = limy pu(Yon) < e.
Wir wihlen nun eine monoton fallende Mengenfolge (Sk)keny mit
S, D N, so dass jedes Sy eine 1/22*-Menge ist, also von Quadern mit
Gesamtmafl < 1/2%* {iberdeckt wird. Definieren wir

={y €Y; u((Sk)) > 1/2"},

so ist nach der vorstehenden Uberlegung s (Y;) < 1/2F. Dann hat

M= Ujop Vi ebenfalls Lebesgue-MaB p,(Y*) < 1/2%, und fiir alle
y € Y\ Y* und fiir alle | > k gilt u,((S;)Y) < 1/2% Fiir jedes y €
U Y \Y?) =Y\ N mit N =, Y gilt also ur((S)¥) < 1/2" fiir
geniigend grofe [. Da NY C (S))Y fiir alle [, ist NY eine Nullmenge in
X fiir alle y € Y\ N, und N’ ist eine Nullmenge in Y. Dies war zu
zeigen.
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Symbolverzeichnis

e ||A|| Matrixnorm

o AT Transposition

e B,.(z) offener Ball vom Radius r um x
o C!' (C*) (k-mal) stetig differenzierbar
e ((R™) Stetige Funktionen mit kompaktem Tréiger
e (y(R") Vervollstandigung von Cy(R™)
e CT Komplementmenge

e D, f i-te partielle Ableitung

e 07 Rand

e Oy T relativer Rand (beziiglich M

e || f|l Supremumsnorm

e || f|l: L'-Norm

o fi L, f L'-Konvergenz

° f1 ghm, f gleichméflige Konvergenz

e fi. — f Konvergenz fast iiberall

o /X f Punktweise Konvergenz

e fi. /' f monotone Konvergenz

e [ = g fast iiberall gleich

f o g Verkettung (f o g)(z) := f(g(x))

K, (x) abgeschlossene Kugel vom Radius 7 um x
L(R™) Lebesgue-integrierbare Funktionen

Lok (R™) lokal Lebesgue-integrierbare Funktionen
L(M) Lebesque-integrierbare Funktionen iiber M
e L'(R") (fast {iberall gleiche L'-Funktionen identifiziert)
e 1(T) Jordan-MafB

o 11 (M) Lebegue-Maf

e R(Q) Riemann-integrierbare Funktionen iiber @
e R(R™) Riemann-integrierbare Funktionen iiber R"
o SAT symmetrische Mengendifferenz

e T Abschluf

e T} Translation z — x + b

e T.M Tangentialraum

o U™ V" offene Teilmengen des R"

e (x,y) Skalarprodukt

e [z,y] Strecke von z nach y

o ~. ungefiahr gleich, Fehler < e

e | senkrecht

e VV “fiir alle”, 3 “existiert”

o A “und”
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