FUNKTIONENTHEORIE, WS 08/09

J.-H. ESCHENBURG

1. MOTIVATION

Die Funktionentheorie ist die Theorie der komplex differenzierbaren
Funktionen in einer komplexen Variablen. Der Definitionsbereich ist
eine offene Teilmenge C, C C, d.h. zu jedem s € C, gibt es ein € > 0
mit B.(x) C C,, wobei B.(z) = {%; |Z — x| < € die offene Kreisscheibe
(“Ball”) um 2z mit Radius € bezeichnet. Eine Funktion f : C, — C
heifit komplex differenzierbar oder holomorph, wenn es fiir alle x € C,
ein a € C gibt mit

flx+h)—f(x) no
. — a. (1)

Die komplexe Zahl a nennen wir dann die (komplexe) Ableitung von
f an der Stelle x und bezeichnen sie mit a = f’(z). Die Definition
ist identisch mit der reellen Differenzierbarkeit in einer Verénderlichen,
nur dass jetzt fiir h eben eine beliebige Nullfolge in C eingesetzt werden
darf. Warum interessiert man sich fiir komplexe Funktionen?

e C ist wichtig, fiir die Physik vielleicht wichtiger als R. Das uni-
verselle Phanomen der Interferenz wird dadurch beschrieben.

e Phinomene, die man schon an reellen Funktionen beobachtet,
“entfalten” sich erst bei Fortsetzung nach C, zum Beispiel Null-
stellen, Pole und andere Singularitédten, oder auch die Taylor-
entwicklung. In R ist nicht verstehbar, warum die aus der Geo-
metrischen Reihe 1%61 =1+4+qg+¢®... mit ¢ = —2? stammende
Identitét

1
1+ 22

nur fir z € (—1,1) Giiltigkeit hat, obwohl doch an den Stellen
1 und —1 gar nichts Besonderes mit der Funktion f(z) = ; +1$2
passiert.

=1—a?+2*—+...
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e Gewisse Integrale lassen sich durch Fortsetzung nach C berech-
nen, obwohl keine Stammfunktion gefunden werden kann, wie
zum Beispiel

o 1 T
_ dr= 2
/01+x4x - 2)

2. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Der Ursprung der Entdeckung der komplexen Zahlen war die Frage
nach der Losung kubischer Gleichungen (vgl. Skriptum Analysis 1). In
den Cardanoschen Formeln kommen Quadratwurzeln vor, und manch-
mal sind die Radikanden negativ und die Losungsmethode scheitert,
obwohl offensichtlich (nach Zwischenwertsatz) eine Losung existiert.
Raffaele Bombelli wagte 1572, mit Wurzeln negativer Zahlen einfach
zu rechnen und gelangte so zu richtigen (reellen) Losungen. Er brauch-
te dazu nur eine einzige neue Zahl zu “erfinden”: Die Zahl ¢ mit

2= —1. (3)

Die Bezeichnung stammt erst von Euler, 200 Jahre spéter, wobei ¢ fiir
“imaginédr” steht. Alle anderen Wurzeln negativer Zahlen sind reelle
Vielfache von 7, die die Menge der imagindren Zahlen bilden; Summen
von reellen und imaginéren Zahlen sind die komplezen (= zusammenge-
setzten) Zahlen. Aber wo auf der Zahlengeraden soll die Zahl i liegen?
Sie ist weder positiv noch negativ noch Null, also kann sie nicht auf,
sondern muss neben der Zahlengeraden liegen, d.h. in der zweiten Di-
mension. Das war die Idee von Gauf}, nochmal 50 Jahre nach Euler.
Damit ist C dasselbe wir R?, wobei eine komplexe Zahl z = z + iy mit
dem Vektor () € R? identifziziert wird; die Komponenten z und y hei-
Ben Real- und Imagindrteil von z. Bei der Addition werden die beiden
Komponenten einfach addiert; sie entspricht damit der Vektoraddition
im R2.

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z = x + iy und a = p + iq
ergibt

az = (p+iq)(z +1y) = pxr—qy+i(qr+py)
pr — qy
qy + py

“G0) e

Bezeichnen wir mit M, die Multiplikation mit der komplexen Zahl a,
also die Abbildung z — az, so ist dies die lineare Abbidung auf R? mit
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m:@l@. (5)

Mit der Beobachtung M., = M, + M, und My, = M,M, (wegen
M Myz = M,(bz) = a(bz) = (ab)z = My,z) sehen wir, dass die Matri-

zenmenge
p —q 2%2

C= eR pgeR 6

{(q p) p,q } (6)

eine Unteralgebra! von R?*? bildet, die isomorph zu C ist. Insbesondere
ist C kommutativ, enthélt die Eins I, und jedes Element # 0 besitzt
ein Inverses, die Matrix M,-1, wobei a~! = a/|al* mit @ = p — iq und
la|* = p? + ¢* = aa. Das kann man auch allein mit den Elementen von
C sehen (Ubungen).

der Matrix

Welche lineare Transformation der Ebene wird durch die Matrix M,
beschrieben? Das sieht man am besten bei Verwendung der Polarkoor-
dinatendarstellung

a = r(cos ¢ + isin ¢) = re'®. (7)

Dann wird p = r cos ¢ und ¢ = rsin ¢ und

M, =r (cosqb — sin gb) . (8)

sing  cos ¢

Dies ist eine Verkettung der Drehung um den Winkel ¢ mit der zen-
trischen Streckung um den Faktor r, eine sogenannte Drehstreckung.
Solche linearen Abbildungen der Ebene erhalten den orientierten Win-
kel. Wir kénnen also C als die Menge der Drehstreckungen der Ebene
ansehen.

3. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT

Satz 3.1. f : C, — C ist komplex differenzierbar (holomorph) <=
[ ist total differenzierbar (als Abbildung auf R?), und fir alle z € C,
st Df, € C, d.h.

sz - Ma (9)
fir ein a € C, (namlich a = f'(z)).

'Eine Algebra ist ein Vektorraum V mit einer bilinearen Abbildung V x V —
V', genannt Multiplikation. Als Beispiel denken wir an die Matrizenalgebra, V =
R™*", Eine Unteralgebra W C V ist ein Untervektorraum, der auch gegeniiber der
Multiplikation abgeschlossen ist: Fiir alle a,b € W folgt auch ab € W.
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Beweis. “=": Wenn f komplex differenzierbar im Punkt z € C, ist,

hat der Differenzenquotient einen Grenzwert: W — a mit a =
f'(2), also

h/ - —
und damit

f(z+h) = f(2) + ah + hd(h) = f(h) + M,h + o(h)
mit o(h) = hd(h); die Bezeichnung “o(h)” ist berechtigt, denn
lo(h)[/Ih] = d(h)| — 0.
Damit ist f in z total differenzierbar mit Jacobimatrix D f, = M,.

“«<": Ist umgekehrt f in z total differenzierbar mit D f, = M,, so folgt
f(z+h) = f(z) = Moh + o(h) = ah + o(h)

und damit
FCAR=JE) _ob) g
h h
also ist f in z komplex differenzierbar mit f'(z) = a. O

Folgerung 3.1. Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen:
f=u+iv=(%):C, — C ist komplex differenzierbar <= f ist
total differenzierbar, und fir die partiellen Ableiungen der Komponen-
tenfunktionen u,v von f gilt:

Uy = Vy, Uy = —Uy. (10)

Beweis. Fiir a = p + iq ist

Vg Uy q p )’
also ist u, = p = v, und v, = q¢ = —uy. O

Bemerkung: Wir kénnen f in zweifacher Weise verstehen: als Funk-
tion einer Variablen (die eben auch komplex sein darf) oder als Trans-
formation der Ebene R2. Die beiden Seiten von Satz 3.1 spiegeln diese
zwei Auffassungen wider. Als Transformation der Ebene hat f an jeder
Stelle eine Drehstreckung als Jacobimatrix. Drehstreckungen erhalten
(orientierte) Winkel; es sind sogar genau die linearen Abbildungen, die
orientierte Winkel erhalten.? Deshalb ist f winkeltreu, d.h. der Schnitt-
winkel von zwei reguldren Kurven durch einen gemeinsamen Punkt

2Mit einer winkeltreuen linearen Abbildung A wird das Dreieck mit den Eck-
punkten 0,e;,es und den Winkeln 90°, 45°, 45° in ein Dreieck 0, Aej, Aes mit
gleichen Winkeln iiberfiihrt; die Bildvektoren Ae;, Aes miissen daher rechtwinklig
und gleich lang sein, also ist A Vielfaches einer Drehung.
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z € C, bleibt nach Anwendung der Transformation f derselbe (aufier
in Punkten z mit f’(z) = 0); siehe die Ubungsaufgabe zur logarithmi-
schen Spirale.

Fiir holomorphe Funktionen gelten dieselben Rechenregeln (Summen-,
Produkt- und Quotientenregel sowie Kettenregel) wie im Reellen, mit
wortlich denselben Beweisen, wobei das Inkrement A jetzt eben kom-
plex sein darf (vgl. Skriptum “Analysis 17, Satz 28.1, S. 92f und 28.2,
S. 94). Deshalb konnen wir mit Hilfe der vier Grundrechenarten aus
schon vorhandenen holomorphen Funktionen neue konstruieren. Holo-
morph sind sicherlich sind die Konstante f(z) = a (mit Ableitung 0)?
und die identische Abbildung f(z) = z, die wir oft auch einfach mit z
bezeichnen; hier ist die Ableitung gleich 1.* Damit sind die Potenzen
2% und die Polynome Y reo a 2" holomorph, ebenso wie die rationalen
Funktionen, die Quotienten von Polynomen (auflerhalb der Nullstellen
des Nenners). Auch die Potenzreihen Y - ax2" sind innerhalb ihres
Konvergenzkreises holomorph, aber um das zu sehen, muss man et-
was arbeiten.® Wir werden dies bald ohne Rechnung einsehen kénnen

(Abschnitt 5).

4. STAMMFUNKTIONEN UND KURVENINTEGRALE

Stammfunktionen sind wie im Reellen als inverse Ableitungen defi-
niert: Ist f : C, — C eine stetige Funktion,® so heifit ' : C, — C eine
Stammfunktion von f, wenn F holomorph ist mit Ableitung F” = f. In
der reellen eindimensionalen Analysis haben wir Stammfunktionen zur
Berechnung von Integralen verwendet (Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung). Auch in der komplexen eindimensionalen Analysis
gibt es eine enge Beziehung zwischen Stammfunktionen und Integralen.
Aber wir stoen von Anfang an auf ein Problem: Was soll f;ol f(z)dz
bedeuten? Wenn man an die reelle Analysis denkt, sollte dies Limes
einer Summe sein, in der die Werte von f an irgendwelche Zwischen-
stellen zwischen z, und z; vorkommen sollten. Aber was heif3t hier
“zwischen”? Wir sind ja in der Ebene, und viele Wege fithren von z,
nach z;, auf denen wir Zwischenpunkte wéahlen konnten. Welchen die-
ser Wege sollen wir wéhlen? Es bleibt uns gar nichts anderes iibrig, als
zunéchst einmal alle Wege in Betracht zu ziehen. Das fithrt uns auf den
Begriff des Kurvenintegrals.

3f(z4+h) - f(z)=a—a=0.
4fGh)—f(z) _ h_q,

h
5Jsnich: Funktionentheorie, 6. Aufl., S. 4.
6Sp'a'uter werden wir sehen, dass f selbst holomorph ist, wenn es eine Stammfunk-
tion besitzt; davon sind wir aber noch weit entfernt.
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Eine Kurve oder ein Weg zwischen zwei Punkten z,, z; € C ist eine C'-
Abbildung” v : [a,b] — C, mit y(a) = 2, und ~(b) = z;; wir schreiben
dafiir kurz v : z, ~ z;. Wir denken uns den Weg oft als Teilmenge von
C,, namlich als das Bild der Abbildung 7. Die Abbildung v selbst wird

oft auch als Parametrisierung dieses Weges bezeichnet.

Eine solcher Weg muss keineswegs fiir beliebige z,, 21 € C° existieren;
wenn doch, so heifit die Menge C, C C (wegweise) zusammenhdngend.
Eine zusammenhéngende offene Menge nennt man ein Gebiet. Gewdhn-
lich werden wir voraussetzen, dass der Definitionsbereich unserer Funk-
tion ein solches Gebiet ist; es wird traditionell mit dem Buchstaben G
(fiir “Gebiet”) statt mit C, bezeichnet. Gebiete spielen fiir die komple-
xe Analysis dieselbe Rolle wie offene Intervalle fiir die reelle.

Ist nun f : G — C eine stetige Funktion, so definierten wir

[1=[re= [ Fr ()

Dabei wird sozusagen z durch 7(t) und dz durch +'(¢)dt substituiert.
Die rechte Seite von (11) ist ein ganz gewthnnliches Integral iiber das
reelle Intervall [a, b]; dass der Integrand komplexwertig ist, stort uns
nicht; man denkt sich einfach Real- und Imaginérteil getrennt inte-
griert.

Man kann die C'-Bedingung etwas abschwichen: v : [a, b] — C heifit
stiickweise C', wenn + stetig ist und es eine Unterteilung

a=t, <t1 <---<t,=5b

des Intervalls [a, b] gibt derart, dass ; := 7|[t;_1, ;] eine C'-Kurve ist
fiir alle j € {1,...,n}. Dann ist das Kurvenintegral iiber v immer noch

definiert: .
[=%] (12)

Satz 4.1. Das Kurvenintegral ist unabhdngig von der Parametrisierung
des Weges in folgendem Sinn: Ist «y [a,b] — C, eine C*-Kurve und
¢ : la,b] — [a,b] eine C'-Abbildung mit

d(a) =a. (b)) =b, (13)
dann gilt fir ¥ =~o0 ¢ : [a,b] — C,:

szlf (14)

7C" bedeutet differenzierbar mit stetiger Ableitung
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Beweis. Mit der Substitution t = gb(s) und dt = ¢'(s)ds gilt

[ ;= / FEETs = [ RO (6)6 (5)ds

s=a

= [ towron= [

Bemerkung 1: Wenn ¢ die Grenzen vertauscht, wenn also

dla)=b, ¢(b)=a (15)
anstelle von (13), dann folgt

/f— /f (16)

Zum Beispiel sei ¢ : [0,1] — [0,1], ¢(t) = 1 — t. Fiir einen Weg = :
[0,1] — G setzen wir v~ = 7y 0 ¢, also
v () =(1 1), (17)

das ist der umgekehrt durchlaufene Weg, und es gilt fiir jede stetige

Funktion f : G — C:
A f=- / 2 (18)

Bemerkung 2: Es kommt also beim Integrieren gar nicht wirklich auf
die Abbildung ~ an, sondern im Wesentlich auf ihr Bild 7([a, b]), auch
Spuroder Bahn von v genannt, wobei allerdings auch die Durchlaufrich-
tung festgelegt sein muss. In Funktionentheoriebiichern findet man da-
her oft Bezeichnungen wie flz—zolzr f(2)dz. Die Menge {z; |z—z,| =1}
ist die Bildmenge der geschlossenen Kurve v(t) = z, + re®, t € [0, 27];
iiber diese ist zu integrieren. Ein anderes Beispiel ist die Bezeichung
/. o /> wobel K C G eine kompakte Teilmenge mit nichtleerem Inneren
und glattem Rand ist. Dann ist der Rand 0K Bild einer Kurve +, die ihn
genau einmal umrundet und die so parametrisiert sein muss, dass die
Menge K immer (beziiglich der Durchlaufrichtung) links von v liegt.®
Der Rand kann auch aus mehrere Zusammenhangskomponenten Beste-
hen, dann muss man fiir jede Komponente eine solche Kurve wéhlen
und die Integrale addieren.

8Mit andern Worten: Fiir jedes t ist v(t) 4 €iy/(t) € K fiir kleine € > 0.
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Satz 4.2. Besitzt eine stetige Funktion f : C, — C eine Stammfunk-
tion F : C, — C (also F' = [), so gilt fiir jede C'-Kurve v : [a,b] —
C,:

[ £=F00) - Forta). (19)
Insbesondere ist f,y =0, wenn v(b) = v(a).

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

ist
(/f: /f@@hﬁwt
=l/Fwwwwﬁ
= /(Foy)'(t)dt
— F(y(b)) - Fr(a)),
denn
(F 07)(t) = DE,u/(t) = Mpry? (8) = Fl(y(@)7/(8). O

Bemerkung: Der Satz zeigt auch die Eindeutigkeit der Stammfunk-
tion F' einer stetigen Funktion f : G — C bis auf eine komplexe Kon-
stante: Wahlen wir einen festen Punkt 2z, € G und fiir jedes z € G
einen Weg 7, : 2, ~ z in GG, dann gilt nach (19)

F(2) = F(z) / ; (20)

Eine Kurve v heifit geschlossen, wenn v(b) = ~(a). Fiir solche Wege
gilt also f,y f =0, falls F' eine Stammfunktion besitzt. Auch die Um-

kehrung ist richtig; das ist der Satz von Morera.® Um diesen Satz ein-
zusehen, miissen wir noch den Begriff der Verkettung von Kurven oder
Wegen diskutieren: Sind zwei stiickweise C''-Wege 71,72 : [0,1] — G
mit (1) = 72(0) gegeben, so definieren wir die Verkettung vi * s :
[0,1] — G folgendermafien: In der ersten Hélfte des Intervalls [0, 1]
durchlaufen wir (mit doppelter Geschwindigkeit) den Weg ~q, in der
zweiten Hélfte den Weg 79, in Formeln:

71(2t) fiir ¢ €[0,1],
(1 % 72)(1) = )

220t —3)) fir tel[31]

9Giacinto Morera, 1856 (Novara) - 1907 (Turin)
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Satz 4.3. Satz von Morera: G C C sei ein Gebiet (offen, zusam-
menhdngend) und f : G — C eine stetige Funktion. Dann gilt:

f besitzt Stammfunktion <= f,y f =0 fiir jeden geschlossen Weg ~y
in G.

Beweis. “<” haben wir schon bewiesen: Wenn f = F”’, dann ist f’y f=
f’y F'=F(y(b)) — F(y(a)) = 0 fiir einen geschlossenen Weg ~.

“=": Gegeben sei eine stetige Funktion f : G — R mit f’y f =0 fir
jeden geschlossenen Weg ~v. Wir wéhlen z, € G fest. Weil G zusam-
menhéngend ist, gibt es Fiir jedes z € G einen Weg v, : 2z, ~ z. Wie

n (20) setzen wir'”
_ / f (22)
Yz

Wir wollen zeigen, dass dies eine Stammfunktion zu f ist. Dazu miissen
wir din Differenzenquotienten w berechnen. Da G offen ist,

liegt mit z auch eine kleine Kreisscheibe um z ganz in G, d.h. B.(z) C
G. Wenn |h| < €, dann ist die Strecke

22+ h] = {= + thi t€[0,1]} (23)
ganz in B.(z) und damit in G enthalten. Nun ist

F(z+h) = F(z) = /[ L (24)

denn 7 := v, * [2, 2 + h] x7_,,, ist ein geschlossener Weg, und damit ist

=] /f+/”+h]f— SR LN

In (24) rechts die Parametrlsierung t — z + th eingesetzt ergibt

F(z+h) -
h

h—0

/fz+thhdt /fz+th dt "9 1(2).
]

5. POTENZREIHEN

Eine Potenzreihe ist bekanntlich ein Ausdruck
= Z apz* (25)
k=0

10Djese Definition ist natiirlich unabhiingig von der Wahl von 7., denn ist 7, :
Zo ~ z ein anderer Weg von z, nach z, dann ist v, * 7, geschlossen und 0 =

Jroz =10 5 T
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fiir eine gegebene Folge (ay) komplexer Zahlen. Die Potenzreihe kon-
vergiert absolut in einer Kreisscheibe Bg(0), wobei
B 1
~ limsup,, .. (Jag|'/*)

und auflerhalb des Abschlusses dieser Kreisscheibe, fir |z| > R, di-
vergiert sie. Der Radius R heiit Konvergenzradius. In jeder kleine-
ren Kreisscheibe B,(0) mit 0 < r < R konvergiert die Reihe sogar
gleichmipig: Setzen wir f,(z) = >_j_, axz®, so gilt auf B,

[fo— [l <€ (27)

sofern nur n geniigend grof ist (vgl. Skriptum “Analysis 17).

(26)

Wir kénnen nun zeigen, dass Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenz-
radius gliedweise differenziert werden koénnen, als wéren es endliche
Summen. Dazu zeigen wir folgenden allgemeineren Satz:

Satz 5.1. Stammfunktion bei gleichméifliger Konvergenz

Ist f, : G — C eine Folge stetiger Funktionen mit f, gy f und st F,
eine Stammfunktion von f mit F,(z,) = 0 fir ein festes z, € G. dann
besitzt f eine Stammfunktion F = lim F,.

Beweis. Aus dem Satz von Morera 4.3 folgt, dass f eine Stammfunktion

F besitzt, denn wegen f, gy f gilt fiir jeden geschlossenen Weg v in

G:
Lf:limlfnzo.

Wir diirfen F'(z,) = 0 annehmen. Wihlen wir wieder fiir jedes z € G
einen Weg v, : 2, ~ z, dann ist F,,(z) = f% frn und

F(z):szzlimsznzlian. 0

Satz 5.2. Holomorphie von Potenzreihen: Jede Potenzreihe f(z) =
> ne arz® ist innerhalb seines Konvergenzkreises Br(0) holomorph mit
Ableitung

fl(z)=> kap". (28)
k=1

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die rechte Seite von (28), also die Rei-
he g(2) = Y, kapz"~1 denselben Konvergenzradius R hat wie f(2).
Es ist etwas einfacher, die Reihe zg(z) = Y, kaxz" zu betrachten, die
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offensichtlich genau dann konvergiert, wenn g(z) konvergiert. Der Kon-
vergenzradius R’ von zg(z) erfiillt
1/R' = limsup (k"/*|ax|"/*) .

k—o0
Aber der Vorfaktor k'/* konvergiert gegen 1, denn

LUk — Jmk)/k

da (Ink)k — 0 (der Logarithmus wéchst langsamer als jede positive
Potenz). Deshalb gilt R’ = R.

Nun wenden wir Satz 5.1 an auf G = B,(0) (r < R) und g,(2) =
> on_; kagz""! anstelle von f,,. Da g,, die Stammfunktion f,, besitzt und

In g g, ist g holomorph mit Stammfunktion f. (Eigentlich miissen
wir die Stammfunktionen f,, — ag betrachten, die in z, = 0 den Wert 0

haben.) O

6. DER CAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

Wir haben jetzt verstanden, warum das Verschwinden des Weginte-

grals
[/f =0 (29)

fiir geschlossene Wege v eine wichtige Eigenschaft ist: Dann gibt es eine
Stammfunktion F', und wir konnen Integrale wie bei reellen Funktionen
ausrechnen: f;ol f = F(z1) — F(2,), wobei es egal ist, entlang welchen
Weges von z, nach z; wir integrieren. Aber welche Funktionen erfiillen
(29) und besitzen somit eine Stammfunktion? Reicht Stetigkeit dafiir
schon aus, wie im Reellen? Nein, wir brauchen Holomorphie, und auch
dann gilt (29) noch lange nicht fiir alle geschlossenen Wege. Wir zeigen
(29) zunéchst fiir den Rand von einem Rechteck

R=a,b] x [e,d] ={s+it; a<s<b c<t<d} (30)

im Definitionsgebiet G; danach werden wir R recht drastisch verformen,
und die Eigenschaft bleibt erhalten. Wir miissen uns also in C ziemlich
anstrengen fiir eine Eigenschaft, die in R gar kein Problem ist (Existenz
einer Stammfunktion), aber der Lohn fiir diese Anstrengung wird grof3
sein.

Satz 6.1. Cauchyscher Integralsatz fiir Rechtecke: Ist f : G —
C holomorph und R C G ein Rechteck in G, dann gilt

f=0. (31)
OR
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Beweis. Der Beweis beruht auf den gleichen zwei Ideen wie die Sétze
von Gauf} (Divergenzsatz) und Stokes.' In der Tat kann er als Spezi-
alfall des zweidimensionalen Divergenzsatzes angesehen werden. Aber
wie so oft ist der Spezialfall viel einfacher als der allgemeine Fall. Die
beiden Ideen sind:

e Das Rechteck R ldsst sich in viele kleine Rechtecke Ry zerlegen,
und das Integral iiber OR ist die Summe der Integrale iiber Ry,
weil die inneren Wege stets in beiden Richtungen durchlaufen
werden und sich damit aufheben.

e In jedem Teilrechteck Ry kann f durch die affine Funktion

fo(2) = f(z0) + f'(20) (2 — 20)

approximiert werden; der Fehler ist klein genug.
Affine Funktionen besitzen aber Stammfunktionen, und daher
verschwindet ihr Integral iiber jeden geschlossenen Weg.

Ausfithrung (Goursat): Wir kénnten jede Kante des Rechtecks in N
gleiche Teile unterteilen und R damit in N? kleine Rechtecke Ry, zerle-
gen. Dann miissten wir aber alle Fehler gleichméfig abschétzen kénnen,
wozu wir eine stirkere Voraussetzung brauchten: C'. In unserem Fall,
wo am Ende alles Null sein soll, konnen wir anders vorgehen. Wir hal-
bieren die Intervalle [a, b] und [¢, d] zundchst nur. Damit zerlegen wir R
in 4 Teilrechtecke Ry, ..., R4, und das Integral iiber OR ist die Summe
der vier Integrale iiber ORy,...,0R, Dann ist

|/8Rf|S|/8le|+|/aR2f|+|/aR3f|+| [ 1

Einer der vier Summanden ist der gréfite; das zugehorige Teilrechteck
benennen wir um in R'. Also ist

I

Jetzt wird R! nach dem gleichen Muster in vier Teilrechtecke R}, ..., R}
unterteilt und wieder der gréBte unter den Werten | |, op f| aufgesucht;
J

das zugehorige Rechteck wird in R? umbenannt, und wir erhalten

[ aser] g

Auf diese Weise erhilt man eine Folge von ineinander enthaltenen
Rechtecken R! D R? O ..., deren Kantenlinge jedesmal halbiert wird,

11Vgl. Skriptum Analysis 2, S. 105.
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FEL N

Die Rechtecke ziehen sich auf einen Punkt z, € |J, oy R* zusammen; sie
bilden eine zweidimensionale konvergente Intervallschachtelung (vgl.
Analysis 1). Wenn der Durchmesser des Anfangsrechtecks D betragt
(mit D = /(b —a)? + (d — ¢)?), dann hat R* den Durchmesser D /2,
also ist

und es gilt

Vz € OR* |z — 2| < D/2".
Wir benutzen nun die Differenzierbarkeit im Punkt z, und erhalten

f(2) = fo(2)+r(z) mit f,(2) = f(20)+ f'(20)(2—2,) und dem Restglied
r(z)

r(z), wobei ¢(z) := = — 0 fiir [z — 2,| — 0. Wir wéhlen k so gro8,

dass |q(z)| < e fiir alle 2 mit |z—2,| < D/2F. Dann gilt fiir alle z € ORF:
r(2)] = |z = z|la(2)] < eD/2".

Weil f, eine Stammfunktion besitzt (Stammfunktion einer affinen Funk-
tion az + b ist az*/2 4 bz), verschwindet [, .. f,, und wir erhalten:

* DU
| f|§4’“|/ Grnl=4 [ <28 —py,
OR ORF ORF 2k2k

wobei U = 2((b — a) + (d — ¢)) der Umfang von R und damit U/2*
der Umfang von R* ist. Bei * haben wir die sogenannte Standard-
abschdtzung des Integrals durch das Betragsmaximum und die Lénge
des Integrationsweges benutzt, siche nachfolgendes Lemma. Da D und

U Konstanten sind und e beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt die
Behauptung faRf =0. U

Hilfssatz 6.1. Standardabschitzung: Fs sei f : G — C stetig,
v : [a,b] — G ein Weg mit Bogenlinge L und es gelte |f o~y| < M.
Dann gilt

| /f\ < ML. (32)
Beweis. | [ f] = | [ ()7 (€) dt] < [ 1F (0] ()] dt
<M [} |4/(t)| dt = ML. 0

Satz 6.2. Cauchyscher Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken
Ist f : G — C holomorph, R = [a,b] x ¢, d] ein Rechteck und ¢ : R — G
eine Ct-Abbildung, dann gilt

/ F=o. (33)
#(OR)
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Beweis. Wir fiihren denselben Beweis durch mit ¢(R¥) anstelle von
RF. Dabei éndern sich Durchmesser und Umfang, aber da die Maxi-
mumsnorm ||D®|| stetig und damit auf dem kompakten Rechteck R
beschrankt ist,

Dol < M,
werden alle Bogenldngen und Entfernungen héchstens um den konstan-

ten Faktor M grofler, was die Abschétzung nicht wesentlich veréndert.
O

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes ist, dass man Wege in G
deformieren kann, ohne das Integral einer holomorphen Funktion zu
verdndern. Sind ~,, 1 : [a,b] — G zwei C'-Wege von z, nach z;, dann
ist eine Deformation oder Homotopie zwischen diesen Wegen eine C'-
Abbildung ¢ : [0, 1] X [a,b] — G, ¢(s,t) =: ¢s(t), mit den Eigenschaften

a) @y : 2z, ~ 21 fiir alle s € [0, 1],

b) o =0, 1 =1
Eine Homotopie geschlossener Wege ~,, 11 : [a,b] — G ist etwas anders
definiert als eine C''-Abbildung ¢ : [0,1] x [a,b] — G, ¢(s,t) = ¢4(t)
mit den Eigenschaften

a) ¢ ist geschlossen fiir alle s € [0, 1],

b) o =0, 1 =1
Wege in G, zwischen denen eine Homotopie in GG besteht, heiflen homo-
top (in G). Als Anwendung von Satz 6.2 erhalten wir nur unmittelbar:

Satz 6.3. Sind ,,71 : [a,b] — G in G homotope Wege (beide z, ~ z
oder beide geschlossen) und f : G — C holomorph, dann gilt

[yofz/%f- (34)

Beweis. Es sei ¢ : R — G die Homotopie, wobei R = [0, 1] X [a, b]. Nach
Satz 6.2 ist f¢(8R) f = 0. Andererseits besteht ¢(OR) aus vier Kompo-

nenten; zwei davon sind die Wege 7; und v, , und die anderen zwei
sind konstant im ersten Fall und gleich mit umgekehrter Orientierung
im zweiten Fall. In beiden Féllen folgt

7. CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL

Gegeben sei eine holomorphe Funktion g : G — C. Das Gebiet G
enthalte eine abgeschlossene Kreisscheibe

K =K.(z)={z |z — 2| <r}.
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Dann erhalten wir aus dem Cauchyschen Integralsatz |, a9 =0, denn
wir konnen K leicht als Bild eines Rechtecks darstellen.

Das bleibt auch dann noch richtig, wenn g an einer Stelle a € K\ 0K
nicht definiert, sonst aber {iberall holomorph und nahe a (d.h. in einer
Kreisscheibe um a) beschrankt ist. Fir jede kleine Kreisscheibe K :=
K (a) C K sind die geschlossenen Wege 0K und 0K homotop (siehe
Figur). Damit erhalten wir nach Satz 6.3:

/ g =/ g =20, (35)
oK OK!

denn | [, g| < C - 2me — 0; also gilt immer noch [, g = 0. Diese

Uberlegung wenden wir an auf den den Differenzenquotienten einer
holomorphen Funktion f: G — C, d.h. auf die Funktion

- L2110
Es ist also [,, ¢ =0 und damit
(2) , _ (@ , 1 dz  » ‘
aKde— aKde—f(a)-/aKé P = f(a) - 2mi, (36)

wobei wir bei “%” den Satz 6.3 angewandt haben und bei «27 die
Parametrisierung eingesetzt haben: 0K wird paramaetrisiert durch
z = 7(t) = a+ e mit t € [0,27], also ist dz = 7/(t)dt = iee’dl

und ) .
dz T jee’dt )
= — — 2.
oK 2 — a o  eett

Mit (36) haben wir eine Formel fiir den Wert f(a) gefunden:

Satz 7.1. Cauchysche Integralformel: Ist f : G — C holomoeph
und K C G eine abgeschlossene Kreisscheibe, so gilt fir jedes a €
K\ 0K:

1 (2)
= — dz. 37
Ja) 2m Jog 2 —a : (37)
Die Bedeutung dieser von Cauchy gefundenen Formel ist riesig; beina-
he die gesamte Funktionentheorie kann als Korollar davon angesehen
werden. Die Formel besagt, dass wir den Wert einer Funktion an einer
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Stelle a durch ein Integral iiber ganz andere Werte weit weg von a erhal-
ten konnen. Die Werteverteilung einer holomorphen Funktion ist also
nicht beliebig; die Werte an verschiedenen Stellen hingen voneinander
ab. Das ist etwas ganz Neues im Vergleich zu reell differenzierbaren
Funktionen. Eine Konsequenz sehen wir sofort, die Mittelwerteigen-
schaft: f(a) ist der Mittelwert iiber die Werte von f auf einer Kreislinie
um a. Dies erhalten wir, indem wir K = K,.(a) wéhlen; setzen wir die
Parametrisierung Z = y(t) = a+re® ein, so kénnen wir die linke Seite
von (37) berechnen:
2 it 2
S dz = M ire'dt = z/ fla+re™)dt
oK 2 — @ 0 ret 0

Mit Satz 7.1 ergibt sich also:

Satz 7.2. Mittelwerteigenschaft:

f(a) = %/0 ' fla+ret)dt. (38)

Eine Folgerung davon wiederum ist das Maxzimumprinzip fiir holo-
morphe Funktionen: Real- und Imaginérteil von f konnen wegen (38)
in a nicht groBer sein als auf 0K und das Gleiche gilt auch fiir | f|, denn

@)l < 52 [ 1t retia (39)

Die reellwertigen Funktionen wu, v, |f| konnen also auf G kein striktes
Maximum besitzen, oder anders gesagt: Wenn sie doch ein Maximum
haben, dann miissen sie bereits konstant sein. dieses nicht strikt sein,
d.h. die Funktion ist konstant.!> Wir werden bald sehen, dass damit
auch f bereits konstant sein muss.

8. POTENZREIHENENTWICKLUNG

Die Bedeutung von (37) wird deutlicher, wenn wir die Variablen
umbenenne: z statt a und w statt z. Fiir jede holomorphe Funktion
f : G — C und jede Kreisscheibe K = K,.(z,) C G gilt fir alle
z€ K\ 0K:

1 (w)

flz) = 30 o w2 dw. (40)

2Bin Maximum M = u(a) heiBt strikt, wenn es ein z € G mit u(z) < u(a) gibt.
Dann ist die Menge {z € G; u(z) = a} eine echte Teilmenge von G. Wenn wir a
als Randpunkt dieser Menge wihlen, dann gibt es einen kleinen Kreis 0K, (a), auf
dem einige Werte von u kleiner sind als M (und sonst gleich), also ist (38) fiir u
verletzt.
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Die rechte Seite héngt unter dem Integral in sehr einfacher Weise
von der Variable z ab. Mit Hilfe der geometrischen Reihe kénnen den
Integranden leicht in eine Potenzreihe nach z — z, entwickeln. Mit
q:=(2—2)/(w— z,) ist

1 1 1 1

w—2z W—2,—(2—2) w—2,1—¢q

Da |z —2,| <7 fiir z € K\ 0K und w— z,| = r fiir w € 0K, ist |¢| < 1
und damit

also erhalten wir

und damit aus (40):
1 — fw) (2= 2)*
= — dw.
/() 271 /aK kZ:O w— 2z, (W— z,)* v
Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Integranden (vgl. Satz 5.1)

diirfen wir die unendliche Summe mit dem Integral vertauschen und
erhalten

10 =3 2 ([ o) ==t

Satz 8.1. Ist f : G — C holomorph und K = K,(2,) C G, dann ldsst
sich f in K in eine Potenzreihe nach Potenzen von z — z, entwickeln:
Fiir alle z € K \ 0K gilt

) =3 anlz - z)t (42)

k=0

! ORI (43)

T omi o (W — zp)kt1

o)

ag

Dieser Satz hat eine Menge Folgerungen; man kann mit einigem Recht
behaupten, dass der Rest der Vorlesung nur aus Folgerungen dieses
Satzes besteht. Es gibt zwei Sorten von Folgerungen: Solche, die nur die
Tatsache der Potenzreihenentwicklung (42) benétigen, und solche, die
die explizite Darstellung (43) der Koeffizienten beriicksichtigen. Aus
dieser Darstellung bekommen wir namlich eine Abschiatzung der ay
durch die Werte der Funktion:



18 J.-H. ESCHENBURG

Folgerung 8.1. Ist |f| < M auf K = K,.(2,), dann ist

M
ax] < (44
Beweis. Mit der Standardabschétzung ist
B f(w) M M
lag| = /BKT(ZO) Py Z())Hldw < 27r - i d

Satz 8.2. Satz von Liouville Fine ganze (d.h. auf ganz C holomor-
phe) und beschrankte Funktion ist konstant.

Beweis. Dann gilt (44) fiir alle r > 0, aber 2 — 0 fiir r — oo, falls
k > 0. Also a; = 0 fiir alle £ > 0 und somit f = a,. O

Satz 8.3. Fundamentalsatz der Algebra Jedes nichtkonstante Po-
lynom auf C besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Wenn ein Polynom f keine Nullstelle besitzt, ist 1/ f eine ganze
Funktion, die fiir |z] — oo gegen Null geht oder wenigstens beschrankt
bleibt. Deshalb ist 1/f ganz und beschréinkt und damit konstant. [

Nun noch einige Folgerungen, die nur (42) verwenden:

Folgerung 8.2. Fine holomorphe Funktion f : G — C ldsst sich um
jedes z, € G in eine Rethe entwickeln, deren Konvergenzradius minde-
stens der Abstand von z, nach 0G ist. O

Folgerung 8.3. Jede holomorphe Funktion f : G — C hat holo-
morphe (erste, zweite, dritte, ...) Ableitung und wird in jedem Kreis
K = K,.(z,) C G durch seine Taylorreihe in z, dargestellt.

Beweis. Da f(z) = > ax(z — 2,)" fiir alle z € K, ist
flz) = Zkak(z L
['(z) = Z k(k — Dap(z — 2,)"2
FO) = D k(k—1). (k= n+ Dagz — 2,)F"

und damit £ (z,) = nlay, also a, = f™(z,)/n! und

") ( 5
fy =3 B (45)

Somit wird f durch seine Taylorreihe dargestellt. O

Folgerung 8.4. Ist f : G — C stetig und besitzt eine Stammfunktion
F:G—C (mit F'=f), soist f holomorph. O
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Satz 8.4. Satz von Morera (2): Ist f : G — C stetig und gilt
faA f =0 fiir jedes Dreieck A C G, dann ist f holomorph.

Beweis. Ein Dreieck ist die konvexe Hiille von drei Punkten zq, 29, 23 €
C, d.h. die Menge

A = {121 + Aoza + A3z A, Ao, A3 € [0,1], Ap + Ao+ A3 =1}

Der Rand 0A besteht aus dem Streckenzug v = [21, 2o] %[22, 23] % [23, 21],
sofern A links von ~ liegt, andernfalls ist OA = ~~. Der Beweis ist
nun genauso wie in Satz 4.3, wobei wir uns auf eine beliebige offene
Kreisscheibe B = B,.(z,) C G einschrénken und fiir 7, die Strecke [z,, 2]
wéhlen. Wir setzen also F(z) = f;o f fiir alle z € B. Fiir das Dreieck
A mit den Ecken z,, z,z + h (mit z + h € B) gilt nach Voraussetzung

Jon [ = 0 und damit F(z + h) — F(z) = 7", und PethZFE)

: f;Jrh i (z). Somit ist F' eine Stammfunktion von f auf B und
nach Folgerung 8.4 ist f auf B holomorph. Da das Zentrum z, von B
ein beliebiger Punkt von G war, ist f auf ganz G holomorph. O

9. LOKALE UMKEHRFUNKTIONEN

Eine holomorphe Funktion f : G — C heifit umkehrbar, wenn f(G)
wieder ein Gebiet'? ist und es eine holomorphe Funktion ¢ : f(G) — C
gibt mit f o g = idg) und go f = idg. Man sagt dann auch, dass
f: G — f(Q) biholomorph (umkehrbar holomorph) ist. Die biholomor-
phen Abbildungen sind sozusagen die Isomorphismen der Funktionen-
theorie; Komposition mit ihnen bringt keine wesentliche Verénderung.

Die meisten Funktionen sind allerdings nicht biholomorph, allenfalls
nach starker Einschréankung ihres Definitionsbereichs. Eine lokale Um-
kehrfunktion einer holomorphen Funktion f : G — C ist eine holomor-

phe Funktion ¢ : G — C mit ¢(G) C G und

fog=idg. (46)
Wie findet man lokale Umkehrfunktionen? Wieviele davon gibt es? Und
wie steht es mit der zweiten Gleichung g o f = id?

Um eine Konstruktion fiir eine lokale Umkehrfunktion g von f zu fin-
den, nehmen wir zunéchst an, dass eine solche bereits gegeben wére
und leiten eine notwendige Bedingung her, die uns g festlegt; durch
diese definieren wir anschlieBend die gesuchte Funktion. Wenn also ¢
mit f o g =1id gegeben ist, dann erhalten wir durch Ableiten mit Hilfe
der Kettenregel:

l=id"=(fog) = (f'o9) ¢

I3Wir werden bald sehen, dass dies fiir jede holomorphe Funktion der Fall ist.
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Insbesondere darf f’ o g keine Nullstellen haben, und dann ist

1
- flog’

Das ist die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion, die wir ja
schon aus der reellen Analysis kennen. Wir verstehen sie hier als Be-
stimmungsgleichung fiir g.*

/

9

(47)

Besonders einfach ist der Spezialfall, in dem die Ableitung von f wieder
als Funktion von f selbst ausgedriickt werdem kann:'®

f=hof (48)

fiir eine holomorphe Funktion h : G — C\ {0} mit f(G) C G. Dies
ist bei den bekannten transzendenten Funktionen (exp, tan, sin usw.)
erfiillt:*0

/

exp’ = exp, (49)
tan’ = 14 tan? (50)

sin/ = V1 — sin® (51)
In diesem Fall wird (47) zu
1 1 1

~ flog hofog h

Also ist g eine Stammfunktion von 1/h. Wenn das Definitionsgebiet
G einfach zusammenhingend ist,'” d.h. wenn jeder geschlossene Weg
v in G homotop zu einem konstanten Weg 7, ist, dann ist f,y% =
f%% = 0 und nach dem Satz von Morera 4.3 oder 8.4 besitzt jede

holomorphe Funktion auf é~eine Stammfunktion. Wir wéhlen unsere
lokale Umkehrfunktion g : G — C also als Stammfunktion von 1/h,
wobei die freie Konstante noch zu bestimmen sein wird.

9

14Gleichung (47) ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir g; fiir sie gilt der
Existenz- und Eindeutigkeitssatz wie im Reellen, mit dem gleichen Beweis. Wir
werden dies aber nicht benutzen.

1554 eine Gleichung (48) nennt man eine autonome Differentialgleichung fiir f.

16t 0p/ — (%)/ __ sin’ coio—sgos’ sin _ cosi;;zsin2 — 1+ tan2
17T et . . N . .
Beispiele sind konvexe oder allgemeiner sternférmige Gebiete G, in denen es

einen Punkt w, € G gibt mit [w,w,] C G fiir alle w € G. Konver bedeutet
sternférmig fiir jedes w, € G.
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Aber erfiillt diese Funktion g nun auch, was sie soll, namlich fog = id?
Das tut sie iiberraschenderweise leider nicht so ohne Weiteres!'® Statt-
dessen erfiillt sie die andere Gleichung g o f = id, die wir bisher noch
nicht betrachtet hatten! Dazu miissen wir allerdings den Definitionsbe-
reich G von f einschréanken, d.h. zu einem Teilgebiet G; C G iibergehen
mit der Eigenschaft, dass f(G) C G. Auf Gy gilt dann

(gof) =(g'of) [ =

Wenn wir zusitzlich fordern

hof-hole.

g(f(zo)) = %o (52)

fiir ein festes z, € (G;, dann erhalten wir tatséchlich auf GG; die zweite
Gleichung

go f=id (53)
Wenden wir auf beiden Seiten von (53) die Funktion f an, so erhalten
wir fogo f= foder (fog)(f(z)) = f(z) fir jedes z € Gy, also folgt

fog=id. (54)

auf f(G1) C G. Nach dem Identititssatz, den wir im néchsten Ab-
schnitt kennenlernen werden, gilt (54) dann sogar auf ganz G.

Satz 9.1. Es sei f : G — C holomorph mit f' = h o f fir eine
holomorphe Funktion h : G — C ohne Nullstellen, wobei f(G) C G.
Dann gilt: Eine Funktion g : G — C ist lokale Umkehrfunktion von f,
d.h. fog=1idg, genau dann, wenn g Stammfunktion von 1/h ist mit

9(f(20)) = 2, fiir ein z, € G.

Beweis. Wenn g eine lokale Umkehrfunktion ist, so gilt (fog)’ = 1 und
somit ¢’ = 1/(f'og) = 1/h. AuBerdem ist f(g(w,)) = w, fir jedes feste
w, € G. Mit z, := g(w,) folgt g(f(z,)) = g(w,) = 2,. Ist umgekehrt g
eine Stammfunktion von 1/h mit g(f(z,)) = 2,, dann ist (go f) =1
und damit g o f = id auf jedem Teilgebiet Gy C G mit f(Gy) € G.
Damit ist f o g = id auf f(G1), und nach dem Identitdtssatz folgt
fog=id auf ganz G." U

Bemerkung: Da jede lokale Umkehrfunktion eine Stammfunktion von
1/h und somit bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, ist sie
durch (52) eindeutig festgelegt. Weil f aber vielleicht nicht auf ganz G

18(fog)’ = (f'og)-¢g' = (ho fog)/h; wir kénnen diese Gleichung als Differential-
gleichung fiir die Funktion f o g ansehen, die f o g = id als eine Losung hat; dazu
muss der Anfangswert richtig gewiihlt sein: f(g(w,)) = w, an einer Stelle w, € G.

OWenn wir G1 so wihlen konnen, dass f(Gy) = G‘, ist der letzte Schritt
iiberfliissig. Das ist zum Beispiel bei f = exp und g = In der Fall, siehe unten.
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injektiv ist, ist die Wahl nicht eindeutig: Wenn f(z,) = f(z1) = w,,
dann sind durch g(w,) = z, und g(w,) = z; zwei verschiedene lokale
Umkehrfunktionen gegeben, die sich um die Konstante z; — z, unter-
scheiden. Man spricht von verschiedenen Zweigen der Umkehrfunktion.

Logarithmus: Im Fall f = exp ist h(w) = w. Wir konnen also
eine lokale Umkehrfunktion In (Logarithmus naturalis) von exp als
Stammfunktion von i definieren, und zwar auf jedem einfach zusam-
menhiingenden Gebiet G, das die Null 0 nicht enthélt, zum Beispiel auf
der links geschlitzten Ebene G = C;, = C\ {z € R; = < 0}, wobei nach
(52) In1 = Ine® = 0 gelten muss, wenn wir 2, = 0 wihlen. Das zu-
gehorige Gebiet Gy wire {z € C; Im (2) € (—m, 7)} mit exp(Gy) = G.
Wir konnten auch z, = 27wik fiir beliebige k € Z wihlen und wiirden
andere Zweige des Logarithmus mit log1 = 27ik bekommen; der mit
Wert 0 in 1 wird Hauptzweig genannt. Zwei Zweige des Logarithmus
unterscheiden sich also um ganze Vielfache von 27i. Das kann man auch
etwas besser verstehen, wenn man die Umkehrfunktion direkt ausrech-
net: Aus der Darstellung von w in “Polarkoordinaten” w = |w|e® kann
man ndmlich Real- und Imaginéarteil des Logarithmus ablesen:

6lnw —w = |w|ez¢ — 61n|w\ez¢ _ 61n|w\+z¢’

also
Relnw=Imnw|, Imlhw=¢. (55)

Der Realteil von Inw ist also eindeutig bestimmt als (reeller) Logarith-
mus von |w|, aber der Imaginérteil ist der Winkel, auch “Argument”
genannt, und der ist nur bis auf ganze Vielfache von 27 bestimmt.

Die Wahl von Cj, als Definitionsgebiet ist natiirlich willkiirlich; wir
konnen ebenso gut C\ S betrachten, wobei S = {rz,; r > 0} ein
beliebiger von 0 ausgehender Strahl (“Schnitt von 0 nach 00”) ist.

Arcustangens: Im Fall f = tan ist A(w) = 1 +w?, und wir definieren
die Umkehrfunktion arctan als Stammfunktion von ﬁ auf jedem ein-
fach zusammenhingenden Gebiet, das +i (die Nullstellen von 1 + w?)
nicht enthilt, zum Beispiel G = Crr = C\ {iy; y € R, |y| > 1}. In die-
sem Fall muss zusétzlich arctan(0) = 0 (Hauptzweig) oder arctan(0) =
km, k € Z (Nebenzweige) gefordert werden. Zwei verschiedene Zweige
des Arcustangens unterscheiden sich also um ganze Vielfache von .

Wurzel: Die Potenz f(z) = 2" konnen wir nicht so behandeln, weil
f'(z) = nz"t = nf(z) Y/ bereits die n-te Wurzel enthilt, die wir
ja erst konstruieren wollen. Aber hier hilft uns der Logarithmus: Fiir
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jede reelle oder komplexe Zahl oo und jedes z € Cj, setzen wir
2% = 0z, (56)
Speziell fir o = 1/k ist
g(w) = Yw = w't = ek (57)

(k-te Wurzel) eine auf Cj, definierte lokale Umkehrfunktion zur Potenz

f(z) = ¥, denn
Flg(w) = (e = e =

Auch jeder andere Zweig des Logarithmus fiihrt zu einer k-ten Wurzel.
Ersetzt man In durch In+27mz, so erhélt man

) _ e(lnw+27rmz)/k 27rzm/k:w1/k

i(u —

9

was zu k verschiedenen Wurzeln fithrt (m =0,...,k —1).

Wenn man nur an einer Umkehrfunktion in einer kleinen Umgebung
interessiert ist, kann man den Umkehrsatz der reellen mehrdimensio-
nalen Analysis verwenden:

Satz 9.2. Umkehrsatz: Ist f : G — C eine holomorphe Funktion und
zo € G mit f'(2,) # 0, dann gibt es Umgebungen G, von z, und G von
f(2o) derart, dass f|a, : Go — G biholomorph ist.

Beweis. Die Funktion f ist C? (sogar beliebig oft differenzierbar) und
hat in z, invertierbare Ableitung Df, = My ., (Multiplikation mit
f'(2,)). Nach dem Umkehrsatz ist dann f nahe z, (d.h. in einer Um-
gebung G, von z,) ein Diffeomorphismus, und die Umkehrfunktion
g: G — G, hat Ableitung Dg, = (Df,)"' = M,y 2y, wobei z = g(w).
Also ist auch Dg,, die Multiplikation mit einer komplexen Zahl, ndmlich
1/f'(z), und daher ist g holomorph.

O

10. “ES GIBT NUR EINE FUNKTION”

Satz 10.1. Jede holomorphe Funktion ist nahe einer Nullstelle bis auf
Biholomorphie eine Potenz. Genauer: Ist f : G — C holomorph mit
f(zo) = 0, dann gibt es eine Umgebung G, C G von z, und eine bi-
holomorphe Abbildung b : B.(0) — G, mit f ob = p, fir einn € N,
wobei p, die n-te Potenz bezeichnet: p,(w) = w".

Beweis. Ohne Einschrénkung sei z, = 0. Die Reihenentwicklung (42)
von f(z) beginnt mit einer niedrigsten Potenz, d.h. einem Term a,,z"
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mit n > 1, wobei a,, # 0 und a; = 0 fiir alle £ < n. Wir kénnen also
aus (42):

f(2) = 2"(an + Qni12 + Qpioz® +...) = 2"h(2)
mit h(z2) = > any;27, wobei h(0) = a, # 0. Wir wihlen € < |a,|
und finden dazu 6 > 0 mit h(Bs(0)) C B(a,). Da 0 € Bs(a,,), konnen
wir einen Schnitt S von 0 nach oo wéhlen, der Bs(a,) nicht trifft. Auf

C\ S ist dann ein Zweig des Logarithmus und damit eine holomorphe
n-te Wurzel definiert. Wir setzen h(z) = {/h(z) und erhalten

f(2) = (zh(2))" = a(2)" (58)
mit a(z) 1= zﬁ(z). Diese Funktion hat Ableitung a’(z) = h(z) + zI/(2),
also a'(0) = h(0) = {/a, # 0. Nach dem Umkehrsatz 9.2 ist a(z) nahe

0 umkehrbar; die Umkehrfunktion nennen wir b(w), also z = b(w),
w = a(z). Nach (58) ist f = p, o a und damit fob=p,. O

Mit diesem Satz wissen wir lokal alles iiber holomorphe Funktionen;*

sie sind genauso gut bekannt wie die Potenz. Das hat eine Reihe von
starken Konsequenzen.

Satz 10.2. Isoliertheit der Nullstellen: Die Nullstellen einer nicht-
konstanten holomorphen Funktion f : G — C sind isoliert, d.h. zu je-
dem z, € G mit f(z,) =0 gibt es einen Kreis B.(z,), der keine weitere
Nullstelle aufler z, enthdlt.

Beweis. Nahe z, sieht f wie eine Potenz aus, f = p, o b fiir eine Biho-
lomorphie b, aber p,(w) = w™ hat nur eine einzige Nullstelle. O

Der folgende Identitéatssatz hat vielfiltigste Anwendungen; eine haben
wir schon im Beweis von Satz 9.1 gesehen, aber es gibt viele weitere.
Zum Beispiel folgt, dass jede Formel, die in R gilt, auch in C richtig
bleibt, wenn sie dort Sinn macht. Man probiere es aus mit den Additi-
onstheoremen fiir Sinus und Cosinus (Ubung)!

Satz 10.3. Identitiitssatz Wenn zwei holomorphe Funktionen f, f -
G — C auf einer nicht diskreten Menge N C G iibereinstimmen, dann
sind sie gleich, f = f.

Wir miissen zunéchst die Definition von “(nicht) diskret” nachtragen.
Eine Teilmenge D C G heifit diskret, wenn alle Elemente isoliert sind:
um jedes z € D gibt es einen Kreis B.(z), der keine weiteren Element
von D enthélt, D N B.(z) = {z}. Entsprechend ist eine Teilmenge

20Dje Voraussetzung, dass z, eine Nullstelle sein soll, ist keine ernsthafte Ein-
schrinkung; man geht sonst zu f, = f — f(z,) iiber.
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N C G nicht diskret, wenn diese Eigenschaft fiir wenigstens ein z, € N
nicht gilt, d.h. jeder Kreis B(z,) enthélt aufier z, noch weitere Punkte
von N. Einen solchen Punkt z, nennt man auch einen Hdaufungspunkt
von N.

Beweis. Die holomorphe Funktion h :f — f hat Nullstellen auf N.
Wenn h die Nullfunktion ist, dann ist f = f. Andernfalls ist h nicht
konstant (sie hat ja Nullstellen und ist nicht die Konstante Null), und

damit sind die Nullstellen isoliert, sie bilden also eine diskrete Menge.
Widerspruch! 0

Satz 10.4. FEine nichtkonstante holomorphe Funktion f : G — C ist
offen, d.h. die Bilder offener Mengen unter f sind offen.

Beweis. Es sei z, € G. Dort hat die Funktion f, := f — f(z,) eine
Nullstelle, also ist f, = p, o b nahe z,. Da die Potenz p,, offen ist (s.u.)
und b ein Diffeomorphismus, ist f, offen, also auch f.

Es bleibt noch die Offenheit von p,, zu zeigen. Es geniigt es zu zeigen,
dass p,(Be(w,)) offen ist fiir beliebige w, € C und geniigend kleine
e > 0. Wenn w, # 0, ist p/,(w,) # 0 und die Eigenschaft folgt aus
dem Umkehrsatz 9.2. Wenn w, = 0, sehen wir explizit p,(B.(0)) =
B (0). O

Satz 10.5. Gebietstreue: Ist f : G — C holomorph auf einem Gebiet
G, so ist auch f(G) ein Gebiet.

Beweis. Da G offen, ist f(G) offen nach dem vorigen Satz. Aber f(G)
ist auch zusammenhéngend: Zwei Punkte w, = f(z,) und w; = f(z)
konnen durch einen Weg in f(G) verbunden werden, weil z,,2; in G
verbunden werden koénnen: 7 : z, ~ 21 = f o7y :w, ~ w;. U

Satz 10.6. Maximumprinzip: Ist f = u+iv : G — C holomorph
und nicht konstant, so besitzt keine der reellen Funktionen u,v,|f| ein
Mazimum.

Beweis. Wiirde namlich eine dieser drei Funktionen bei z, € G ein Ma-
ximum annehmen, dann wére f(z,) ein Randpunkt von f(G), denn es
gébe ja beliebig nahe zu f(z,) Punkte w, deren Real- oder Imaginérteil
oder Betrag grofier sind als die entsprechende Grofie bei f(z,). Aber
f(G) ist eine offene Menge und enthélt daher keine Randpunkte, Wi-
derspruch! O

Bemerkung: Diese Version des Maximumprinzips ist stéarker als die
auf S. 16 gegebene, denn sie sagt: Wenn eine dieser reellen Funktionen
ein Maximum besitzt, dann ist nicht nur sie konstant, sondern auch
bereits die gegebene holomorphe Funktion f.
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11. HOLOMORPHE FUNKTIONEN AUF KREISRINGEN

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass eine holomorphe Funktion
f auf Kreisscheiben in eine Potenzreihe (Taylorreihe) entwickelbar sind
und sich daher im Wesentlichen wie eine Potenz (die niedrigste nicht-
verschwindende Potenz der Potenzreihe) verhalten. Oft kommt es aber
vor, dass f an einer Stelle z, eine Definitionsliicke hat und damit nur auf
der gelochten Kreisscheibe B,.(z,)\ {z,} definiert ist. Etwas allgemeiner
wollen wir holomorphe Funktionen in Kreisringen Br(z,) \ K, (z,) mit
r < R betrachten.

Satz 11.1. Laurent-Entwicklung Ist f : G = Bgr(z,) \ K;(z,) — C
holomorph, so gilt fiir alle z € G:

f(z) = Z apz® = lim Z ar(z — 2,)" (59)
k=—o00 k=—n
mit
1 f(w)

dw (60)

a = — —
270 Jop, (2) (W — 25)F T

fir alle k € Z und beliebige p € (r,R). Die Rethe (59) ist in jedem
kompakten Kreisring {z; r+¢€ < |z — z,| < R — €} C G absolut und
gleichmdpf$ig konvergent.

Beweis.

Wir benutzen die Cauchysche Integralformel zunéchst fiir einen kleinen
Ball B.(z) C G und deformieren 0B.(z) zunéchst iin ein Kreisbogen-
viereck mit einem &ufleren und einem inneren Kreisbogen und zwei
radialen Strecken, wie in der Figur gezeigt. Dann schieben wir die ra-
dialen Strecken immer weiter voneinander fort um den Kreis herum, bis
sie sich auf der Riickseite wieder treffen. Am Treffpunkt wird die ra-
diale Streche vor und zuriick durchlaufen; die Integrale dariiber heben
sich also auf. Ubrig bleiben die Integrale iiber die Kreise mit Radien
R = 1r —¢eund = r + ¢, wobei der innere Kreis in der falschen
Richtung durchlaufen wird. Somit erhalten wir

o flw) f(w) f(w)
2mif(z) = /E)BE(Z) o dw = /aBR,(zO) o dw — /83T,(zo) o dw.
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Wie beim Beweis der Potenzreihenentwicklung werden die Integranden
nun in eine geometrische Reihe Y77 ¢" fiir geeignete ¢ entwickelt:

f(w) 1 (1)

f(w) ) f(w) _ wW—2Zo lfi%zz‘;
woz wmm) sl | s 1 (g)

Dabei miissen wir den &ufleren und den inneren Kreis unterschiedlich
behandeln, um |g¢| < 1 zu gewéhrleisten: Im Fall w € 0Bg/(z,) ist
|z2—2,| < |w %o|; daher setzen wir ¢ = 2=%> und wiihlen die Darstellung
(1); im anderen Fall w € 0B,/(z,) ist dagegen |2 — 20| > |w — 2],
denn z liegt auBerhalb von K. (z,), also werden wir ¢ = =2 und die
Darstellung (2) wahlen. Wir erhalten damit

f(w) i(u;o Do )k falls w € 0Bgr/(2,)

) s (weza)i falls w € OBy (z,)

w—z
Vertauschen von Summe und Integral (gleichméfige Konvergenz der
geometrischen Reihe) ergibt mit B = Bg/(2,) und b = B,/(2,):

2mif(z) = Z(Z—Zo)k/ % - (z_zo)(ﬂl)/ab M

w—2z,)"7
k=0 OB ° =0 o)

Mit dem Cauchyschen Integralsatz kann man noch die Integrale iiber
0B und 0b durch Integrale iiber 0B, (z,) ersetzen und die beiden Sum-
men zu einer iiber ganz 7Z zusammenfassen, mit der Substitution k =
—(j+1) in der zweiten Summe, dann erhalten wir die Behauptung. [

Die Reihe (59) heiit Laurententwicklung der Funktion f im Kreisring
G = Bgr(z,) \ K,.(2,). Die Teilsumme iiber die negativen k (von —oo
bis —1) heifit Hauptteil, die iibrige Summe (fiir & von 0 bis co) der
Nebenteil der Laurentreihe.

Satz 11.2. Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung: Wenn f(z) =
Sore ar(z = 20)" auf G = Bpr(z,) \ K.(2,), dann wird a;, durch (60)
gegeben und damit eindeutig bestimmit.

Beweis. Wenn wir fiir f(w) die Laurentreihe >~ ay(z — z,)*

dann gilt zerfallt faBP(zo) % dw in eine unendliche Summe von

einsetzen,

Integralen mit Integranden aj(w — 2z,)*~™*V. Alle diese Teilintegrale
sind Null, weil die Funktion w + (w — z,)*~("*1 eine Stammfunktion
besitzt, es sei denn, k — (n+ 1) = —1, d.h. k = n. Nur dieses eine Teil-
integral bleibt {ibrig und ergibt den Wert 27i-a,,, womit die Behauptung
folgt, ndmlich Gleichung (60). O
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Der letzte Satz erst macht es moglich, von der Laurententwicklung
zu sprechen und diese auch (auf andere Weise) zu berechnen. Fiir die
Berechnung in der Praxis betrachten wir das Beispiel

4
f(z) = 22 —22—3

auf dem Kreisring G = Bs(0) \ K;1(0). Die Gleichung 2? — 2z —3 =10
hat die Losungen z; = —1, 25 = 3, also ist 22 =22 —3 = (2 +1)(z — 3).
Jetzt verwenden wir einen Trick, der Partialbruchentwicklung heif3t.
Das ist die Umkehrung des Verfahrens, eine Summe von Briichen auf
den Hauptnenner zu bringen und so in ein Produkt. Hier m6chte man
umgekehrt ein Produkt in ein Summe umwandeln, indem man den
Ansatz macht:

4 __% b (a+0b)z+(b—3a)
(z4+1)(z—=3) 2z+1 2z-3  (z+1)(z—3)

woraus sich a +b = 0 und b — 3a = 4 ergibt, also a = —b und 40 = 4

und damit b = 1, a = —1. Wir erhalten also

1 1
/(z) = =3 z+1
Auf die beiden Summanden wenden wir jetzt getrennt die geometrische
Reihenentwicklung an, wobei wir 1 < |z|, d.h. 1/|z| < 1, sowie |z| < 3,
also |z|/3 < 1 zu beachten haben:

2| € (1,3)

1 1 1 1 o -
= _ . —_ 3
23 3'1-2/3 3 kzzo 2/3) g
1 1 1 1 = . ,
= .- = —1/2) = —1)(1/2)U+D
o e ZZ( /7) Z( )’ (1/2)
7=0 7=0
Setzen wir in der zweiten Summe k = (5 + 1), so ergibt sich
_ Z(_l)szk o Z(l/g)kJrle
k=1 k=0

12. ISOLIERTE SINGULARITATEN

Wir kommen auf unser urspriingliches Problem zuriick: Definitions-
liicken einer Funktion, auch isolierte Singularititen genannt. Man be-
trachtet also holomorphe Funktionen f auf dem Kreisring Br(z,)\{2,}-
Dort hat f eine Laurententwicklung

f(z) = Z ar(z — 2,)". (61)

k=—o0



FUNKTIONENTHEORIE, WS 08/09 29

Die isolierte Singularitét z, heifit

e hebbar <= aj = 0 fiir alle k < 0,
e Pol der Ordnungn <= a; =0 fiiralle k < —n, a_, #0
o wesentlich <= ay; # 0 fiir eine Folge k; — oo.

Wenn die Singularitéit hebbar ist, dann wird die Laurentreihe (61) zu
einer Potenzreihe und ist damit holomorph nach z, fortsetzbar mit
f(z,) = a,. Wenn z, ein Pol der Ordnung n ist, dann hat g(z) =
(z — 2,)"f(2) in z, eine hebbare Singularitéit mit ¢g(z,) = a_,. Beide
Félle zusammen sind dadurch gekennzeichnet, dass die Laurentreihe
irgendwo anféngt: a; = 0 fiir alle £ < k,. “Wesentliche Singularitat”
beschreibt den komplementéren Fall: Zu jedem k, gibt es k < k, mit
ay, # 0, die Laurentreihe enthélt also unendlich viele negative Potenzen.

Satz 12.1. Riemannscher Hebbarkeitssatz:
Ist f 1 Br(2,) \ {20} — C holomorph und beschrankt, so ist z, eine
hebbare Singularitit.

Beweis. Wenn |f| < 1M, dann gilt mit der Standardabschitzung (32)
fiir alle Radien p € (0, R):

1 f(w)
/(93p(zo) (w — Zo)k“dw

T on
und fiir £ < 0 geht diese Schranke gegen Null fiir p — 0. Also gilt
ar = 0 fiir alle £ < 0 und damit ist die Singularitdat hebbar. O

|ay] < Mp~*

Satz 12.2. Satz von Casorati und Welerstraf3:

Ist f: Br(2,) \ {zo} — C holomorph und z, wesentliche Singularirdit
und p € (0, R), so ist f(B,(2) \ {20}) dicht in C, d.h. f(B,(2) \ {2})
schneidet jede offene Kreisscheibe Bs(w,) C C.

Beweis. Beweis durch Kontraposition: f(B,(z,) \ {z,} sei nicht dicht.
Dann gibt es ein p € (0,R) und einen Kreis Bs(w,) C C, der die
Bildmenge f(B,(2,) \ {#,}) nicht schneidet. Somit ist

1

9G) = 5
holomorph auf B,(z,) \ {2}, und
1 1
=T =] =5
Also ist g auf B,(%,) \ {2} beschrankt und deshalb nach dem vorigen
Satz (Hebbarkeitssatz) auch auf z, holomorph fortsetzbar. Die Singu-
laritét 2z, von f(z) = w,+1/g(z) ist hebbar, falls g(z,) # 0, und ein Pol
der Ordnung n, falls g in z, eine Nullstelle der Ordnung n besitzt, d.h.
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sich darstellen ldsst als g(z) = (2 — 2,)"g(z) mit §(z,) # 0. In keinem
Fall ist z, wesentliche Singularitét. U

Satz 12.3. Kennzeichnung von Polen:
Ist f : Br(z,) \ {20} holomorph, so ist die Singularitit z, ein Pol genau
dann, wenn |f(2)| — oo fir z — z,.

Beweis. Ist z, ein Pol der Ordnung n, so lasst sich g(2) := (z2—2,)" f(2)
holomorph auf z, fortsetzen mit g(z,) # 0. Damit ist |g| > ¢ > 0 auf
B,(%,), und

Fl =2 0

N |2 — 2,|" T |z — 2|”

Wenn umgekehrt |f(z)| — oo fiir z — 2,, so ist z, sicher nicht hebbar,
aber auch nicht wesentlich: Da |f(z)| > C fir alle z € B,(2,) \ {2,} fiir
geniigend kleines p, ist f(B,(2,) \ {z0}) N Bc(0) = 0, also ist f(B,(2,) \
{2,}) nicht dicht in C und somit z, keine wesentliche Singularitat. [

Bemerkung: Im Satz 12.2 gilt ebenfalls die Umkehrung: Wenn die
Werte von B,(2,)\{%,} dicht sind, kann kein Pol vorliegen (dann liegen
die Werte nahe bei co) und keine hebbare Singularitét (dann liegen die
Werte nahe bei f(z,)), also liegt eine wesentliche Singularitit vor. Man
braucht viel weniger, um eine wesentliche Singularitit festzustellen; es
reichen zwei Folgen zp, — z, und 2z, — 2z, mit lim f(z) # lim f(Z)

(Ubung)

13. UMLAUFSZAHL

Der Cauchysche Integralsatz sagt, dass oft das Integral einer holo-
morphen Funktion iiber einen geschlossenen Weg v gleich Null ist. Oft,
aber nicht immer, wie wir am Beispiel f(z) = 1/z und v = 0B,(0)
gesehen haben. Das ist aber auch die einzige Potenz, die aus der Reihe
tanzt; alle tibrigen (positiven und negativen) Potenzen besitzen eine
Stammfunktion und haben daher Integral Null iiber geschlossene We-
ge. Aber mit der Potenz z~1 (oder, verschoben, mit (z — z,)~!) miissen
wir uns néher beschéftigen. Was ist f7 2~ 1dz fiir beliebige geschlossene
Wege v in C* = C\ {0}7 Die Frage kann leichter beantwortet werden,
wenn wir zundchst auf die Voraussetzung “geschlossen” verzichten:

Hilfssatz 13.1. Fiir jeden Weg v : [a,b] — C* gilt

V(b) _ €f”/ 27 ldz (62)

v(a)
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Beweis. Fiir §(s) := " ]z_ldz = f;%dt gilt § = % Damit ist

v =7(a) - €°, denn
(ve™*) = (7 =70)e™ =0

also ist
ve™® = const = v(a), (63)
da §(a) = 0. Somit ist
b _
M — 6_6(b) — €f“fz 1dz. 0
7(a)
Satz 13.1. Fir jeden geschlossenen Weg ~ in C* gilt
/z_ldz =2min fir ein n € Z. (64)
gl

Beweis. Da v(b)/v(a) = 1, folgt die Behauptung aus (62): Fir 6 =
f,y 27 1dz ist €9 = 1, also 6 € 2miZ. O

Die Zahl n heif3t die Umlaufszahl des Wegs v um 0. Thre geometrische
Bedeutung wird klar, wenn wir den Weg v zu einer Parametrisierung
7 der Einheitskreislinie deformieren:

- (1)

) = ——5

(1)
Die Wege 7 und ~ sind offensichtlich homotop,?! also sind die Integrale
iiber v und iiber 7 gleich. Andererseits ist 7(¢) ein Einheitsvektor, also
F(t) = €@ fiir einen Winkel a(t) € R. Vergleich mit (63) fiir den Weg
v zeigt:
eilals)—a(a)) _ Si(s)

mit 0(s) = fvl[ ]zfldz. Deshalb ist §(s)/i = a(s) — a(a) der zwi-

schen a und s stetig durchlaufene Winkel,?? und die Umlaufszahl zihlt
demnach, wieviel Mal der volle Winkel 27 = 360° erreicht wird, wie
oft also der Weg die Null umrundet. Allgemeiner definieren wir fiir je-
den geschlossenen Weg v und jedes z, € C auflerhalb von Bild(y) die
Umlaufszahl von v um z, durch

1 dz

(7, %) = i ,Yz—zo'

(65)

21Die Homotopie ist ¢(s,t) = (1 — s + ﬁ)v

2Eigentlich kénnen wir nur §(s)/i — (a(s) — a(a)) = k - 2 fiir k € Z schlieBen,
aber wenn «(s) stetig von s abhéngt, muss k = 0 gelten, denn fiir s = a ist k(a) = 0,
und k(s) ist ganzzahlig und stetig von s abhéngig, also konstant gleich Null.
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Auf dieser geometrischen Interpretation beruht ein Kalkiil zur einfa-
chen Berechnung von Umlaufszahlen, der auf drei Prinzipien gegriindet
ist:

(1) Auf jeder zusammenhingenden Teilmenge von C \ Bild(v) ist
die Funktion z, — n(v, z,) konstant.

(2) Wenn Bild(y) € Bg(0), dann ist n(vy, z,) = 0 fiir |z,| > R.

(3) Wenn z, das Bild von « von rechts nach links tiberschreitet
(beziiglich der Richtung von 7), vergrofert sich n(v, z) um Eins.

0 Y .

Zu (1): Die Umlaufszahl n(y, 2,) = 5 [, ;%- hiingt stetig von z, ab
und ist ganzzahlig, deshalb kann sie ihren Wert nicht &ndern, wenn
z, stetig verschoben wird, solange das Bild von « nicht getroffen wird
(wenn z, € Bild(y), dann ist fy Zﬁ—zzo nicht definiert, weil der Weg eine

Polstelle des Integranden trifft).

Zu (2): Von jedem Punkt z, auBerhalb von Bgr(0) aus gesehen liegt
Bgr(0) in einem Winkelintervall mit Lange < 7, also kann die von z,
aus gesehene Winkelédnderung von vy(a) bis v(t) niemals den Wert 27
erreichen.

Zu (3): Wenn z, die Kurve  von rechts nach links tiberschreitet, &ndert
sich das Argument von 7(t) — z, nur sehr wenig fiir diejenigen ~(t), die
von z, weit entfernt sind, aber auf dem Abschnitt von ~, das nahe bei
2, liegt, wird eine Winkelédnderung von beinahe —m vor dem Ubergang
durch eine von beinahe +7 nach dem Ubergang ersetzt, siche Figur.

W’Y
Der insgesamt durchlaufene Winkel erhoht sich also um 27 und die

Umlaufszahl um Eins.?3

23Es macht nichts aus, dass wir hier Worte wie “beinahe” benutzen, denn der
Gesamtwinkel kann sich ja nur um ganze Vielfache von 27 veréndern; wir miissen
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Erst jetzt eigentlich sind wir formal in der Lage, den Rand eines Ge-
bietes G C C mit kompaktem Abschluss GUOG als Weg zu beschreiben:
Ein geschlossener Weg «y heifit Randweg von G, wenn Bild(v) C 0G und

n(y, 2,) = 1 fiir alle Z, € G
V%) =0 firalle  z, € C\ (GUIG)

Wir bestétigen damit unsere frithere Festlegung, nach der 0G so durch-
laufen wird, dass G immer links liegt: Die Umlaufszahl n(v, z,) erhoht
sich von Null auf Eins, wenn z, den Rand 0G von rechts nach links
iiberquert und so vom Auflenbereich nach G gelangt.

(66)

Allerdings kann 0G aus mehreren Teilen (“Zusammenhangskomponen-
ten”) bestehen:

if

G
(B ()

Dann setzt sich 0G aus mehreren geschlossenen Wegen ~1, ..., 7, zu-
sammen, die nur gemeinsam die Bedingung (66) erfiillen kénnen; man
fasst sie deshalb zu einem neuen Objekt zusammen, geannt Randzy-
kel. Ein Zykel ist eine endliche Menge I' von geschlossenen Wegen; man
schreibt diese Menge aber nicht wie sonst als I' = {71, ...,7,}, sondern
man missbraucht das +-Zeichen dafiir und schreibt I' =~ + - -+ 4+ ~,,.
Das kann zu Verwechslungen Anlass geben; dieses +-Zeichen hat nichts
mit der Addition von komplexen Zahlen zu tun! Man geht allerdings
noch einen Schritt weiter und stellt dann doch einen Zusammenhang
zur gewOhnlichen Addition her, indem man das Integral iiber einen
Zykel I' = ~1 + - - - 4+, definiert als Summe der Einzelintegrale:

/Ffz/%f+c~+/%f. (67)

14. DER RESIDUENSATZ

Ist z, eine isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion f :
Br(z,) \ {zo} — C, dann entscheidet der Koeffizient a_; der Laurent-
entwicklung

F(2) =) an(z— z)" (68)

kEZ

nur so genau rechnen, dass wir die Anderung um 27 von einer maglichen anderen
Anderung von k - 27 mit k € Z\ {1} unterscheiden kénnen.
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tiber den Wert von fﬂ/ f fur alle geschlossenen Wege v in Br(2,) \ {2}:

Da ja alle Summanden von (68) auler a_;(z—2z,) ! eine Stammfunktion

in C\ {z,} besitzen, ist das Integral fiir alle diese Summanden Null;
von fvf bleibt nur der Summand f7 a_1(z — 2,)7'dz iibrig, und der

wird durch die Umlaufszahl (65) berechnet:

/f =a_y - 2min(v, z,) (69)

Wegen dieser Tatsache nennt man den Koeffizienten a_; das Residuum
von f in z,,

Res,, f:=a_y fir f(z)= Zak(z — z,)". (70)

keZ

Das Residuum ist eben das, was beim Integrieren iiber geschlossene We-
ge von der Funktion iibrig bleibt. Gleichung (69) ist die einfachste Form
des Residuensatzes, der allgemein das Integral holomorpher Funktio-
nen iiber geschlossene Wege im gesamten Definitionsgebiet berechnet.
Wie alle Satze der Funktionentheorie gibt es verschiedene, mehr oder
weniger allgemeine Versionen davon. Eine einfache, aber schon recht
brauchbare Version ist die folgende:

Satz 14.1. Residuensatz

Es sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet miz z1,...,z2y € G
und f: G\ {z1,...,28v} — C holomorph mit isolierten Singularititen
21, ..., 2n. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Weg v in G\{z1,...,2n}:

N
/f = 27?2'271(7, i) - Res,, f. (71)
v i=1

Beweis. Fiir jedes ¢« = 1,..., N sei h; der Hauptteil der Laurentent-
wicklung von f im Punkt z;, d.h. im Kreisring B.(z;) \ {z;}. Jedes h;
ist eine Potenzreihe in Potenzen von w := 1/(z — z;), die fiir beliebig
kleine positive |z — z;|, also fiir beliebig grofie |w| konvergiert; damit ist
h; auf C\ {;} holomorph. Also ist f — S| h; auf ganz G holomorph,
denn in jedem z; bleibt nur der Nebenteil der Laurententwicklung iibrig,
und das ist eine Potenzreihe in z — z;, die natiirlich in z; holomorph
ist. Da G einfach zusammenhéngend ist, besitzt f := f — > h; eine
Stammfunktion, und damit gilt fiir jeden geschlossenen Wege v in G:

o 5= [s-5 [
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Somit

szgjlhizzijaesziflzfzzi :Z:Reszif-an(fy,zi).

t

Um diesen Satz anwenden zu konnen, miissen wir wissen, wie man
Residuen berechnet. Wir stellen einige Situationen vor:

(1) Besonders einfach ist die Residuenbestimmung bei Polen erster
Ordnung: f(2) = a_1(z — 2,) ™" + X 4s0ar(z — 2,)*. Dann ist
9(z) = (2 — 2,) f(2) holomorph und

a1 = g(zo)' (72)
Beispiel: f(z) = m. Die Singularitidten sind —1 und 3,
beides Pole erster Ordnung (denn bei z, = —1 ist der andere
Faktor Z;f?) holomorph, und ebenso ﬁ bei z; = 3). Die Funk-
tion
4

o = 1 =
wl2) = (4 ) =
hat bei z, = —1 den Wert %_3 = —1, und die Funktion

0(z) = (=) =

hat bei z; = 3 den Wert fl = 1. Also ist Res_1f = —1 und
Ressf = 1.

(2) Ein Spezialfall davon ist f = p/q, wobei ¢ in z, eine einfache
Nullstelle hat. Dann ist (mit ¢(z,) = 0)

. Z— Zo p(zo)
Res,, f = p(z,) lim = .
Ve T ER R TEY
Im obigen Beispiel ist f = p/qmit p =4 und ¢ = (z+1)(2—3),
also ¢ = (z —3) + (2 + 1) = 2z — 2. Die Werte von ¢ in
2o, 21 sind ¢'(—1) = —4 und ¢/(3) = 4. Die Residuen sind somit
4/(—4) = —1 und 4/4 = 1, wie wir bereits gesehen haben.

(3) Hat man dagegen einen Pol n-ter Ordung vorliegen,

(73)

f(Z) :a’*n<2_Zo>7n+"'+a71<z_Zo)il_'_"w

dann muss man mit (z — z,)" multiplizieren und erhilt die bei
Z, holomorphe Funktion

g(2) = (z—2)"f(2) =a_p+-+a_i(z —2)" " +...
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Von dieser Potenzreihe muss man den Koeffizenten vor der Po-
tenz (z — z,)""! ermitteln, also den (n — 1)-ten Term der Tay-
lorentwicklung von g; dieser ist nach (45)

g™V (2,)
(n—1)!

(4) Bei wesentlichen Singularitéten bleibt einem nichts anderes als

das Residuum a_; aus der Laurententwicklung zu entnehmen.
Zum Beispiel hat sin(2) = 1 —% % +2 % —. .. in der Singularitét

z, = 0 das Residuum 1.

Res, [ = (74)

15. REELLE INTEGRALE

Der Residuensatz lésst sich anwenden, um Integrale gewisser reeller
Funktionen iiber (—o0, 00) oder (0, 00) zu berechnen (uneigentliche In-
tegrale). Wir wollen dies zunéicht an einem Beispiel sehen: Man zeige,
dass der folgende Limes existiert und berechne seinen Wert:

*  dz ) R dx
1= = lim —_
o X+ 17 R ) pat+1

Die Idee ist, dass wir den Integranden x%ﬂ ins Komplexe fortsetzen und
das Intervall [—R, R] durch einen Weg ~ durch die obere Halbebene zu
einem geschlossenen Weg 4 = [—R, R] * y ergéinzen. Das Integral iiber
4 kann mit dem Residuensatz berechnet werden. Wenn wir dann noch
zeigen konnen, dass das Integral iiber den zusétzlichen Weg ~ klein
wird fiir R — oo, dann haben wir unsere Aufgabe gelost.

.ZZ %o

Im Beispiel wihlen wir fiir v den oberen Halbkreis

¥(t) = Re", te[0,7] (75)
Fiir z = () gilt [2*+1] > |2[* =1 = R* — 1 und deshalb | f(2)| < =

falls R > 1. Mit der Standardabschtzung (32) erhalten wir deshalb

™ R—o0

1
\/vf\gwRR4_1:R3_1/R—>O. (76)
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Andererseits sind die Singularitdten von f die Nullstellen des Nenners

A 1= (24 0)(2 = i) = (24 Vi) — Vi) (= + VD)= — V),

die bei £/ und £+/—i liegen.?* Weil die Nullstellen einfach sind, sind
alle Singularititen Pole erster Ordnung. Da i = e™/? und —i = e3™/2,
sind die Quadratwurzeln +v/i = +e™/* und +v/—i = +e*7/4. Davon
liegen in der oberen Halbebene die Punkte z; = e/ und 2o = 37/ =
—Zz; (bei 45° zu beiden Seiten der y-Achse); fiir diese ist die Umlaufs-
zahl von 4 gleich Eins (der Weg lésst sich auf einen kleinen Kries um
die Singularitdten deformieren), fiir die anderen beiden ist die Um-
laufszahl Null. Wir miissen also nur die Residuen in diesen Punkten
21 = Vi = e™/* und —z, = */* berechnen. Dies kann zum Beispiel
mit (73) geschehen: Da f = 1/q ist Res,, f = 1/¢/(z,), wenn z, einfa-
che Nullstelle von ¢ ist. In unserem Fall ist ¢(z) = z* + 1 und damit
q'(z) = 423. Also gilt
1 1 1 1

Res,, f + Res,, f = yre e :Z(Zf—zf):—élm B=——
denn da z; = e™/4, ist 23 = >™/* und Im 2} = 1/4/2. Wir erhalten
daher

1 T

f=2mi(Res,, f+Res_5, f) =21 —= = —

[ 2V2 V2
unabhingig von R (fiir R > 1). Mit (76) folgt also®

[ fre=

Mit derselben Methode erhélt man allgemein:

Satz 15.1. Es sei f = p/q eine rationale Funktion, d.h. Quotient zwei-
er Polynome p und q, und der Grad des Nenners ¢ mdge um mindestens
2 grofer sein als der des Zdhlers p (man sagt: f hat in oo eine Null-
stelle der Ordnung > 2, oder ordsf > 2), und q habe keine reellen

00 R
Nullstellen. Dann exzistiert das uneigentliche Integral [ f = }%im [ f

—o0 —_R
mat

/OO f=2mi z": Res., f (77)

2Hier ist es egal, welchen Zweig der Quadratwurzel wir jeweils wéhlen, weil ja
ohnehin beide Vorzeichen vorkommen.

25 Aus Symmetriegriinden gilt dann e Zfil = 575, vel. (2)
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wobei z1, ..., z, die Polstellen von f in der oberen Halbebene H sind;
dabei ist H = {z € C; Im z > 0}.

Beweis. Wir benutzen den gleichen Halbkreis wie im Beispiel, v(t) =
Re, t € [0,n], und ergiinzen damit das Intervall [-R, R] zu einem
geschlossenen Weg 4. Dabei soll R so grof sein, dass alle Polstellen
in der oberen Halbebene in Bgr(0) N H liegen; da es nur endlich viele
solcher Stellen gibt zi,...,z, gibt (ihre Anzahl n ist hochstens der
Grad von ¢), wéhlen wir einfach R > max{|z1],...,|z,|}. Wegen der
Gradbedingung ist |p(z)/q(z)| < C/|z]? fiir alle z € C mit |z| > R,
falls R, geniigend grof3.?® Nach Standardabschitzung (32) folgt | fﬂ/ fl <

mR-C/R*=7C/R 2% 0. Da 4 alle z; einmal umlduft und maogliche
weitere Singularitéten in der unteren Halbebene gar nicht umlauft, folgt
nach dem Residuensatz

ZWiiReszjf:Afz/if+£f@o/2f. O

Zusatz: Wenn f auf der reellen Achse doch Pole besitzt, und zwar
einfache Pole, dann existiert das Integral nicht mehr im iiblichen Sinne,
wohl aber im Sinne von Hauptwerten: Ist x; € R ein einfacher Pol, dann
betrachtet man das Integral iiber R\ (z; — r,2; + r) im Limes r —
0; dieser Wert ist endlich und kann mit dem Residuensatz berechnet
werden: Dazu dndert man den Weg 4 so ab, dass jeder reelle Pol durch
einen kleinen Halbkreis 7;(t) = z; + re™% ¢ € [0, 7] umgangen wird:

Immer noch ist inf; f die Summe der Residuen in der oberen Halbebe-
ne, aber die Beitrige der f% f verschwinden nicht fiir r — 0: Weil x;
einfacher Pol, ist f(z) = a_1(z — ;)" + ag + ..., und das Integral
f%_ f zerfillt in eine entsprechende Summe. Aber alle Terme aufler dem
ersten sind beschrinkt nahe z;, und die Lange von ~; geht gegen Null

26Wenn p den Grad n — k und ¢ den Grad n hat, dann ist p(z) = 2" *(a, +
ar/z+as/z?+...)und q(2) = 2"(bo+b1/2+ba/22+...), also p(2)/q(z) = g(z)/2"

ao+a1/z+a2/z2+,.. |z]—o0

mit 9(2) = 3 oqparmr - Go/bo- Fiir [2] > R, (geniigend grof) gilt also
l9(2)| < C und |p(2)/q(2)| < C/|2]".
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fiir r — 0, also liefert im Grenzwert r — 0 nur das Integral iiber den
ersten Summanden eine Beitrag, und zwar

™ _Z'ei(wft)
/ f= a_l/ ey = —mia_; = —7i Res,, f
i o enr

Das gesuchte Integral iber R\ |J,(z; — r,z; + r) ist also das Integral
iiber 4 vermindert um das Integral iiber v und iiber die ~;; das erstere
verschwindet fiir R — oo, das letzere hat den Wert —miRes,, f. der
abgezogen werden muss. Zu der rechten Seite in (77) tritt also noch
der Term

i Z Res,, f. (78)
z;ER
Der gleiche Zusatz trifft auch fiir den folgenden Satz zu:
Satz 15.2. Ist f eine rationale Funktion mit ord..f > 1 mit Polen

Z1,. .., 2y in der oberen Halbebene und ohne Pol auf der reellen Achse.
Dann gilt

/_ h F(t)etdt = 2mi Z Res,, (f(z)e™) (79)

Bemerkung: Wenn f eine “reelle Funktion” ist, d.h. auf R nur re-
elle Werte annimmt, dann konnen wir (79) in Real- und Imaginérteil
zerlegen und so die Integrale iiber f(x)cosz und f(z)sinx berechnen.

—R+iR R+iR

-R R

Beweis. Nach Voraussetzung ist |f(z)| < C/|z|, wenn |z| hinreichend
grof} ist. Wie im vorigen Satz ergédnzen wir das Intervall [—R, R] zu

einem geschlossenen Weg 7, aber diesmal ist es vorteilhafter, fiir 4 den
Rand des Rechtecks

R=[-R,R x[0,R]={z+iy; [¢| <R, 0<y <R}

zu wihlen. Fiir g(z) := f(2)e”* ist dann

R R+iR —R+iR -R
Jur= L 0 o o7 L
OR —-R R R+iR —R+iR
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wobei jeweils ldngs der verbindenden Strecken integriert wird. Insbe-
sondere gilt

R+iR R R
W g/ (R + it)|dt < 9/ et = S0 — Ry iy g
R 0 R Jo R

denn fiir z = R+t ist |z| > R und |e®*| = |e!f7t| = |eifle™| = 7, also
l9(2)] < %e~'. Wir haben hier also nicht die Standardabschétzung
angewandt, sondern eine obere Schranke des Integranden integriert.
Auf dhnliche Weise folgt, dass das Integral iiber die andere senkrecht
Kante fiir R — oo gegen 0 geht. Ein Integral fehlt noch:

~R+iR R C e
| Q‘S/ \g(t+iR)]dt§2R-Ee’RHO

R+iR R
denn fir z = ¢t + iR ist |z| > R und damit |f(z)| < C/R, wihrend
|| = |e'HR)| = ¢~R. Somit folgt [,r9 — fng fiir R — oo, und
andererseits

/ g = 2mi Z Res..g.
R =

wenn R nur geniigend grof ist (so groff, dass R alle Singularitéten z;
enthélt). O

Satz 15.3. Es sei f eine rationale Funktion mit ord. f > 2, ohne Pol
auf (0.00) und mit hichstens einfachen Pol in 0. Die Singularititen
# 0 von f seien z1,...,z,. Dann gilt fir jedes o € (0,1):

> 2T
/ 2 f(x)de = T ooria Z Res;, (2“f(2)) (80)
mit 2% == e®1°8% wobei log der auf der rechts geschlitzten Ebene Cr =

C\ [0,00) definierte Zweig des Logarithmus mit Im log € (0, 27) ist.

¥,

Beweis.

Wir berechnen das Integral tiber g(z) = z*f(2) entlang des in der
Figur gezeigten Weges 4 in Cg. Er besteht aus einem grofien Kreis mit
Radius R, einem gegenlédufig kleinen Kreis mit Radius r und den zwei
gegenldufigen Verbindungsstrecken parallel zur reellen Achse, knapp
oberhalb, Imaginérteil ¢, und knapp unterhalb, Imaginérteil —e. Wir
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interessieren uns fiir den Grenziibergang R — oo, r — 0, ¢ — 0. Wenn
R geniigend grofl und r, e geniigend klein, dann umlauft 4 sémtliche
Singularitdten in C* mit Umlaufszahl Eins, weil die positiven reelle
Achse ja frei davon ist. Damit erhalten wir

/g = 2mi Z Res.,g.

7j=1

Andererseits setzt sich der Weg 4 aus den vier Teilen 74, ..., y4 zusam-
men. Wegen ord,, f > 2 gilt wie vorher mit der Standardabschétzun
(32], dass fw g — 0 fiir R — oo. In der Néhe von 0 ist f(2) < C/|z],

weil dort hochstens ein einfacher Pol sein darf; also ist [g(2)] < C|z|*?
und mit der Standardabschitzung folgt

|/ gl <2mr-Cro ! =27Cr* =5 )

Es bleiben die Integrale iiber die Strecken 7; und 3. Knapp oberhalb
und knapp unterhalb der positiven reellen Achse ist der Wert von z®
verschieden: Oberhalb geht das Argument, der Imaginérteil des Loga-
rithmus gegen Null, wenn wir uns der Achse ndhern, unterhalb aber
gegen 27. Da log z = In|z| + iarg(z), gilt fiir z knapp unterhalb der
Achse:

@ alogz _ ea(ln\z|+2m')

P — 27ria|z|a

=e
wéhrend fiir z knapp oberhalb der positiven reellen Achse der Faktor
e?m@ fehlt. Damit ist im Limes € — 0:

R
/g+/ g_ 2ma>/ SL’ad.CC,

womit die Behauptung folgt. O

Satz 15.4. Es sei q eine rationale Funktion in zwei Variablen. Dann
qgilt

2T
/ q(cost,sint)dt = 2mi Z Res. g (81)
0

|z|<1
wobes

o) = o (564172 5~ 1))

Beweis. [ g(z)dz = fg HYietdt
|2[=1
2m . . . . 2
=[q (%(en +e"), gii(en — 67”)) dt = [ g(cost,sint)dt O
0 0
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16. LOGARITHMISCHE ABLEITUNG UND SATZ VON ROUCHE

Die logarithmische Ableitung einer Funktion f : G — C ist die Funk-
tion f'/f auf G = G\ {f = 0}, wobei {f =0} = {z € G; f(2) =0}
die Nullstellenmenge von f bezeichnent. Die logarithmische Ableitung
ist wirklich die Ableitung des Logarithmus von f, wenn dieser existiert:
Wir nennen eine Funktion g : G — C einen Logarithmus von f, wenn
e? = f (und damit g = log f, falls ein Zweig des Logarithmus auf f(G)
existiert). Es gilt ndmlich:

Satz 16.1. Die Funktion g ist ein Logarithmus von f genau dann,
wenn g eine Stammfunktion von f'/f ist mit e9%) = f(z,) fiir ein
z, € G.

Beweis. Wenn f = e9, dann ist f' = g'e9 = ¢'f, also ¢' = f'/f.
Wenn umgekehrt ¢’ = f/'/f, dann ist (fe 9) = (f' — fg')e”? = 0, also
fe 9 = const = f(z,)e ) =1 und somit f = e’. O

Bemerkung: Die logarithmische Ableitung f'/f gibt es immer, aber
sie muss keine Stammfunktion g besitzen, und selbst wenn, braucht sich
diese nicht als ¢ = log o f schreiben: Es kann sein, dass auf f(G) gar kein
Zweig des Logarithmus existiert, aber wir dennoch g mit ¢4 = f finden
konnen. Ein einfaches Beispiel ist f(z) = e/* auf C* mit g(z) = 1/z;
auf f(G) = C* gibt es aber keinen Zweig des Logarithmus. Es ist
sozusagen moglich, dass die Funktionen f und logof existieren, aber
nicht die Funktion log.

Die logarithmische Ableitung ist in vieler Hinsicht genauso gut wie
der (oft fehlende) Logarithmus; darin liegt ihre Bedeutung. Zum Bei-
spiel verhélt sie sich gegeniiber Produktbildung wie der Logarithmus:

Ist f = gh, so ist
f/ g/ h/

==+ (82)
fog h
denn f'/f = (g'h + gh')[(gh) = ¢'/g + W/ h.
Eine holomorphe Funktion f : G\ {21, 22, ... } mit isolierten Singula-
ritdten z1, 2,,... (endlich oder unendlich viele) nennen wir meromorph
auf G, wenn alle Singularitidten Pole sind.

Satz 16.2. Ist f auf G meromorph, so auch f'/f. Die Pole von f'/f
sind einfach und liegen in den Null- und Polstellen von f mit

Res. (/1) = {

Beweis. Die Laurent- oder Taylorentwicklung von f bei z, ist von der
Form f(z) = (2—2,)"f(2), wobei f eine in B.(z,) holomorphe Funktion

n  falls z, Nullstelle der Ordnung n

—n  falls z, Polstelle der Ordnung n (83)
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mit f(z,) # 0 ist. Wenn z, eine Polstelle der Ordnung n ist, so ist
m = —n < 0 und wenn z, eine Nullstelle der Ordnung n ist, so ist
m =n > 0. Die logarithmische Ableitung von g(z) = (z — 2,)™ ist

g(z) _mz—z)"" _ m

9(z) (- z)m 2—2
Nach (82) ist f'/f = ¢'/g + h'/h, aber h'/h ist holomorph in B.(z,),
tragt also nichts zum Hauptteil der Laurententwicklung bei. Somit ist
2, ein Pol erster Ordnung von f’/f mit Residuum m. OJ

(84)

Satz 16.3. Null- und Polstellen zihlendes Integral: Es sei f eine
auf G meromorphe Funktion und A C G ein Teilgebiet mit glattem
Rand 0A, der ganz in G enthalten ist und keine Null- oder Polstellen
trifft, und AU OA sei kompakt. Dann gilt

f'/f=2mi (Na(f) — Pa(f)) (85)

0A

wobei N(f) die Anzahl der Nullstellen und Pa(f) die Anzahl der Pol-
stellen von f in A bezeichnet, beidesmal mit Vielfachheit gezdhlt.

Bewers. Das ist eine unmittelbare Konsequenz des Residuensatzes

8Af7f==2wi§zfﬂ%%(f7f)

2o€A

zusammen mit (83); die Menge der Null- und Polstellen in A ist diskret
und daher endlich, weil AU A kompakt ist.?” O

Satz 16.4. Satz von Rouché: Es seien f,g: G — C holomorph und
A C G mit glattem Rand 0A C G, der keine Nullstelle von g trifft, und
AU OA sei kompakt. Falls |f — g| < |g| auf 0A, dann haben f und g
die gleiche Anzahl von Nullstellen in A (mit Vielfachheiten gezihlt).

Beweis. Fiir 0 < s < 1 setzen wir f; = g+ s(f — g). Dies ist eine Schar
holomorpher Funktionen auf G mit fy = g und f; = f, und auf A
gilt | fs| > |g| — s|f — g| > 0 fiir alle s € [0, 1]. Also hat auch f; keine
Nullstellen auf 0A, und wir erhalten aus dem vorigen Satz: (Polstellen
gibt es ja keine):

Natt) =5 | (518

2TEine diskrete abgeschlossene Teilmenge D einer kompakten Menge ist end-
lich: Sonst gébe es eine unendliche Folge in D, die wegen der Kompaktheit eine
konvergente Teilfolge besitzt, deren Limes wieder in D ist, im Widerspruch zur
Diskretheit.
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Die rechte Seite dieser Gleichung héngt stetig von s € [0,1] ab, die
linke Seite aber ist ganzzahlig und kénnte sich nur in Spriingen dndern.
Also ist sie konstant und wir erhalten N4(f1) = Na(fo) und damit die
Behauptung. 0

Der Satz von Rouché wird oft so angewandt, dass eine komplizierte
Funktion f durch eine einfachere g ersetzt wird, deren Nullstellenzahl
leicht zu bestimmen ist. Eine der Anwendungen ist ein anderer Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra:

Satz 16.5. “Fundamentalsatz der Algebra”: Jedes Polynom vom
Grad n besitzt genau n Nullstellen (mit Vielfachheiten gezdhlt).

Beweis. Das Polynom sei f(2) = agz"+a2" '+ - -+a, mit ay # 0. Wir
setzen A = Bg(0) fiir geniigend grofles R und ziehen zum Vergleich die
Funktion g(z) = agz" heran, die eine n-fache Nullstelle in 0 besitzt. Auf
OAist |f—g|= R" Y ay +as/z+ - +a,/2""'| < R"ay| +|as| /R +
<+ |ay| /R < 2|ay| R*! falls R geniigend grof3 ist. Andererseits ist

lg| = |ag| R" > 2|a;| R"' > |g — f]

auf 0A, falls R geniigend grof3 ist, und somit ist die Anzahl der Null-
stellen von f auf A gleich der von g, also n. OJ

17. DER ALLGEMEINE CAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

Gegeben sei ein Gebiet G C C. Wir wollen die geschlossenen Wege
v in G kennzeichnen, fiir die
[r=0 (36)
”

fiir jede holomorphe Funktion f : G — C gilt. Wege mit dieser Eigen-
schaft werden nullhomolog genannt. Wir kennen bereits einige Beispiele
solcher Wege:

1. Wenn ~ nullhomotop ist, d.h. durch eine Homotopie geschlossener
Wege auf einen Punktweg zusammenziehen lisst, dann ist (86) richtig
nach der fritheren Version 6.3 des Cauchyschen Integralsatzes. Kurz
gesagt: nullhomotop = nullhomolog. Die Umkehrung gilt nicht, wie
wir gleich sehen werden. Wenn G einfach zusammenhéngend ist, dann
ist jeder geschlossene Weg in GG nullhomolog.

2. Wenn ~ eine Bahn in der Weise durchléduft, dass jeder Abschnitt
der Bahn gleich oft hin und zuriick durchlaufen wird, dann ist v of-
fensichtlich auch nullhomolog, denn das Gesamtintegral ist Summe der
Teilintegrale, deren jedes mit beiden Vorzeichen gleich oft vorkommt.
Solche Wege brauchen keineswegs nullhomotop zu sein. Als Beispiel
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betrachte man G = C\ {+1,—1}, und v durchlaufe eine Acht ~y; * 2

in der Form v = 7y * yg *y; * 7, .

Dass dieser Weg keineswegs nullhomotop (zusammenziehbar) ist, kann
man mit einem Strick testen, den man entsprechend der Zeichnung um
zwei Stuhlbeine wickelt und dann zusammenzuziehen versucht.

3. Jeder Weg, der zu einem Weg vom Typ 2 homotop ist, ist nach dem
Cauchyschen Integralsatz 6.3 ebenfalls nullhomolog.

Satz 17.1. Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz: Fin Weg v in
G st nullhomolog, erfillt also
/ f=0 (86)
.

fiir jede holomorphe Funktion f : G — C genau dann, wenn v keinen
Punkt des Komplementes von G umlduft:

V.,ecva (7, %) = 0. (87)

Beweis. Die Richtung “=-" ist klar, denn n(~, z,) = 2%” fy f fir die auf
G holomorphe Funktion f(z) =1/(z — z,).
Die interessante Richtung “<” koénnte man sich so dhnlich wie den
Beweis des Residuensatzes vorstellen: Von den Laurantentwicklungen
von f bleibt beim Integrieren nur der Term der Ordnung —1 stehen;
dieser kann durch die Umlaufszahl ausgedriickt werden. Das Argument
trifft zu, wenn G = G\ {21, ..., 2,} und G einfach zusammenhingend
ist; dann folgt der Satz direkt aus dem Residuensatz 14.1. Aber im
Allgemeinen wissen wir nicht, wie G und sein Komplement aussehen.
Der Beweis wird bei [Jdnich] und bei [Fischer-Lieb] sehr unterschied-
lich gefiihrt. Jénich zeigt durch direkte Konstruktion einer Homotopie,
dass jeder nullhomologe Weg vom Typ 3 ist (vgl. S. 69 - 72). Fischer
und Lieb dagegen fithren die Behauptung auf eine verallgemeinerte
Cauchysche Integralformel zuriick, deren Beweis wir gleich skizzieren
wollen. Sie lautet fiir eine holomorphe Funktion g : G — C uns z € G:

2min(y,2)g(z) :/ 9(w) dw. (88)

WU}—Z
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Setzen wir g(w) = f(w)(w — z), so erhalten wir g(z) = 0 und damit
0 =2min(y,2)g(z) = /f(w)dw. O
0l

Satz 17.2. Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel:
Fiir jede holomorphe Funktion f : G — C und jeden geschlossenen Weg
v in G mit n(v, z,) = 0 fir alle z, € C\ G gilt fir jedes z € G:

2rin(y, 2)f(2) = /

f%Zdw. (89)

w

Beweis. Setzt man fiir n(7, z) auf der linken Seite von (89) den Integral-
ausdruck 5= [ -1 dw ein, dann ist die Behauptung (89) #quivalent

2w Jy w—z
zu
huy:/f@ilﬁﬁdwéo (90)
y W=z
fiir alle z € G. Man beachte, dass der Integrand w — Jw)=7z)

w—z

Punkt w = 2z stetig, also holomorph fortsetzbar ist, ndmlich durch
f'(w); somit ist h auf ganz G definiert. Fiir alle z € G mit n(y,2) =0
ist das Integral {iber den zweiten Summanden gleich Null, also

h(z) :/%dw. (91)

Diese Formel macht auch auflerhalb von G noch Sinn, und weil die
offene Menge

U={z¢€C; n(y,z) =0}

nach Voraussetzung das Komplement von G enthilt, ist durch (90) auf
G und (91) auf U D C\ G eine holomorphe Funktion h auf ganz C
erkldrt, denn auf GNU stimmen die beiden Formeln iiberein. Damit ha-
ben wir eine ganze Funktion h(z) definiert. Diese geht fiir z — oo gegen
Null, denn nach (91) ist |h(z)| < C/|z| mit der Standardabschétzung
(32). In der Tat ist die Formel (91) zusténdig, wenn |z| geniigend gro8
ist, denn das Komplement eines Balles, der v enthélt, liegt in U. Nach
Satz 8.2 (Liouville) folgt damit h = 0. O

18. GEBROCHEN-LINEARE TRANSFORMATIONEN

Die einfachste Klasse von Funktionen (nach den linearen) sind die
gebrochen linearen Funktionen oder Mdébius-Transformationen

az+b

S = (92
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mit a,b,c,d € C. Wir diirfen ad # bc voraussetzen, denn andernfalls
ist f konstant.”® Wenn a,b, c,d reell sind, kennen wir diese Funktio-
nen schon aus der Schule; ihr Graph ist eine in beide Achsenrichtungen
verschobene Hyperbel vom Typ y = +1/z. Diese Funktionen sind in-
vergierbar: die Umkehrfunktion von f ist
dz—10b
= — 93
o) = 2 (99)
wie man sofort nachrechnet:
a-&=b 4p _a(dz —b) +b(—cz+a)  (ad—bc)z

_ —cz+a
MO = 0 g = e —h) v d(—ceta) — —cbt da

Den vier Zahlen a, b, ¢, d kann man die Matrix A = (%) zuordnen;

die Funktion f(z) aus (92) werden wir dann mit f4 bezeichnen. Fiir
die Einheitsmatrix I = (}9) gilt offensichtlich f; = id. Da det A =
ad — be, sagt unsere Voraussetzung ad # be, dass A invertierbar ist.
Man beachte auch fy4 = fa fiir jedes A # 0.

Satz 18.1. Fiir je zwei invertierbare Matrizen A, B gilt
fao = fap (94)

Beweis. Das kann man einfach nachrechnen, aber damit haben wir
nicht die innere Verbindung der 2 x 2-Matrizen mit den gebrochen
linearen Funktionen verstanden. Diese wird durch die Quotientenab-
bildung gegeben, die auf C2 = C*\ {(0,0)} definiert ist und Werte in
C = C U {oo} hat:

z

$:C2—-C, P(z,w)= = (95)

Fir w — 0 geht |z/w| — oo; deshalb werden wir z/0 den Wert oo
geben. Nur 0/0 ist nicht definiert, aber das Paar (0,0) liegt ja nicht in
C2. Nun gilt

faod =00 A (96)
wobei A als Abbildung auf C? angesehen wird. Denn

az/w+b  az+bw
czjw+d  cz+dw’

fa(@(z,w)) = fa(z/w) =

28Fs sei ad = be. Alle vier Konstanten kénnen nicht gleichzeitig Null sein. Wenn
a # 0, dann ist d = be/a und ¢ # 0 (da ¢ = 0 = d = 0) und damit f(z) =
(az + b)/(cz + ¢b/a) = afc. Wenn b # 0, dann ist ¢ = ad/b und d # 0 (da
d=0=¢=0)und damit f(z) = (az +b)/(adz/b+ d) = d/b. In beiden Féllen ist
f konstant. Die Voraussetzungen ¢ # 0 und d # 0 fithren zum selben Ergebnis fiir

1/f.
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az + bw

DAz w) = B((25) (3)) = Baz + bw, ez +dw) = .

Damit folgt (96) und daraus die Behauptung;:
faofpo®=froPoB=PoAoB=PoAB = fugo®.

Die Abbildung ® verwandelt sozusagen die Matrix A in die Funkton
fa. O

Jetzt wundern wir uns auch nicht mehr {iber die inverse Funktion g
gemiB (93), denn die Umkehrmatrix von (%) ist A (4 °) mit A =
- dibc. Die Abbildung A — f4 ist ein Gruppenhomomorphismus von
der Gruppe GL(2,C) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen auf die Gruppe

der Mobiustransformationen.

Wenn ¢ # 0, dann hat die gebrochen lineare Funktion
f(2) = (az+0)/(cz + d)

eine einfache Polstelle bei z = —d/c, nimmt dort also den Wert oo
an. Umgekehrt kann man aber auch fiir die Variable z den Wert oo
einsetzen:

f(2) = az+b _ a+b/z flmoo @
cz+d c+d/z c

wir setzen daher f(oc0) = a/c. Somit kénnen wir f als eine umkehrbare

Abbildung auf C ansehen mit der Eigenschaft, dass f(z) und f(1/z)

beide meromorph auf C sind, und die Umkehrabbildung hat die gleichen

Eigenschaften. Eine solche Abbildung wollen wir einen Automorphis-

mus von C nennen.

Satz 18.2. Die Automorphismen von C sind genau die Mdobiustrans-
formationen.

Beweis. Die Abbildung f : C — C sei ein Automorphismus von C.
Wegen der Injektivitit gibt es ein Urbild von co. Wir diirfen f(00) # oo
annehmen; andernfalls gehen wir zu 1/f tiber, der Verkettung von f
mit der Inversion z — 1/z, die auch ein Automorphismus ist. Es sei
also f(z,) = 00, d.h. f habe die Polstelle z, € C. Wegen der Injektivitat
ist diese einfach, denn sonst héitte der Automorphismus 1/f bei z, eine
mehrfache Nullstelle und somit wére 1/f = p,, o b nach z,, wobei b
eine biholomorphe Abbildung und p,, die Potenzfunktion z +— 2™ sind;
wenn m > 1, ist p,, nicht injektiv. Also ist z, einfache Polstelle. Wir
betrachten die Funktion f —a/(z — z,) mit a = Res,, f. Diese ist ganz
und beschrénkt, also nach Liouville konstant: f —a/(z — 2z,) = ¢ und
somit ist f = ¢+ a/(z — 2,) eine Mobiustransformation. O
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19. OBERE HALBEBENE UND EINHEITSKREIS

Wir betrachten in diesem Abschnitt zwei wichtige Gebiete und ihre
Automorphismen (biholomorphen Abbildungen): die obere Halbebene
H und den Einheitskreis E:

H = {#e€C; Im 2z >0} (97)
E = {z€C; |2/ <1}, (98)

Die beiden Gebiete sind zueinander biholomorph &dquivalent unter der

Moébiustransformation .
z—1

= 9
f) == (99)
genannt Cayley- Transformation. Da nédmlich
1—1
fO) =1, f)= 1 =i fleo)=1, f()=0,

wird die reelle Achse auf den Rand des Einheitskreises und die obere
Halbebene auf das Innere des Einheitskreises abgebildet, also f : H —
E. Das sieht man auch direkt: % <l <= |z—i|<|z+1i] = =z
ist néher bei 7 als bei —i <= z € H.

Die zugehorige Matrix dieser Mébiustransformation ist (1 %) mit der
Umkehrmatrix ( % §) (bis auf skalare Vielfache); Die Umkehrabbildung
von f ist also g : E — H,

142
1—2z

Es geniigt demnach, nur von einem der beiden Gebiete die Auto-
morphismengruppe (die Gruppe aller biholomorphen Selbstabbildun-
gen) zu bestimmen: Wenn A ein Automorphismus von H ist, dann ist
f ohogein Automorphismus von E und umgekehrt.

Auf den ersten Blick scheint es einfacher, die Automorphismen von
H zu bestimmen: Eine Mébiustransformation f = f4 ldsst genau dann
H invariant, wenn R = JH invariant bleibt, d.h. A kann reell gew&hlt
werden, und wenn zusétzlich die Orientierung von R erhalten bleibt,
d.h. fa streng monoton wachsend ist: die letzere Bedingung stellt sicher,
dass H, das Gebiet links von R, auch wirklich wieder in sich iiberfiihrt
wird (und nicht etwa in —H). Wir kénnen also f(z) = (az+b)/(cz+d)
mit a,b, c,d € R wahlen, und zusétzlich muss fiir die Ableitung auf R
positiv sein,

9(z) =i (100)

) = a(cx +d) — (ax + b)c _ ad—bc 50
(cx + d)? (cx + d)?
also ad — bc > 0. Da es auf einen reellen Faktor nicht ankommt, diirfen
wir ad — bc = 1 annehmen. Wir haben damit gesehen:
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Hilfssatz 19.1. Eine Mdbiustransformation fa ist genau dann ein Au-
tomorphismus von H, d.h. fo(H) C H und fa-(H) C H, wenn A eine
reelle 2 x 2-Matriz mit det A = 1 ist.?

On der Tat gibt es keine weiteren Automorphismen, aber wir kénnen
dies noch nicht zeigen. Es gibt ja so viele Funktionen, die keine M6bius-
transformationen sind - konnten nicht einige davon Automorphismen
von H sein?

Das dies nicht der Fall ist sehen wir viel einfacher an dem zwei-
ten Gebiet, dem Einheitskreis E. Zunéchst einmal finden wir auch
hier viele Mobiustransformationen, die bereits Automorphismen von
E sind. Die einfachsten sind natiirlich die linearen Funktionen z —
e’ z; geometrisch ist dies die Drehung um den Winkel ¢ mit Drehzen-
trum 0. Es gibt jedoch eine weitere, nicht so offensichtliche Schar von
Mobiustransformationen, die Automorphismen von E sind:

Hilfssatz 19.2. Fir jedes w € E ist die Funktion

zZ+w

ful) = =2 (101)

ein Automorphismus von E mit f(0) = w.

Beweis. Wir zeigen zunéchst f,,(0E) C OE, d.h. |f,(z)| = 1 fur |z] = 1.
Wir berechnen dazu Zahler und Nenner von |f,(z)]?:

|z 4+ wl®

(z+w)/zZ+ w)
= 2]* + |w]* + 20 + Zw

= 14 |wf*+ 2w + zZw

lwz +1* = (wz+1)(wz+1)

= | z)? + wz +wz +1

= |w+1+wz+wz
Zihler und Nenner sind also gleich, d.h. der Quotient |f,,(2)|? ist Eins,
und damit bildet f, den Rand von E in sich ab. Da offensichtlich
fu(0) = w € E, gilt f,(E) C E. Die Umkehrabbildung von f,, ist
f—w, denn die zugehorigen Matrizen sind bis auf skalare Vielfache in-
vers (geméaB unser alten Regel: a, d vertauschen, bei b, ¢ das Vorzeichen

dndern):
1 w 1 —w) (l—-ww 0
w 1 -w 1 ) 0 —ww + 1

29Djese Matrizen bilden die Gruppe SL(2,R), die spezielle lineare Gruppe. “Spe-
ziell” bezieht sich auf die Bedingung det A = 1.
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Da auch f_, den Einheitskreis [E auf sich selbst abbildet, ist f, ein
Automorphismus von E. O

In der Tat gibt es keine anderen Automorphismen als die Kombina-
tionen dieser beiden: f(z) = €% f,(z) fiir beliebige w € E und ¢ € R,
und diesmal ist das recht einfach zu sehen; es folgt aus dem berithmten
Schwarz-Lemma®, das auch sonst gute Dienste leistet und eine Konse-
quenz des Maximumprinzips ist:

Satz 19.1. Lemma von Schwarz: Ist f : E — E holomorph mit
f(0) =0, so gilt
1f(2)] < 2] Ve, (102)
£ < 1, (103)

wobei E* := E\ {0}. Gleichheit gilt in (103) oder an einer Stelle z € E*
in (102) genau dann, wenn f(z) = €z fiir alle z € E.

Beweis. Da f(0) = 0, ist f(z) = zg(z) fur eine holomorphe Funktion
g:E — C. Esgilt g(z) = f(2)/z fiir z € E* und ¢(0) = f'(0). Wenn
|z| > 1 —¢, dann ist

1 1

= < < .
92)| = 17 < S T

Die stetige Funktion |g(z)| nimmt auf dem kompakten Kreis K =
K;_.(0) ein Maximum an, das nach dem Maximumprinzip auf dem
Rand liegen muss, damit

<
max |g(2)]

T 1l—¢
Da e > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt |g(z)| < 1 fiir
alle z € E. Wenn [g(z,)] = 1 fiir ein z, € E, wird da ein Maximum

angenommen und nach dem Maximumprinzip ist die Funktion dann
konstant: g(z) = ¢ mit |c| = |g(2,)| = 1, also ¢ = €™ fiir ein ¢ € R, und
f(z) = zg(z) = €2, O
Satz 19.2. Die Automorphismen von E sind genau von der Form

f(2) = fulez) (104)
fiir ein ¢ € R und w € E.

Beweis. Es sei f ein Automorphimus von E. Wir diirfen f(0) = 0 an-
nehmen, denn wenn f(0) = w, dann gehen wir zu dem Automorphis-
mus f = f_, o f iiber; dieser erfiillt f(0) = 0. Wir konnen also auf f

30H.A. Schwarz (1843 - 1921), Berlin
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das S~chwarz—Lemma anwenden, und ebenso auf seine Umkehrfunktion
g = f~1. Fiir jedes z € E* gilt demnach

2l = [a(f(NI < |F(2)] < 121,

also ist jede dieser Ungleichungen eine Gleichheit und insbesondere

ist | f(2)] = |z|. Nach der Gleichheitsdiskussion des Schwarz-Lemmas
folgt also f(z) = €z fiir alle z € E und damit f(z2) = f,(f(z)) =
fuw(€®2). O

Nun kénnen wir auch die Automorphismen von H endgiiltig bestim-
men, indem wir die Automorphismen von E mit der Cayley-Trans-
formation iibertragen. Ein einfacheres, aber nicht ganz vollstindiges
Argument zdhlt einfach die Parameter: Die Automorphismen von E
hdngen von 3 reellen Parametern ab: ¢ sowie Real- und Imaginéarteil
von w € [E. Deshalb ist auch die Automorphismengruppe von H ei-
ne zusammenhéngende dreiparametrige Gruppe. Aber auch die Un-
tergruppe der reellen orientierten Mobiustransformationen3! hat drei
reelle Parameter (eigentlich vier: a,b, ¢, d, aber es besteht ja die Glei-
chung ad — be = 1). Deshalb ist diese Untergruppe schon die volle
Automorphismengruppe von H.

Satz 19.3. Die Automorphismen von H sind genau die Mdbiustrans-
formationen fa mit A € SL(2,R).

Bemerkung: E und H haben eine grofle historischen Bedeutung: sie
sind Modelle der nichteuklidischen Geometrie (auch hyperbolische Geo-
metrie genannt), in der alle Axiome der euklidischen ebenen Geometrie
aufer dem Parallelenaxiom gelten. Die “Geraden” in dieser Geometrie
sind die Kreisbogen in E bzw. in H, die den jeweiligen Rand senk-
recht schneiden (Orthokreise); diese werden von den Automorphismen
wieder in Orthokreise abgebildet. Die Automorphismengruppe hat geo-
metrisch die Bedeutung der Gruppe der orientierten Isometrien oder
Bewegungen der nichteuklidischen Ebene; ebenso wie die Bewegungs-
gruppe der euklidischen Ebene (Drehungen und Translationen) und die
der Kugelfliiche (Drehungen im R?) ist sie dreiparametrig.

20. DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

Satz 20.1. Jedes echt in C enthaltene®® einfach zusammenhdingende
Gebiet G C C ist btholomorph dquivalent zum Einheitskreis E.

31Djes ist nicht genau die Gruppe SL(2,R), weil ja fo = f_a; man beachte
det(—A) = det(A). Die Gruppe der reellen orientierten Mébiustransformationen ist
ganz genau isomorph zu PSL(2,R) := SL(2,R)/{£I}.

32C selbst ist nicht biholomorph zu E, denn nach Liouville gibt es keine ganze
Funktion mit Werten in E.
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Beweis:

Schritt 1. Wir zeigen als erstes, dass G biholomorph zu einem Teilge-
biet von E ist. Mit Hilfe einer holomorphen Wurzel verkleinern wir G
soweit, dass eine Kreisscheibe im Komplement liegt, und mit Hilfe der
Inversion kénnen wir dann G in E abbilden.

Zunéachst zur Konstruktion der Quadratwurzel: Es gibt mindestens
einen Punkt in C \ G; nach Translation kénnen wir annehmen, dass
dies der Punkt 0 ist, also 0 € C\ G. Damit ist die Funktion 1/z auf
G definiert, und da G einfach zusammenhéngend ist, besitzt jede ho-
lomorphe Funktion, so auch 1/z, auf G eine Stammfunktion. Damit
existiert auf G ein Zweig des Logarithmus, d.h. eine holomorphe Funk-
tion log : G — C mit €!°¢% = 2 fiir alle 2 € G, und also auch eine
Quadratwurzel q(z) = €!°8(*)/2, Diese ist injektiv, da ¢(2)? = z; aus
q(z1) = q(z2) folgt also

2= Q(21)2 = Q(Z2)2 = 2.

Aber auch aus ¢(z1) = —q(z2) folgt z; = 25 (das Quadrieren sieht das
Vorzeichen nicht). Ist also w € ¢(G), so ist —w & ¢(G). Da ¢(G) offen
ist und somit eine Kreisscheibe K (w,) enthilt, folgt K (—w,)NG = (),
also G C C\ K.(—w,). Die Mobiustransformation g(z) = €/(z + w,)
bildet C\ K.(—w,) ganz nach E ab, denn fiir z mit |z + w| > € folgt
lg(2)| < €/e = 1. Also ist g(q(@)) C E, und g o q ist injektiv.®* Indem
wir G durch ¢g(q(G)) ersetzen, diirfen wir von jetzt an annehmen, dass
G C E. Wir diirfen auch 0 € E annehmen; wenn nicht, machen wir GG
durch Multiplikation mit % halb so grofl und verschieben %G innerhalb
[E, bis wir den Nullpunkt treffen.

Schritt 2. Wir nehmen jetzt an: G C E und 0 € G. Wir betrachten
die folgende Funktionenmenge:
F={f:G— E; f injektiv, f(0) = 0}

Unser Ziel ist, ein surjektives f* € F zu finden. Wir wissen immerhin,
dann F nicht leer ist, denn die Inklusion z +— 2z : G — E liegt in F. Wir
beweisen nun ein Kriterium fiir die Surjektivitat:

Hilfssatz 20.1. Ist f € F und | f'(0)] ist mazimal, d.h. |f'(0)] > 17(0)]
fir alle f € F, dann ist f surjektiv.

Beweis des Hilfssatzes: Wir schliefen durch Kontraposition: Wenn f
nicht surjektiv ist, dann kann man |f’(0)| noch vergréfiern, was wir

33Eine injektive holomorphe Funktion h auf G ist bereits eine biholomorphe
Abbildung von G nach f(G), denn die Ableitung kann keine Nullstellen haben:
Wire f/(z,) = 0, so wire f — f(z,) bis auf eine biholomorphe Abbildung eine k-te
Potenz mit k£ > 2, also nicht injektiv.
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durch Anwenden von Mdobiustransformationen und der Quadratwurzel
zeigen werden. Wir nehmen also an, dass f nicht surjektiv ist; es gibt al-
soa € E\ f(G). Mit Hilfe der in (101) definierten Mobiustransformation
und ihrer Umkehrung g, = f, ! = f_,, die E invariant lassen, verschie-
ben wir a in den Nullpunkt. Fiir die Funktion

fi=gaof:G—E
gilt also 0 & f1(G). Da f; injektiv (“schlicht”) ist, ist das Gebiet f1(G)

wieder einfach zusammenhéngend, also existiert (wie vorher) eine ho-
lomorphe Quadratwurzel ¢ auf fi(G). Wir setzen b = ¢(—a) und be-
trachten die Funktion

fa=g0qogsof:G—E
Zusétzlich gilt f5(0) = 0, also f, € F, denn

050 & —a % b &0

Die zusétzliche Funktion h = g,oqog, bildet 0 auf 0 ab. Sie ist invertier-
bar mit Umkehrung h=! = f,0p;y0g, (wobei py(2) = 2?), und damit bil-
det h~! den Einheitskreis E in sich ab und erfiillt h~!(0) = 0. Nach dem
Schwarzlemma ist [(h~1)(0)] < 1, also ist |h'(0) = 1/|/R71)'(0)] > 1,

also folgt
|£2(0)] = [(h o £)(O)[1£7(0) > |F(0)]. [

3. Schritt: Wir wollen nun eine Funktion f € F mit maximaler Ablei-
tung | f’(0)| finden. Dazu nehmen wir uns eine Folge f; € F mit

|fe(0)] = s = sup{|f'(0); f€F}
und zeigen, dass eine Teilfolge davon gegen ein f € F mit |f'(0)| = s
konvergiert. Diese muss nach Schritt 2 auch surjektiv, also eine Biho-
lomorphie von GG nach E sein.

Znéchst zeigen wir, dass die Menge {|f'(0)|; f € F} beschrankt ist:
Ist K, = K,(0) C G, dann gilt nach Cauchyscher Integralformel (43)
und Standardabschétzung wegen |f(w)| < 1:

|f’(0)‘:i ﬂdw‘grizl

21 | Jox, w? r2 r
Damit ist das Supremum aller dieser Werte eine Zahl s < 1/r. Dasselbe
Argument zeigt aber viel mehr, ndmlich dass die Ableitungen aller f €
F iiberall lokal gleichméflig beschrinkt sind: Fiir jedes z, € G gibt
es v > 0 mit Ko(2,) C G, und fiir jedes z € K,(z,) gilt K,(z) C

K. (2,) C G und damit
1 1
/ 7f(w)2dw’§r—:
)

1
K (2) (w—2) r2 oy

) = 5




FUNKTIONENTHEORIE, WS 08/09 55

fir alle z € K,(z,) und f € F. Nach dem Schrankensatz aus Analysis
2 ist jedes f € F auf K, (z,) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L = 1/r. In der Situation gilt der folgende Satz der reellen Analysis,

den wir weiter unten beweisen wollen (ein Spezialfall des Satzes von
Arzela und Ascoli)®*

Hilfssatz 20.2. Ist K C C eine Kreisscheibe® und f;, : K — C eine
beschrdnkte Folge Lipschitz-stetiger Funktionen, alle mit der gleichen
Lipschitzkonstante L, dann konvergiert eine Teilfolge fi,; gleichmifig
auf K gegen eine Funktion f.

In unserer Situation ist f; sogar holomorph und damit auch f =
lim f;;: Nach dem Satz von Morera brauchen wir zum Nachweis der
Holomorphie nur zu priifen, ob f an S = 0 fiir kleine Dreiecke A C K
(dann gibt es lokal eine Stammfunktion), und dies ist richtig wegen
der gleichmiBigen Konvergenz, weil [, f = lim [, fr, = 0 wegen der
Holomorphie der fz;. AuBerdem konvergieren die Ableitungen, daher
ist insbesondere |f/(0)] = s.

Zu zeigen bleibt noch, dass f auch injektiv ist. Da |f’(0)| # 0, kann
f nicht konstant sein. Nehmen wir an, es gibe 21 # zo € G mit f(z1) =
f(z) = w. Dann hat f = f — w zwei verschiedene Nullstellen 2, 2,
die in zwei disjunkten Kreisscheiben K,.(z1), K,.(z2) mit r < |z —
29]/2 liegen, und auf den Réndern dieser Kreisscheiben habe f keine
Nullstellen. Da fy, — f fiir geniigend grofie j dort beliebig klein wird,

kleiner als | f|, hat nach dem Satz von Rouché auch die Funktion fkj =
Jx; — w in beiden Kreisscheiben eine Nullstelle, im Widerspruch zur
Injektivitdt von f,. Damit haben wir f € F mit maximalem Wert
|//(0)| gefunden; nach Schritt 2 muss f surjektiv sein und damit die
gewiinschte Biholomorphie von G auf E.

Beweis von Hilfssatz 20.2: Wir wéhlen eine abzéhlbare dichte Teil-
menge {z;; j € N} von K, zum Beispiel K N (Q + iQ). Die Funk-
tionenfolge ist beschriankt, |fx(z)| < C fiir alle z € K und alle k € N.
Deshalb besitzt (fi) eine Teilfolge (fx,), die an der Stelle z; konvergiert,
fr;(z1) —: f(21). Wir benennen diese Teilfolge um und setzen fy, =:
f1;. Davon gibt es eine weitere Teilfolge fi;, mit f1;,(22) —: f(22). Diese
wird ebenfalls umbenannt: fi;, =: fs;. Indem wir so fortfahren, iterier-
te Teilfolgen zu bilden, finden wir eine Famile von Teilfolgen f,; mit

3411 der Funktionentheorie ist diese Tatsache als Satz von Montel bekannt, der
besagt: Ist fi : G — C eine lokal beschrénkte Folge holomorpher Funktionen, dann
besitzt fi eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge.

35Wir kénnten ohne Weiteres C = R2 durch R™ ersetzen
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fnj(zi) = f(z) fir i = 1,...,n. Davon bilden wir die Diagonalfolge
frn mit der Eigenschaft

fan(2:) = f(z)
fiir alle 2 € N.

Diese neue Folge ( f,,,,) ist immer noch eine Teilfolge der urspiinglichen
Folge (fx). Um die Notation zu vereinfachen, vergessen wir die ur-
spriingliche Folge ganz und benennen f,, in f, um. Wir wissen bereits,
dass f,, an allen Stelle z; konvergiert. Wir wollen aber die Konvergenz
fiir beliebige z € K nachweisen. Da die z; eine dichte Teilmenge bilden,
gibt es zu jedem € > 0 eine Zahl J derart, dass z1,...,z; “¢/L-dicht”
liegen, d.h. zu jedem z € K gibt es j € {1,...,J} mit

|z — 2| <€/L.
Ferner sei N so grof3, dass fiir alle n,m > N

|fn(zj) - fm(Z])| <e
fir alle j € {1,...,J}. Damit ist

< | ful2) = fulzi]l 4 1fn(25) = (2] + [ fm(25) = fm(2)]

< Lz — zj| + e+ L|z; — 2|

< 3e
Somit ist (f,) eine Cauchyfolge beziiglich gleichméBiger Konvergenz
und damit eine gleichméfBig konvergente Funktionenfolge, die somit ge-
gen eine (immer noch L-Lipschitz-stetige) Funktion f : K — C kon-
vergiert. 0
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