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DIE AXIOME DER REELLEN ZAHLEN

Rechenaxiome:

Addition:
RA1: Assoziativgesetz: (a +b) +c=a+ (b+ c),
RA2: Kommutativgesetz: a +b =0+ a,
RA3: Rolle der Null: 0 + a = a,
RA4: Rolle der Negativen: a + (—a) = 0,
Definition: a — b := a + (—b).

Multiplikation:
RM1: Assoziativgesetz: (a-b)-c=a-(b-c),
RM2: Kommutativgesetz: a-b=10-a,
RM3: Rolle der Eins: 1-a = a,
RM4: Rolle des Inversen: a-a~' =1 (fiir a # 0)
Definition: a:b=a/b=%:=a-b"" (fir b #0)

Distributivgesetz:
RD:a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Anordnungsaxiome:

O1: a > 0 oder a =0 oder (—a) > 0,
02: a,0>0=a+0>0,
03: a,06>0=a-b>0,
Definition: a > b: <= a—b> 0.

Archimedisches Axiom:!

A: Zu je zwei Zahlen a > b > 0 gibt es eine natiirliche Zahl*> n
mit nb < a < (n+1)b.

Vollstiandigkeitsaxiom:

V: Zu jeder Intervallschachtelung® I, D Iy D I3 D ... gibt es
eine Zahl x, die in jedem der Intervalle I, k = 1,2,3,..., also
im Durchschnitt aller I}, liegt.

L Archimedes von Syrakus, 287 - 212 v.Chr.

2Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen 1,1+ 1,1+ 1+ 1 usw. Sie bilden die
kleinste Zahlenmenge N mit den zwei Eigenschaften 1 € N und n+ 1 € N fiir jedes
n € N.

3Ein Intervall ist eine Zahlenmenge der Form I = {z; a < z < b} fiir zwei
gegebene Zahlen a, b mit a < b. Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von immer
kleineren ineinanderliegenden Intervallen I1 D Is D I3 D .. ..
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VORBEMERKUNG

Den Inhalt der Vorlesung lésst sich durch drei Schlagworte charak-
terisieren: Zahl, Funktion, Integral.

Am Anfang der Mathematik steht das Zdhlen, d.h. die vielfache Zu-
sammensetzung (“Synthesis”) der Einheit: 1, 141, 14+1+1 usw. Auch
die quantitative Behandlung des Zufalls hat zunéchst mit dem Z&ahlen
zu tun: Die Wahrscheinlichkeit, ein Gliicksspiel zu gewinnen, ist ja die
Zahl der giinstigen durch die Zahl der moéglichen Félle. Der Umkehrpro-
zess des Zusammensetzens ist das Zerlegen oder Teilen (“Analysis”),
das uns von den natiirlichen zu den rationalen Zahlen (Briichen) fiihrt.
Aber anders als das Zusammensetzen braucht das Teilen kein Ende
zu finden: eine Position auf der Zahlengeraden kann unendlich viele
Teilungsschritte zu ihrer genauen Festlegung benotigen, was in den Be-
griffen “unendlicher Dezimalbruch” und “Grenzwert” zum Ausdruck
kommt. Mit dieser Erkenntnis gelangen wir von den rationalen zu den
reellen Zahlen, zur Zahlengeraden. Eine letzte Erweiterung fithrt von
den reellen zu den komplexen Zahlen; das geometrische Modell der
Zahlengeraden wird dabei durch das der Zahlenebene abgelost.

Funktionen beschreiben, wie variable Zahlen voneinander abhéngen
konnen. Sie geben die Modellvorstellungen fiir Prozesse und Abhéngig-
keiten in Natur und Gesellschaft. Die einfachsten Funktionen sind die
Potenzen, und dhnlich wie bei den Zahlen erweitern wir diese Funktio-
nenmenge schrittweise unter Einbeziehung von Grenzwerten. Wir wer-
den die Mittel bereitstellen, um Funktionen im Kleinen und im Grofien
zu untersuchen und zu verstehen. Besondere Zahlen und Funktionen
werden wir genauer studieren, z.B. die Kreiszahl 7, die das Verhéltnis
von Umfang und Durchmesser jedes Kreises ausdriickt, oder die Ex-
ponentialfunktion, mit deren Hilfe Wachstums- und Zerfallsprozesse
beschrieben werden kénnen.

Eine der zeitlich frithesten Aufgaben der Analysis war die Berech-
nung von Fldcheninhalten. Will man eine krummlinig berandete Figur
mit Quadraten oder Rechtecken ausfiillen, so wird man unendlich vie-
le davon bendétigen; die Berechnung von Fliacheninhalten hat also mit
unendlichen Prozessen und Grenzwerten zu tun. Die Mathematiker der
Antike hatten dazu bereits ein groffles Wissen zusammengetragen, aber
erst in der frithen Neuzeit konnte das Problem systematisch gelost wer-
den, ndmlich mit Hilfe der Integration, einer Technik, die sehr bald eine
gewaltige Wirkung entfaltete die weit iiber diese begrenzte Aufgaben-
stellung hinausreichte und bis heute anhélt.



I. Zahlen

1. WIE GESCHIEHT MATHEMATIK?

Was Mathematik ist, 1dsst sich schwer in wenigen Worten sagen. Aber
wie die Mathematik arbeitet und ihre Erkenntnisse gewinnt, kénnen
wir an Hand eines Beispiels beschreiben. Die Aufgabe der Mathematik
ist die Erkenntnis des Verborgenen aus dem Offensichtlichen sowie die
Anwendungen dieser Erkenntnis. Wir kénnen zum Beispiel von zwei
Zahlen a,b > 0 auf zwei Weisen einen Mittelwert bilden: Die Héilfte

atb

der Summe, “= (arithmetischen Mittel), und die Quadratwurzel des

Produkts, vab (geometrisches Mittel). Beide Zahlen liegen zwischen a
und b, aber welche von beiden ist die Groflere?

Satz 1.1. Vab < “TH’, falls a # b.

Anwendung: Unter allen Rechtecken von gegebenem Umfang hat das
Quadrat den grofiten Flacheninhalt.

Denn wenn ein Rechteck mit ungleichen Seitenldngen a,b gegeben ist,
so hat das Quadrat mit Seitenléingen “T“’ denselben Umfang 2(a + b),

und da (“T“’)2 > ab, ist sein Fldcheninhalt grofler als der des Rechtecks.

Beweis (a): Durch eine Figur: (a + b)? > 4ab.

a b
b ab
ab | @
(a—b)?
a ab \
ab b
b a

Beweis (b): Durch eine Rechnung:
(a+b)? —dab = a® + b* + 2ab — 4ab = a® + b* — 2ab = (a — b)* > 0.

Beiden Beweisen gemeinsam ist ein Zwischenschritt, der nicht durch
die Fragestellung diktiert wird, eine Konstruktion: Im Beweis (a) ist
es die Zerlegung des Quadrats mit Kantenldnge a + b, im Beweis (b)
das Erkennen der Differenz (a + b)> — 4ab als (a — b)?. Die Beweis-
mittel aber sind bei den beiden Beweisen verschieden: Im Beweis (a)
nutzt man, dass der Flacheninhalt bei Drehungen und Zerlegungen un-
gedndert bleibt, in (b) dagegen die Rechenregeln (binomische Formel)



4

und die Positivitdt von Quadraten.? Das “Offensichtliche” ist daher in
den beiden Féllen sehr unterschiedlich: Aus dem Alltag wohlbekann-
te Eigenschaften des Flécheninhalts auf der einen Seite, Rechenregeln
auf der anderen Seite. Dennoch wird durch Beides derselbe Sachverhalt
ausgedriickt. Wie ist das moglich?

Die Mathematik spielt sich auf drei Ebenen ab:

(1) Realitat
(2) Idee
(3) Formelsprache

Der Beweis (a) spielt sich auf der Ebene der Realitdt ab, denn unsere
Figur auf dem Papier ist ja ein realer Gegenstand; allerdings steht sie
fiir ein ideales Quadrat. Beweis (b) dagegen spielt ganz auf der formalen
Seite; er ist gewissermafien die formale Ubersetzung von Beweis (a).

Die Gegenstéinde der Mathematik haben ihren Ursprung gewdhnlich
in realen Gegenstdnden. Die Mathematik nimmt eine oder mehrere ih-
rer Eigenschaften heraus und idealisiert sie. So finden wir in der Natur
mehr oder minder kreisformige Gegensténde, z.B. den Vollmond oder
Wasserwellen im Teich. Daraus haben die Menschen zunéchst die Idee
des (perfekten) Kreises gebildet. Erst sehr viel spéter findet diese in
der mathematische Formelsprache ihren Ausdruck; aus dem Kreis mit
Radius r wird die Menge der Koordinatenpaare {(x,y); *+ 3> = r?}.
Diese Definition gibt prézise den idealen Gegenstand “Kreis” wieder,
selbst wenn sie keineswegs alle seine Eigenschaften benennt; z.B. wird
nicht erwéihnt, dass der Kreis rund ist. Das ist auch sonst nicht anders;
z.B. kénnten wir den Menschen als ein “Séaugetier mit Ohrlappchen”
definieren, d.h. unverwechselbar kennzeichnen, aber niemand wird be-
haupten, dass wir damit alle wesentlichen Eigenschaften des Menschen
benannt héitten. Doch es gibt einen wichtigen Unterschied zur Defini-
tion idealer Gegenstinde in der Mathematik: Wir konnten aus dieser
merkwiirdigen Kennzeichnung des Menschen z.B. keine seiner geisti-
gen Fiahigkeiten ersehen; bei mathematischen Gegenstédnden dagegen
miissen alle weiteren Eigenschaften, verborgene und offensichtliche, aus
der Definition zu folgern sein.

4Ubrigens macht das Beispiel noch einen weiteren Zug der Mathematik deut-
lich. Wir kénnten ja die entsprechende Frage fiir drei oder mehr Zahlen statt fiir
zwei stellen: Ist vabc < %(a + b+ ¢)? Dies ist in der Tat richtig, aber die bisheri-
gen Beweisideen geben kaum einen Hinweis dazu, und um einen Beweis zu finden,
miissen wir einiges mehr wissen (Stichwort: Konvexitét, vgl. (125), S. 108). Ganz
nahe bei unserem Wissen liegt stets ein Ozean von Unwissen. Das sollte uns etwas
bescheiden machen, auch in unserem Beruf als Lehrer: Wir wissen nur deshalb so
gut Bescheid, weil wir die Aufgaben ausgesucht haben!



2. DIE ZAHLENGERADE

In unserer Vorlesung geht es zunéchst um den Begriff der Zahlen.
Von Anfang an sind die beiden grundlegenden Zweige der Mathematik,
Algebra und Geometrie, in diesem Begriff verbunden. Einerseits sind
die Zahlen die grundlegenden Objekte des Rechnens, andererseits aber
stellen wir sie uns in einer rdaumlichen Anordnung vor. Wir denken uns
dabei einen Strahl, der an einem mit 0 bezeichneten Punkt anfingt und
auf dem die natirlichen Zahlen 1,2,3,4,5,... in regelméssigen Absténden
angeordnet sind, so dass also der Abstand von 5 zu 0 das Fiinffache
3

des Abstandes von 1 zu 0 betrégt. Die gebrochenen Zahlen, etwa 3

oder v/2, haben ihren genauen Platz dazwischen, % z.B. genau in der
Mitte zwischen 1 und 2. Auch die Rechenoperationen bekommen eine
geometrische Bedeutung. So entspricht die Addition zweier Zahlen, et-
wa 2 und 3, dem Aneinanderlegen von zwei Stédben der Léngen 2 und
3. Dieser Zahlenstrahl beschreibt die positiven Zahlen. Die negativen
Zahlen setzen ihn nach der anderen Seite zu einer Geraden fort, der
Zahlengeraden.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Insbesondere lassen sich die natiirlichen Zahlen jenseits der Null in
gleichméafigen Abstdnden weiter fortsetzen zu den ganzen Zahlen. Die
Zahlengerade beschreibt auch alle Zahlen dazwischen, ndmlich die Ge-
samtheit der reellen Zahlen.

Die geometrische Idee der regelmissig unterteilten Geraden mit ei-
nem besonders bezeichneten Anfangspunkt (der Null) spiegelt unseren
Zahlbegriff sehr genau wieder. In doppelter Weise hat das Unendliche
an dieser Idee teil: Einerseits stellen wir uns die Gerade nach beiden
Seiten hin unbegrenzt ausgedehnt vor, die Zahlen nehmen also kein En-
de, andererseits kénnen wir durch weitere Unterteilung das anféngliche
durch die ganzen Zahlen markierte Raster auf der Geraden beliebig
verfeinern, um die Position einer Zahl immer genauer festzulegen; das
Wort “beliebig” deutet an, dass wir auch hier keine Grenze erwarten
diirfen.

Dieser anschaulichen Idee miissen wir nun einen Begriff, einen sprach-
lichen Ausdruck verleihen, der sie prizise wiedergibt. Das Lineal oder
die Bleistiftslinie, die wir in unserer Vorstellung mit der unterteilten
Gerade verbinden, sind nur unvollkommene Realisierungen dieser Idee,
denn keine in der Natur vorkommende Gerade ist wirklich unendlich
lang oder unendlich fein unterteilbar. Es ist das Wesen der mathemati-
schen Idee, dass anschauliche Vorstellungen “idealisiert” werden: Aus
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der Vorstellung einer unabsehbar langen Strecke wird so die unendlich
ausgedehnte Gerade. Das ist eine starke Vereinfachung; anders als bei
realen Geraden spielt ihre Léange keine Rolle mehr - sie ist unbegrenzt,
und wir brauchen uns keine Gedanken darum zu machen, wie fein wir
unterteilen konnen; es gibt auch dafiir keine Grenze. Nur durch solche
Vereinfachungen werden présise Ergebnisse moglich. Aber wie konnen
wir eine Idee, der gar keine Realitét entspricht, sprachlich fassen?
Wie schon erwahnt sind es die Eigenschaften, die einen Gegenstand
definieren. Wir brauchen nicht zu sagen, was die Zahlen genau sind,
wir brauchen blofl festzuhalten, welche Eigenschaften sie haben und
wie wir damit umgehen konnen. Es ist auch nicht nétig, alle Eigen-
schaften aufzulisten; es geniigt eine kleine Auswahl, aus der sich alle
anderen logisch ableiten lassen. Einen solchen Satz von definierenden
Eigenschaften nennt man Aziome. Darin gleicht die Mathematik einem
Brettspiel, z.B. Schach; die Axiome entsprechen den Spielregeln. Die
Schach-Spielregel sagt auch nicht, was ein Springer ist; sie sagt nur, wo
die Springer am Anfang des Spieles stehen und wie sie gezogen werden
diirfen. Ebenso lassen sich auch die Gesetze der reellen Zahlen aus weni-
gen Regeln ableiten, die wir am Anfang zusammengestellt haben. Diese
sagen nicht, was die Zahlen sind und was 0 oder 1 bedeuten; in ihnen
werden diese Zahlen sowie die Rechensymbole +, —, -, ()7}, =, > ver-
wendet, als wéren sie bereits bekannt, ebenso wie die Schachanleitung
von Beginn an die Worte “Springer” oder “Turm” benutzt. Es wird
lediglich gesagt, nach welchen Regeln diese Symbole gebraucht werden:
Assoziativitdt und Kommutativitdt von Addition und Multiplikation,
Distributivgesetz, die Rollen von 0 und 1 sowie die Umkehrbarkeit von
Addition und Multiplikation, dazu die Regeln fiir die Begriffe “grofier”
und “kleiner”. Durch die Gedankenarbeit vieler Jahrhunderte, die be-
reits in der Antike begann, gelang es, aus den vielen Eigenschaften der
Zahlen einen kleinen Satz von Axiomen herauszudestillieren. Alle Aus-
sagen, die wir dariiberhinaus iiber die Zahlen treffen wollen, konnen wir
mit logischen Schliissen auf dieses System von Axiomen zuriickfiihren.

Allerdings sind die Erkenntnisse der Mathematik nicht dadurch ent-
standen, dass man systematisch die logischen Konsequenzen der Axio-
me untersucht hat, so wenig wie die Schach-Handbiicher sémtliche
moglichen Stellungen aufzulisten versuchen. Wer die Schach-Regeln
beherrscht, kann noch nicht Schach spielen, und wer die Axiome der
reellen Zahlen kennt, weifl noch fast nichts iiber Analysis. Die mathe-
matische Erkenntnis muss also aus anderen Quellen gespeist werden
als aus den Axiomen und der Logik: Unsere aus der Erfahrung gespeis-
te Intuition macht es moglich, eine lange Reihe von Schliissen (oder
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Schachziigen) vorausschauend zu iiberblicken, noch bevor wir sie im
einzelnen genau durchdacht haben. Eine Quelle dieser Intuition ist die
Anschauung, aus der die Axiome ja urspriiglich entnommen sind, die
uns aber auch bereits viele Folgerungen aus den Axiomen aufzeigt. Aber
die Intuition ist keine sichere Erkenntnisquelle; sie kann uns in die Ir-
re leiten. Daher miissen wir Mathematiker wirklich die Schlussreihe
aufstellen, mit der die Behauptung aus der Voraussetzung hergeleitet
wird.® Erst wenn uns das gelungen ist, konnen wir sicher sein, dass
unsere Behauptung zutrifft.

So weif} bis heute niemand, wieviele Paare aufeinanderfolgender un-
gerader Zahlen es gibt, die beide Primzahlen, also durch keine kleinere
Zahl auBer 1 teilbar sind, wie z.B. die Paare (5,7), (17,19), (1997,1999),
(2027,2029). Gibt es davon einen unbegrenzten Vorrat, unendlich viele?
Alle vermuten es, aber keiner kann es beweisen! Dagegen steht bereits
bei Buklid® (“Elemente” IX,20), warum es iiberhaupt unendlich viele
Primzahlen geben muss: Jede natiirliche Zahl # 1 ldsst sich als Pro-
dukt von Primzahlen schreiben. Gébe es davon nur endlich viele, so
konnten wir deren Produkt bilden und 1 dazuzéhlen; die so gewonnene
Zahl N wére durch keine dieser Primzahlen teilbar, ein Widerspruch!
Die Reihe der Primzahlen kann also niemals enden.

Aufler den reinen Rechengesetzen haben wir bei diesem Schluss noch
die Tatsache benutzt, dass die neue Zahl N nicht gleich Eins ist, son-
dern grofler. Dazu benttigen wir die zweite Familie von Axiomen, die
Anordnungsaziome (O), aus denen die Eigenschaften der Begriffe “po-
sitiv”, “groBler” und “kleiner” folgen.

Die logische Riickfiithrung auf die Axiome ist also das Mittel, mit
dem wir uns in der Mathematik von der Wahrheit unserer Aussa-
gen iiberzeugen, so wie es in den Naturwissenschaften die Beobach-
tung und das Experiment sind. Aber wie man in einer Physikvorle-
sung nicht alle Experimente wirklich durchfiihren kann, so werden wir

Das sind die Hausaufgaben von uns Mathematikern; wir werden die Welt auer-
halb unseres Fachgebietes nicht mit allen Details unserer Uberlegungen belistigen
wollen. Umso wichtiger ist es, dass wir selbst diese Aufgabe sorgfiltig erledi-
gen. Allerdings brauchen auch wir nicht jedes Detail dieser Schlussreihe wirklich
durchfiihren: Viele Teilschliisse sind ja bereits bekannt und kénnen als groere Ein-
heiten genutzt werden, die man nicht jedesmal wieder auseinandernehmen wird.
Wir wiren ldngst in der Detailfiille unseres Faches untergegangen, wenn es nicht die
Moglichkeit gébe, grofle und immer grofiere Abschnitte als Einheiten zu behandeln.

SEuklid von Alexandria, ca. 325 - 265 v.Chr., fasste in seinem Buch “Die Ele-
mente” (Oswalds Klassiker der exakten Wissensch., Band 235) das damals bekannte
mathematische Wissen zusammen. — Die meisten der in den Anmerkungen gegebe-
nen biographischen und historischen Angaben finden sich iibrigens auf der Webseite
http://www-history.mes.st-andrews.ac.uk /BiogIndex.html
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auch in unserer Vorlesung nicht alle unsere Aussagen auf die Axio-
me zuriickfiihren und nicht nur die bekannten Rechenregeln,” sondern
auch intuitive Schlussweisen verwenden. Die uns von den Axiomen zur
Verfiigung gestellten Mittel sind ohnehin begrenzt; wenn wir alle ma-
thematischen Gegenstidnde, z.B. Mengen, streng axiomatisch behan-
deln wollten, miissten wir unser Axiomensystem ganz erheblich aus-
weiten, und selbst dann hitten wir noch nicht alles erfasst.®* Wir halten
aber an dem Anspruch fest, Neues und Uberraschendes nicht einfach
zur Kenntnis zu nehmen, sondern auf Bekanntes und Offensichtliches
zuriickzufiihren.

3. MENGE UND ANZAHL

Die Mathematik beginnt mit dem Zahlen. Gezahlt werden Menschen
oder Gegenstiande oder auch mathematische Objekte, die durch eine ge-
meinsame Eigenschaft zu einer Einheit zusammengefasst worden sind,
z.B. die Anwesenden in diesem Raum. Solche Einheiten nennen wir
Mengen, ihre Mitglieder Elemente. Einer Menge geben wir ein eige-
nes Symbol, etwa A; mit |A| bezeichnen wir dann die Anzahl der Ele-
mente ( “Mdachtigkeit “) von A. Eine Besonderheit mathematischer Ge-
genstande ist, dass ihre Anzahl auch unendlich sein kann; z.B. Zahlen-
mengen wie die Menge der natirlichen Zahlen, N = {1,2,3,...}. Mit
x € A meinen wir, dass das Individuum z zur Gesamtheit A gehort.
Eine Menge kann durch explizite Aufzdhlung definiert werden, z.B.
{1,...,7} (die Menge der Zahlen von 1 bis 7), 6fters aber durch An-
gabe einer gemeinsamen Figenschaft. Betrachten wir z.B. die mogliche
Eigenschaft “x ist in diesem Raum anwesend”, die ein Individuum na-
mens = haben kann,” und kiirzen diese Eigenschaft mit “a(x)” ab (a

"Viele sehr vertraute Gesetze kommen in den Axiomen nicht vor, zum Beispiel
2 -0 = 0. Dies folgt auf etwas iiberraschende Weise aus dem Distributivgesetz: Weil
0+ z = z fiir alle x gilt (RA3), ist insbesondere 0 + 0 = 0 und daher folgt mit
(RD):2-0=2-(04+0) =2 -0+ x-0. Die gesuchte Zahl y := z - 0 erfiillt also die
merkwiirdige Gleichung y = y +y. Wenn wir auf beiden Seiten y abziehen, erhalten
wiry+(—y) = (y+y)+(-y)=y+ (y+(-y). Day+ (—y) =0, folgt 0 =y +0,
also y = 0. Mit dhnlichen Klimmziigen lassen sich auch alle anderen Rechenregeln
aus den Axiomen (R) herleiten (vgl. z.B. O. Forster: Analysis I, Vieweg, S. 10 -
13).

8Der osterreichische Mathematiker Kurt Godel (1906 - 1978) hat 1931 gezeigt,
dass es kein endliches Axiomensystem geben kann, von dem alle wahren mathema-
tischen Aussagen abgeleitet werden konnen.

9Der Buchstabe z ist eine Variable, ein Name. Er kann durch jeden anderen
Buchstaben ersetzt werden; wenn ein Buchstabe aber (z.B. in einer Gleichung)
mehrfach auftaucht, wird damit jedesmal dasselbe Individuum bezeichnet.



9

fiir “anwesend”), dann kénnten wir die Menge A aller Anwesenden fol-
gendermaflen schreiben: A = {x; a(z)}.

Mit Mengen kénnen wir in gewissem Sinne “rechnen”, d.h. aus zwei
gegebenen Mengen A und B neue formen: Der Durchschnitt:

(1) ANB={x; x € Aund = € B},
die Vereinigung
(2) AUB = {x; x € Aoder z € B},

Die logischen Verkniipfungen “und’ und “oder” fiir die definierenden
Eigenschaften von Mengen werden zu Schnitt und Vereinigung der
Mengen.!° Es gibt auch so etwas wie eine Null unter den Mengen, die
leere Menge, die gar keine Elemente enthilt; wir bezeichnen sie mit (),
und natiirlich gilt AUQ = A, AN =0 sowie |} = 0.

Hier ist ein erstes Beispiel fiir systematisches Zéhlen:

Satz 3.1.
|JAUB| = |Al+|B|—-|ANB|

Beweis. Jedes Element x € AU B kann in A oder in B liegen. Wenn
A und B keine gemeinsamen Elemente besitzen, disjunkt sind, wie man
sagt,'! dann gibt es |A| Elemente in A und |B| Elemente in B, zusam-
men also |A|+|B|. Wenn aber ANB # (), dann héitten wir mit |A|+|B)|
die Elemente von A N B doppelt gezdhlt, einmal als Elemente von A
und zum zweiten Mal als Elemente von B, also miissen wir die Anzahl
|A N B| einmal wieder abziehen. O

Ein wichtiger Begriff der Mengenlehre ist die Teilmenge. Eine Teil-
menge 1" einer Menge A (Symbol: T" C A) besteht aus einigen (aber
gewohnlich nicht allen) Elementen von A; die Anwesenden, deren Nach-
name mit E anfangt, bilden z.B. eine Teilmenge der Menge A aller
Anwesenden. Zu jeder Teilmenge T' C A gibt es auch die Komplement-
menge A\ T, die genau aus den Elementen von A besteht, die nicht in
T liegen:

(3) A\T={a€ A; A¢gT} C A

Die Teilmengen einer Menge A bilden die Elemente einer neuen Men-
ge, genannt Potenzmenge P(A); die Elemente von P(A) sind also die
Teilmengen von A, in Formeln: T'€ P(A) <= T C A oder

(4) P(A) = {T; T c A}.

ODas Wort “oder” wird in der Mathematik stets im nicht-ausschlieBenden Sinn
gebraucht: x € A oder x € B schlieit nicht aus, dass beides gleichzeitig gilt. Wenn
wir das ausschlieBende “oder” meinen, sagen wir “entweder - oder”.

H7wei Mengen A und B heifen disjunkt, wenn AN B = ()
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Satz 3.2. Eine Menge A mit n Elementen, |A| = n, besitzt genau 2"
Teilmengen. Kurz: |A| =n = |P(A)| = 2.

Wir wollen an diesem Beispiel eine wichtige Beweismethode kennen-
lernen. Wegen der Variablen n (“Eine Menge A mit n Elementen ...”)
haben wir hier gleich unendlich viele Aussagen auf einmal zu beweisen,
fiir jedes n € N eine; wir nennen sie A(1),A(2),A(3),...:

A1) : Al =1= |P(A)|=2'=2
A(2) : Al =2= |P(A)| =22=4
A(3) : Al =3= |P(A)|=2°=38
A): Al =n= |[P(A) = 2"

Dies ist oft moglich mit dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:

I: Eine Aussage A(n) ist fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen,
wenn zwei Dinge gezeigt worden sind:
e Induktionsanfang: A(1)
e Induktionssschritt: A(n) = A(n + 1) fiir alle n.

Im Induktionsschritt nennt man A(n) die Induktionsvoraussetzung und
A(n + 1) die Induktionsbehauptung. Die Herleitung von A(n + 1) aus
A(n) heiBt Induktionsschluss.

Das Prinzip folgt aus der in Fufinote 2, S. 1 gegebenen Kennzeich-
nung der Natiirlichen Zahlen und ist leicht einzusehen: Mit dem In-
duktionsanfang zeigt man A(1), mit dem Induktionsschritt fiir n = 1,
A(1) = A(2), folgt A(2), mit dem Induktionsschritt fiir n =2, A(2) =
A(3), folgt A(3) usw.

In unserem Beispiel sieht das so aus:

Induktionsanfang: Gegeben ist eine Menge A mit |A| = 1, sie besteht
also nur aus einem Element: A = {a}. Dann hat A nur zwei Teilmengen,
die leere Menge () und die ganze Menge A = {a} (wir kénnen das
Element a ja nicht zerstiickeln). Also gilt |[P(A)| = 2 = 21

Induktionsschritt: n sei eine feste natiirliche Zahl. Gegeben ist eine
Menge A mit |A] =n + 1.1

Induktionsvoraussetzung: Fiir jede Menge A’ mit n Elementen ist
|P(A")| = 2™. Induktionsschluss: Wir wéhlen ein festes Element a € A
und setzen A’ = A\ {a}. Dann gilt |A’| = n, nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es also 2" Teilmengen in A’. Es gibt zwei disjunkte Sorten

2Dje jetzige Menge A hat mit der Menge A aus dem vorigen Absatz nichts mehr
zu tun; wenn ein Beweisteil abgeschlossen ist, konnen auch die benutzten Namen
(Buchstaben) neu vergeben werden.



11

(Mengen) von Teilmengen 7' C A: solche mit a ¢ T und solche mit
a € T, Zur ersten Sorte gehort 7' genau dann, wenn'® T C A’; damit
gibt es 2" solcher Teilmengen. Andernfalls, wenn T zur zweiten Sorte
gehort, ist T'\ {a} C A’, also gibt es auch von dieser Sorte 2™ Stiick,
insgesamt also 2" + 2" = 2 - 2" = 2"+ Teilmengen von A. 0

Wir kénnen noch etwas genauer fragen: Wieviele Teilmengen mit
einer bestimmten Element-Anzahl k gibt es? Wir betrachten dazu die
Menge aller k-elementigen Teilmengen,

Pu(A)=A{T; T C A, |T| =k},

fiir jede Zahl k zwischen 0 und n. Fiir deren Elementanzahl wurde ein
eigenes Symbol geschaffen: Wenn |A| = n, dann setzen wir

(%) = [B:(A)].

Beispiel: Fiir A = {1,2,3,4} = 1234 (Kurzschreibweise) ist Py(A) =
{12,13, 14,23, 24, 34}, also (3) = 6. Wie koénnen wir diese “n iiber k”
genannte Zahl allgemein berechnen?

Satz 3.3.
(5) ("FD) = (7)) + (&21).

Beweis. Das Argument ist dhnlich wie vorher. Gegeben sei eine Menge
A mit n + 1 Elementen, |A| = n + 1. Wir wéhlen ein festes Element
a € A und setzen A’ = A\ {a}. Dann gibt es wieder zwei zueinander
disjunkte Sorten von k-elementigen Teilmengen 7" C A: Solche, mit
a ¢ T und solche mit a € T'. Im ersten Fall ist 7' C A’; da |A’'| = n und
|T| = k, gibt es (}) solcher Teilmengen. Im zweiten Fall ist T\ {a} C A’;
da |T\ {a}| = k — 1, gibt es von dieser Sorte (,",) Stiick. Die (")
Teilmengen von A mit k£ Elemenen teilen sich also auf in (}) der ersten
und (") der zweiten Sorte, woraus die Behauptung folgt. O

Daraus lassen sich diese Zahlen berechnen: Wenn wir eine Tabelle
nach folgendem Muster anlegen:

@) o G (%) ()
(n—l—l)
13¢Genau dann, wenn” (abgekiirzt “ <= ") bedeutet logische Gleichwertigkeit
von zwei Aussagen. a <= b heifit: Aus @ kann man b folgern und umgekehrt.
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dann steht an beiden Réndern eine Eins (es gibt nur eine Teilmenge
mit gar keinem Element, nimlich die leere Menge (), und nur eine, die
alle Elemente enthélt, ndmlich die ganze Menge), und jede Zahl im
Inneren ist nach unserem Satz die Summe der beiden direkt {iber ihr
stehenden Zahlen:

1
1 1
1 2 1
(6) 1 3 31
1 4 6 41
1 5 10 0 5 1

Diese Beobachtung stammt von Pascal'*; nach ihm wird diese Tabelle
das Pascal’sche Dreieck genannt.

4. WAHRSCHEINLICHKEITEN

Eine wichtige Anwendung fiir das Zéhlen der Elemente einer Menge
ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Betrachten wir als erstes Beispiel
die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln (sagen wir, einem roten und
einem blauen) die Augenzahl 8 zu erzielen. Die moglichen Kombinatio-
nen bilden die Menge M aller mdglichen Zahlenpaare:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Dabei bezeichnet die erste Ziffer jeweils die Augenzahl des roten, die
zweite die des blauen Wiirfels. Wir sehen |M| = 36. Die fiir uns
giinstigen Kombinationen, mit der wir die Gesamtaugenzahl 8 errei-
chen, bilden die Teilmenge G = {26, 35,44,53,62} C M mit |G| = 5.
Fiinf von 36 moglichen Fillen sind also fiir uns giinstig, und wenn wir
annehmen, dass alle 36 Kombinationen mit derselben Wahrscheinlich-
keit auftreten, ist die Chance, die Augenzahl 8 zu erzielen, gerade 5/36.
Allgemein ist die Wahrscheinlichkeit die Zahl der giinstigen Fille ge-
teilt durch die Zahl der mdglichen Fille (vorausgesetzt, alle Falle sind
gleich wahrscheinlich): Gegeben ist also stets eine Menge M, die alle
mdoglichen Fille enthélt, und eine Teilmenge G C M, die die fiir uns

14Blaise Pascal, 1623 - 1662



13

(bei einem Spiel oder einer Wette) giinstigen Félle enthilt, und die
Chance zu gewinnen ist W = |G|/|M|.*?

Bemerkung: Wir haben mit diesem Beispiel eine weitere Mengenope-
ration (neben U und N) kennengelernt: Fiir zwei gegebene Mengen A
und B (die auch gleich sein diirfen) definieren wir die Paarmenge oder
das kartesische Produkt'® A x B folgendermaBen: Jedes a € A bildet
zusammen mit jedem b € B ein Paar (a,b) (Kurzform: ab) und A x B
ist die Menge aller moglichen Paare:

Ax B={(a,b); ac A, be B}

Nichts geschieht mit den Elementen a und b, wenn wir das Paar (a, b)
bilden; es wird nichts gerechnet, sondern sie werden einfach nebenein-
ander gestellt und bilden allein dadurch ein neues Objekt, eben das
Paar (a,b). Die Bestandteile a und b, aus denen es zusammengesetzt
sind, heiflen die Komponenten des Paares, a die erste und b die zweite
Komponente. In unserem Beispiel ist M = A x A mit A ={1,...,6}.
Fiir die Elementanzahl gilt:

(7) |Ax Bl = [A[-]B],

denn wir haben |A| Méglichkeiten, die erste Komponente a zu wihlen,
und nach jeder Wahl von a gibt es noch | B| Méglichkeiten fiir die Wahl
der zweiten Komponente b. Ganz analog kann man bei drei Mengen
A, B, C das dreifache kartesische Produkt A x B x C' als die Menge aller
Tripel (a,b,c) mit a € A, b € B, ¢ € C und Méchtigkeit |[A x B x C| =
|A]-|B|-|C| und bei noch mehr Mengen auch die Menge der Quartetts,
Quintetts, Sextetts usw.

Wir wollen gleich ein etwas interessanteres Beispiel ansehen: Wie
hoch ist die Chance, einen Sechser im Lotto zu gewinnen? Die Menge
M besteht aus allen moéglichen Ziehungen. Jede Ziehung schreiben wir
als Sextett!” unterschiedlicher Zahlen zwischen 1 und 49, z.B.

(25,3,48,37,16,21),
und daher ist die Menge der Moglichkeiten
M ={(ny,...,n6); ny,...,ng € {1,...,49} verschieden}

15Die Menge M muss zunichst endlich sein. Spiter werden wir auch unendliche
Mengen M betrachten, z.B. die Menge der Punkte auf einer Zielscheibe. Dann wird
das Zdhlen durch das Messen ersetzt (siche letzter Abschnitt, ab S. 127).

6René Descartes, lat. Cartesius, 1596 - 1650. Auf ihn geht die Idee zuriick,
jeden Punkt der Ebene durch zwei Zahlen ( “kartesische Koordinaten”) eindeutig
festzulegen und damit die Ebene als Menge von Zahlen- Paaren aufzufassen.

17071 ist daher eine Teilmenge von A x A x Ax Ax Ax A fir A={1,...,49}
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Wieviele solcher Sextetts gibt es? Fiir die erste Zahl n; gibt es 49 Mog-
lichkeiten. Wenn die erste Kugel gezogen ist, bleiben noch 48 Moglich-
keiten fiir die zweite Kugel, dann noch 47 fiir die dritte, 46 fiir die
vierte, 45 fiir die fiinfte und noch 44 fiir die sechste Kugel. Ingesamt
ergeben sich |M| = 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 Moglichkeiten. Wieviele
davon sind giinstig? Nehmen wir an, Sie haben auf Threm Zettel die
Zahlen 3, 16, 21, 25, 37, 48 angekreuzt. Bei der obigen Ziehung hétten
Sie also einen Sechser! Aber Sie hétten auch dann gewonnen, wenn
dieselben Zahlen in anderer Reihenfolge gezogen wéren, z.B. bei der
Ziehung (21, 3,37, 16, 25,48). Es gibt genauso viele giinstige Fille, wie
es Moglichkeiten gibt, die sechs richtigen Zahlen unterschiedlich anzu-
ordnen: Fiir die erste Zahl gibt es 6 Plétze, fiir die zweite dann noch
5, fiir die dritte 4, die vierte 3, die fiinfte 2 und die sechste nur noch
einen Platz; insgesamt gibt es also |G| = 6-5-4-3 -2 -1 mogliche
Anordnungen,'® und Thre Chance auf einen Sechser ist W = |G|/| M|,
der Kehrwert von

1 [M| 49-48-47-46-45 44
W |Gl 1-2-3-4-5-6

Wir konnen dieselbe Situation auch mit einem anderen mathema-
tischen Modell beschreiben: Gezogen wird nicht ein Sextett, sondern
einfach eine 6-elementige Teilmenge der Menge A = {1,...,49}; wir
vergessen also die Reihenfolge, in der die Zahlen gezogen worden sind.
Die Menge aller moglichen Fiélle ist dann M’ = Ps(A), und es gibt nur
einen einzigen giinstigen Fall, ndmlich dass genau die von Ihnen ange-
kreuzte Teilmenge, T' = {3, 16, 21, 25, 37,48} gezogen wird: G’ ist die
Teilmenge von M’ die nur aus dem einen Element 7' besteht. Somit
ist W =1/|M’'| mit

=49-47-46 - 44 - 3 = 13983 816.

1 1 _ (49
= = M| = |B(A)] = ().

Wenn wir dieselbe Situation auf zwei verschiedene Arten beschreiben
konnen, fiihrt das zu neuer Erkenntnis: Durch Vergleich der beiden
Gleichungen fir 1/W finden wir

(49) ~49-48-47-46-45-44
627 1.2.3-4-5-6
Dies ist mit demselben Beweis natiirlich auch fiir alle anderen Zahlen

richtig: Gegeben sei eine Menge A mit |A| = n. Eine Teilmenge T' C
A mit k Elementen wird durch eine Ziehung von k Elementen von

18Dje Zahl 6-5-4-3-2- 1 nennen wir 6!, “Sechs Fakultit”; das Wort “Fakultit”
bedeutet “Mboglichkeit”. Die Anzahl der Anordnungen von n verschiedenen Zahlen
oder Gegensténden ist nach derselben Uberlegung n!:=n-(n—1)-...-1.
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A bestimmt. Fiir das erste gezogene Element stehen n Elemente zur
Auswahl, fiir das zweite n — 1 usw., und bei der Ziehung des k-ten
Elementes haben wir schliellich noch n+1—k Méglichkeiten zur Wahl.
Die Anzahl der moglichen Ziehungen ist alson-(n—1)-...-(n+1—k).
Ziehungen derselben Elemente in anderer Reihenfolge ergeben dieselbe
Teilmenge T'; es gibt also k! “giinstige” Ziehungen fiir die Menge T,
und somit folgt

n-n—1)-...-(n+1—k) n!

8 r) = = .
(®) (k) 1-2-...-k k- (n—k)!
Der letzte Ausdruck dient nur zur Abkiirzung:
n!
(=)l =n-n—1)-...-(n+1—k),
denn alle {ibrigen Faktoren von n!:=n-(n—1)-...-1 werden durch

(n — k)! weggekiirzt.'?

Die Zahlen (}) spielen auch beim Minzwurf eine Rolle: Stellen wir
uns vor, wir wiirden n-mal eine Euro-Miinze werfen; jedesmal kann
“Zahl” oder “Wappen” oben liegen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, dass sie genau k£ mal auf “Zahl” fallt? Wenn wir die Wiirfe von
1 bis n durchnummerieren, dann bilden die Nummern der Wiirfe mit
“Zahl” eine Teilmenge T der Menge A = {1,...,n}. Alle Ergebnisfol-
gen (“Zahl - Zahl - Wappen - Zahl - ...”), also alle Teilmengen T sind
gleich wahrscheinlich. Die Menge der Moglichkeiten ist M = P(A),
die der giinstigen Fille G = P,(A), und die gesuchte Wahrschein-
lichkeit fiir “genau k-mal Zahl” ist W, = |G|/|M]| = (})/2". Bei 20
Wiirfen z.B. ist die Wahrscheinlichkeit, 10 mal “Zahl” zu werfen, gleich
(20) /220 = 184756,/1048576 ~ 0, 176.

200000

150000
100000

50000

AU,
k= 0 510 15 20

19(8) lisst sich auch aus (5) durch Induktion iiber n beweisen; der Induk-
tionsschritt ist (%) = () + (J*,) = "("_1)"];"“_’“) + "(n_l()k';(lr;#_k)
nn—=1)...(n+2-k) (n+17k + 1) _ nn=1)..(n+2-k) ntl-ktk _ (nt+)n..(n+1+1-k)

(k=1)! k = (k=1)! % = kT :
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5. DIE BINOMISCHE FORMEL

Die Zahlen (%) heien Binomialkoeffizienten, denn sie spielen bei der
Berechnung von Ausdriicken der Form (a+b)", sogenannten Binomen®
eine Rolle. Fiir n = 2 kennen wir die binomische Formel (a+b)* = a®+
2ab -+ b?; wie sieht sie fiir groéfiere n aus? Dazu fithren wir zunichst eine
neue Bezeichnung ein, die fiir groflere Summen unentbehrlich ist: das
Summensymbol. Will man n Zahlen aq, ..., a, addieren, dann schreibt
man ihre Summe als )", a; oder genauer » ;' _, ax:

n
a + -+ a, = Zak.
k=1
Der Buchstabe k auf der rechten Seite ist dabei nur ein Platzhalter fiir
einen Index zwischen 1 und n; er kann durch jeden anderen Buchstaben
ersetzt werden. Auch konnen die Zahlen aq, ..., a, anders nummeriert
sein, z.B. von 0 bis n — 1, dann schreibt man eben stattdessen Ez;é ag.
Ganz analog definieren wir auch das Produktsymbol:

n

al-...-an::Hak.

Satz 5.1.

) (a+0)" = S (R )a"

Zum Beispiel:

(a+0b)° = da®+3a’b+3ab* + 1",

(a+b)* = a*+4a®b+ 6a%V* + 4ab® + b*.
Die Formel (9) kann man durch Induktion iiber n mit Hilfe von (5)
beweisen (vgl. Forster, Analysis 1, S. 6f). Aber man kann sie auch
dadurch einsehen, dass man sich den Prozess des Ausmultiplizierens
von Produkten von Summen klarmacht:

Satz 5.2. Fir beliebige Zahlen ay, ..., ay, by, ..., b, wird das Produkt

o= | J(ax +br) = (a1 + br)(az + ba) . . (an + by)
k=1
folgendermafen in eine Summe umgerechnet: Man wdhlt aus jedem der
n Faktoren (ay + by) jeweils einen der beiden Summanden (ay oder by)
aus und multipliziert die ausgewdhlten Summanden miteinander. Wenn

204Bj-” heift 2 (Summanden); man verséiume aber nicht, das Stichwort “Binomi”
bei Forster, Analysis 1, nachzuschlagen ...
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man dies fiir Wahlmdglichkeiten durchfiihrt, erhdlt man 2™ solche Pro-
dukte; diese summiert man auf.

Beispiel: (a1+bl)(a2+b2)(a3+b3) — (a1a2+a1b2+bla2+b162)(a3+b3) =
ajasag + ajbeag + byasas + bibeas + ajasbs 4+ a1b9bs 4 byasbs 4 bibabs.

Beweis: Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Induktions-

schritt: Wenn Zahlen ay, ..., a,11, b1, ..., b,y1 gegeben sind, so ist
n+1
Pn+1 = H(ak + bk) = Dn (anJrl + anrl) = PnQn+1 +pnbn+1-
k=1

Auf p, konnen wir die Aussage des Satzes bereits anwenden (Induktions-
voraussetzung); py ist also eine Summe von n-fachen Produkten, wie im
Satz angegeben. Wenn wir a,,,1 und b, in die Summe p,, hineinmul-
tiplizieren,?! dann besteht p,a,; aus der Summe aller (n + 1)-fachen
Produkte, deren letzter Faktor a,.; ist, und p,b,;1 ist die Summe
aller der Produkte, deren letzter Faktor b, ist. In der Gesamtsum-
me kommt also jedes mogliche (n + 1)-fache Produkt genau einmal
vor.?? O

Beweis von Satz 5.1: Wenn die Faktoren alle gleich sind, a1 = --- =
a, = a und by = --- = b, = b, dann kommt es nur noch darauf
an, bei wievielen Wahlen man genau k-mal den zweiten Summanden b
(und damit (n — k)-mal den ersten Summanden a) wihlt. Jede Wahl
bestimmt eine Teilmenge 7" von A = {1,...,n}, ndmlich die Nummern
der Faktoren, bei denen b ausgewihlt wurde.?® Der Term a™ *b* tritt
also so oft auf, wie es Teilmengen 7" C A mit |T'| = k gibt, also mit der
Héufigkeit | P, (A)| = (}). Daraus ergibt sich (9). O

Wenden wir Satz 5.1 auf (14 1)" = 2" einerseits und (1 —1)" =0
andererseits an, so erhalten wir:

Folgerung 5.1.

(10) )+ +-+G) = 27,
(11) ©) -G +--=%G) =0 O

21Das Distributivgesetz (RD) gilt eigentlich nur fiir zwei Summanden: (z+y)w =
zw + yw. Es lasst sich aber durch Induktion nach n auf n Summanden verallgemei-
nern: (D} _, Tp)w = Y p_; TEW.

22Wir sehen hier vielleicht mit einigem Erstaunen, wie ein Stiick Mengenlehre
(Anzahl von Teilmengen endlicher Mengen) bei reinen Zahlenrechnungen eine Rolle
spielt. Rechnen bedeutet eben auch Kombinieren, d.h. Zusammenfassen.

BBsp: Fiir a® ist T = 0, fiir ayboag ist T = {2}, fiir byboag ist T = {1,2}.
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Die Gleichung (10) ist uns bereits aus Abschnitt 3 bekannt: Fiir eine
Menge A mit |A] = n Elementen ist |P(A)| = 2", wobei P(A) die
Potenzmenge, die Menge aller Teilmengen von A bezeichnet, und diese
ist disjunkte Vereinigung der Mengen Py(A) = {T € P(A); |T| = k}
mit Méchtigkeit |Py(A)| = (), fir k=0,...,n.

6. VERGLEICHEN

Schon sehr friih in der Menschheitsgeschichte?! dienten die Zahlen
nicht mehr nur zum Abzéhlen, sondern auch zum Vergleichen: Die ei-
ne Menge hat mehr Elemente, grifiere Méchtigkeit als die andere. Will
man diese qualitative Aussage zu einer quantitativen verschérfen (“wie-
viel grofer?”), so bendtigt man die Briiche, rationale Zahlen,”® was
wir ja bereits bei den Wahrscheinlichkeiten gesehen haben (Vergleich
der Mengen M der moglichen und G der giinstigen Félle). Damit war
der Weg geebnet, auch solche Mengen zu vergleichen, die nicht mehr
aus zéhlbaren Indidividuen bestanden: Mengen von Getreide z.B. (wer
wollte noch die einzelnen Korner zidhlen?) oder auch rédumliche und
zeitliche Bereiche: Strecken, Flichen- und Rauminhalte sowie Zeitab-
schnitte. Aber wie kann man das Verhéltnis solcher Groflien finden,
die nicht in offensichtlicher Weise durch natiirliche Zahlen ausgedriickt
werden konnen? Dafiir wurde in der Antike das Verfahren der Wechsel-
wegnahme entwickelt.

Sind z.B. zwei Strecken gegeben, eine léngere Strecke a und eine kiirzere
b, so nimmt man die kiirzere von der ldngeren so oft wie moglich weg
(sagen wir: n mal). Gelingt das ohne Rest, so ist a ein Vielfaches von

24vg;l. C.J. Scriba, P. Schreiber: 5000 Jahre Geometrie, sowie H.-W. Alten et al.:
4000 Jahre Algebra, beide bei Springer, 2000 und 2003
25yon lat. und engl. “ratio” = Verhéltnis
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b, also a = nb. Andernfalls bleibt ein Reststiick b; := a — nb {ibrig,
in das b nicht mehr hineinpasst, 0 < @ — nb < b.2°6 Dann stellen wir
als néchstes fest, wie oft dieser Rest b; in b hineinpasst. Wenn dabei
erneut ein Rest by < by iibrig bleibt, b = n1b; + by mit 0 < by < by, so
fragen wir jetzt, wie oft by in by hineinpasst, usw. In der Abbildung ist
a—2b=by,b—0by = by, by —by = bs, by — 2b3 = 0, also (von riickwiérts
aufgelost)

b2 == 2()3

b1 = b2 + b3 - 3()3,

b - bl + b2 - 2()3 + Sb3 - 5()3,
a:26+b1:10b3+363 = 13()3

Wenn der Prozess irgendwann abbricht, also ein b;_; ein ganzes Viel-
faches von by ist, dann sind beide Strecken a und b ganze Vielfache von
by; sagen wir a = mby und b = nby, und by heifit das gemeinsame Maf
von a und b. Das Verhéltnis a/b ist in diesem Fall rational, ndmlich
= m/n, und die Strecken ¢ und b nennt man dann kommensurabel.

Wenn wir anstelle der Strecken a und b zwei natiirliche Zahlen neh-
men, z.B. 112 und 91, so ist ihr “gemeinsames Maf}” einfach ihr grofiter
gemeinsamer Teiler (ggT): 112 — 91 = 21, 91 — 21 =70, 70 — 21 = 49,
49 —21 =28, 28—21=7,21—-7=14,14 -7 =7,7—7 = 0 oder
kiirzer: 112—91 = 21,91—-4-21 =7,21—3-7 = 0; der gg'T von 112 und
91 ist also 7. Dieses Rechenverfahren steht bereits in den “Elementen”
des Euklid (VIL. Buch) und heifit deshalb euklidischer Algorithmus.

Aber bei beliebigen Strecken a und b ist es moglich, dass die Wech-
selwegnahme niemals beendet werden kann; die jeweiligen Reste by
werden zwar beliebig klein, aber nie geht b, ganz in b,_; auf. Zwei
solche Strecken a und b heilen inkommensurabel. Sie haben kein noch
so kleines gemeinsames MaB, d.h. ihr Verhéltnis a/b kann durch keine
rationale Zahl m/n ausgedriickt werden, es ist irrational.

7. IRRATIONALITAT

Vermutlich war es das Verhéltnis des Goldenen Schnittes, das zuerst
als irrational erkannt wurde. Viele Proportionen in der Natur, auch
am menschlichen Kérper (z.B. das Verhéltnis von Hand- zu Armlédnge)
stehen in diesem Zahlenverhéltnis, das auch in der bildenden Kunst eine
bedeutende Rolle spielt und oft zu Ehren des altgriechischen Bildhauers
Phidias®” mit dem Buchstaben ® (Phi) bezeichnet wird: Eine Strecke
wird durch den Goldenen Schnitt so in zwei ungleiche Teile a und b

26Nach Addition von nb ist dies das Archimedische Aziom (A): nb < a < (n+1)b.
ca. 500 - 432 v.Chr.
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zerlegt, dass sich der groflere zum kleineren Teil verhélt wie die ganze

Strecke zum gréferen Teil: § = “T*b Fiir das Verhiltnis 3 = @ folgt
a a+b b 1
(12) b - to=1lt g

woraus sich der Zahlenwert ® = 1(1+ /5) ~ 1,618 ergibt.”®

a

Der Goldene Schnitt ist auch das Verhiltnis von Diagonale und Sei-
tenlinge im regelméBigen Fiinfecks: Dies folgt aus der Ahnlichkeit (glei-
che Form bei unterschiedlicher Groe) der beiden in der in der Figur
schraffierten gleichschenkligen Dreiecke:

b

a+b

Das Verhéltnis von grofler und kleiner Seite ist in den beiden &hnlichen
Dreiecken dasselbe, also gilt 22 = 7

Um die Irrationalitidt einzusehen, betrachten wir eine Kette von im-
mer kleineren Fiinfecken, wobei die Seite s; des k-ten Fiinfecks die

Diagonale dj1 des (k + 1)-ten Fiinfecks ist:

Aus der Abbildung sehen wir s; = ds und d; = s + s5 und allgemein
(13) Sk = dpy1, dr = S+ Sp41-

Bp=141/0 = P?=d+1 <= (0-1)2=2 = d=1(1+5).
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Wenn d; und s; ein gemeinsames Mafl hétten, also ganze Vielfache
einer “Einheitsldnge” e wiren (wie klein auch immer e sein mag), dann
wéren auch dy = s; und s, = d; — s ganze Vielfache von e, und durch
Wiederholung des Schlusses wiirde dasselbe fiir alle d; und s; gelten:
Alle sind ganzzahlige Vielfache von e, und doch werden sie beliebig
klein und schliefSlich kleiner als e, ein Widerspruch!

Der Goldene Schnitt ® ist in bestimmtem Sinn sogar die “irratio-
nalste” unter allen Zahlen: Aus der Gleichung <I> 1+ é sehen wir

durch erneutes Einsetzen ® =1+ —+ + =1+ 7 =... Eine solche
T é

Darstellung nennt man einen Kettenbruch. Jede positive Zahl c kann in

der Form eines Kettenbruches dargestellt werden: ¢ = ko + T mit

Rt
natiirlichen Zahlen ko, k1, ks, ... (nur kg darf auch Null sein). Dabel ist
ko der ganzzahlige Anteil von ¢ mit Rest r; = ¢ — ko < 1; der Kehrwert
% > 1 hat wiederum einen ganzzahligen Anteil k; > 1, der Kehrwert
des Restes ry = % — k1 < 1 hat einen ganzzahligen Anteil ko > 1
usw. Wenn man bei k,, abbricht, so erhélt man eine rationale Zahl (ein
Verhiiltnis ganzer Zahlen) ¢, nahe bei ¢, und zwar umso néher, je klei-
ner der Rest 7,41 und je grofler somit der ganzzahlige Anteil k:n+1 von

ist.?? Da 1 die kleinste natiirliche Zahl ist, ist ® = 1 + —2— in

Tn+1 1+-——
diesem Sinne am weitesten von allen rationalen Zahlen entfern}c+ also
am “irrationalsten”.

Fiir ¢ = ® sind die ¢, die Verhéltnisse aufeinanderfolgender Fibonacci-
Zahlen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...; diese entstehen jeweils durch
Addltlon 1hrer belden Vorganger 30 Mlthln sind die Briiche 2, 3, 8 13

2735 87
%, ... immer bessere Anndherungen an .

Bemerkung: Goldener Schnitt und Fibonaccizahlen treten in vielen

Zusammenhingen auf,*' z.B. in der Anordnung von Blatt-, Samen- und

Fruchtstinden bei Pflanzen. Die Fruchtstdnde von Fichten- oder Kie-
fernzapfen wachsen aus einem Zentrum heraus nach auflen in der Weise,

2Piir ¢ = ¢ ist dies genau das beschriebene Verfahren der Wechselwegnahme.

30F{ir ¢ = @ ist ¢ = 1, 0171+102f1+1+1,c 1+1+ usw., also
1+1

Cn+1 = 1+ Z' Schreiben wir ¢, als gekiirzten Bruch ganzer Zahlen, ¢, = a, /by,

dann ist

Ontl _cn+1_1+i=1+b—"=7a”+b",

anrl Cp, (7% (7%
also (1) apy1 = ap + by und (2) bp41 = ay, oder b, = a,—1. Dies in (1) eingesetzt
ergibt an4+1 = an + ap—1, also ist jedes a,41 die Summe seiner beiden Vorgénger.
Wenn wir mit a; = by = 1 anfangen, erhalten a,, = f, und b, = f,_1, wobei
(fn) =(1,1,2,3,5,8,13,...) die Fibonaccifolge ist: fo = f1 =1, fut1 = fn + fn-1-

31ygl. auch FuBnote 73, S. 55
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dass immer der néchste heranwachsende Fruchtstand in einem konstan-
ten Winkel zu seinem Vorgénger steht. Wire dieser Winkel rational,
z.B. 5/8 von 360°, so wéren alle Fruchtstédnde auf 8 geradlinig vom Zen-
trum ausgehenden Reihen untergebracht, denn jeder achte Fruchtstand
wiirde in der gleichem Richtung wachsen; zwischen diesen Reihen wire
Platz verschenkt. Deshalb ist es platzsparender, wenn der Winkel in
einem irrationalen Verhaltnis ¢ zu 360° steht. Die Irrationalitét bringt

aber nichts, wenn in der Kettenbruchentwicklung ¢ = k; + ﬁ un-
R

ter den vorderen k,, eine groflere Zahl als Eins steht, denn dann liegt ¢
sehr nahe bei einer rationalen Zahl und der beschriebene Reiheneffekt
ist fast derselbe. Optimal vermieden wird dieser Effekt erst, wenn alle
k, = 1 sind, also ¢ = 1/® = & — 1 (vgl. (12)). Wir sehen dann im-
mer noch die Reihen, die aus den rationalen Approximationen von ¢
entstehen, z.B. 8 Reihen aus der Approximation 1/¢ ~ 5/8, aber diese
sind nicht mehr geradlinig, sondern leicht gebogen: jeder achte Frucht-
stand liegt nicht mehr genau in der vorigen Richtung, sondern knapp
daneben. Das sind die Spiralen, die wir bei Fichten- und Kiefernzap-
fen sehen: Bei Fichtenzapfen vom unten liegenden Zentrum aus 5 nach
rechts und 8 nach links aufsteigende Spiralen, Kiefernzapfen meist spie-
gelbildlich: 5 nach links, 8 nach rechts, und bei grofieren auch 13 wieder
nach links aufsteigende Spiralen. Man findet diese Zahlen auch bei der
romischen Zirbelnuss (Pinienzapfen) wieder, die in Augsburg im Bota-
nischen Garten und am Dom in Stein gehauen zu sehen ist und die das
Wappen der Stadt Augsburg und unserer Universitdt schmiickt.

Die Entdeckung der Irrationalitdat gehort zu den bedeutendsten ma-
thematischen Leistungen der Antike; sie wird einem Schiiler des Pytha-
goras®® namens Hippasos von Metapont (ca. 450 v.Chr.) zugeschrieben.
Pythagoras hatte um 520 v.Chr. in Siiditalien eine Art Geheimgesell-
schaft um sich versammelt. Zu ihren grofiten wissenschaftlichen Lei-
stungen gehort nicht so sehr der bekannte Satz iiber die Seitenléngen
rechtwinkliger Dreiecke (vgl. Fuinote 69, S. 51), der vermutlich wesent-
lich &lter ist, sondern viel mehr der historisch erste Beitrag zur ma-
thematischen Physik: Pythagoras erforschte systematisch den Zusam-
menhang zwischen der Lange einer schwingenden Saite und der Hohe
des erzeugten Tons. Er erkannte, dass die grundlegenden Tonintervalle
(Oktave, Quinte, Quarte, ...) durch einfache Zahlenverhéltnisse fiir die
Saitenléngen (%, %, %, ...) wiedergegeben werden. Dies passte wunderbar
in seine Philosophie, nach der die Harmonie der Welt auf ganzen Zah-
len aufgebaut ist (“Alles ist Zahl”). Aber die Entdeckung irrationaler

32ca. 569 - 475 v.Chr.
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Verhéltnisse passte gar nicht gut dazu. Weil Hippasos dieses Geheimnis
verriet, soll er aus dem Bund ausgestofien worden und spéter im Meer
ertrunken sein.

Das Symbol der Pythagoréder war das Pentagramm, der aus den Dia-
gonalen des regelméfligen Fiinfecks gebildete 5-zackige Stern. Vermut-
lich hat also ihr eigenes Symbol die Pythagorder zu der unerwiinschten
Entdeckung der Irrationalitiat gefiihrt.

Bei Fuklid (“Elemente”, Ende von Buch X) steht ein Irrationalitéts-
beweis fiir ein anderes Verhiltnis, ndmlich von Diagonale und Sei-
tenlinge des Quadrats. Dieses ist gleich v/2, denn das Quadrat iiber
der Diagonale besteht aus vier Hélften des urspriinglichen Quadrats
und ist damit doppelt so gro8 (ein Spezialfall des Satzes von Pythago-
ras, vgl. Fuinote 69, S. 51).

Gibe es ganze Zahlen m,n mit v/2 = m/n, so diirften wir annehmen,
dass m und n nicht beide durch 2 teilbar sind; andernfalls wiirden wir
den Bruch kiirzen. Durch Quadrieren erhielten wir m? = 2n?, also wire
m? und damit auch m durch 2 teilbar. Dann wire aber m? sogar durch
4 und n? = m?/2 immer noch durch 2 teilbar. Somit wire auch n durch
2 teilbar, ein Widerspruch!?3

Die nachfolgende Figur zeigt einen rein geometrischen Beweis dersel-
ben Tatsache: Wiren die Diagonale d und die Seitenlidnge s des groflen
Quadrats ganzzahlige Vielfache eines gemeinsamen Mafles e, dann auch
ihre Differenz a = d — s. (Die drei in der Figur mit a bezeichneten
Groflen sind gleich wegen der Symmetrie von Kreis und Quadrat.) Im
nichstkleineren Quadrat wiren Diagonale d’ = 2a und Seitenlénge

33Man kann die Zahl 2 durch jede andere Primzahl p ersetzen und auf dieselbe
Weise zeigen, dass ,/p irrational ist.
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s’ = s — a ebenfalls ganzzahlige Vielfache von e, und das Argument
liele sich fiir die weiteren immer kleineren Quadrate fortsetzen. Diese
werden aber schlieBlich einmal kleiner als e, ein Widerspruch!®

S—a
PN @

a

8. NULLFOLGEN

Wir haben gesehen, dass wir viele Zahlen ¢ nicht genau berechnen,
sondern nur anndhern konnen, und zwar durch eine (unendliche) Folge
von Zahlen ¢y, co,c3,...,Cp, . ..: ein Gesetz, das jeder natiirlichen Zahl
n eine reelle Zahl ¢,, zuordnet. Wir schreiben eine Folge als (¢, ¢9, ¢3, ...)
oder kiirzer (¢, )nen oder einfach nur (¢,) oder ¢,, wobei der Buchstabe
n der Name fiir eine beliebige natiirliche Zahl ist und jederzeit durch
einen anderen Buchstaben (z.B. k) ersetzt werden kann. Dieses Gesetz
kann ezplizit gegeben sein, z.B. ¢, =1+ %, oder implizit durch Rekur-
sion, z.B. c; =2, ¢y = 1+ é wie bei den Fibonacci-Quotienten, vgl.
Fufinote 30, S. 21.

Die Zahl ¢ wird durch die Folge (¢,) angendhert oder approzimiert,
wenn der Unterschied, die Differenz zwischen ¢,, und ¢ schliellich “belie-
big klein” wird. Hinter dem Ausdruck “beliebig klein” verbirgt sich ein
grundlegender Zug der ganzen Analysis, der sie von der Algebra unter-
scheidet. Noch bis ins 19. Jahrhundert hinein, ja in manchen Biichern
vor allem der physikalischen Literatur bis in jiingste Zeit wurde von
“infinitesimalen Griflen” geredet. Man meinte damit sehr kleine (“un-
endlich kleine”) positive Zahlen, so klein, dass man sie bei bestimm-
ten Rechnungen einfach vernachléssigen konnte, ohne einen merklichen
Fehler zu begehen. Es blieb aber unklar, was solche unendlich kleinen
Groflen eigentlich von der Null unterschied; der anglikanische Bischof
Berkeley,? der schirfste Kritiker der Analysis des frithen 18. Jahrhun-
dert, verspottete sie daher als “Geister verstorbener Groflen” (“May
we not call them ghosts of departed quantities?”). Als aber im Zuge

34pach T. Apostol, Amer. Math. Monthly 107 (9), 841 - 842
35George Berkeley, 1685 - 1753, Bischof von Cloyne, Irland
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der beginnenden Industrialisierung die ersten technischen Hochschulen
gegriindet wurden (den Anfang machte 1795 die Pariser Ecole Poly-
technique), wandelte sich die Analysis von einer Geheimlehre weniger
Auserwéhlter zu einer wichtigen Grundlage der neuen Naturwissen-
schaft und Technik; sie wurde Lehrstoff an den neuen Schulen. Daher
musste man auch iiber die Inhalte neu nachdenken, die man ja nun an
einen grofleren Kreis von Studenten weitergeben wollte, und so wur-
den die unverstindlichen “infinitesimalen Gréfen” verbannt.?® An ihre
Stelle trat der Begriff der Nullfolge: Nicht mehr eine “unendlich kleine”
Zahl, sondern eine unendliche Folge von Zahlen (ay, ag, as, ..., ay, ...),
alle durchaus von endlicher Grofle, aber “beliebig klein”, so klein, wie
man nur will, wenn der Index n nur grof§ genug ist. Genauer:

Definition: Eine Folge (a,,) nennt man eine Nullfolge (Bezeichnung:
a, — 0), wenn gilt: Zu jeder (noch so kleinen) positiven Zahl € gibt es
einen Index N, so dass “ab da”, d.h. fiir alle n > N gilt: |a,| < .7

|
T T ‘
—& 0 €

Weil die Worte “fiir alle” und “es gibt” in der Mathematik so oft vor-
kommen, hat man dafiir eigene Symbole erfunden: V, ein umgekehrtes
A fiir “Alle” und 3, ein umgekehrtes E fiir “Es gibt” oder “Existiert”.
Mit diesen Symbolen lautet die Nullfolgen-Definition:

(N) a, = 0 <= Ve oInVasny |an| < e
(“Fiir alle € > 0 gibt es ein N, so dass fir alle n > N gilt: |a,| <€.”)

Dieser von Cauchy *® stammende Begriff stellt einen grofen Fortschritt
im Verstdndnis der Analysis dar: Aus dem unversténdlichen “unendlich
klein” wird “beliebig klein”. Natiirlich hatte dieser Fortschritt seinen
Preis: Statt mit einzelnen Zahlen muss man sich seitdem mit Folgen
von unendlich vielen Zahlen befassen. Doch dieser Schritt war unver-
meidlich und bereits in unserem Zahlbegriff angelegt, wie wir schon
eingangs im Abschnitt 2 angedeutet haben: Die Zahlengerade ist nicht
nur nach auflen unendlich lang, sondern auch nach innen unendlich fein

36Heute gibt es allerdings eine gut verstandene Theorie der infinitesimalen
Groflen von Abraham Robinson (1918 - 1974), die Non-Standard-Analysis. Sie be-
nutzt aber nicht-elementare Hilfsmittel aus der Logik und Mengenlehre.

377Zur Erinnerung: |a| = o, falls @ > 0 und |a| = —a, falls o < 0 (Betrag
von «). Es gelten die leicht nachzupriifenden Rechenregeln |a + 8] < |a| + |5]
(“Dreiecksungleichung’; vgl. Abschnitt 15) und |- 8] = |af - |6].

38 Augustin Louis Cauchy, 1789 - 1857, Professor an der Pariser Ecole
Polytechnique
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unterteilbar; wir konnen ihre Tiefe deshalb nur durch einen unendlichen
Prozess ausloten.

Wie kénnen wir von einer gegebenen Folge («v,) feststellen, ob sie eine
Nullfolge ist? Das wichtigste Kriterium ist das fast selbstverstandliche

Majorantenkriterium: Wenn (f3,,) eine positive Nullfolge ist mit

(14) | < By

fiir alle n € N (oder wenigstens fiir alle n > n, fiir irgendein n, € N),
dann ist auch («,,) eine Nullfolge.

Das ist leicht einzusehen, denn aus |a,| < £, und (3, < € folgt ja
lay,| < e. (Wir fithren diesen Schluss meist gar nicht aus und meinen
mit der Ungleichungskette |a,| < 3, < € auch |a,| < €.) Um das Kri-
terium anwenden zu konnen, miissen wir aber schon ein paar positive
Nullfolgen kennen, die dann die Rolle von (3,) spielen kénnen.

Satz 8.1. (%)neN ist eine Nullfolge, % — 0.

Beweis. Es sei eine Zahl € > 0 gegeben. Nach dem Archimedes-Axiom
(A) gibt es eine natiirliche Zahl N > 1. Fiir alle n > N gilt dann
% < % < €. O

Bemerkung: Ein solcher Beweis ist wie eine Diskussion: Sie mochten
die Behauptung Veso3nVy>n % < € beweisen, Thr Diskussionsgegner
bezweifelt alles, was Sie sagen. Er beginnt: “Sie behaupten etwas fiir
alle ¢ > 0. Ich habe hier in meiner Tasche aber eine ganz besonders
héssliche Zahl € > 0, fiir die Thre Behauptung bestimmt nicht zutrifft!”
Sie entgegnen: “Aber auch fiir Ihr héssliches € ist 1/e eine positive
Zahl, und nach Archimedes gibt es dann eine natiirliche Zahl N, die
noch grofer ist als 1/€, usw.” Worauf es mir ankommt: Zum Beweis
einer Behauptung vom Typ V. diirfen nicht Sie die Zahl e aussuchen,
sondern Thr imaginérer Diskussionsgegner. Dafiir steht Thnen die Wahl
der Zahl N zu fiir den néchsten Teil der Behauptung, Jy.

Wir haben im Beweis eigentlich nur benutzt, dass die Folge (n),en
“beliebig grofS” wird, gegen Unendlich strebt:

Definition: Eine Zahlenfolge (A,,) strebt gegen Unendlich (Bezeich-
nung: A, — 00), wenn gilt: Zu jeder (noch so grofien) Zahl E gibt es
einen Index N, so dass “ab da”, d.h. fiir alle n > N gilt: A, > F.

(U) An—>OO = vEEIN\V/nZN An>E

Satz 8.2. A, —» 0 = A%L — 0.
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Beweis. Es sei eine Zahl € > 0 gegeben. Da A,, — oo, gibt es N mit
A, > E = ¢ fiir alle n > N. Fiir solche n ist |-| = - < g =e O

Satz 8.3. Wenn (ay,) und (5,) Nullfolgen sind, dann auch (o, + (3,).

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Da «,, — 0, 3, — 0, gibt es zu € := ¢/2
zwei Zahlen N und N’; so dass fiir alle n > max(N, N’) gilt:** |a,| < ¢,
|8n] < €, also

|ty + Bp| < |ow| +|Ba] < 26 =€ O

Definition: Eine Zahlenfolge (b,,) heifit beschrdankt, wenn alle ihre Mit-
glieder b,, in einem festen (von n unabhingigen) Intervall [—R, R] lie-
gen, d.h. wenn es eine reelle Zahl R > 0 gibt mit

vnEN |bn| S R.

Satz 8.4. Wenn («,) eine Nullfolge und (3,) eine beschrinkte Folge
ist, dann ist (o, - B,) eine Nullfolge.

Beweis. Es sei eine Zahl € > 0 gegeben. Da «v,, — 0, gibt eszu € := ¢/R
ein N mit |a,| < € fiir alle n > N und damit

1Bn - an| =160 - lam| < R-|an| < R-é=¢. O

Satz 8.5. Fiir jede Zahl a mit |a| < 1 gilt a™ — 0.

Beweis. Wir diirfen a # 0 annehmen und setzen A = 1/|a|. Da |a| < 1,
ist A > 1, also A =1+ b fiir ein b > 0. Nach der Binomischen Formel
(Satz 5.1) folgt A™ = Y"1 ()bF = 1+nb+ (5)b*+- - > 1+nb — 00,
woraus A" — oo folgt,* also |a"| = 1/A" — 0. O

9. APPROXIMATION

Definition: Eine Folge (c,) approximiert ¢ oder konvergiert gegen c
oder c¢ ist der Grenzwert (Limes) der Folge (¢,,) (Bezeichnung: ¢, — ¢
oder ¢ = limg¢,), wenn die Differenzen ¢, — ¢ eine Nullfolge bilden,
¢, — ¢ — 0, mit anderen Worten:

(15) Cp— € <= VesoINVusn |6 — ] <€

3 max(N, N') bezeichnet die grofere der beiden Zahlen N, N’

40Dje Ungleichung (14b)"™ > 14-nb (Bernoullische Ungleichung) kann man auch
direkt durch Induktion sehen; der Induktionsschritt ist (1+6)"Tt = (1+b)"(1+b) >
(1+nb)(1+b) =1+ (n+1)b+nb*>1+ (n+ 1)b.

HAus A, > B,, und B,, — oo folgt A,, — oo, denn aus B, > F folgt A, > FE.
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Satz 9.1. Jede reelle Zahl c ldsst sich durch rationale Zahlen approxi-
mieren, d.h. es gibt eine rationale Zahlfolge (¢,) mit ¢, — c.

Beweis. Wir diirfen ¢ > 0 annehmen. Fiir jedes n € N liegt die positive
reelle Zahl nc nach Archimedes (A) zwischen zwei ganzen Zahlen, d.h.
es gibt eine Zahl k,, € N, := NU {0} mit k, < nc < k, + 1 und damit
Cp = %" <c< % =c,+ %, und nach Subtraktion von ¢,, ergibt sich
0<c—c, < % — 0. [

Ein noch einfacheres Verfahren zur rationalen Approximation einer
Zahl ¢ ist das folgende: Wenn ¢ zwischen 0 und 1 liegt (andernfalls
ziehen wir erst den ganzzahligen Anteil ab), halbieren wir das Intervall
[0,1] und fragen, ob ¢ in der linken oder in der rechten Hilfte liegt.
Das Teilintervall, das ¢ enthélt, halbieren wir wieder und stellen die-
selbe Frage fiir dessen Hélften usw., siehe die linke Abbildung. Auf
diese Weise legen wir die Position von ¢ durch eine (unendliche) Folge
links, rechts, links, links, rechts, ... fest. Die linken Randpunkte der
jeweiligen Intervalle sind Briiche ¢, mit Nenner 2" (wir haben das In-
tervall ja m-mal halbiert), und es gilt ¢, < ¢ < ¢, + 1/2" und damit
0<c—c, <1/2" — 0. Das ist die Dualbruchentwicklung von c¢. Wenn
wir das jeweilige Intervall nicht in zwei, sondern in zehn gleiche Teile
teilen, erhalten wir die Dezimalbruchentwicklung. In der nachfolgenden
Abbildung haben wir die Teilintervalle im jeweils nédchsten Schritt um
den Faktor 2 bzw. 10 vergrofert.
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Die Zahlen 2 und 10 heiflen Basiszahlen; sie konnen im Prinzip durch
jede andere natiirliche Zahl b > 2 ersetzt werden; wir sprechen dann
von der b-adischen Entwicklung. Die Basiszahl b = 2 ist fiir Computer
besonders geeignet (das “kleine Einmaleins” fiir b = 2 ist extrem ein-
fach: 1-1 = 1, fertig). Die Basiszahl b = 10 ist durch unsere Biologie,
die Zehnzahl unserer Finger bestimmt, die dem Menschen schon immer
als erster “Analogrechner” dienten. Doch schon zu babylonischer Zeit
bekam die Zehn Konkurrenz durch die Zahlen 12 und 60, die fiir die
Division giinstiger sind, da sie wesentlich mehr Teiler haben. Manche
unserer heutigen Konventionen erinnern noch daran (Unterteilung der
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Zeiteinheiten und des Kreisbogens, Mengenangaben wie Dutzend und
Schock, alte Mafleinheiten). In Amerika und England (wo sonst?) gibt
es eine “Dozenal Society”, die dafiir streitet, die Zehn durch die Zwolf
zu entthronen. Doch werden ihre Anstrengungen wohl vergeblich blei-
ben, wie selbst der Griinder dieser Bewegung einrdumt: “The unhappy
fact remains that man is ruled more by habit than by reason. We shall
continue counting on our fingers in the logically silly system of ten to
the end of our days.” .42

Der folgenden Satz driickt noch einmal formal aus, was die Abbildung

uns bereits gezeigt hat:

Satz 9.2. Zu jeder Zahl ¢ zwischen 0 und 1 gibt es eine Approximation
durch Zahlen

(16) = z/tF

mit Ziffern zx € {0,1,...,b — 1} (unabhingig von n), und es gilt die
Fehlerabschdtzung

(17) 0<c—¢c,<1/b".

Beweis. Induktion iiber n. Induktionsanfang n = 0: Wir setzen ¢y = 0,
dann ist 0 < c—cy < 1/0° = 1.3

Induktionsschritt n — n + 1: Wenn ¢, schon wie in (16) gegeben ist
mit der Fehlerabschatzung (17), dann folgt

0 <V (c—¢,) <,
und damit gibt es ein z = 2,41 € {0,...,b— 1} mit
z<b"(c—¢c,) <z+1,

bn+1 (C—C n)

L

I —
0 1 2 3 4 7z z+1 b-1 b
Subtrahieren wir z von der letzten Gleichung, so ergibt sich
(18) 0<bvt(c—c,) —2z< 1.

2http: / /www.polar.sunynassau.edu/~dozenal /excursion /index.html

BFir n = 0 ist jede Summe > ;_, ar “leer”, d.h. es gibt keinen Index k, der
gleichzeitig & > 1 und k < 0 erfiillt. Der “leeren” Summe gibt man den Wert 0,
dann bleibt die Regel ZZLl ap = Y op_q Ak + any1 auch fiir n = 0 giiltig. Ebenso
erhilt das “leere Produkt” den Wert 1; insbesondere setzt man b° := 1 fiir jede Zahl
b # 0. Dann gilt die Regel b”t! = b™ - b auch noch fiir n = 0. Aus einem #hnlichen
Grund setzt man b=* := 1/b* fiir jedes k € N.
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Nun setzen wir ¢, 1 = ¢, + 2/b"! = Z:i 2 /bF, dann ist
V" e —cpyr) = 0" e —cp — 2/b"TH) =" (c—¢,) — 2
und (18) ergibt die Fehlerabschiitzung 0 < ¢ — ¢, < 1/b"TL. O

Von der Einschrankung “c zwischen 0 und 1”7 befreien wir uns noch:

Satz 9.3. Jede Zahl ¢ > 1 besitzt eine b-adische Entwicklung der Form
(19) Cp = Z 2, - UV R
k=1

fir ein N € NU{0}.

Beweis. Da b" — oo, gibt es cine Potenz b > ¢; wir werden N so
wihlen, dass bV 1 < ¢ < bV, Dann liegt ¢ = ¢/b" wieder zwischen 0
und 1 und hat also nach dem vorigen Satz eine b-adische Entwicklung
Cn = > n_; 2k/b". Die b-adische Entwicklung von ¢ = b™V¢ ist damit

(20) cn=b"e, =) " O

k=1

Aus der Praxis kennen Sie Rechenverfahren, Algorithmen zur Bestim-
mung der Dezimalbruchentwicklung, etwa den bekannten Divisions-
algorithmus, z.B. fiir die Division von 1 durch 7:%

HUper jeweilige Rest wird mit 10 multipliziert und wieder durch 7 geteilt; das
ergibt die néchste Ziffer und den néchsten Rest. Weil es nur sechs méogliche Reste
1,2,3,4,5,6 gibt, muss nach (spiitestens) 6 Schritten einer der Reste (hier: 1) ein
zweites Mal auftreten und das Verfahren wiederholt sich, der Dezimalbruch wird
ab da periodisch. In anderen Féllen (z.B. 1/8) tritt irgendwann der Rest 0 auf und
das Verfahren bricht ab.



/)7 = 1 : 7 =
— 10
=7
3 — 30
28
2 —20
—u
6 — 60
—56
4
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0, 142857
— 40
—35
5 — 50
—49
1 — 10

Etwas weniger bekannt (weil aus der Mode gekommen) ist der Algo-

rithmus zum Ziehen der Quadratwurzel:

1

0O J O O i W N

9

10
11
12
13
13
14
15

VT o=
7
—4
3 — 300 :40 >6
—240
60
~36
24 — 2400
—2080
320
~16
304

: 520

—

2,6457 ...
>4
30400 : 5280 > 5
—26400
4000
—25
3975 — 397500 : 52900

Die néchstkleinere Quadratzahl zu 7 ist 22 = 4 (Zeile 2), das ergibt
die erste Ziffer 2. Der Rest 7 — 4 = 3 wird mit 100 multipliziert und
in Zeile 5 und 6 durch das 20-fache der bisherigen Ziffernfolge 2, also
durch 40 geteilt: 300 : 40 = 6 Rest 60.%° Die 6 ist die niichste Ziffer,
deren Quadrat 36 von dem Rest 60 noch einmal abgezogen werden

45Eigentlich geht 40 ja sogar 7-mal in 300 auf, aber der Rest 20 wire fiir die
nachfolgende Subtraktion zu klein.
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muss (Zeile 7). Der neue Rest 24 wird mit 100 multipliziert und durch
das 20-fache der bisherigen Ziffernfolge 26, d.h. durch 520 geteilt; das
Ergebnis ist 4 Rest 320 (Zeile 9 und 10). Die 4 ist die néchste Ziffer
und ihr Quadrat 16 wird vom Rest 320 noch einmal abgezogen (Zeile
11), und wieder wird der neue Rest 304 mit 100 multipliziert und durch
das 20-fache der Ziffernfolge 264 geteilt, usw.

Die Ahnlichkeit der beiden Verfahren ist uniibersehbar. In beiden
Fillen soll eine Gleichung gelost werden,

(a) 1 =72 =0 oder (b)7—a®=0,

und zwar dadurch, dass die gesuchte Zahl x durch ihre Dezimalbruch-
entwicklung z, = >} 2,/10* von unten approximiert wird. Um mit
ganzen Zahlen zu arbeiten, setzen wir X,, = 10™x,, fiir alle n; dann ist

X1 = 10" g, = 10" (z, + 2/10"h) = 10X, + 2
mit z = z,41. Setzen wir

r, = 10"(1 —7x,)=10" -T7X, im Fall (a),
r, = 10**(7—22) =7-10"" — X2 im Fall (b),

(diese Zahl gibt an, wie weit x,, davon entfernt ist, Losung von (a) bzw.
(b) zu sein) dann ist im Fall (a)

und im Fall (b)
Ppgr = 71072 — (10X, + 2)* = 1007, — 20 X,z — 2°.

Die neue Ziffer z = 2,1 wird also als ganzzahliger Anteil von 107, : 7
(Fall (a)) bzw. 1007, : 20X, (Fall (b)) gewonnen, wobei im letzteren
Fall vom Rest noch z? abgezogen werden muss, um 7, zu erhalten.
Man kann so auch andere Gleichungen 16sen, z.B. (c) 7 — 2% = 0
(Kubikwurzel); dann ist 7, = 103(7 — 23) = 7- 103" — X3 und

Tpy1 = 10007, — 300 X2z — 30 X,,2* — 2°;

die neue Ziffer z gewinnt man dann durch die Division 10007, : 300 X2
und muss danach vom Rest noch 30 X,,2% + 2% abziehen.

Wenn man nur an rationaler Approximation interessiert ist, gibt es
viel schnellere Verfahren. Will man z.B. ¢ = /7 berechnen und hat
bereits eine rationale Approximation ¢, bestimmt, dann setzt man ¢, =
7/cn. Weil ¢, - ¢, = 7 = ¢?, ist die eine der beiden Zahlen gréfier als c,
die andere kleiner, d.h. ¢ liegt dazwischen und ihr arithmetisches Mittel
Cnil = %(cn + ¢,) ist daher hochstens noch halb so weit von ¢ entfernt
wie ¢, von ¢,. In jedem Schritt wird also die Léange des Intervalls, das
¢ enthélt, mindestens halbiert. Probieren Sie es aus mit ¢y = 2 oder
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¢o = 3 und einem Taschenrechner. Der Nachteil des Verfahrens ist,
dass Sie zunéchst Briiche m/n erhalten und die Divisionen m : n noch
ausfithren miissen, wenn Sie die Dezimalstellen sehen wollen.

10. RECHNEN MIT KONVERGIERENDEN FOLGEN

Die Entdeckung der Irrationalitét 16ste schon in der Antike die erste
“Grundlagenkrise” der Mathematik aus:® Bereits in einer einzelnen
Zahl, einem einzelnen Verhéltnis ist ein unendlicher Prozess enthal-
ten! Wie konnen wir Sterblichen es wagen, uns mit dem Unendlichen
einzulassen? Wie soll man mit solchen Zahlen rechnen, wenn man sie
nicht einmal ganz hinschreiben kann? Die Kldrung dieser Frage geht
weitgehend auf Eudoxos?” zuriick, dem neben Archimedes wohl be-
deutendsten Mathematiker der Antike. Eine praxisnahe Version dieser
Frage ist: Wenn ich zwei Zahlen miteinander multipliziere, die ich auf
5 (oder n) Dezimalstellen genau kenne, auf wieviele Stellen genau kann
ich dann ihr Produkt berechnen?

Der folgende Satz iibersetzt das Problem und seine Lésung in heutige
Sprechweise, wo Zahlen als Grenzwerte von Folgen definiert werden:

Satz 10.1. Sind (a,), (b,) Zahlenfolgen mit a,, — a und b, — b, dann
gilt ap, +b, — a+b und a,-b, — a-b sowie —a, — —a und a,;* — a~!

(falls a,,a #0).
Beispiel:

3n® +5n2+7 3+2+ % 3+0+40
nd—2n 1—% - 1—-0 7

Beweis des Satzes: Die Differenzen «,, := a,, —a und 3, := b, — b

sind Nullfolgen, also ist auch die Differenz a,, + b, — (a + b) = a,, + 3,

eine Nullfolge (Satz 8.3) und damit folgt die erste Behauptung. Fiir

die zweite benutzt man einen Trick: Man kann eine Differenz in zwel

Differenzen zerlegen, wenn man eine Zahl (hier a,b) dazwischenstreut,
d.h. abzieht und wieder addiert:

(21) anb, —ab = a,b, — a,b+ a,b — ab = a, B, + ay,b.

46Eigentlich spricht man von der Grundlagenkrise der Mathematik zu Beginn
des 20. Jahrhunderts, als man erkannte, dass gewisse sprachliche Wendungen in
mathematischen Definitionen nicht verwendet werden diirfen, weil sie in sich wider-
spriichlich sind, z.B. diese: “Jede Regel hat eine Ausnahme. Dies ist eine Regel!”
4TEudoxos von Knidos, 408 - 355 v.Chr.
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Beide Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung sind Nullfol-
gen nach Satz 8.4,% also ist (a,b, — ab) Nullfolge, d.h. a,b, — ab. Mit
(avn,) ist auch (—a,,) Nullfolge, denn a,, — 0 <= |a,| — 0 <=
—a,, — 0. Fiir die letzte Behauptung bringen wir die Briiche auf den
Hauptnenner:

1 1 1 Ay — @ 1

(22) a—a, =———= = —y,.
a a, aay, aay,

Die Konvergenz a,;' — a~! folgt nun aus Satz 8.4, wenn wir zeigen

konnen, dass ﬁ erst einmal eine beschrdinkte Folge ist. Dies folgt aus
dem nachstehenden Hilfssatz mit ¢, := aa,, und c := a?. O

Hilfssatz 10.1. Ist ¢, # 0 fiir alle n und ¢,, — ¢ mit ¢ > 0, so ist (i)
eine beschrinkte Folge.

Beweis. Da ¢, — ¢, gibt es zu € := ¢/2 ein N € N mit [c, — ¢| < §,

also ¢ — 5 < ¢, < ¢+ 5. Wir brauchen nur § = ¢ — 5 < ¢, und

damit 2 > * fiir alle n > N. Fiir alle n € N gilt daher |--| < R :=
2 |1 1

maX{E7|a‘77‘a‘} 0

Bemerkung: Die Gleichung (21) beantwortet auch die eingangs ge-
stellte praktische Frage nach den sicheren Dezimalstellen des Produkts
a - b: Wir nehmen dazu an, dass @ und b zwischen 0 und 1 liegen (das
konnen wir ja durch Multiplikation mit einer Zehnerpotenz errreichen).
Nun seien a,, und b,, die Dezimalbruchentwicklungen von a und b, dann
ist 0 < o, < 1/10" und 0 < 3, < 1/10™, und da a,, und b zwischen 0
und 1 liegen, folgt 0 < ab — a,b, < B, + a, < 2/10™ aus (21). Daher
ist die (n — 1)-te Dezimalstelle des Produkts noch sicher, die n-te aber
nicht mehr ganz, wenn wir a,b, anstelle von ab berechnen. Ahnlich
ergibt sich die Genauigkeit der Division aus (22).

11. DIE VOLLSTANDIGKEIT DER REELLEN ZAHLEN

Bisher haben wir Zahlen ¢ betrachtet, die Grenzwerte von Folgen
(¢n,) waren. Wir wollen nun umgekehrt neue Zahlen als Grenzwerte
von Folgen definieren: ¢ := limc¢,. Viele interessanteste Zahlen, z.B.
der Goldene Schnitt ®, die Kreiszahl © oder die Eulersche Konstante
e lassen sich in der Tat so einfiihren. Aber welche Folgen eignen sich

48Eine konvergierende Folge a,, — a ist auch beschrdinkt, denn alle Zahlen a,
der Folge liegen in der Ndhe von a. Etwas genauer: Zu € = 1 gibt es N € N mit
lan, —a| < 1 fiir alle n > N, also |a,| < R :=max{|a — 1|,]|a + 1|, |a1], ..., |an]|}.
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dafiir? Viele konvergieren ja gar nicht; die Folge ¢, = (—=1)" + = bei-
spielsweise kann sich gar nicht entscheiden, ob sie lieber gegen 1 oder
gegen —1 konvergieren soll und pendelt deshalb ewig hin und her.

-1 0 1

Wie konnen wir einer Folge (¢,,) ansehen, ob sie konvergiert (“konver-
gent’ ist), wenn ihr moglicher Grenzwert ¢ uns noch unbekannt ist?
Die Konvergenzdefinition, geméfl der (¢, — ¢) eine Nullfolge sein muss,
ist unbrauchbar, wenn wir ¢ nicht kennen. Wir benétigen sogenannte
Konwvergenzkriterien, die eine Folge auch ohne Kenntnis des Grenz-
werts als konvergent erkennen. Wir geben zunéchst drei solche Krite-
rien an (weitere sieche im Abschnitt 13); sie beruhen allesamt auf dem
Vollsténdigkeitsaxiom:

(1) Konvergente Intervallschachtelung,
(2) Beschriankte Monotonie,
(3) Cauchy-Kriterium.

Definition: Eine Folge (cx) heifit monoton wachsend, falls cxy1 > ¢
fiir alle k, und monoton fallend, falls ¢y, 1 < ¢ fiir alle k.

Definition: Ist (ax) eine monoton wachsende und (b;) eine monoton
fallende Folge mit a; < by fiir alle k£, dann heifit die Folge von Inter-
vallen I = [ag,bx] eine Intervallschachtelung, denn es gilt Iy 1 C Iy
fiir alle k. Die Intervallschachtelung (I;) heifit konvergent, wenn die
Intervall-Langen by, — ay, eine Nullfolge bilden.

Definition: Es sei (1) eine Intervallschachtelung. Eine Folge (c,,) lduft
in die Intervallschachtelung (1) hinein, wenn es zu jedem k ein Ny, gibt,
so dass

(23) anNk cp € 1.

Satz 11.1. Konvergente Intervallschachtelung: Eine konvergente
Intervallschachtelung I, = [ag,bx] (K € N) enthdlt in ihrem Durch-
schnitt genau eine Zahl ¢, und jede Folge (cy), die in die Intervall-
schachtelung (1)) hineinlduft, konvergiert gegen c.

Beweis. Nach dem Vollstandigkeits (V) gibt es eine Zahl ¢, die in
jedem der Intervalle I, & € N liegt, im Durchschnitt (), .y =
{z; Vkeny = € Ii}. Es kann aber keine zweite solche Zahl ¢ geben:
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Sonst wére ja |c— ¢| =: € eine positive Zahl und da by —a, — 0, gibt es
ein k mit by — a < €. (x) Andererseits ist aber ¢, ¢ € [ag, bg] und daher
gilt by, — a, > |c — ¢| = €. (xx)

||
e c‘ "c"
(%) und (*x) widersprechen sich; es kann also kein solches ¢ geben!

Za zeigen ist noch ¢, — c. Es sei € > 0 vorgegeben. Da by —ay — 0, ist
br — ay < € fiir gentigend grofies k. Da (c¢,) in die Intervallschachtelung
(1) hineinlduft, folgt ¢, € I fiir alle n > N, und weil auch ¢ € Iy,
ist der Abstand |c — ¢,| kleiner als die Linge des Intervalls I, also
lc — cn] < b —ag <e. O

Satz 11.2. Beschrankte Monotonie: Eine monotone und beschrankte
Folge konvergiert.

Beweis. Gegeben sei eine monoton wachsende® Folge (c,) mit einer
oberen Schranke R, d.h. ¢, < R fiir alle n. Wir definieren dazu eine
konvergente Intervallschachtelung I, = [ag, bx]. Der Anfang ist ag = ¢4,
bp = R. Wenn nun I, = [ay, bg] bereits definiert ist und alle Folgenglie-
der ¢, enthélt ab einem bestimmten Index N, d.h. fiir alle n > N,
dann betrachten wir den Mittelpunkt M = %(bk + ay,) des Intervalls Ij.
Nun gibt es zwei Falle: Entweder ist auch M noch eine obere Schranke
der Folge (c,), oder eben nicht, d.h. ¢, > M fiir ein n und damit (we-
gen der Monotonie) fiir alle folgenden; das kleinste solche n setzen wir
Ni1. Wir wahlen fiir /4, im ersten Fall das linke, im zweiten Fall das
rechte Halbintervall:>

g1 = ap, bpry = M fallsV, ¢, < M,
agr1 = M, by = by falls 3, ¢, > M.

a m b a m b

1 }k1 e }k | }k S }k
C o

} Iy ! 1 I, 1

Hn+1 — H1n+l !

4OWenn (c,) monoton fallend ist, betrachten wir stattdessen die Folge (—c,).

Onteressant ist dabei, dass kein Computer sicher die Entscheidung treffen
konnte, welche der beiden Fille vorliegt: Vielleicht liegt der zweite Fall vor, aber
die Nummern n mit ¢, > M kommen erst so spét, sind so riesig, dass der Rech-
ner niemals bis dahin kommt, wenn er die ¢,, der Reihe nach berechnet. Beweise,
die solche rechnerisch nicht iiberpriifbaren Alternativen enthalten, nennt man nicht
konstruktiv; wir werden sie mit “NK” kennzeichnen.
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In jedem neuen Schritt wird die Léange by — a; des Intervalls I}, halbiert,
also ist by — ax = (by — ag)/2* eine Nullfolge (vgl. Satz 8.5). Somit ist
(1)) eine konvergente Intervallschachtelung, in die (¢,) hineinlauft, und
die Konvergenz folgt aus dem vorigen Satz. (NK) OJ

Das Cauchy-Kriterium schliefSlich ist eine Abwandlung der Definition
(15) fiir die Konvergenz, die lautete: ¢,, — ¢ <=

(24) Ve>03NVn2N |Cn — C| < €.

In Worten: ¢, riickt “schliellich” ganz dicht an ¢ heran. Leider kénnen
wir diese Definition nicht gebrauchen, wenn wir ¢ nicht bereits kennen.
Deshalb ersetzen wir den Grenzwert ¢ durch ein Folgenglied ¢, mit
hoher Nummer m und sagen stattdessen: ¢, und ¢,, riicken “schlieflich”
ganz dicht aneinander:

(25) Ve>03NVn,m2N |Cn — Cm| < €.

Dies ist das Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz.”! Eine Folge, die (nur)
dieses Kriterium (25) erfiillt, nennt man auch eine Cauchy-Folge.

Satz 11.3. Cauchy’sches Konvergenzkriterium: Jede Cauchyfolge
(cn) ist konvergent.

Beweis. Fiir alle k € N setzen wir ¢, = 1/2*. Zu jedem ¢, finden wir
ein Ny € N, so dass |¢, — ¢| < € fiir alle m,n > Ny, insbesondere
fiir m = Nj. Wir setzen C := ¢, und I, = [Cr — 2¢e, Ck + 2€;]. Da
|Cri1 — Ck| < € (wir diirfen Ny, > Np annehmen) und €1 = €;/2,
ist Ip11 C I und die Konvergenz folgt aus Satz 11.1. 0

Ck Ck

1
26 25 |

\Zékﬂ 28k+l ‘ |
1 Ik 1

H1k+l —

Bemerkung und Definition: Die Zahlen C} = ¢, im letzten Beweis
stellen eine Auswahl von (allerdings immer noch unendlich vielen) Mit-
gliedern der Folge (c,,) dar, eine Teilfolge. Dazu brauchen wir zusétzlich
eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen (ny) (statt Ny
schreiben wir jetzt ny), d.h. ngyq > ny fir alle k. Jede solche Folge (ny)
definiert eine Teilfolge (Cy) von (c,,), ndmlich Cy := ¢,,. Wenn ¢,, — c,

S10Offensichtlich ist (25) eine Folgerung von (24): Wenn die Folgenglieder nahe an
¢ heranriicken, dann riicken sie auch nahe aneinander. Formal gesehen ist das wieder
der Trick mit dem Zuzéhlen und wieder Abziehen: |¢,, —cn| = |(em —¢)+(c—cp)| <
lem — ¢| + |e = enl
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dann folgt auch Cj = ¢, — ¢, denn da notwendig n, > k (wegen
Ng1 > Ny + 1), folgt aus V> n |c, — ¢| < € auch Visn |cp, — ¢ < e

Satz 11.4. (Bolzano, Weierstra3)®? Jede beschrinkte Folge besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Es sei (¢,) eine beschréinkte Folge, d.h. es gibt eine Zahl R mit
lc,| < R oder ¢, € [—R, R] fiir alle n € N. Wir definieren eine Inter-
vallschachtelung (/) und eine hineinlaufende Teilfolge (¢, ) von (cx).
Jedes Intervall I, soll dabei unendlich viele Mitglieder der Folge (c,,)
enthalten. Den Anfang macht Iy = [-R, R] und ny = 1. Wenn nun I
und ny, schon definiert sind und wenn I, das Folgenglied ¢,, und unend-
lich viele weitere Folgenglieder enthélt, dann teilen wir [ durch seinen
Mittelpunkt M in zwei Hélften. Wenigstens eine der beiden Hélften
enthélt unendlich viele Folgenglieder (es kénnen ja nicht beide Hélften
von [ nur endlich viele enthalten, wenn [ unendlich viele enthilt).
Diese Hilfte wéhlen wir als ;. 1, sollten beide Hélften unendlich viele
der ¢, enthalten, wihlen wir einfach die untere Hélfte. Als ng,q defi-
nieren wir den kleinsten Index > nj + 1 mit ¢,, ., € Ix;1. Dann bildet
(1)) eine konvergente Intervallschachtelung (die Lange wird ja in jedem
Schritt halbiert) mit ¢,, € I, also ist die Folge C) = ¢,, konvergent;
sie lauft in die Intervallschachtelung (1) hinein. (NK) O

12. SCHRANKEN FUR MENGEN

Eine der Aufgaben der Analysis besteht darin, optimale Werte zu
ermitteln, Maxima oder Minima. Endlich viele Zahlen x4, ..., zy kann
man nach ihrer Grofle sortieren und so die gréfite unter ihnen, ihr Mawi-
mum bestimmen, aber bei unendlich vielen Zahlen ist das nicht immer
moglich: Betrachten wir zum Beispiel fiir zwei gegebene Zahlen a, b mit
a < b die Menge

(26) (a,b) :={z; a <z <b}.

Man nennt sie das offene Intervall mit Grenzen a und b, wiahrend die
schon frither eingefithrte Menge

(27) [a,b] :={x; a <z <D}

als abgeschlossenes Intervall bezeichnet wird. Was ist das Maximum,
die grofite Zahl, unter den Elementen von (a, b)? Eigentlich ja wohl b,
aber b gehort ja gar nicht zur Menge (a, b). Doch kein x € (a, b) kann die
grofite Zahl in (a, b) sein, denn es gibt immer noch eine groBere, z.B. das

52Bernhard Placidius Johann Nepomuk Bolzano, 1781 - 1848,
Karl Theodor Wilhelm Weierstraf}, 1815 - 1897
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arithmetische Mittel zwischen x und b, (x + b)/2. Wir kommen also zu
der Einsicht, dass es ein Maximum von (a,b) gar nicht gibt! Alledings
gibt es einen Ersatz: Unter den Zahlen, die gréfer sind als alle Elemente
von (a, b), sogenannte obere Schranken, gibt es eine kleinste, namlich b.
Das bleibt so, wenn wir das offene Intervall (a,b) durch eine beliebige
beschriankte Teilmenge T" der Menge R aller reellen Zahlen ersetzen.

Definition: Eine Teilmenge 7' C R heiflt oben beschrinkt, wenn es eine
obere Schranke von T gibt, d.h. eine Zahl r € R mit » > t fiir allet € T}
kurz: r > T'. Die kleinste obere Schranke von 7" (wenn es sie gibt) heifit
Supremum von T, geschrieben sup T

Satz 12.1. Jede oben beschrinkte Teilmenge ) # T C R besitzt eine
kleinste obere Schranke, ein Supremum.

Beweis. Wir werden das Supremum sup 1" als Grenzwert einer konver-
genten Intervallschachtelung I, = [tg, )] erhalten. Wir fangen an bei
k = 0 mit einem Element ¢, € T und einer oberen Schranke ry > T'.
Wenn [, = [ty,ri] mit tx € T und rp > T bereits definiert ist, dann
halbieren wir das Intervall durch m := (t; + r1)/2. Es gibt jetzt zwei
Moéglichkeiten: Entweder m ist immer noch obere Schranke oder eben
nicht. Im ersten Fall wéhlen ¢;, := t; und r4; := m. Im anderen Fall
aber gibt es ein Element ¢ € T' mit ¢ > m; wir wéihlen dann dieses ¢ als
tx+1 und setzen ry,q := ri. Dann folgt I, C I} und die Intervall-Lange
wird bei jedem Schritt mindestens halbiert, also definiert I, = [tx, ry]
eine konvergente Intervallschachtelung mit ¢, € T und r, > T.

7 S S W
7 T

[ Ik ! [ Ik !
Hk+1 — F1k+14{

Damit sind die Folgen (¢;) und (7,) konvergent mit lim ¢, = limry, =: s.
Fiir jedes t € T ist r, > ¢ fiir alle k € N, also folgt s = limr;, > ¢,
und daher ist s obere Schranke von 7. Weil andererseits ¢, — s und
tr € T, kann es keine kleinere obere Schranke § < s geben, denn zu
€:=s— 5 gibe es ein k mit s —{; < € und damit ¢, > s —e = 5. Damit
ist s die kleinste obere Schranke, s = sup 7. (NK) O

Bemerkung: Der Beweis gab folgende Kennzeichnung des Supremums:
s=supT <= s>T und t; — s fiir eine Folge (¢;) in T

PWire s < t, so wire € := t — s > 0 und wegen r, — s giibe es ein k mit
ry—s < e=t—s,also ry <tim Widerspruch zu ri > T.
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Ganz entsprechend definiert man untere Schranken einer Menge T' C
R und beweist die Existenz der grifiten unteren Schranke, des Infimums
inf T' fiir eine unten beschrdnkte Menge T

Wenn man die Menge T verkleinert, also statt 7' eine Teilmenge
S C T betrachtet, dann wird auch das Supremum kleiner, sup S <
supT’, denn sup7 ist ja auch fiir S noch eine obere Schranke, aber
eben vielleicht nicht mehr die kleinste. Mit dieser Uberlegung kann
man jede beschrénkte Folge (ay) monoton fallend und damit konvergent
“machen”: Man setzt

T, :={ar; k>n}
und b, :=supT,,. Da T, ., C T, fiir alle n, ist b,, < b,,1, d.h. die Folge
/b,) ist monoton fallend (und immer noch beschrénkt: A < a < B
fiir alle k& impliziert A < b,, < B fiir alle n). Der Limes von (b,) heifit
Limes superior der Folge (ay):

(28) limsup ay :=lim b, = lim sup{ax; k > n}.

Ganz entsprechend ist der Limes inferior definiert: Man betrachtet
dann die Folge ¢, = inf T, die monoton wachsend (und beschrénkt)
ist, denn wegen 7,41 C T, gilt inf T,y > inf T},. Man setzt also

(29) liminf a; :=lim¢, = lim inf{ax; k > n}.

13. UNENDLICHE REIHEN

Oft treten Folgen (s,) in einer besonderen Form auf: Nicht die Fol-
genglieder s,, selbst werden angegeben, sondern ihre Differenzen a,, =
Sp — Sp—1. Mit ag := sq ist dann s = ag + a1, s9 = a9 + a1 + as,
ey Spn=ag+---+a, = ZZ:O ag. In dieser Form geschriebene Folgen
(s,) nennen wir (unendliche) Reihen, ihre Glieder Partialsummen. Wir
notieren solche Folgen als

(30) (sn):Zak:a0+a1+a2+...
k=0

und wenn sie konvergieren, bezeichnen wir den Grenzwert mit dem-
selben Symbol Y77 aj. Dabei kann die untere Summationsgrenze statt
0 jede andere ganze Zahl ng sein. Zum Beispiel hatten wir in Satz 9.3 die
Dezimalbruchentwicklung ¢, = >7,_, 2 - 10V 7% einer beliebigen Zahl
¢ > 1 besprochen; mit der neuen Notation konnen wir dafiir einfach
schreiben:

(31) c=Y z-10VF
k=1
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Wir kénnten uns nun dariiber wundern, wie man unendlich viele Zah-
len zusammenzédhlen kann und doch etwas Endliches herausbekommt.
Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass die Summanden a; fiir grofle
k praktisch keine Rolle mehr spielen, d.h. dass (ay) eine Nullfolge ist.
Diese Eigenschaft folgt auch aus dem Cauchykriterium (25): Fiir grofie
n,m muss |s, — S,,| und insbesondere |s, — s,_1| = |a,| beliebig klein
werden.

Erstaunlicherweise aber reicht das fiir die Konvergenz der Reihe noch
nicht aus; ein berithmtes Gegenbeispiel ist die harmonische Reihe

1 1 1 1 1
32 n = —=14—-4+_-4+-4+-4+...,
(32) s ;k otz titst
die Summe iiber die Nullfolge a; = 1/k. Wenn man die Partialsummen
berechnet, so scheinen sie zunéchst tatséchlich zu konvergieren:

S10 — 2, 92897,
S100 — 5, 18738,
S500 = 6, 79282,

S1000 — 7, 48547,

was kann nach n = 1000 schon noch schief gehen? Alles, wie das fol-
gende einfache Argument zeigt:

Satz 13.1. s, = > ;_| + — 0.

Beweis.
1 1 1 9
_ — 1 - 1 L1 - 9
S10—S10 = 1t toe = O = 1
_ 1 R .1 9
51000 =S100 = o1+ T 10 = 900 Tom = 19

usw. In jedem Teilabschnitt der Summe Y ¢ zwischen k = 107 + 1
und k£ = 10! wird mehr als % dazuaddiert. Die Summe von k£ = 1 bis

k = 10" ist daher grofler als n'l% und somit folgt s, , > n-—= — co. [

on 10
Das war aus der sukzessiven Berechnung der Folgenglieder nicht zu
ersehen; in unserem Beweis wichst ndmlich die Zahl der Summanden
in jedem Schritt um eine Zehnerpotenz, also exponentiell! In der Tat
werden wir spéter eine enge Verbindung der harmonischen Reihe zur
Exponentialfunktion und ihrer Umkehrung, dem Logarithmus sehen.
Unser erstes Beispiel ging also gewissermaflen daneben; die Summe
iiber die Nullfolge (1/k) ist nicht endlich; die Folge (1/k) ist nicht
summierbar, wie man sagt:
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Definition Eine Nullfolge (ax) heifit summierbar, wenn die zugehorige
Reihe >"/7  aj, konvergent ist.

Welche Nullfolgen sind summierbar? Wir werden zunéchst Beispiele an-
geben, wo die Partialsummen explizit berechnet werden kénnen. Das
erste ist uns in Spezialfédllen wohlbekannt: Wie verteilt man einen Ku-
chen unter eine unbekannte Anzahl von Leuten? Die Losung ist einfach,
wenn auch nicht eben gerecht: Der erste bekommt die Hélfte, der zwei-
te ein Viertel, der dritte ein Achtel, der k-te den 2*-ten Teil. Jedesmal
bleibt gerade noch so viel iibrig, wie der letzte bekommen hat.

s

In Formeln: >°p_,(1/2)% = 1 — (1/2)" und folglich Y77 (1/2)* =
Dies ist ein Beispiel fiir die Geometrische Reihe™ >, a*:

Satz 13.2. Fiir alle a # 1 gilt:

(33) Za 1—a+1.

1—a

Falls |a| < 1, folgt

(34) Z ab =

Beweis. Die erste Gleichung (33) folgt wegen
I+a+---+ad")Y(1—a) = 14+a+---+a"

g — e gt
=1 —q"t

Wenn |a| < 1, ist (a™™!) eine Nullfolge (Satz 8.5) und die zweite Glei-

chung (34) folgt. O

Beispiel: Periodische Dezimalbriiche. Eine Dezimalbruchentwicklung
c = >0, 2/10% heiBt periodisch, wenn es ein Zahl p € N gibt mit

%Eine Folge der Form (a*) nennt man auch geometrische Progresssion.
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Zptp = 21, fiir alle k. Setzen wir ¢ = > 7 _ zk/lO so folgt
c=+ 100 +E/10% 4 - = ¢ f:(1/10p) c___¢
1—1/10» 100 — 1

k=0
mit C' =107 - ¢ = 3P_ 2, - 10°~* € N. Insbesondere ist ¢ rational.”®

Es gibt aufler der geometrischen noch andere Reihen, fiir die wir die
Partialsummenfolge berechnen kénnen, z.B. die folgende:

Satz 13.3.

(35) 1=

=1 L _
£ fi(k + 1) n+1 £ k(k +1)

Beweis. Der Trick ist die Beobachtung k(k i % — k%rl (Haupt-
nenner!). Somlt Zk 1 k(k+1 =G -m) =0-3+G-+

Wir haben also zwei summierbare Nullfolgen kennengelernt: (a*) fiir

la] <1 und (5 o +1)) Wie im Abschnitt 8 gewinnen wir daraus neue:

Satz 13.4. Majorantenkriterium (2): Wenn (by) eine positive sum-
mierbare Nullfolge ist und (ay) eine Folge mit

(36) |ax| < by

fiir alle k € N (oder wenigstens fir alle k > k, fir irgendein k,), dann
ist auch (ay) eine summierbare Nullfolge.

Beweis. Es sei s, = ZZ:O ap und t, = >, by. Nach Voraus:?ﬂetz‘ung
ist (t,) konvergent. Wir wenden das Cauchy’sche Konvergenzkriterium
an. Dazu miissen wir zeigen, dass |s, — s,,| klein wird fiir geniigend
grofie n, m. Wir diirfen dabei m < n voraussetzen, dann ist

lamsr + -+ ay
@1 + -+ |an]
bm+1 + o+ bn
tn_tma

|5 — S

A IA

und der letzte Ausdruck wird beliebig klein, da (t,) konvergent und
damit Cauchyfolge ist. O

Bemerkung und Definition: Speziell konnen wir das Majoranten-
kriterium auf by := |ax| anwenden; Wenn »";° |ax| konvergiert, dann

55 Jeder periodische Dezimalbruch definiert also eine rationale Zahl. Fiir die Um-
kehrung, dass jede rationale Zahl eine periodische Dezimalbruchentwicklung besitzt,
vgl. Fulnote 44, S. 30.
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konvergiert auch ) /. a, (wobei die Grenzwerte vollig unterschied-
lich sind). Wir nennen die Reihe ) ay absolut konvergent, wenn diese
stiarkere Eigenschaft, die Konvergenz von > |ay| erfiillt ist.

Beispiel: >~ | 1/k* konvergiert fiir s = 2,3,.... Denn ;- 1/k* =
1+> 0 1/(k4+1)* und af, := 1/(k+1)* < 1/(k4+1)? < 1/k(k+1) =: by;
die letztere Folge ist summierbar (Satz 13.3).%¢

Satz 13.5. Quotientenkriterium: Gegeben sei eine Nullfolge (ay).
Wenn die Folge der Quotienten gy = |ary1|/|ax| gegen eine Zahl g < 1
konvergiert, dann ist die Folge (|agx|) summierbar und damit die Reihe
> ay absolut konvergent.

Beweis. Wir wéhlen eine Zahl r zwischen g und 1, z.B. r = (¢ +1)/2.
Dann gilt ¢ < r fiir alle gentigend groflen k.

(Da € := r — ¢ positiv ist, gibt es ein k,, so dass g, — ¢ < € = r — ¢ fiir
alle k > k, und damit g, < r fiir solche k). Damit gilt

(37) Vizk, |ar1] <7 fagl.

Setzen wir |ay,| = ¢, so folgt aus (37) |ay,+,| < ¢- 7 durch Induktion
nach j. Die Folgen (r7) und natiirlich auch (c - 77) sind summierbar;
nach dem Majorantenkriterium ist daher auch die Folge (|ak,+;|)j>0 =
(|ak|) x>k, summierbar. O

Bemerkung: Leider ist das Quotientenkriterium oft nicht anwend-
bar, obwohl die Reihe absolut konvergiert, z.B. im Fall a5 = 1/k?
ist ar1/ar = (7%5)> — 1 (denn &2 = 1+ ¢ — 1). Die Bedingung
des Quotientenkriteriums ist also verletzt, aber > 1/k? ist dennoch
konvergent (siehe Beispiel zu Satz 13.4). Wir werden spéter (S. 101)
noch ein weiteres starkes Konvergenzkriterium kennenlernen, das greift,
wenn (ay) eine monoton fallende Nullfolge ist, das Integralvergleichs-
kriterium: Ist f eine monoton fallende Funktion auf (0,00), so gilt

S f(k) <00 = [ f(z)dr < co.

5Den Grenzwert wirklich zu berechnen ist natiirlich viel schwieriger. Zum Bei-
spiel ist >-p-, 1/k? = 72/6 ; diese Erkenntnis stammt von Leonhard Euler (1707 -
1783). Der Grenzwert >, ; 1/k* wird mit ((s) (“Zeta von s”) abgekiirzt und lisst
sich auch fiir s ¢ N definieren. Die Bestimmung aller Losungen s der Gleichung
¢(s) = 0 ist das Thema des beriihmtesten offenen Problems der Mathematik, der
Riemannschen Vermutung.
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Es gibt auch konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren. Die
wichtigste Beispielklasse bilden die alternierenden Reihen, bei denen
immer abwechselnd addiert und subtrahiert wird:

CLQ—CL1+CL2—+"‘:Z(—1>kak
k=0

fiir eine positive Nullfolge (ay). Fiir solche Folgen gilt das Konvergenz-
kriterium von Leibniz®

Satz 13.6. Leibniz-Kriterium: Ist (ay) eine monoton fallende Null-
folge, so ist die zugehérige alternierende Folge ((—1)*ay) summierbar,
d.h. die Folge s, = > ,_,(—=1)*ay konvergiert.

Beispiel:
> 1 1 1 1
=y (-)f—— = (1-2)+ (53—~
y k:(]( ST (1-3)+G3-7
1 1 1 1
—_ 1__ I R A S
(5 3) (3 5)

Die alternierende Reihe kann wahlweise als eine Summe positiver Terme
oder als Eins minus eine Summe positiver Terme dargestellt werden.
Die Partialsummen mit geradem Index, sq = 1, 59 = 1—(%—%), S4=1—
(3—3)—(3—3) usw. werden immer kleiner, denn es wird jedesmal etwas
Positives weggenommen, die mit ungeradem Index, s; = 1—%, s3 = (1—
%)+(% — i) usw. werden dagegen immer grofer, denn es kommt jedesmal
etwas Positives hinzu. Die gesamte weitere Partialsummenfolge hélt
sich zwischen diesen Grenzen auf, die immer enger zusammenriicken.
Die Reihe konvergiert also,’® aber sie konvergiert nicht absolut, denn

> 7 st ja divergent (Satz 13.1).

Beweis des Satzes: Das Beispiel gibt bereits die allgemeine Beweis-
idee: Die Partialsummen mit geradem Index, ss,,, bilden eine monoton
fallende Folge, da somio — Som = Gomas — Gome1 < 0 (weil (ax) mo-
noton fallend ist), und ebenso bilden die Partialsummen mit ungera-
dem Index, s9,,11, eine monoton wachsende Folge, da so,,11 — Som_1 =
—Qon41 + Ao, > 0. Ferner ist sg,, — Soma1 = aoma €ine positive Null-
folge. Deshalb bilden die Intervalle I,, = [S2m1, Som] €ine konvergente
Intervallschachtelung, in die die Folge (s,,) hineinlauft. O

57Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646 - 1716
%Der Grenzwert wurde von Leibniz berecnnet: s = In 2 (natiirlicher Logarithmus
von 2), wie wir spéter sehen werden (S. 117).
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14. DIE ZAHL, DIE NICHT SEIN DARF

Das européische Mittelalter war in mathematischer Hinsicht eine Zeit
des Stillstandes. Mathematik fand anderswo statt, vor allem in der is-
lamischen Welt, die das antike Erbe {ibernahm und fortfithrte. Die Al-
gebra wuchs neben der Geometrie zu einem eigenstindigen Zweig der
Mathematik heran.?® Europa nahm diese Entwicklung erst im ausge-
henden Mittelalter zur Kenntnis. Es begann eine rege Ubersetzungs-
tatigkeit, besonders in Spanien und Siiditalien, wo die beiden Kulturen
in Kontakt standen. Auch viele der antiken Schriften wurden erst durch
Riickiibersetzung aus dem Arabischen in Europa wieder zugénglich,
was schliefllich zur “Wiedergeburt” (Renaissance) der antiken Wissen-
schaft in Europa fiihrte.

Der erste substantielle Beitrag der européischen Mathematik zur Al-
gebra war um 1520 die Losung der kubischen Gleichung®

(38) 2® + ax = b.

Man sieht zunéchst nicht, wie diese Gleichung gelost werden kann. Aber
es gibt andere kubische Gleichungen, deren Losung auf der Hand liegt:
Die Gleichung

(39) (z +u)=*
hat offensichtlich die Losung
(40) T=v—u.

Die Idee ist nun, die einfache Gleichung (39) auf die Form der schwie-
rigen (38) zu bringen: Da

(z +u)® = 2° + 32%u + 32u® + u® = 2° + 3zu(x + u) + v

und weil wir nach (40) = + u durch v ersetzen kénnen (das ist der
Haupttrick!), verwandelt sich (39) in

(41) 2?4+ 3uvz = v° — u’.
Diese Gleichung ist tatséchlich von der Form (38) mit
(42) a=3uv, b=1v"—1u’

59Das Wort Algebra kommt von dem arabischen Verb “aljabr” = einrenken. Es
wurde zuerst von dem arabisch-irakischen Mathematiker Al-Khwarizmi (ca. 780 -
850) in die Mathematik eingefiirt; das Wort Algorithmus ist von seinem Namen
abgeleitet. Die Araber iibernahmen die indische Ziffernschreibweise, 16sten quadra-
tische und einige kubische Gleichungen und fiihrten algebraische Schlussweisen ein.

60Dje allgemeinste kubische Gleichung ist 3 4+ az? + Bz = ~. Sie lsst sich leicht
auf die Form (38) bringen, wenn man anstelle von x den Ausdruck Z — «/3 einsetzt
(“substituiert”); dann ergibt sich eine kubische Gleichung in # ohne 72-Term.
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Wenn also die Koeffizienten a,b der “schwierigen” Gleichung (38) die
Form (42) haben, dann ist z = v—u eine Losung. Die Bedingung scheint
immer erfiillt zu sein; wir konnen ja (42) nach u und v auflésen:

u=a/(3v), v°=b+u’=b+da’/(3v)".

Multiplizieren wir die letzte Gleichung noch einmal mit v, so erhal-
ten wir eine quadratische Gleichung fiir v*, nédmlich v® = bv® + (£)%.
Quadratische Gleichungen kénnen wir 16sen: v3 = g + /D mit D :=
(£)3+(2)%, und folglich —u® = b—v* = L+ v/D. Als Lésung z = v —u
erhalten wir daher

(43)  a= b2+ VD+ b2—VD, D =(a/3)+ (/2>

Diese Formel wurde um 1520 von del Ferro® entdeckt, der sie aber
nur an einen seiner Schiiler weitergab. Davon erfuhr Tartaglia® und
fand die Formel 1535 selbst. Er gab sie 1539 an seinen Freund Cardano®
auf dessen instédndige Bitte weiter, liel ihn jedoch schworen, sie fiir
sich zu behalten. Als Cardano aber erfuhr, dass eigentlich del Ferro
das Urheberrecht fiir die Formel zustand, fiihlte er sich an seinen Eid
nicht mehr gebunden und veréffentlichte sie 1545 in seinem Buch “Ars
Magna’; seither heifit sie Cardano’sche Formel. Danach waren Cardano
und Tartaglia nicht mehr so gut befreundet.

Beispiel 1: 23 — 62 = 9. Dann ist

a b 9 81 81—-32 49

3 22 +4 4 4
Damit ist VD = Zund 2+ VD =2 =8 und 2 — VD = &L =1,
alsoz = Y8+ V1=2+1=3.
Beispiel 2: 23 — 62 = 4. Dann ist

a b

§__2’ 5_2, D=-8+4=—-4.
Jetzt haben wir ein Problem: Weil D negativ ist, konnen wir die Qua-
dratwurzel v/D nicht ziehen! Die Losungsmethode scheint zu versagen.
Cardano wusste keinen Rat und gab diesem Fall den Namen Casus
irreducibilis, das war’s. Aber 20 Jahre spéater unternahm ein Ingenieur

namens Bombelli® einen neuen Anlauf. Er sagte sich: Gewiss, negative

61Scipione del Ferro, 1465 - 1526, Bologna
62Nicolo Tartaglia, 1499 - 1557, Breschia, Venedig
63Girolamo Cardano, 1501 - 1576, Mailand, Pavia
64Rafaele Bombelli, 1526 - 1572, Bologna
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Zahlen wie —4 haben keine Quadratwurzel, denn das Quadrat negati-
ver wie positiver Zahlen ist positiv, Minus mal Minus ergibt Plus. Aber
tun wir doch einmal so, als gidbe es solche Zahlen doch (sie wurden
spater “imagindre” Zahlen genannt) und rechnen damit wie gewohnt.
Eigentlich geniigt sogar eine einzige solche “imaginére” Zahl, namlich
i := +/—1; denn dann wire i = —1 und damit (2i)? = 4i%> = —4, also
v/—4 = 2i. Die Losung gemif Cardanos Formel (43) ist demnach

(44) T =V2+2i+ V2~ 2.

Doch was sollen wir mit diesem Ergebnis anfangen? Wie sollen wir die
3. Wurzel aus 2 + 2i ziehen? Das wusste auch Bombelli nicht.%® Aber
die 3. Potenz solcher Zahlen konnte er schon berechnen, zum Beispiel:

(-1+4)* = —143i—3i*+4°
= —1+3i+3—1
= —1+3+(3—-1)
= 2+ 2
und ebenso (—1 — 4)> = 2 — 2i. Das nennt man Gliick: Die dritte

Potenz ergibt genau die Zahlen, deren dritte Wurzel wir suchten; es
waren Kubikzahlen, wie auch 1 und 8 in Beispiel 1 Kubikzahlen waren
(dritte Potenzen ganzer Zahlen). Also ist /2 £2i = —1 £+ 4 und aus
(44) erhalten wir

r=(-144)+(-1—1i)=-2.

Hokus-Pokus, die Wurzeln negativer Zahlen sind nicht mehr da! Die
Losung stimmt: Fiir x = —2 ist 2° — 62 = —8 + 12 = 4.

Bombelli veroffentlichte seine Ergebnisse 1572 in seinem Algebra-
Lehrbuch. Eine Sternstunde der Mathematik: Er hatte es gewagt, die
Grenzen der bisherigen Vorstellung (“Quadratwurzeln negativer Zah-
len gibt es nicht”) zu verlassen, und gelangte damit zu richtigen Er-
gebnissen! Es dauerte mehr als zwei Jahrhunderte, bis die “imaginéren
Zahlen” ihrer Mystik ganz entkleidet und voll akzeptiert waren. Sum-
men von reellen und imagindren Zahlen, wie sie bei den Rechnungen
aufgetreten sind, nennt man zusammengesetzte oder komplexe Zahlen.

Man muss sich bei den komplexen Zahlen von einigen gewohnten
Vorstellungen trennen. Zum Beispiel stimmt es nicht mehr, dass eine
GroBe sich durch Hinzufiigen (Addition) einer anderen vermehrt, aber
das war ja schon bei den negativen Zahlen nicht mehr wahr. Dieses
Phé&nomen wurde unter dem Namen Interferenz zu einer Grundtatsache

65Man vergleiche aber S. 68 unten.
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der Physik des 20. Jahrhunderts, aus der die komplexen Zahlen deshalb
nicht mehr wegzudenken sind.®

Auflerdem muss man sich eine neue geometrische Vorstellung von
den Zahlen machen: Zahlenstrahl und Zahlengerade werden durch die
Zahlenebene abgelost. Diesen Schritt hat erst C.F. Gauff um 1800 voll-
zogen.

15. DIE KOMPLEXE ZAHLENEBENE

Wo konnten wir die neue Zahl i = v/—1 auf unserer Zahlengeraden
unterbringen? Nicht rechts von der Null, denn dort sind die positiven
Zahlen, deren Quadrat ja positiv ist, und auch nicht links davon, denn
auch das Quadrat negativer Zahlen ist positiv und somit niemals —1.
Auf der Zahlengeraden ist kein Platz fiir diese Zahl; sie wird also ne-
ben der Zahlengeraden liegen, und damit kommen wir in die zweite
Dimension, in die Ebene.

—142i i 1+21 2421 3421

Fiir die Ebene stellen wir uns kartesische Koordinaten vor; jeder ihrer
Punkte entspricht damit einem Paar reeller Zahlen (a, b) und die ganze
Ebene dem kartesischen Produkt R x R, das wir auch kurz mit R?
bezeichnen. Der neuen Zahl ¢ geben wir die Koordinaten (0, 1), eine
beliebige komplexe Zahl a+bi hat demnach die Koordinaten (a, b). Eine
komplexe Zahl kann also wahlweise als Ausdruck der Form a + bi, als
eine Paar reeller Zahlen (a,b) oder als ein Punkt der Ebene angesehen
werden. Die Rechenoperationen haben wir schon gesehen; sie ergeben
sich aus den (weiterhin giiltigen) Rechenaxiomen zusammen mit der

66Www.quantenphysik—Schule.de, www.didaktik.physik.uni-erlangen.de
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Regel ¢t -1 = —1:
(45)  (a+bi)£(c+di) = (atc)+ (bEd)i
(46) (a +bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ be)i
o1 a—bi a b
(47) (a + bi) T @2+ a2+1)2+a2—|—1)2z

denn (a + bi)(a — bi) = a® + b? und daher % = 1.%7 Die Zahl
a — bi heifit die zu a + bi komplex konjugierte Zahl. Die Menge aller
komplexen Zahlen wollen wir mit dem Symbol C bezeichnen.

Wir wollen auch fiir komplexe Zahlen eigene Variable einfiihren, z.B.
z und w. Wir kénnen dann die Addition komplexer Zahlen genauso
geometrisch deuten wie frither bei reellen Zahlen (Abschnitt 2, S. 5),
namlich als Aneinanderlegen von zwei Stéaben, die jetzt allerdings un-

terschiedliche Richtungen haben kénnen.

3i 7 z+w

2i

Jede komplexe Zahl z ist aus zwei reellen Zahlen x und y zusammen-
gesetzt; wir schreiben z = x + y¢ und nennen x den Realteil und y
den Imagindrteil®® von z, symbolisch: * = Re z, y = Im 2. Die zu z
komplex konjugierte Zahl nennen wir z, also 7 = x — yi. Wir sehen
dann

(48) Rez=(2+4+7%2)/2, Imz=(z—72)/(20).

Das komplex-Konjugierte hat sehr einfache Recheneigenschaften:

(49) ztw=Z+wW, ZzZ-w=7%-W.

67Die Gleichungen (45) - (47) zeigen, dass auch fiir die komplexen Zahlen die
vier Grundrechenarten erkldrt und die Rechenaxiome (RA), (RM), (RD) erfiillt
sind. Einen solchen Zahlbereich nennen wir einen Korper. Wir haben damit drei
verschiedene Ko6rper kennengelernt: die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R
und die komplexen Zahlen C.

68Vorsicht vor Missverstindnissen: Der Imaginirteil ist nach Definition nicht
imaginér, sondern reell, nicht ¢y, sondern nur y.
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Wie bei reellen Zahlen gibt es auch bei komplexen Zahlen z = x +yi
einen Absolutbetrag:

(50) 2| = /22 +y2 = V2Z.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist eine positive reelle Zahl (nur fir
z = 0 ist |z| = 0) und erfiillt dieselben Rechenregeln wie der Betrag
einer reellen Zahl:

Satz 15.1.
(51) [z +wl < 2]+ |w|
(52) 2] - Jw] = |zw].

Beweis. Die zweite Gleichung (52) ist die einfachere: |z|?|w|? = 2zww =
ZwZW = zwzw = |zw|* mit (49). Die erste Gleichung (51) folgt, weil
Re z < |2| fiir jede komplexe Zahl z (denn |z| = /22 + 42 > Va2 =
|z| > x = Re z) und insbesondere

Re (zw) < |2w] = [2|[w] = |z][w]. (%)
Andererseits ist

2Re (20) = 2W + 2w = zW + Zw (%)
denn fiir w = u + vi ist W = u — vi = u + vi = w. Daher gilt:

|z+w|2 (z+w)(Z+w)
2z + zw+wz +ww
|2|> + 2 Re (20) + |w]?

0
1% 1

—
*
=

2+ 2|z|w] + |w]*
(1] + [w])*. B

[ IA

Bemerkung: Weil der Betrag dieselben Rechenregeln fiir komplexe wie
fiir reelle Zahlen erfiillt, konnen wir die Sétze iiber absolute Konvergenz
von Reihen 13.4 und 13.5 sofort wortich auch auf Reihen komplexer
Zahlen, >~/ a, fiir komplexe Zahlen ay, iibertragen.

16. KOMPLEXE ZAHLEN UND EBENE GEOMETRIE

Es ist nicht nur eine Redeweise, wenn wir von der “komplexen Ebene”
reden; die komplexen Zahlen spiegeln die ebene Geometrie in allen ihren
Aspekten wieder. Der Grund ist, dass der Betrag einer komplexen Zahl,
|z| = v/2? + y?, nach dem Satz von Pythagoras gleich dem Abstand der
Punkte z und 0 in der Ebene ist.%

69Der vielleicht schonste Beweis des Satzes von Pythagoras ist vermutlich indi-
schen Ursprungs. Dabei wird das rechtwinklige Dreieck mit den Seitenléngen a, b, ¢
zu einem Quadrat mit Kantenldnge a + b ergénzt:
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z
lz] y 2+y?=1z12
0 x

Deshalb wird die Beziehung (51) |z+w| < |z|+|w| Dreiecksungleichung
genannt, denn sie sagt, dass in einem Dreieck eine Seite stets kiirzer ist
als die beiden anderen zusammen; der direkte Weg von 0 nach z + w
ist der kiirzeste, kiirzer als der Umweg iiber z (linke Figur).

Z+w
wl
z Im Mz
Y
Iz| z+w | 0 X Re
N_y
0 Z

Das spezielle Dreieck A(0, z, z + w) kann durch ein Dreieck mit belie-
bigen Eckpunkten p, q,r € C ersetzt werden; stets gilt
(53) lp—rl<lp—ql+lg—r|
(man braucht nur z = p — ¢ und w = ¢ — r zu setzen).
Die komplexe Konjugation ist geometrisch die Spiegelung an der reel-

len Achse, siehe obige rechte Abbildung. Spéter (Abschnitt 20) werden
wir auch die komplexe Multiplikation geometrisch interpretieren.

II. Funktionen

17. GESETZE FUR VERANDERUNGEN

/‘ﬂ
e
0 1 4 9 16
a b
b c b2
c2=a?+1?
alc a?

Wenn man viermal die Dreiecksfliche von der Quadratfliche wegnimmt, ergibt sich
in der linken Figur ¢2, in der rechten a? + b?, also ist ¢? = a? + b
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Leben bedeutet Verdnderung; nichts bleibt so, wie es ist. Die Mathe-
matik beschreibt deshalb nicht nur Groflen, sondern auch deren Verdn-
derungen in Abhéngigkeit von anderen Groflen. Zum Beispiel hat eine
Kugel, die eine leicht geneigte gerade Rinne herabrollt, nach der ersten
Sekunde vielleicht eine Strecke von 5 cm zuriickgelegt, nach der zweiten
schon die 4-fache Strecke, nach der dritten die 9-fache, nach der vier-
ten die 16-fache und nach der n-ten Sekunde vermutlich die n2-fache
Strecke. Diese wenigen Beobachtungen geben uns Anlass, ein allgemei-
nes Naturgesetz zu formulieren und es anschliefend durch viele wei-
tere Beobachtungen zu iiberpriifen: Die jeweils zuriickgelegte Strecke,
gemessen in Zentimetern, ist ein konstantes Vielfaches des Quadrats
der dafiir benétigten Zeitspanne, gemessen in Sekunden. Die Natur ist
offenbar freundlich genug, ihre Gesetze nach unseren Rechenprozessen
(z.B. dem Quadrieren) zu modellieren, was uns Anlass genug zum Stau-
nen und zu weiteren Fragen gibt: Warum wéhlt die Natur ausgerech-
net die zweite Potenz und nicht die erste oder dritte oder noch einen
ganz anderen Rechenprozess? Gibt es dafiir ein allgemeineres Prinzip?
Hieriiber wird noch zu reden sein.

Die Idee, die Fallbewegung durch eine schiefe Ebene langsamer und
dadurch der Beobachtung leichter zugénglich zu machen,”™ stammt von
Galileo Galilei (1564 - 1642). Er hat ganz besonders iiber die oben ge-
nannte Freundlichkeit der Natur, d.h. {iber ihre Beziehung zur Mathe-
matik nachgedacht: “Die Wissenschaft ist in diesem groflartigen Buch
aufgeschrieben, das sténdig vor unseren Augen aufgeschlagen daliegt
(ich meine das Universum). Aber man kann es nicht verstehen, ohne
vorher zu lernen, die Sprache zu verstehen und die Buchstaben zu er-
kennen, in denen es geschrieben ist. Es ist geschrieben in der Sprache
der Mathematik, und die Buchstaben sind Dreiecke, Kreise und ande-
re geometrische Figuren, und ohne diese Hilfsmittel ist es unmoglich,
auch nur ein Wort davon zu verstehen; ohne sie ist es ein vergebliches
Umbherirren durch ein dunkles Labyrinth.”™

"ODjie auf der schiefen Ebene herabrollende Kugel beschreibt eigentlich keine reine
Fallbewegung, denn sie dreht sich ja auch. Aber der Drehanteil der kinetischen
Energie, mw?r, ist proportional zum Translationsanteil %va, denn beim Rollen
sind Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit proportional: v = rw.

"“La filosofia ¢ scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi agli occhi (io dico I'universo), ma non si puo intendere se prima non
s’impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali e scritto. Egli e scritto
in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche,
senza i quali mezi & impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi é un
aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.” Aus “Il Saggiatore” (Der Goldwiger),
1623
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Wir wiirden denselben Gedanken heute vielleicht so ausdriicken: Die
Mathematik stellt die moglichen Gesetze zur Verfiigung, nach denen
Prozesse in der Natur ablaufen. Solche Gesetze, die mogliche Verédnde-
rungen von Gréflen beschreiben, werden in der Mathematik Funktionen
oder Abbildungen genannt; neben den Zahlen bilden sie den wichtigsten
Gegenstand der Mathematik. Anders als bei Zahlen benétigen wir be-
reits zur Beschreibung einer einzelnen Funktion das sprachliche Hilfs-
mittel der Variablen. Fiir unser Eingangsbeispiel des Weg-Zeit-Gesetzes
brauchen wir zwei Variable, eine fiir die Zeit, x, und eine andere fiir
die zuriickgelegte Strecke, y. Das Gesetz lautet damit

(54) y = 527,

wobei die 5 die zuriickgelegte Wegstrecke nach der ersten Sekunde (in
unserem Beispiel 5 Zentimeter) angibt. Der Gebrauch von Variablen
(Buchstaben als Platzhalter fiir beliebige Zahlen) ist unumgénglich, um
die Allgemeingiiltigkeit des Gesetzes fiir beliebige Zeiten auszudriicken.

Die beiden Variablen spielen eine sehr unterschiedliche Rolle: y steht
in der Gleichung (54) isoliert auf der linken Seite, = dagegen kommt auf
der rechten Seite nur innerhalb eines komplizierteren Ausdrucks, eines
Rechenprozesses (“Quadrieren und das Ergebnis mit 5 multiplizieren” )
vor. Wenn eine konkrete Zahl = (z.B. x = 3 Sekunden) gegeben ist,
so kénnen wir die zugehorige Zahl y ausrechnen, y = 45 Zentimeter.
Umgekehrt ist es nicht so leicht moglich, z aus der Angabe von y zu
berechnen; wir miissten die Gleichung erst in die Form = = /y/5 um-
schreiben, in der x isoliert auf der linken Seite steht. In komplizierteren
Fillen (z.B. y = 23 — 6z, vgl. S. 47) kann dies schwierig, oftmals sogar
unmoglich sein; auch davon wird noch zu reden sein. Weil wir z belie-
big vorgeben und daraus y berechnen kénnen, aber nicht ohne Weiteres
umgekehrt, heifit y die abhdngige und = die unabhdngige Variable.

Die unterschiedliche Bedeutung von z und y wird auch durch den
Begriff der Abbildung deutlich: Wir stellen uns den durch y = 52
beschriebenen Rechenprozess wie eine Art Fotoapparat vor: Er macht
sozusagen ein Foto des z-Bereiches, wobei jedem gegebenen Element
x € X, dem Urbild, eindeutig ein Element y auf dem “Foto” Y, das
Bild von x zugeordnet wird.

Drei Angaben sind nétig, um eine Funktion oder Abbildung zu defi-
nieren: Eine Menge X, genannt Definitionsbereich, eine zweite Menge
Y, der Wertebereich, und eine Zuordnungsvorschrift, d.h. eine Formel
nach dem Muster von (54), mit der y aus x berechnet werden kann. In
unserem Beispiel ist X = [0,4] und Y = [0, 80], und die Zuordnungs-
vorschrift wird y = 5% oder z — 52 geschrieben.
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Alle drei Angaben sind im Graphen der Funktion zusammengefasst.
Der Graph ist die Teilmenge G C X x Y, die genau die Paare (z,y)
enthélt, deren Komponenten durch die Zuordnungsvorschrift = — y
verbunden sind. Der Graph in unserem Beispiel ist

(55) G = {(z,y) €[0,4] x [0,80]; y = 52*}.

[cm] 80
60

Y : Ay

40

20

0
0 1 2 3 X 4 [secl

Héufig ist in der Mathematik von Funktionen die Rede, die nicht kon-

kret durch Angabe einer Formel definiert werden; sie werden nur mit

einem Buchstaben bezeichnet, oft mit f wie “Funktion”. Dieser Buch-

stabe ist selbst wieder eine Variable, ein Platzhalter, aber diesmal nicht

fiir eine Zahl, sondern eben fiir eine Funktion. Unter f muss man sich

irgendeinen Rechenprozess vorstellen, ein Computerprogramm, das auf

die Eingabe eines Elements © € X ein eindeutig festgelegtes Element

y € Y als Ausgabe produziert. Statt y = 5z wie im Beispiel schreiben
wir im allgemeinen Fall

(56) y=[f(z)

und meinen damit, dass y durch Anwenden des Programms f auf die
Eingabe x entsteht. Wenn die Funktion f den Definitionsbereich X, den
Wertebereich Y und die Zuordnungsvorschrift « — f(x) hat, schreiben
wir dafiir

(57) f: X =Y 2 f(o).
Der Graph von f ist ™
(58) Gr=A{(z,y) e X xY; y= f(x)}.

Der Definitionsbereich X von f muss keineswegs immer ein Intervall
sein. Wir haben bereits den Fall X = N kennengelernt: Eine Funktion
f N — Rist dasselbe wie eine Folge, wobei wir a,, statt f(n) geschrie-
ben haben. In der Tat hatten wir ja auch eine konvergente Folge als

"2 Mit Hilfe der Graphen lisst sich eine alternative Definition von Funktionen
geben: Eine Funktion f : X — Y entspricht einer Teilmenge G C X x Y, die jede
“Vertikale” {z} x Y genau einmal trifft: Fiir jedes € X gibt es genau ein y € Y
mit (x,y) € G.
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eine Art Prozess gedeutet, durch den die Limeszahl immer besser an-
gendhert wurde. Der Definitionsbereich X kann auch ein kartesisches
Produkt sein; die Addition R x R — R, (x1,25) — x1 + 25 und die
Multiplikation R x R — R, (x1,z3) — x1 - 5 sind solche Funktionen.
Man spricht in diesem Fall von Funktionen von zwei (oder noch mehr)
Variablen. Natiirlich kann man R ebensogut durch C ersetzen.

Wir wollen noch ein Beispiel eines Prozesses angeben, fiir den die Zu-
ordnungsvorschrift nicht so leicht gefunden werden kann: das natiirliche
Wachstum. Eine Population, eine Ansammlung von Zellen oder Indi-
viduen einer Gattung, wird sich unter giinstigen Umsténden (ausrei-
chendes Nahrungsangebot usw.) vermehren. Da jedes Individuum der
Population zur Vermehrung beitrégt, ist die Zuwachsrate proportional
zum jeweiligen Bestand. Wenn f(x) die Grofle der Population zum Zeit-
punkt z bezeichnet, so ist f(x+ 1) — f(x) der Zuwachs im Zeitintervall
[z, x + 1]; dieser soll stets proportional zum Bestand f(x) sein:

(59) fle+1) = flz) =a- f(x)

fiir alle x, wobei a eine positive Konstante ist.

Wir haben mit (59) also nur eine Art Rekursionsformel fiir die Funkti-
on f, shnlich wie frither bei manchen Folgen.”™ Ohne die allgemeinere
Sprache, bei der eine konkrete Formel wie 522 durch einen allgemeinen
Ausdruck f(z) ersetzt wird, wire dieses Problem gar nicht formulier-
bar. Was aber ist f? Die frithere Funktion f(z) = z? ist sicher unge-
eignet, denn deren Zuwachs f(z+1)— f(z) = (z+1)?—2? =22+ 1=
V/ f(x) + 1 ist nicht proportional zu f(z), und ebenso ist auch jede
andere Potenz f(z) = x* ungeeignet. Die richtige Funktion f ist die
Ezxponentialfunktion, mit der wir uns noch beschéftigen werden.

737um Beispiel war die Fibonaccifolge (fn) rekursiv definiert worden (vgl. Fuino-
te 30, S. 21): fo = f1 =1, fut1 = fn+ fn1 fiir alle n € N. Auch die Fibonaccifolge
hat mit Vermehrung einer Population zu tun: Fibonacci wollte damit urspriinglich
die jeweilige Anzahl der Nachkommen eines Kaninchenpaars beschreiben, welches
jeden Monat ein Parchen wirft, das jeweils selbst nach zwei Monaten auf gleiche
Weise zur Vermehrung beitrégt (www.ethbib.ethz.ch/exhibit/fibonacci/fibonacci-
poster-04-kaninchen.html).
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18. RECHNEN MIT FUNKTIONEN

Die Funktionen f : X — Y sind Gegenstand der Mathematik ge-
nauso wie die Zahlen, und auch mit ihnen kann man rechnen, d.h. aus
einer oder mehreren gegebenen Funktionen neue gewinnen. Das gilt
besonders dann, wenn Y = R oder auch Y = C ist (das letztere ist all-
gemeiner, weil ja R C C), denn dann kénnen wir die Grundrechenarten
auf die Werte der Funktionen anwenden, wobei der Definitionsbereich
X eine ganz beliebige Menge sein kann. Zu zwei gegebenen Funktio-
nen f,g : X — C definieren wir die Funktionen f + ¢ : X — R und
f-g:X — C durch die Zuordnungsvorschriften x — f(x) + g(z) bzw.
x+— f(z)-g(z), und wenn g(z) # 0 fir alle z € X, kénnen wir auch die
Funktion f/g : X — C mit der Zuordnungsvorschrift = — f(z)/g(x)
definieren.

Damit gewinnen wir viele neue Funktionen, wenn wir zu Beginn nur
ein paar zur Verfiigung haben. Das sind zunéchst die Konstanten f = a
fiir festes @ € C mit der Zuordnungsvorschrift x — a fiir alle x € X. Die
sind natiirlich etwas langweilig, und auch mit den Rechenoperationen
kénnen wir aus Konstanten immer nur neue Konstanten gewinnen. Eine
andere Funktion erhalten wir, wenn X selbst eine Teilmenge von C ist.
Sie sieht zunéchst ebenso uninteressant aus wie die Konstanten: es ist
die Funktion, die jedes Element von X auf sich selbst abbildet, mit der
Zuordnungsvorschrift x +— x; sie wird oft selbst mit dem Buchstaben
x bezeichnet. Aber aus ihr lassen sich mit Hilfe der Rechenoperationen
ungeheuer viele weitere Funktionen gewinnen: Die Potenzen 2% = z -z,
23 =x-x-z, 28 = 2k .2, die Polynome p(r) = ag+a1x+- - -+ a,a™ =
> h_oarz” (fiir Konstanten ag, . .., a,) und die rationalen Funktionen
p(z)/q(z) fiir zwei Polynome p, ¢ mit g(x) # 0 fiir alle z € X.

Es gibt noch einen weiteren “Rechenprozess” fiir Zahlen, den wir auf
Funktionen iibertragen kénnen: Den Grenzwert von Folgen. Wenn wir
fiir jedes n € N eine Funktion f,, : X — C gegeben haben, also eine
Funktionenfolge (f,,), und wenn fiir jedes = € X die reelle Folge (f,,(x))
konvergiert, dann erhalten wir eine neue Funktion f = lim f,, : X — C,
z +— lim f,(z). Zum Beispiel konvergiert die Folge f, = >_,_, z*/k! fiir
alle € C nach dem Quotientenkriterium (S. 43), denn fiir a; = z* /k!
gilt |api1/ax| = |z|/(k + 1) — 0. Die Limesfunktion f = >3 2" /k!
ist die bereits erwahnte Ezponentialfunktion, die wir spéter (ab S. 61)
genauer untersuchen werden.

Soweit haben wir die Rechenprozesse von Zahlen auf Funktionen
in einfachster Weise iibertragen: alle Zahlen héingen jetzt eben noch
von einem Parameter x ab, das ist alles. Es gibt aber fiir Funktionen
auch einen ganz neuen Rechenprozess, den wir bei Zahlen nicht kennen:
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Die Verkettung oder Komposition von Funktionen. Sind Funktionen
f: X =Y und g : Y — Z fiir beliebige Mengen X,Y, Z gegeben, so
definieren wir eine neue Funktion

(60) gof: X =2 w—g(f(z)).

Um die Funktion g o f auf ein Element z € X anzuwenden, berechnen
wir zunéchst f(z) und wenden auf dieses Element von Y die Funktion g
an, d.h. wir ersetzen (substituieren) in dem Ausdruck g(y) die Variable
y an jeder Stelle, wo sie vorkommt, durch den komplizierteren Ausdruck
f(x). Die Variable von g darf natiirlich anders genannt werden, sogar
wieder x, was vor allem dann Sinn macht, wenn X =Y ist; dann muss
man eben im Ausdruck g(x) das x an jeder Stelle durch f(x) ersetzen
(und darf dabei die beiden z-Variablen nicht durcheinanderbringen!).
Sind zum Beispiel die Funktionen f(x) = 2z+1 und g(z) = 2*+2z—1
gegeben (mit X =Y = Z = C), dann ist (go f)(x) = g(f(x)) =
g2z +1)=2z+1)?+22z+1)—1=42>+8z+2 und (fog)(x) =
flg(x) = f(a® + 22— 1) =2z + 20— 1) + 1 = 222 + 4z — 1.

19. STETIGKEIT

In diesem Abschnitt seien X und Y Teilmengen von C oder R; z.B.
kann X ein reelles Intervall sein. Eine Funktion f : X — Y heif$t stetig,
wenn sie konvergente auf konvergente Folgen abbildet: Aus x,, — x folgt
f(z,) — f(x), mit anderen Worten,

(61) flima,) = lim f(x,).

(Dabei miissen wir natiirlich voraussetzen, dass die Folge (x,) und
ihr Limes = im Definitionsbereich X liegen.) Diese Eigenschaft er-
scheint sehr natiirlich, wenn man bedenkt, dass man ja eine Zahl =
meist gar nicht genau angeben, sondern nur durch eine Folge z,, (z.B.
die Dezimalbruchfolge) approximieren kann; die Stetigkeitseigenschaft
(61) garantiert, dass dann auch f(x) durch f(z,) approximiert wird.
Manchmal betrachtet man allerdings auch Funktionen mit Unstetig-
keitsstellen, z.B. die Vorzeichen-Funktion f : R — R, f(z) = —1 fiir
x < 0 und f(x) = 1 fiir z > 0. Diese ist nicht stetig bei z = 0,
denn fiir die Folge z, = —1/n — 0 gilt f(z,) = —1 und daher
lim f(x,) = =1 # 1 = f(0) = f(limz,). Aber das sind eher die Aus-
nahmen, die meisten Funktionen, mit denen wir arbeiten, sind stetig.

Natiirlich ist die konstante Funktion f = a stetig, denn jede Folge z,,
wird auf die konstante Folge f(x, ) = a abgebildet, die sicher konvergent
ist. Auch die Funktion x : = — x ist stetig, weil sie jede Folge auf sich
selbst abbildet. Nach Satz 10.1 sind fiir stetige Funktionen f und g auch
f+g, f-gund f/g (falls g # 0) stetig, denn fiir eine konvergente Folge
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Ty —  gilt 2.B. (f+g)(zn) = f(xn)+g(zn) — f(x)+9(z) = (f+9)(z).
Damit sind alle rationalen Funktionen stetig. Auch die Verkettung ste-
tiger Funktionen ist stetig: (g o f)(z,) = g9(f(zn)) — g(f(x)), weil
f(z,) — f(z) (wegen der Stetigkeit von f) und damit g(f(x,)) —
g(f(x)) (wegen der Stetigkeit von g).

Nicht ganz so klar ist die Sache fiir den Limes stetiger Funktionen:
Gegeben sei eine Funktionenfolge fr : X — C, die an jeder Stelle
x € X konvergiert; die Limesfunktion sei f : X — C, f(x) = lim fi(z).
Ist dann f wieder stetig? Um dies zu sehen, miissen wir eine beliebige
konvergente Folge z,, — x in X betrachten und f(x,) — f(x) zeigen.
Wenn wir f durch f, ersetzen diirften, wiaren wir fertig, denn fi(z,) —
fr(x), weil fi ja stetig ist. Aber wenn k geniigend grof ist, & > K, dann
liegt ja fi(z) beliebig nahe bei f(z) und fi(z,) bei f(z,), also scheinen
wir kein Problem zu haben: f(z,) =~ fi(x,) = fr(z) = f(z), fertig!

Dieses Argument stammt immerhin von dem grofien Cauchy, und
doch ist es falsch! Hier ist ein Gegenbeispiel: X = [0,1], fx(z) = aF.
Dann gilt fi(z) = 2¥ — 0 fiir 0 < o < 1 (vgl. Satz 8.5, S. 27),
aber fr(1) = 1 fiir alle & € N, und die Limesfunktion f = lim fj, ist
offensichtlich unstetig, denn f(x) =0 fiir x < 1, aber f(1) = 1.

Was ist in Cauchys Argument falsch? Das Problem liegt natiirlich bei
x = 1. Je ndher die Folgenglieder x,, < 1 an den Limes x = 1 riicken,
desto grofler miissen wir k& wéhlen, um noch fi(z,) ~ f(z,) = 0 zu
erreichen (d.h. fy(x,) < €), und wir finden kein einziges k, das uns
fir alle (geniigend grofien) n gleichzeitig diesen Gefallen tut! Um zu
erreichen, dass die Limesfunktion stetig ist, miissen wir daher etwas
starkere Voraussetzungen an die Funktionenfolge (fy) stellen, die die
Abhéngigkeit von x beriicksichtigen:

Definition: Eine Funktionenfolge f, : X — C konvergiert gleichmdfig
gegen f : X — C, wenn fiir jede Schranke ¢ > 0 und fiir jedes geniigend
grofe k gilt: |fi — f| < e, d.h. |fi(z) — f(z)] < € fur alle z € X; in
Formeln:
Im
(62) Ir = [ = VeoIxVizx |fi—f]<e
1= Ve0IxVisrVeex [fi(z) — f(7)] <€
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(vgl. (15), Abschnitt 9, S. 27). Der wesentliche Punkt bei dieser Defi-
nition ist, dass hier die Konstante K in “dg” fiir jedes x € X dieselbe
ist; sie hdngt ja nur von den voranstehenden Variablen ab, d.h. nur von
¢, nicht von & (und nicht von x).

Satz 19.1. Wenn fy g f und wenn alle fy stetig sind, dann ist auch
f stetig.

Beweis. Gegeben sei eine beliebige Folge z,, — = in X. Wir miissen
f(z,) — f(x) zeigen. Es sei also ein € > 0 vorgegeben. Wir miissen ein
N finden mit |f(x,)—f(z)| < e fur allen > N. Die Idee ist immer noch,
f durch fi zu ersetzen. Wegen der gleichméfligen Konvergenz kénnen
wir k so groB wéhlen, dass | fx(x,)— f(x,)| < €/4 fiir alle x,, und ebenso
| fr(x) — f(x)] < €/4. Wegen der Stetigkeit von fi gilt fi(z,) — fi(2),
also gibt es N mit |fx(z,) — fr(x)| < €/2 fir alle n > N. Mit der
Dreiecksungleichung folgt

[f(en) = F@)] = [f(wn) = fe(an) + fu(zn) = fi(@) + fulz) — [(2)]
< f(@n) = fel@n)| + [ fe(zn) = fr(@)| + [fulz) — f(2)]
< €/d+e€/2+¢€/d=ce.

g

Satz 19.2. Majorantenkriterium (3): Es sei (g;) eine Funktionen-
folge, alle g; : X — C seien stetig und durch eine summierbare (reelle)
Nullfolge (b;) (summierbare Majorante) beschrinkt:

(63) |95 ()] < b;
fiir alle j € N und alle x € X. Dann ist die Summenfolge f;, = Ele Jj
gleichmdf$ig konvergent und f = lim f;, = Zj; g; st stetig.

Beweis. Nach Satz 13.4, S. 42 ist (g;(z)) eine summierbare Nullfolge
fiir jedes © € X und daher konvergiert die Summenfolge (fi(z)). Somit
ist f(z) = lim fy(x) definiert. Da ty, := Zle b; konvergiert, gibt es nach
dem Cauchykriterium zu vorgegebenem € > 0 ein K mit |ty —t,,| < €/2
fiir alle k,m > K, und damit folgt fiir alle z € X (vgl. den Beweis von
Satz 13.4):
(@) = fn ()] < [t — b < €/2

und somit | fx(z) — f(2)] = limy, o0 | f2(2) — fin(2)] < €/2 < €. Damit
folgt fx g f, und nach dem vorigen Satz ist f stetig. OJ

"Hier haben wir benutzt, dass eine schwache Ungleichung wie | fx () — fyn (2)] < €
bei Limesbildung erhalten bleiben: Ist (a,,) eine Folge mit a,, — a und a,, < b fiir
alle m, dann gilt auch a < b. Beweis: Wire a > b, so wire a,, —a > b — a fiir alle
m, und zu € = b — a > 0 gébe es kein m mit |a,, —a|] < €.
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Speziell sei g;(z) = a;a’ fiir eine gegebene Folge (a;), und es sei
X = {x € C; |z| < R} fiir eine Zahl R > 0. Wann konvergiert
o =2212091 = 250 a;x? gleichmiBig auf X? Eine Majorante fiir
g; ist b; = |a;|R?. Wenn dies eine summierbare Nullfolge ist, gilt
gleichméflige Konvergenz, und f = Z;‘io a;x? ist auf X definiert und
stetig. Eine solche Funktion f nennt man Potenzreihe; fast alle inter-
essanten Funktionen gehoren zu dieser Funktionenklasse! Aber welche
Bedingungen aber miissen fiir die gegebenen Daten (a;) und R erfiillt
sein, um sicherzustellen, dass b; = |a;|R’ eine summierbare Nullfolge
ist? Wir geben zwei solche Bedingungen an:

Satz 19.3. Die Potenzreihe Zj a;x? konvergiert gleichmdflig auf X =
{z € C; |z| < R} und definiert dort eine stetige Funktion f, wenn eine
der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

a) (a;) ist beschrankt, d.h. |a;| < C fir alle j, und R < 1,

b) Die Folge R|aj;+1|/|a;| hat einen Limes g < 1.

c) Es gibt g € (0,1) mit R- {/|ax| < q Vg>k, (ab einem k,).

Beweis.

a) Wenn die Folge |a;| beschrankt ist, |a;| < C fiir alle j, und wenn
R <1, dann ist b; < C'- R/ summierbar (Geometrische Reihe > R/).
b) Nach dem Quotientenkriterium (Satz 13.5) ist b; = |a;|R/ sum-
mierbare Nullfolge, wenn b;,1/b; = R|a;;1|/]a;| gegen eine Zahl ¢ < 1
konvergiert, wenn also |a;11|/|a;| — q/R.

c) Dann ist |apz*| < |ag| RF < ¢*, und (¢¥) ist damit eine summierbare
Majorante. 0

Bemerkung: Die Bedingung von (c¢) kann auch so formuliert werden:

(64) ¢o := R -limsup v/|ax| < 1.

k—o00

Wihlt man némlich g € (g, 1), z.B. ¢ = (¢, + 1)/2, dann besagt (64),
dass R - &/|ax| < ¢ fiir geniigend grofies k.” Die Bedingung von (c)
kann nun auch so geschreiben werden:

(65) R < R, :=1/limsup v/ |ax| = liminf 1//|ax|.

Diese Zahl R, nennt man den Konvergenzradius der Potenzreihe Y apx*,
denn fir |z| < R, ist sie konvergent, fiir |x| > R, aber divergent, weil

T5Ist (x) eine beschrinkte reelle Folge und s = lim sup z, so ist x; < s + € fiir
geniigend grofie k (d.h. Ves03k,Visk, x < s + €). Dies wenden wir auf die Folge

xp = {/|ax) und € = (1 — q,)/2.
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larz*| keine Nullfolge ist.” Im Inneren des Konvergenzkreises, d.h. auf
der Menge X, = {z; || < R,}, konvergiert die Reihe und ist stetig in
x, aber auflerhalb des Konvergenzkreises, d.h. fiir alle z mit |z| > R,
divergiert sie.

Beispiel zu b): Es sei a; = 1/j! und R > 0 beliebig grofi. Dann
gilt [bj41/bj] = R/(j +1) — 0, also ist f = 3 722/ /j! auf X (und
damit auf ganz C, weil R beliebig ist) definiert und stetig. Dies ist die
Exponentialfunktion f = exp, die wir im néchsten Abschnitt behandeln
wollen.

20. DIE EXPONENTIALFUNKTION

Sie bringen Thr Vermogen K zur Sparkasse. Der jahrliche Zinssatz
ist z, z.B. © = 0,03 (drei Prozent). Nach einem Jahr ist Thr Vermogen
dann auf K 4+ 2K = (1 + z)K angewachsen. Das ist Thnen noch zu
wenig, deshalb bitten Sie darum, Ihr Kapital monatlich zu verzinsen,
mit einem Zinssatz von x/12 pro Monat, und die Zinsen werden jeden
Monat dem Kapital zuzuschlagen. Nach einem Monat haben Sie den
Betrag K; = (1 + {5)K auf dem Konto, nach zwei Monaten Ky =
(1+ &)K1 = (1 + £)’K und nach 12 Monaten (1 + &)K. Sehr
viel bringt es nicht: Ein Jahreszinssatz von 3 Prozent wére bei diesem
Verfahren auf 3,04 Prozent zu verbessern. Nun stellen Sie sich vor, das
Geld wiirde nicht 12-mal, sondern n-mal pro Jahr verzinst, jedesmal
mit dem Zinssatz x/n. Dann wire IThr Kapital nach einem Jahr auf
(1+%)"K angewachsen. Was passiert im Limes fiir n — 0o? Das wiirde
vielleicht keine Bank mitmachen, aber bei natiirlichen Wachstums- oder
Zerfallsprozessen (negatives x) trégt der Bestand augenblicklich mit
einer bestimmten Rate zum Wachstum oder zum Zerfall bei.

Satz 20.1. Fiir alle x gilt (14 2)" — 3 xk—’?
k=0

n\ 1 ..k
:O(k kL

n— .

Beweis. Nach der binomischen Formel ist (14 £)" = 3°
und da (Z) = w, ist (Z)i—i = anvkxk—lf mit a, ;1=

!
nktl < 1. Fiir festes m < n teilen wir die Summe auf: Y7 a1 % =
n k=0 "1,k !

3
= —

313
d

76 Allgemeiner: Ist (x3) eine beschriinkte reelle Folge mit s := limsup z > 1, so
ist auch s, := sup{zr; k > n} > 1 fiir geniigend groBe n, denn fir e = (s — 1)/2
gibt es N, so dass |s, — s| < € fiir alle n > N. Damit gibt es fiir jedes geniigend
grofe n auch ein k > n mit z; > 1. Anwendung auf unsere Situation: Fiir || > R,
ist |z| - lim sup m > 1, und damit gibt es fiir jedes geniigend grofe n ein k > n
mit |z| - W > 1, also |agz®| > 1. Damit kann (axz*) keine Nullfolge mehr sein
(erst recht keine summierbare Nullfolge).
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k k .
Yoo Ok Ty 2 pemait Gy~ Da alle ay, fiir n — oo gegen 1 konver-

gieren, geht die erste Teilsumme fiir n — oo gegen » ;- xk—’;, wéahrend
die zweite Teilsumme betragsméiﬁig durch

k;ﬂ Z| Z|$|n

abgeschétzt werden kann, und laut vorigem Belsplel geht diese Differenz
fiir m — oo gegen 0. O

Ihre Vermogensverhéltnisse haben Sie damit leider noch immer nicht
entscheidend verbessert; der effektive Jahreszins ist jetzt auf 3,045 Pro-
zent gestiegen. Aber Sie haben eine interessante Funktion entdeckt, die
Exponentialfunktion oder e-Funktion

die auf ganz R, sogar auf ganz C deﬁmert ist.
Satz 20.2. Fir alle x,y € C gilt

(67) exp(r) exp(y) = exp(z + y).

Beweis. Nach der Binomischen Formel (Satz 5.1) ist —(z + y)™
S ( Jalymi = 3" =L —aJy™ 7 und damit

7=0 m! J=0 jl(m—j)!
xa ymi
(68) exp(z + y) Z Z
m=0 j= 0
Andererseits gilt aber auch
exp(z) exp(y ZZW{;:ZZﬁm’
j=0 k=0 m=0 j=0

bei (%) wurden die Summanden der Doppelsumme umgeordnet: Statt
iitber 7 und k£ wurde iiber 7 und m := j+ k summiert und k& durch m —j
ersetzt (siche nachfolgende Bemerkung).

Bemerkung: Fiir absolut konvergente Reihen ), a; und ), by gilt
die Cauchyproduktformel:

(69) Za] Zbk ZZajbm,j.

m=0 j=0

Begriindung: Ein Produkt von endlichen Summen diirfen wir ausmul-
tiplizieren, wobei die Reihenfolge der Summanden keine Rolle spielt:
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Dm0 Do b = (a0 + -+ an)(bo + -+ +b) = agbo + -+ + anby.

Alle Summanden a;b; mit j € {1,...,n} und k € {1,...,r} treten auf.
k

2 o o o

1 o\o\o

0 o\o\o

0 1 2

]

Wir koénnen diese nun so umordnen, dass wir zu Teilsummen immer
die Summanden zusammenfassen, deren Indizes j und k eine konstante
Summe haben, j + k = m; die zugehorigen Indexpaare (j, k) liegen
jeweils auf einer Diagonale (siche Figur). Dabei kann m alle Werte
zwischen 0 und n—+r annehmen, und k ist durch m—j zu ersetzen, wobei
m — j = k > 0 zu beriicksichtigen ist. Bein =r =2 (m =0,...,4)
ergeben sich fiinf Teilsummen: agby + (aghy + a1by) + (agby + a1by +
ashy) + (ar1by + ashy) + asbs.

k :
o o o:0 o

OO
R
0o N

N

2
O\O
] ]
N j

Absolut konvergente unendliche Summen lassen sich wie endliche be-
handeln, weil es nur auf endlich viele Summanden ankommt. Wir brau-
chen praktisch nur die Summe iiber die ersten Diagonalen zu beriick-
sichtigen, weil die Restsummen .oy a; >, bp und 35 a; >y by, fiir
geniigend grofies N beliebig kleine Absolutbetrige haben.™

Die Zahl exp(1) = Y77, & ~ 2,718 wird zu Ehren von Euler ™ mit
dem Buchstaben e bezeichnet. Nach (67) folgt dann
exp(2) = exp(1 + 1) = exp(1) exp(1) = €?
und allgemein exp(n) = e” fiir n € N, ebenso
exp(—1) - e =exp(—1)exp(l) =exp(0) =1
und damit exp(—1) = 1/e = ¢!, und schliefilich
(exp(1/2))* = exp(1/2) exp(1/2) = exp(1) = e,

T Ausfiihrliches Argument bei O. Forster, Analysis 1, §8, Satz 3, S.74
"8Leonhard Euler, 1707 (Basel) - 1783 (St. Petersburg)
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also exp(1/2) = /e = €2, und so sehen wir exp(z) = ¢® fiir alle
rationalen Zahlen x. Deshalb schreiben wir fiir beliebige (reelle und
sogar komplexe) Zahlen z auch exp(z) = e, obwohl z.B. V2 oder gar
¢’ als Potenz gesehen keinen Sinn macht (man kann e nicht i-mal mit
sich selbst multiplizieren!); erst mit der Exponentialfunktion haben wir
diesem Ausdruck einen Sinn gegeben und damit den Begriff der Potenz
erweitert. Hier ist der bekannte nach rechts sehr steil ansteigende und
nach links sich sehr schnell der z-Achse annéherende Graph der reellen
e-Funktion.

3 2 -1 0 1 2 3

Was aber passiert, wenn wir fiir x imagindre Werte x = it, t € R
einsetzen? Das Ergebnis ist iiberraschend: Die Werte der Funktion ¢ —
e wachsen in keiner Richtung, sondern behalten fiir alle t den Betrag
Eins. Dazu miissen wir |¢?|?> = e’ - eit berechnen. Fiir die kompleze

Konjugation gilt ™
F =) k=Y FF/kl=¢
k k

fiir alle z € C. Speziell fiir z = it mit ¢ € R ist 7 = —it, also it = ¢t =
e~ und damit
(70) ]2 = et it = elle™ =0 = 1.

Die komplexe Zahl e? liegt also fiir alle t € R auf der Einheitskreislinie!

Welche geometrische Bedeutung hat dabei die Zahl t? Sie ist der
Winkel zwischen 1 und €%, im Bogenmafl gemessen, d.h. [t| ist die
Linge des Kreisbogens zwischen den beiden Punkten 1 und e®, und

™Dabei bendtigen wir neben den algebraischen Eigenschaften z +w = Z + @
und Z-w = Z - W beim Grenziibergang von der endlichen zur unendlichen Summe
auch die Stetigkeit der komplexen Konjugation: Wenn |z,, — z| — 0, dann |z, —Z| =
|z, — 2| = |20 — 2| — 0.
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das Vorzeichen von ¢ ist positiv, wenn der Kreis nach links, d.h. gegen
den Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und in der anderen Richtung ist ¢
negativ.

Wie kénnen wir uns davon iiberzeugen? Wir miissen zunéchst die
Linge des Kreisbogens zwischen zp = 1 und z = €% definieren. Dazu
unterteilen wir den Bogen durch eine grofle Anzahl n von Zwischen-
punkte z, = /" mit k = 0,...,n. Die Linge s dieses Kreisbogens
wird von unten angenéhert durch die Summe der Abstéinde zwischen
benachbarten Unterteilungspunkten, nédmlich

n
(71)  su=l2o— 2|+ ]2 — 22| + .. Jzno1 — 20l = D |2ko1 — 2.
k=1

Wenn wir immer mehr Unterteilungspunkte wéhlen, also n — oo stre-
ben lassen, dann konvergiert s, gegen die Liange s des Kreisbogens.

Den Ausdruck s, kénnen wir explizit berechnen:® Da z, = eF#/" =
(eit/n)k fiir alle k) fOlgt k1 — 2k = ei(k:fl)t/n_eikt/n — ei(kfl)t/n(l_eit/n)
und

‘Zk—l . Zk| — ‘ei(kfl)t/n‘ . ‘1 . eit/n| — ‘1 . eit/n| )
Damit sind alle Summanden auf der rechten Seite von (71) gleich und

) 1_eit/n
a=n-1—e" = |it] - | ——| = |t| - | F(it
s = 1= eI =[] - 2 = ]t

mit f(z) = L = (24 522+ 32°+...) /2 =1+ 22+ 322 +.... Dies
ist wieder eine Potenzreihe, die nach Satz 19.3 b) auf ganz C stetig ist
und bei z = 0 den Wert f(0) =1 hat. Da it/n — 0, folgt f(it/n) — 1
und wir erhalten s,, — |¢|. Damit ist |¢| die Lange des Bogens.

An dieser Stelle kommt die Kreiszahl 7 ins Spiel; 27 ist nach Defi-
nition die Gesamtldnge der Kreislinie, die Lénge des Halbkreisbogens

80Man beachte ef* = e*t+2 = ¢2 . .e* = (&) fiir alle z € C (genaueres
Argument mit Induktion iiber k).
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zwischen 1 und —1 ist 7. Daraus ergeben sich die bemerkenswerten
Beziehungen
(72) =1, " =-1;

die letztere wird oft in der Form €™ + 1 = 0 geschrieben und setzt
die fiinf wichtigsten Konstanten der Mathematik miteinander in Bezie-
hung. Eine weitere Konsequenz ist die Periodizitét:

(73) pilt+2m) it 2mi it
Wir konnen das Ergebnis in den folgenden Figuren zusammenfassen:

Satz 20.3.

mi/2
e it

N

Nach der bekannten Schuldefinition®! sind der Sinus und der Cosinus
des Winkels ¢ wie in der Figur definiert. Jetzt konnen wir diese Be-
ziehung auf neue Weise interpretieren: cost und sint sind Real- und
Imaginirteil der komplexen Zahl ¢, mit anderen Worten

(74) e = cost +isint.

Diese phantastische Gleichung von Euler gibt uns auch eine neue Defi-
nition von Sinus und Cosinus als Funktionen von ¢; wir brauchen dazu
nur die Potenzreihe von e” in Real- und Imaginirteil zu zerlegen:

a e ()"
= il

B . R
R A A
= 1+Zt—§—li+a+25——++...

81Sinus = Gegenkathete zu Hypothenuse, Cosinus = Ankathete zu Hypothenuse

t

\
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2t A A
= (1—i+a—+...)+Z(t—§+§—+...)

t2k+1

- Z(_n’f(%)! “Z(—l)km

k=0

k
Der Vergleich mit Gleichung (74) ergibt die Potenzreihen fiir Cosinus
und Sinus:
> tQk t2 t4

t = —1)* =1——4+—+...
(75) cos kzzo( ) o] TR
0 t2k+1 t3 t5
int = P — - ——
(76) s kzzo( T 6 120

Sinus Cosinus

0 n/W/z o

Auch die zahllosen Beziehungen dieser Funktionen lassen sich aus der
Gleichung (74) ableiten, z.B.

(77) cos(s+t) = cosscost — sinssint,
(78) sin(s +t) = sinscost+ cosssint,
(79) cos2t = cos’t —sin’t,

(80) sin2t = 2costsint,

(81) 1 = cos’t+sin’t,

(82) 1 +cos2t = 2cos’t,

(83) 1 —cos2t = 2sin’t

Um (77) und (78) einzusehen, brauchen wir nur den Real- und Ima-
ginirteil von e****) zu berechnen:

eilstt) — gisgit (coss +isins)(cost + isint)

= cosscost —sinssint + i(sin s cost + cos ssint).

Mit s = ¢ folgen (79) und (80), mit cos®>¢ + sin®t = |cost +isint|? =
le?t|? = 1 folgt (81), und (81) =& (79) ergibt (82) und (83).

Die komplexe e-Funktion erspart uns das Lernen von einer Menge
von Formeln; man braucht stattdessen nur die eine Formel 7 -7 = —1
zu kennen!

Eine andere Folgerung ist, dass wir jetzt aus einer beliebigen kom-
plexen Zahl z jede Wurzel ziehen kénnen. Wir miissen dazu aufler dem
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Absolutbetrag |z| = r auch die Richtung von z kennen, die durch den
Winkel t = Z(z,0, 1) zwischen der z-Richtung und der positiven reellen
Halbachse gegeben wird. Dann ist z = r - €, und w := /7 - /" ist
eine n-te Wurzel von z, denn w" = r - e = z.

it

e it/3

%

21. GLEICHUNGEN

Die Losung von Gleichungen ist eine Grundaufgabe der Mathematik
von ihren Anfiangen bis zur Gegenwart: Gesucht wird eine Grofe z, die
durch eine Bedingung, meistens eine Gleichung beschrieben ist, z.B.
2? = 2 oder 2% = x + 1 oder z° — 62 = 9 oder cosx = 0 oder allgemein
f(x) = y fiir eine gegebene Funktion f und einen gegebenen Wert 3.5

Gleichungen sind also eng mit Funktionen f : X — Y verbunden.
Die Gleichung

(84) f@) =y

zu 16sen (y gegeben, x gesucht) ist die Umkehrung der Aufgabe, die
Funktion f an der Stelle x zu berechnen (z gegeben, y gesucht). Diese
Umkehraufgabe ist gewohnlich viel schwieriger: Im Beispiel f(z) = x?
(mit X =Y = R, := [0,00)) ist es einfach, fiir gegebenes x das
Quadrat zu berechnen, aber zu gegebenem y (z.B. y = 2) ein = mit
2* = y oder x = ,/y zu finden, ist schwierig und erfordert einen ganz
neuen Rechenprozess, das Wurzelziehen. Die bekannten Rechenprozesse
reichen oft gar nicht aus; wie sollte man z.B. die Gleichung e* +x =0
16sen? Folgende Fragen stellen sich gleich zu Beginn:

82Zur Jahrtausendwende wurde eine Liste von sieben mathematischen Pro-
blemen aufgestellt, fiir deren Losung jeweils eine Million Dollar geboten wird:
http://www.claymath.org/millennium/. Mehrere dieser Probleme behandeln die
Losung von Gleichungen. Dazu gehort das berithmteste offene Problem der Mathe-
matik, die Riemannsche Vermutung (Bernhard Riemann, 1826 - 1866): Gefragt wird
nach den Losungen der Gleichung Y .-, 1/k* = 0. Ein anderes der Probleme behan-
delt die Navier-Stokes-Gleichung, die die fiir unser Wetter entscheidenden Groéflen
bestimmt. Sie ist lange bekannt und doch noch immer weitgehend unverstanden.
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(1) Existenz einer Losung?
Wenn es zu jedem y € Y mindestens ein x € X mit f(z) =y
gibt, nennt man die Funktion f surjektiv.

(2) Eindeutigkeit der Losung?
Wenn es zu jedem y € Y hichstens ein z € X mit f(x) =y
gibt, nennt man die Funktion f injektiv.

(3) Existenz und Eindeutigkeit?
Wenn es zu jedem y € Y genau ein z € X mit f(x) = y gibt,
nennt man die Funktion f bijektiv.

Der Fall (3) ist gewissermaflen der beste: f ist bijektiv, also zugleich
injektiv und surjektiv, und die Abbildung f lasst sich riickgéngig ma-
chen durch die Abbildung g : ¥ — X, die jedem y die Losung = der
Gleichung y = f(z) zuordnet, g(y) = z; im Beispiel f(x) = 2? wire
g(y) = \/y. Diese Funktion g nennt man die Umkehrfunktion von f
und schreibt dafiir meist f~! anstelle von g. Da z = f~'(y) die Glei-
chung f(z) = y 1ost, gilt f(f~'(y)) = v, und weil f(z) = y, gilt
f7Hf (@) = f~H(y) = =, somit

(85) W) =y, [(fl@) =2

fiir alley € Y und x € X. Die Funktion y — y auf Y bezeichnen wir oft
mit idy (identische Funktion oder Identitat auf Y) und entsprechend
x +— z auf X mit idx; damit konnen wir (85) auch folgendermaflien
schreiben:

(36) foft=idy, flof=idx.

Beispiel: y = z/V1+ 22 = y* = 22/(1 + 2%) = y*(1 + 2°) = 2* =
y? = 2*(1 — y?). Wenn 1 — y? > 0, folgt daraus y?/(1 — y?) = 2% und
durch Wurzelziehen = = y/\/1 — y? oder x = —y/y/1 — y2. Die zweite
Moglichkeit scheidet aber aus, da x und y verschiedenes Vorzeichen
haben, in der Ausgangsgleichung y = x/+/1 + 22 aber das gleiche. Was
aber bedeutet die Zusatzbedingung 1 — y? > 0? Das wird klar, wenn
wir uns Definitions- und Wertebereich der Funktion f(x) = z/v/1 + 22
ansehen: Sie ist fiir alle x € R definiert, aber die Werte erfiillen | f(z)| <
1, da |z| < 14 22. Wir konnen daher X = Rund Y = (—1,1) setzen,
und dann ist f : X — Y bijektiv mit Umkehrfunktion f=!:Y — X,
y — y/+/1 — y?; Einsetzen zeigt die Gleichungen (85): Ist y € (—1,1)
und z = f(y) = y//1—92% so ist f(z) = z/V1+22 = gy, da
v=y/yl-y’md VIi+a® = \/1+y?/(1-y*) = V1/(1—1?) =

1/4/1 — y?, und die zweite Gleichung folgt ganz dhnlich.
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w ‘ ‘ X

3 L J 1 2 3
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Wie kénnen wir einer Funktion f : X — Y ansehen, ob sie injektiv,
surjektiv oder sogar bijektiv ist? Wenn X und Y reelle Intervalle sind,
kann man die Injektivitdt oft aus der strengen Monotonie ablesen: Die
Funktion f heif3t streng monoton wachsend, f 7, wenn sie jede strikte
Ungleichung erhalt:

(87) 11 < 29 = f(21) < f(22)
fiir alle z1, 29 € X, oder mit anderen Worten,
(88) h>0= f(x+h)> f(z)

sofern x, x+h € X; wenn f dagegen jede strikte Ungleichung umkehrt,
f(x+ h) < f(x), dann heiit sie streng monoton fallend, f \. Jede
Potenz f : Ry — R, f(x) = 2P ist streng monoton wachsend: Das ist
klar fiir p = 1, und per Induktion ist (z + h)?™ = (z + h)P(z + h) >
2P(x + h) > 2Pz = aPTL. Auch die Ezponentialfunktion f = exp :
R — R* = (0,00) ist streng monoton wachsend, denn e*™" = e >
e® fiir h > 0, weil e® = 1+ h + h?/2! + h3/3! +--- > 1. Fiir eine
streng monotone Funktion f kann die Gleichung f(x) = y nicht zwei
verschiedene Losungen 7 # xo haben: Ist x1 < x9, so sind f(x1) und
f(z2) nach (87) verschieden, kénnen also nicht beide gleich y sein.

Wie aber konnen wir die Surjektivitdt von f: X — Y erkennen? Wir
koénnen ja nicht immer sdmtliche Werte von f berechnen und uns davon
iiberzeugen, dass alle Elemente von Y wirklich auftreten. Wieder gibt es
einen einfachen Ausweg, wenn X und Y reelle Intervalle sind: Wenn f
stetig ist, sind mit zwei Werten y; und ys auch alle dazwischenliegenden
Zahlen im Bild von f:

Satz 21.1. Zwischenwertsatz (1): FEs sei f : X — R stetig auf
einem Intervall X C R und y; = f(x1), yo = f(z2) fir v1,29 € X
seien Werte von f mit y; < yo. Dann sind auch alle Zahlen y zwischen
y1 und yo Werte, d.h. die Gleichung f(x) =y kann fir jedes y € [y1, yo]
geldst werden.

Wir kénnen die Aussage etwas vereinfachen: Wenn wir statt f die Funk-
tion f = f — y betrachten, haben wir nur noch die Gleichung f(z) = 0
zu 16sen, d.h. wir suchen nur noch eine Nullstelle von f. AuBerdem
diirfen wir x; < x annehmen; andernfalls betrachten wir statt f die
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Funktion —f. Mit diesen Vereinfachungen haben wir (mit neuen Be-
zeichnungen z; = a, x5 = b) den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 21.2. Zwischenwertsatz (2): Es sei f : X — R stetig auf
einem Intervall X C R. Es gebe a,b € X mit a < b und f(a) <
0 < f(b). Dann besitzt f im Intervall [a,b] eine Nullstelle, d.h. es gibt
x € [a,b] mit f(z) =0.

Beweis. Wir werden die Nullstelle x durch eine Intervallschachtelung
explizit konstruieren; der Beweis gibt also einen (recht simplen) Algo-
rithmus zum Losen einer beliebigen Gleichung f(x) = 0. Wir starten
mit [y = [a, b] und konstruieren folgendermafien induktiv eine Folge von
Intervallen Ij, = [ag, bx] (mit ag = a, by = b), deren Lénge jeweils halb
so grof} ist wie die des Vorgéngerintervalls 5,1, mit der Eigenschaft

(89) flar) <0< f(by).

f
TR S N
\

[ Ik ! [ Ik !
FIk+14{ %Ik+1 —

Wenn [, bereits konstruiert ist, so betrachen wir den Mittelpunkt m =
%(ak + by), der I in zwei gleich grofle Hélften teilt. Nun berechnen
wir f(m). Wenn f(m) <0, dann wéhlen wir fiir /4, die obere Hélfte
[m, by], wenn dagegen f(m) > 0, wihlen wir die untere Hélfte [ag, m]. In
jedem Fall gilt wieder f(axy1) <0 < f(bgr1). Weil (Iy) eine konvergente
Intervallschachtelung bildet, konvergieren (ax) und (by) beide gegen den
Grenzwert z der Intervallschachtelung. Wegen der Stetigkeit von f folgt
flag) — f(x) und f(by) — f(x). Aus f(ax) < 0 folgt also f(z) < 0und
aus f(bg) > 0 folgt f(z) > 0; beides zusammen ergibt f(z) = 0. O

Beispiel 1: Die Funkion f : Ry — R,, x + 2P ist streng monoton
wachsend, also injektiv. Sie ist auch surjektiv: Da f(0) = 0 und f(n) =
nP fiir jedes n € N, sind nach Satz 21.1 alle Zahlen y zwischen 0 und
n? ebenfalls Werte von f, d.h. die Bildmenge f([0,n]) := {f(z); 0 <
x < n} umfasst das Intervall [0,nP], also f([0,n]) D [0,nP], genauer
(wegen der Monotonie) sogar f([0,n]) = [0,n?]. Da n? — oo fir n —
oo, folgt f(]0,00)) = [0,00), und somit ist f surjektiv. Damit ist die
Umkehrfunktion, die p-te Wurzel erklart: f~' = 7/ Ry — Ry.

Beispiel 2: Auch die Funktion f = exp : R — (0,00), f(z) = €”
ist streng monoton wachsend, und f([—n,n|) = [1/e",e"] nach dem
Zwischenwertsatz 21.1. Da €™ — oo und folglich 1/e" — 0, ist f(R) =
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(0, 00). Die Umkehrfunktion heifit der (natiirliche) Logarithmus f~* =
In : (0,00) — R. Mit seiner Hilfe konnen wir die allgemeine Potenz x®
fiir > 0 und o € C definieren:

(90) T = eIne

und aus den Eigenschaften der e-Funktion gewinnen wir sofort die Po-
tenzgesetze: Fiir alle a, 3 € C und x > 0 gilt

(91) 2o = g2 %P = (1%)P,

Satz 21.3. Ist f : [a,b] — |c,d] stetig und bijektiv, so ist auch die
Umkehrfunktion f~' : [c,d] — [a, ] stetig.

Beweis. Wenn f~! nicht stetig ist an einer Stelle y € [c, d], dann gibt
es in [c,d] eine Folge y, — y und ein € > 0 mit |f~(y,) — [~ (y)| >
€8 Aber x, := f~!(y,) liegt in [a,b] und ist daher eine beschrinkte
Folge. Nach Bolzano-Weierstraf$ (Satz 11.4) gibt es eine konvergente
Teilfolge x,, — x in [a,b]. Da f stetig ist, folgt y,, = f(zn,) — f(2),
aber andererseits gilt auch y,, — v, also f(z) = y. Damit haben wir
fYyn,) = 2o, — = f~}(y) im Widerspruch zur unserer Annahme

|f yn,) — FH )| > €. 0

Insbesondere sind die p-te Wurzel und der Logarithmus auf jedem In-
tervall [0,b] mit b > 0 und somit auf ganz R, stetig. Auch die allge-
meine Potenz p,(z) = 2% = exp(a-Inz) ist nun als Verkettung stetiger
Funktionen selbst stetig auf R, .

83Was heifit die Nichtkonvergenz einer Folge, x,, /4 x? Die Konvergenzdefinition
(1) Ves0INVnsn |2n — 2| <€
wird folgendermaflen negiert:
(2) Je>0YNIn>N [T — 2] 2> €

beim Negieren einer Aussage werden alle Quantoren V,3 vertauscht und die am
Ende stehende Formel (|x, — x| < €) negiert. In (2) diirfen wir fir N jede Zahl
einsetzen (Vy); fiir das € in (2) gilt demnach: Zu N = 1 gibt es ein ny > 1 mit
|Zn, —x| > €, 2u N =n; +1gibtesny >ny +1 mit |z, —z| > €, zu N =ng+1
gibt es ng > no + 1 mit |z,, — 2| > €, und so weiter. Wir finden also eine Teilfolge
(X, ) mit |z, — x| > € fiir alle k.
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I1I. Flacheninhalt und Integration

22. DER SATZ DES PYTHAGORAS

bZ

a*+b>=c? 777

Die Mathematik hat die Aufgabe, das Verborgene auf Offensichtliches
zuriickzufiithren. Ein schones Beispiel fiir diesen Prozess ist der Lehrsatz
des Pythagoras,®* einem der grundlegenden Sitze der Geometrie:

In einem rechtwinkligen Dreieck mit Katheten a,b und
Hypothenuse ¢ gilt:*

a’ +b* = 2.

Beweis 1:

Die Konstruktion besteht darin, das Dreieck in ein Quadrat mit Kan-
tenldnge b + a hineinzuplazieren. Dieses besteht aus vier Kopien des
Dreiecks, die ein Quadrat iiber ¢ aussparen. Wenn wir zwei der Dreiecke

84pythagoras von Samos, 569 (Samos) - 475 v. Chr.

85In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten die beiden Seiten, die den
rechten Winkel umschieflen; die dritte, dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite
heiflt Hypothenuse.
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um 90° drehen (rechte Figur), so sparen die vier Dreiecke stattdessen
je ein Quadrat iiber a und b aus, deshalb muss ¢ = a? + b* gelten.

Beweis 2:

c?F 5
F ’F
M A Nl

1 c

Die beiden rechtwinkligen Teildreiecke in der rechten Figur sind &hnlich
zum groflen Dreieck, mit dem sie jeweils einen Winkel gemeinsam ha-
ben.®® Der Flicheninhalt dhnlicher Dreiecke wichst mit den Quadrat
der Lange. Wenn F den Fliacheninhalt eines dhnlichen Dreiecks mit Hy-
pothenuse 1 bezeichnet, so ist der Fldcheninhalt des grofien Dreiecks
c?F und der beiden Teildreiecke a?F und b*F, also ist ¢?F = a*>F +b*F.

Beweis 3:

Das ist der Beweis von Fuklid.®" Die Hypothenuse ¢ wird durch den
HohenfuBBpunkt in zwei Abschnitte p und q zerlegt. Damit wird das

867 wei Figuren sind dhnlich, wenn sie die gleiche Form bei moglicherweise unter-
scheidlicher Grofle haben. Bei Dreiecken bedeutet dies einfach Gleichheit der Win-
kel. Zwei rechtwinklige Dreiecke sind dhnlich, wenn sie einen gemeinsamen Winkel
haben; der dritte Winkel ist bestimmt,

weil die Winkelsumme stets 180° betrégt.
87Euklid: Die Elemente, Erstes Buch, §47 (Oswalds Klassiker der exakten Wis-
senschaften, Bd. 235, S.32)
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Quadrat iiber ¢ in zwei Rechtecke pc und ge zerlegt. Wenn wir pc = a?
und entsprechend qc = b? zeigen konnen (Kathetensatz), dann folgt
a’?+b? = pc+ qc = 2. Die Fliachengleichheit pc = a? ergibt sich in drei
Schritten: Das Rechteck pc wird durch Scherung in ein flichengleiches
Parallelogramm verwandelt, das um 90° gedreht wird und dann wieder
durch Scherung (entlang der mit einem Pfeil bezeichneten Kante) in
das Quadrat iiber der Seite a iibergeht.

Aus Eingangsfigur auf S. 74 war zunéchst in keiner Weise zu entneh-
men, warum die beiden kleineren Quadrate zusammen den gleichen
Fléacheninhalt wie das grole Quadrat haben sollten. Wir mussten dazu
eine Briicke bauen zwischen dem Behaupteten und dem Offensichtli-
chen. Diese Briicke heifit Konstruktion; wir finden sie in jedem ma-
thematischen Beweis wieder. Alle drei vorgefiihrten Beweise beruhen
auf “offensichtlichen” Eigenschaften des Flicheninhalts, die wir jetzt
diskutieren wollen.

23. FLACHENINHALT EBENER FIGUREN

1)) B =

,,‘,,x‘,‘:}/,,r,,,_, <|

AT T

Wollen wir den Fléacheninhalt F' einer ebenen Figur messen, so zihlen
wir die Einheitsquadrate (Rechenkistchen), die darin Platz haben; de-
ren Anzahl N; ist eine untere Schranke fiir den Flicheninhalt. Zahlen
wir stattdessen die Késtchen, die die Figur treffen, so erhalten wir eine
obere Schranke N,:

N < F < Ns.

In unserer Beispielfigur ist N; = 5 und Ny = 23; der Flacheninhalt liegt
also zwischen 5 und 23 Einheitsquadraten. Will man genauer messen,
unterteilt man die Quadrate feiner, wie in der mittleren Figur angedeu-
tet (natiirlich braucht man nur die Randquadrate zu unterteilen) und
kann damit die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke verklei-
nern, in der Figur von 18 Einheitsquadraten auf 30 Viertelquadrate.
Auf diese Weise ldsst sich der Flacheninhalt beliebig genau messen.

Mit dieser Definition kénnen wir nicht viel mehr als den Fléacheninhalt
des achsenparallelen Rechtecks ausrechnen: Bei Seitenldngen a und b
ist der Flacheninhalt ab. Wenn a und b ganzzahlig oder rational sind,
ist das klar (Figur); irrationale a, b werden rational angenéhert.
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b=4

a=7

Ebenso sehen wir, dass eine Streckung um den Faktor a in horizonta-
ler und b in vertikale Richtung den Fldcheninhalt um den Faktor ab
vergrofert.

Wenn wir Formeln fiir den Flicheninhalt anderer einfacher Figuren®®

suchen, ist diese Definition wenig hilfreich. Wichtiger sind die daraus
folgenden Eigenschaften:

(1) Der Flacheninhalt einer Figur bleibt ungeéndert bei Verschie-
bungen.

(2) Zerlegt man eine Figur A in zwei Teilfiguren B und C, so ist
der Flacheninhalt von A die Summe der Flicheninhalte von B
und C.

Damit kann man zum Beispiel sehen, dass der Flacheninhalt bei Sche-
rungen derselbe bleibt:

7

Die Figuren geben zwei unterschiedliche Beweise dafiir, dass das Recht-
eck denselben Fliacheninhalt hat wie das Parallelogramm: In der linken
Figur entsteht das Parallelogramm aus dem Rechteck, indem rechts ein

88Das Wort Figur ist absichtlich etwas unpriizise gewéhlt. Wir meinen eine Teil-
menge der Ebene, deren Rand nicht zu kompliziert ist. Die Differenz von oberer
und unterer Schranke des Flidcheninhalts ist ja der Flidcheninhalt aller Késtchen,
die den Rand treffen, und der soll fiir kleine Késtchen klein sein. Solche Teilmengen
der Ebene nennt man messbar.
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Dreieck abgeschnitten und links wieder angesetzt wird. In der mittleren
Figur wird das Rechteck in schmale Streifen zerlegt, die anders ange-
ordnet wieder das Parallelogramm ergeben (rechte Figur). Eigentlich
miissen die Streifen dafiir “unendlich schmal” sein, damit die Zacken-
linie eine Gerade wird; das Argument gehort damit streng genommen
bereits in den Bereich der Infinitesimalrechnung. Hier ist es noch ent-
behrlich, aber bei Volumina wird es unabdingbar (Cavalierisches Prin-
zip, siehe néchster Abschnitt).

Damit ergeben sich die Fliachenformeln Grundseite - Hohe fiir das
Parallelogramm und 3 (Grundseite - Hohe) fiir das Dreieck, denn dieses
lasst sich zu einem Parallelogramm verdoppeln.

A i
;o h
oo

g

Nicht ganz so offensichtlich ist, dass der Fldcheninhalt auch unter
Drehungen ungeédndert bleibt.

Der wesentliche Grund dafiir ist, dass es eine Figur gibt, die sich bei
Drehungen gar nicht @ndert, ndmlich den Kreis.®

Der Flicheninhalt eines Kreises mit Radius 7 ist bekanntlich 772,
wobei 7w als das Verhéltnis von Umfang v und Durchmesser 2r des

89Etwas genauer: Man ordnet jeder Figur einen “gedrehten Flacheninhalt” zu:
Jede Figur wird erst um einen festen Winkel o gedreht und dann der Flicheninhalt
in der neuen Position ermittelt. Dieser “gedrehte Fldcheninhalt” erfiillt ebenso die
Eigenschaften (1) und (2). Deshalb kann er auch ebenso berechnet werden: durch
Abzihlen der iiberdeckenden Einheitsquadrate. Es bleibt nur noch eine Konstan-
te ¢ zu bestimmen: der “gedrehte Flidcheninhalt” des Einheitsquadrats. Fiir je-
de Figur ist das Verhiltnis von gedrehtem und ungedrehtem Fldcheninhalt diese
Zahl c¢. Wahlen wir als Figur einen Kreis, so stimmen gedrehter und ungedrehter
Flacheninhalt iiberein, also muss ¢ = 1 gelten.
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Kreises definiert ist.?® Diese Formel stammt wie viele andere von Archi-
medes, der sie durch eine Zerlegung des Kreises in “unendlich viele”
schmale Dreiecke gewann:

s _— s

A2y _
\_

Jedes Teildreieck hat Hohe r und Grundseite s,”! also Flidcheninhalt
%rs, und durch Aufsummieren aller Teildreiecke ergibt sich die Kreis-
fliche zu F = $ru. Da u = 27r, ist F = 7.

Die Ellipse mit Halbachsen a und b entsteht aus dem Kreis mit Ra-
dius 1 und Flacheninhalt 7 durch horizontale Streckung um den Faktor
a und vertikale Streckung um b; damit hat sie den Fldcheninhalt 7wab.

24. EXKURS: RAUMINHALTE

Rauminhalte oder Volumina werden ganz analog wie Flacheninhalte
definiert, wobei die Einheitsquadrate durch Finheitswiirfel (Wiirfel der
Kantenlédnge 1) zu ersetzen sind. Es ergeben sich dieselben Regeln
wie vorher und eine weitere, die die Beziehung zum Flécheninhalt be-
schreibt:

(1) Das Volumen eines Korpers bleibt ungedndert bei Verschie-
bungen.

(2) Zerlegt man einen Kérper A in zwei Teilkérper B und C, so ist
das Volumen von A die Summe der Volumina von B und C.

(3) Das Volumen einer Platte oder Sédule mit Hohe h iiber einem

Flachenstiick der Grofle G ist Gh.

90Djeses Verhiltnis ist fiir alle Kreise gleich, denn je zwei Kreise gehen durch
Verschiebung und zentrische Streckung ineinander iiber. Verschiebungen verédndern
Léngen gar nicht, zentrische Streckungen veréndern sie um einen konstanten Faktor;
das Verhdgltnis von zwei Langen bleibt also gleich.

91Das stimmt nicht ganz genau, aber der Fehler wird Grenziibergang beliebig
klein.
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Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel zur Volumenberechnung ist das Prin-
zip von Cavalieri,®? das eigentlich wohl schon auf Archimedes zuriickgeht:

Zwei Korper haben gleiches Volumen, wenn ihre Schnit-
te mit jeder horizontalen Ebene den gleichen Fldchen-
inhalt haben.

In der Tat kénnen wir uns die Kérper aus diinnen Scheiben iiber solchen
horizontalen Schnitten zusammengesetzt denken; da deren Volumina
iibereinstimmen, haben die Korper insgesamt gleiches Volumen.

Wir wollen als erstes den Rauminhalt eines Kegels oder einer Pyra-
mide von der Hohe A iiber einem Flédchenstiick G berechnen.

AA
LY 2]

Nach dem Cavalieri’schen Prinzip hingt das Volumen nur von der Héhe
h und der Grundfliche G ab: Wenn zwei Kegel mit gleicher Grundfléche
und gleicher Hohe gegeben sind, dann sind die Schnitte mit einer Ebe-
ne parallel zur Grundfliche bei beiden Kegeln dieselben.?® Damit sind
auch die Volumina gleich, weil wir uns die beiden Kegel aus volumen-
gleichen flachen Scheiben iiber diesen Querschnitten aufgebaut denken
konnen (siehe Figur zu den Scherungen im vorigen Abschnitt).

Nun konnen wir das Kegelvolumen berechnen. Dazu betrachten wir
eine Scheibe oder Séule mit Hohe h und dreieckiger Grundfliche G,
ein Prisma. Die unteren Eckpunkte moégen a, b, ¢ genannt werden, die
oberen A, B, C'. Dieses Prisma zerlegen wir in die drei Tetraeder (Ke-
gel iiber einem Dreieck), die jeweils durch die vier Eckpunkte (abcC),
(abBC') und (aABC) gegeben sind.

= —

— o~ —

92Bonaventura Francesco Cavalieri, 1598 (Mailand) - 1647 (Bologna)

93Der Schnitt mit einer Ebene in Hohe ¢t ist eine Verkleinerung der Grundfléiche
G um den Faktor (h — t)?/h?, denn alle Léngen werden um den Faktor (h —t)/h
verkleinert.
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GI

b

Alle drei Tetraeder haben das gleiche Volumen; fiir (abeD) und (e ABC)
ist das unmittelbar klar, denn es sind Kegel der Hohe h iiber der Grund-
flachen G = (abc) und der Deckfliche G' = (ABC), die gleich grof sind.
Um die noch fehlende Gleichheit zu sehen, miissen wir die Tetraeder
(abcC') und (abBC') ansehen als Kegel mit Spitze a tiber den Dreiechen
(bcC') und (bBC). Diese teilen das Rechteck (bcC'B) diagonal in zwei
Hiélften und sind also gleich, und da sie in der gleichen Ebene liegen,
ist auch die Hohe die gleiche, also sind die Volumina gleich. Damit ist
das Volumen von jedem der drei Tetraeder ein Drittel des Prismavo-
lumens Gh. Der Tetraeder (abcC') mit Grundfliche G und Hohe h hat
also das Volumen %Gh. Da sich jede Flache in Dreiecke zerlegen lésst,
gilt dieselbe Formel fiir Kegel {iber beliebigen Grundfléchen.

Mit Hilfe der Kegelformel berechnete Archimedes das Kugelvolumen:
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Dabei kommt wieder das Cavalierische Prinzip zur Geltung. Die Halb-
kugel vom Radius r wird verglichen mit einem Kreiszylinder mit Radius
r und Hohe r, aus dem ein auf der Spitze stehender Kreiskegel mit Ra-
dius und Hohe r ausgeschnitten ist. Schneidet man beide Kérper mit
einer horizontalen Ebenen der Hohe ¢, so ist der Schnitt mit dem ausge-
bohrten Kreiszylinder ein Kreisring mit innerem Radius ¢ und duflerem
r, und der Schnitt mit der Halbkugel ist nach Pythagoras ein Kreis mit
Radius p = v/r2 — t2. Der Kreisring hat den Flicheninhalt 7r? — 7t?
und der Kreis mp? = 7(r? — t?); der Flicheninhalt ist also derselbe.
Nach dem Cavalierischen Prinzip hat die Halbkugel daher dasselbe Vo-

lumen wie der ausgebohrte Zylinder,** namlich 7727 — %m‘Q =23,

3
Das Volumen der ganzen Kugel ist demnach %m‘g.

Dieselbe Uberlegung, mit der Archimedes den Zusammenhang zwi-
schen Umfang und Flacheninhalt des Kreises erkannte, fiihrte ihn auch
auf die Beziehung zwischen Oberflache und Volumen der Kugel:

Wenn man sich die Kugelflache aus kleinen, fast ebenen Fléchenstiicken
(z.B. Dreiecken) zusammengesetzt denkt, dann setzt sich die Kugel aus
den Kegeln mit Hohe r iiber diesen Flachenstiicken zusammen, und
nach der Kegelformel ist damit das Kugelvolumen gleich é - F'-r, wobei
F' die Gesamtoberfliche der Kugel bezeichnet. Also ist %m‘g = %F'r
und daher F' = 4mr2.

25. DIE FLACHE UNTER EINER KURVE

Die Flichen- und Volumenberechnungen von Archimedes sind wun-
derschon, aber doch auf wenige sehr spezielle Beispiele beschrankt. Erst
im 17. Jahrhundert wurde von Barrow® eine allgemeine Methode zur

9Das Argument von Archimedes war eigentlich etwas anders, vgl.
http://www.cut-the-knot.com/pythagoras/Archimedes.shtml

Plsaac Barrow, 1630 - 1677 (London); Lehrer und Vorginger von Sir
Isaac Newton (1643 - 1727) als Professor in Cambridge. Er entdeckte, dass
die Flidchenberechnung die Umkehrung der Differentialrechnung ist (Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung), vgl. http://www.maths.uwa.edu.au/~
schultz/3M3/L18Barrow.html
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Fldchenberechnung gefunden, und diese entfaltete sehr schnell Wirkun-
gen, die weit iiber den urspriinglichen Zweck, die Fldchenberechnungen,
hinausreichten. Barrow beschrankte sich auf Flachen, die nur an einer
Seite nicht von einer geraden Linie begrenzt sind, ndmlich die Flache
unter dem Graphen einer Funktion® f : [a,b] — R,.

SN

a b

Wir konnen in diesem Fall leicht untere und obere Schranken fiir den
Flacheninhalt finden:

a b a b

Wir miissen dazu das Intervall [a.b] in kleinere Abschnitte untertei-
len und die Fléche durch eine Vereinigung von Rechtecken {iiber je-
dem Abschnitt ersetzen, deren Hohe der minimale oder maximale Wert
der Funktion f in diesem Teilabschnitt ist. Wenn die Abschnitte im-
mer kleiner werden, sollten die obere und die untere Schranke zusam-
menriicken; eine solche Funktion nennen wir integrierbar. Diese Eigen-
schaft ist erfiillt, wenn die Funktion f stetig ist. Wir haben den Begriff
der Stetigkeit frither kennengelernt; grob gesprochen bedeutet er, dass
der Graph von f keine Spriinge macht.”

9Eine Funktion ist eine Formel, mit der einer variablen Zahl x eine andere Zahl
y = f(z) zugeordnet wird, z.B. y = 2%. Der Bereich, aus dem die Variable x
entnommen werden darf, heiflt Definitionsbereich D von f, und der y-Bereich heifit
Wertebereich W3 wir schreiben dann f : D — W. Im vorliegenden Fall ist der
Definitionsbereich das abgeschlossene Intervall [a,b] = {x € R; a < z < b}, d.h.
der Bereich, der zwischen den reellen Zahlen a und b liegt, wobei a < b vorausgesetzt
ist, und der Wertebereich ist die Menge R4 = [0,00) = {y € R; y > 0}.

9In der Tat folgt aus der Stetigkeit von f auf dem beschrinkten Intervall [a, b]
bereits die etwas stérkere gleichmdfSige Stetigkeit:

(92) Ve>036>0vx,i€[a,b] H‘i‘ - $| <d= |f('%) - f<$)| < 6] .
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Die Einschrankung auf Funktionen mit positiven Werten ist eigent-
lich iiberfliissig (wir werden sie aber der Anschaulichkeit halber in den
Figuren meist beibehalten): Bei (stetigen) Funktionen f : [a,b] — R,
die auch negative Werte annehmen diirfen, wird ebenso der Flachen-
inhalt zwischen der x-Achse und dem Graphen gemessen, aber die An-
teile, die unterhalb der z-Achse liegen, bekommen ein negatives Vor-
zeichen; sie werden abgezogen.

s ANEIZA | |

Fiir diesen mit Vorzeichen gerechneten Flacheninhalt zwischen z-Achse
und Graph einer Funktion f gibt es die Bezeichnung

F:l%@mr

(Integral von a bis b iber f). Das Integralsymbol [ ist ein stilisiertes S,

das fiir “Summe” steht; die Schreibweise ff f(z)dz soll daran erinnern,
dass man die Fldchen von sehr schmalen Rechtecken der Hohe f(x) und
der Breite dxr aufsummiert, wobei d fiir “Differenz” steht: Die Breite
dz ist die Differenz von zwei nahe benachbarten z-Werten.

y

f(x)

a hx b
dx

Bisher haben wir allerdings noch keinen Hinweis gefunden, wie wir
die Zahl F' = fab f(z)dz wirklich berechnen kénnen. Der Trick ist, nicht

(Andernfalls giibe es ndmlich e > 0 und Folgen (z,) und (%,) in [a,b] mit
|Zp — 20| < 1/n — 0, aber | f(Z,) — f(xn)| > € fiir alle n. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge konnen annehmen, dass (z,,) konvergiert, x,, — z,, also auch Z,, — x, und
damit nach Stetigkeit f(zy), f(Z,) — f(z,) und insbesondere |f(Z,) — f(zn)| — 0,
Widerspruch!) Wenn nun jeder der Teilabschnitte von [a, b] eine Lénge < ¢ hat, un-
terscheiden sich Maximum und Minimum von f auf dem Teilabschnitt um weniger
als €, und damit ist die Differenz zwischen der oberen und der unteren Schranke
von F nach (92) weniger als € - (b — a), wobei e beliebig klein ist.
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nur die eine Flidche F', sondern gleich eine ganze Schar von Flédchen

(93) F(x,) = /% f(z)dx

fir alle z, € [a,b] zu betrachten und den Zuwachs dieser Fldchen bei
VergroBerung von z, zu studieren:

y F(xsh) —F(x,)
flxxg) f===--- -

a X, } X+h b
h

Die Fldche F(z, + h) umfasst F(z,) und den dunkel unterlegten
Streifen; dieser ist also die Differenz F'(x, + h) — F(x,). Andererseits
ist dieser Streifen im Wesentlichen ein Rechteck der Breite h und der
Hohe f(z,), wenn man von der geringen Schwankung der Werte der
(stetigen!) Funktion f in dem kleinen Intervall zwischen z, und x, + h
absieht, also erhalten wir:

F(z,+h) — F(z,

ot )= F)
und die Anndherung wird umso besser, je mehr h sich der Null néhert,
d.h. wir erhalten einen Grenzwert (iiber den Begriff wird im néchsten
Abschnitt zu reden sein)

. F(xz,+h) = F(z,)
(95) lim . = f(z,).
Die linke Seite beschreibt die Verdnderungsrate oder Ableitung von
F(z) bei x,, genannt F’(z,), und wir erhalten

(96) F'(2,) = f(x,)

an jeder Stelle z, € [a,b]. Das ist der von Barrow gefundene Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung: Die gesuchte GroBe F(x)
entsteht aus der gegebenen Funktion f durch Umkehrung des Ablei-
tungsprozesses, als sogenannte Stammfunktion. Das Ableiten (die Dif-
ferentiation) ist aber rechnerisch gut verstanden (wir werden in den
néchsten Abschnitten dariiber reden), daher ist auch der Umkehr-
prozess in vielen Féllen nicht schwierig und fithrt zu den aus der Schule
bekannten Ergebnissen, z.B.

1 1.0 1
/ 22dr = [—x‘g] = —.
0 3 1, 3

(94)




86

34T

24 1

1/4

okl

0 1/4 2/4 3/4 1

Bevor wir soweit sind, gibt es noch einige Fragen zu klédren, z.B. die
folgende: Selbst wenn wir wissen, dass f(z) = z* die Ableitung von
F(z) = 3a® ist, muss deshalb F(1) = 3 die gesuchte Fliche sein?
Konnte es nicht noch ganz andere Funktionen F mit F’(x) = z? geben?
Vielleicht haben wir die falsche gewahlt? Wie wiirden Sie diese Frage

beantworten?

26. GRENZWERTE

Von Grenzwerten kénnen wir sprechen, wenn eine Grofle y von einer
anderen Groe x abhéngig ist, y = f(x) fiir eine Funktion f: D — W.
Wir nennen y* den Grenzwert von f(z) fiir x gegen x* und schreiben
dafiir

[t — 2" = f(z) = y*] oder f(z) 8 g oder yf = lim f(z),

r—ax*

falls gilt:

f(z) nahert sich immer mehr dem Wert y*, wenn x sich
dem Wert z* néhert.

Was bedeutet das Wort “annédhern”? x ist nahe an z*, wenn die Diffe-
renz (die Abweichung) zwischen x und z* “klein” ist. Aber wir wissen
ja nicht, welche der beiden Zahlen die grofiere ist; die Differenz x — z*
kann also auch negativ sein. Was bedeutet “klein” bei negativen Zah-
len? Zweifellos ist —100 “kleiner” als —1/100 (je groer die Schulden,
desto kleiner das Vermogen ...), aber das ist hier nicht gemeint: Wenn
die Differenz —100 ist, sind die Zahlen sicher nicht nahe beieinander.
Es ist der Betrag® der Differenz, |v — z*|, der klein sein soll, noch
kleiner als eine vorgegebenen kleine (aber positive) Zahl (“Schranke”),
z.B. 1/100. Diese vorgegebene kleine Zahl wird meistens mit einem
griechischen Buchstaben, z.B. § (Delta) oder € (Epsilon) bezeichnet:

%BDer Betrag |x| einer reellen Zahl z ist gleich 2, wenn > 0 und gleich —u,
wenn z < 0, oder in einem Audruck: |z| = Va2. Bei komplexen Zahlen x = u + iv
ist der Betrag ganz dhnlich definiert: |z| = v/&Z mit T = u — iv; vgl. Abschnitte 15
und 16.
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|z — 2*| < §. Die Grofle |x — x*| interpretieren wir auch geometrisch,
namlich als Abstand zwischen den Zahlen x und z*, die wir dann als
Punkte auf der Zahlengeraden verstehen; |x — 2*| < 0 bedeutet, dass x
zwischen x* — § und z* + ¢ liegt.

=0  x*49

R 6
}Sée

1. Definition des Grenzwerts: f(z) e oder y* = limy f(z)
heifit:

Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft,
dass fiir alle v € D gilt:
Wenn |r — 2*| < §, dann |f(x) — y*| < €.%

Auch mit Folgen kann man Anndherungen beschreiben (vgl. Abschnitt
9):100

2. Definition des Grenzwerts: f(z) gy y* oder y* =lim, ., f(x)
heif3t:

*

Fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — x* gilt f(x,) — y*.

Eine Anwendung des Grenzwerts ist der bereits erwiahnte Begriff der
Stetigkeit (vgl. Abschnitt 19): Eine Funktion f : D — R, heifit stetig,
wenn fiir alle * € D gilt: f(z*) = lim,_,~ f(x) oder etwas genauer:

(97) D3z —a"= f(x) — f(z").

In vielen Féllen ist der Punkt z* gar nicht selbst Element von D;
er muss nur durch Punkte =z € D approximierbar sein, d.h. zu jeder

99Mit den gebriiuchlichen Abkiirzungen V = “fiir alle” und 3 = “existiert” lautet
diese Definition:
Ves03550Vaen [|o —a*[ <0 = |f(z) —y*| <el.

1001 Def. erfiillt = 2. Def. erfiillt: z,, — 2* = |z, — a*| < § fiir grofe n € N

FE | f (@) — vt < e = flan) =y

1. Def. nicht erfiillt = 2. Def. nicht erfiillt: 1. Def. nicht erfiillt =

Jes0Vs>0Twep |z —2*| < § und |f(z) —y*| > €].
Insbesondere kénnen wir zu § = % fiir beliebiges n € N ein x,, € D finden mit
|2 — 2*| < £ und |f(zn) — y*| > €. Damit ist eine Folge (z,,) in D gefunden mit
xn — o, aber f(x,) /4 y*, somit ist die 2. Def. nicht erfiillt.
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Schranke € > 0 muss es ein z € D mit |x — 2*| < € geben.'”! Zum Bei-
spiel kann D ein offenes Intervall (a,b) sein'®® und z* einer der Rand-
punkte, etwa * = a. Das trifft hdufig dann zu, wenn f(z) ein Quotient
p(x)

o(r) ist, dessen Zahler p(z) und Nenner g(x) beide fiir z — a gegen

Null (oder auch gegen Unendlich) gehen. Beispiel: f(z) =
mit a # 0:

x?—2ax+a?
22 —a2

r? — 2ax + a® (t—a)*  x—a 2.0 O

2—a2  (r—a)w+a) z+a  2a

0

Der hier angewandte Trick ist typisch fiir Grenzwert-Berechnungen:

Zuerst Vereinfachen (z.B. Kiirzen), dann zum Grenzwert
iibergehen!

Wenn wir im Zihler p(z) = z? — 2ax + a* und im Nenner ¢(x) =
2% — a? vor dem Kiirzen zum Grenzwert z — a iibergegangen wiren,
d.h. a anstelle von z eingesetzt hitten,'® so hiitten wir den unsinnigen
Ausdruck § erhalten; nach dem Kiirzen des Faktors (z — a) 18st sich

diese Schwierigkeit ganz von selbst auf.

27. DIFFERENZEN UND DIFFERENZIEREN

Die einfachsten Funktionen y = f(x) sind die “linearen”, deren
Graph eine Gerade ist; genauer heiflen sie eigentlich inhomogen linear
oder affin. Fiir sie sind die Anderungen der z- und der y-Werte, also die
Differenzen x —z, und y—y, zueinander proportional: y—y, = a(x—x,)
oder f(z,+h)— f(z,) = ah fiir eine Konstante a, die von z und h (und

sogar von z,) unabhéngig ist, oder anders gesagt, der Differenzenquo-

fla+h)—f(z)
h

tient 2= = ist konstant gleich a.

101Ein Sonderfall ist “z* = oo 7 dabei ndhert sich « keinem Zahlenwert an, son-
dern wiichst iiber alle Grenzen. Die Aussage f(z) > y* oder y* = lim, o f()
bedeutet: Fiir alle € > 0 gibt es eine Zahl R mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € D
gilt: Wenn = > R, dann |f(x) — y*| < €. Oder mit der 2. Definition: Fiir jede Folge
Zp — 00 in D gilt f(z,) — y*.

102Beim offenen Intervall (a,b) sind die Randpunkte a, b nicht enthalten: (a,b) =
{z €R; a <z <b}.

10375 hler und Nenner sind stetig, daher lim, 4 p(z) = p(a), lim,_q ¢(z) = ¢(a).
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X, X
=x;+h
Aus der Figur wird die geometrische Bedeutung der Zahl a als Steigung
der Geraden deutlich.

Dass die sehr einfache Funktion f(z) = ax+0b spezielle Eigenschaften
hat, ist nicht weiter verwunderlich. Hochst bemerkenswert dagegen ist,

dass sehr viele andere, beliebig komplizierte Funktionen eine dhnliche
Eigenschaft haben:

y=x

341

214}

14

0 w1
(1) flz) =2
fx+h)— flx) = 2*+2hx+h?—2?
= 2hx + h?,
f(erh})l—f(x) = 204+ h 22 2
(2) flz) =2’

flx+h)—f(z) = 2°+3ha*+3h%x+h*—2°
= 3ha? +3h%x + K3,
fle+h) - f(z)

Y = 322 + 3hx + h? h=9 322

(3) flz)=3
1 1 x—(z+h)

fla+h)=fw) = c+h T (x+ h)x
h

22+ hx
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fe+h) = f@) 1 e 1

h 22+ hx 7 2

Bemerkung Wir haben hier (wie schon in den vorigen Beispielen)
benutzt dass die vier Grundrechenarten stetig sind: h — 0 = hx — 0
= 24 hx — 22 = 2+h$ m% Wenn wir fiir h eine Nullfolge h,, — 0
einsetzen, dann folgt dies aus Satz 10.1, S. 34.

(4) fla)=e"=1+a+2 2 4+ 10
flx+h)—fx) = ™ —e"=¢ eh—em:ex(eh—l)

h2 h? h h?
flw+h)—flx) h h2 h—0 o

Gegeniiber der affinen Funktion f(z) = ax + b fallen zwei Unterschiede
auf:
e Der Ausdruck f(z, +h) — f(x,) ist nicht linger ein konstan-
tes Vielfaches von h, d.h. der Differenzenquotient M
ist nicht konstant, sondern héngt von h ab. Aber dieser Aus-
druck hat einen (natiirlich von h unabhéngigen) Grenzwert a,
wenn h — 0 geht. Der Funktionsgraph sieht in der Ndhe von z,
anndhernd wie eine Gerade mit Steigung a aus, und wir nennen
a deshalb auch die Steigung von f (eigentlich: des Graphen von
f) im Punkt z,.

e Anders als die Steigung einer Geraden ist die Steigung a eines
beliebigen Funktionsgraphen von z, abhidngig und definiert da-
mit eine neue Funktion z, — a = f'(z,), die wir als Ableitung
f" von f bezeichnen. Den Rechenprozess, mit dem man die Ab-
leitung [’ aus der gegebenen Funktion f berechnet, nennt man
Ableiten oder Differenzieren.

Definition: Es sei D C R ein offenes Intervall, D = (a, b). Eine Funk-
tion f : D — R heiit differenzierbar in einem Punkt z, € D, wenn
der Differenzenquotient J@oth)=f(@o) {1 , — () einen Grenzwert a be-
sitzt. Diesen nennen wir die Ableitung von f in x, und schreiben dafiir

a= f'(z,).

104 iy jede natiirliche Zahl n ist n! (“n-Fakultdt”) das Produkt der Zahlen von
lbisn,alsoll=1,21=1-2=2,31=1-2-3=6, 4 = 24, 5 = 120, 6! = 720 usw.
Diese Zahlen werden bald sehr grof; da sie im Nenner stehen, sind die Zahlen %‘l
fiir grofle n sehr nahe bei 0 und spielen bei der Addition keine Rolle mehr. Deshalb
konnen wir diese unendlich vielen Zahlen addieren; die Summe konvergiert; vgl. S.

58 und 60
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Unsere Beispiele zeigen, dass diese Eigenschaft fiir Funktionen gilt,
die nur die vier Grundrechenarten verwenden (rationale Funktionen),
aber auch fiir gewisse unendliche Summen, vgl. Beispiel (4). Der Graph
differenzierbarer Funktionen ist “glatt”; er hat an jeder Stelle eine Rich-
tung. Das muss keineswegs bei jeder Funktion der Fall sein, wie z.B.
der zeitliche Verlauf der Aktienkurse zeigt.!%

1500 1500 20200 2210
[ 1453
[ 1450
| 1445
[ 1445
[ 1443
[ 1440
[ 1432
[ 1435
[ 14535

1430

1423
| 1425

Eine solche Funktion ist zwar stetig (der Graph hat keine Liicken und
enthélt keine senkrechten Geradenstiicke), aber nicht differenzierbar;
sie ist das Ergebnis einer sehr grolen Menge gleichzeitiger Kauf- und
Verkauf-Entscheidungen von unabhéngigen Akteuren mit unterschied-
lichen Intentionen, so dass im Kleinen keine Richtung zustandekommt.
Ein vergleichbares physikalisches Beispiel ist die von dem englischen
Botaniker Robert Brown 1827 beobachtete Irrfahrt eines leichten Mate-
rieteilchen (z.B. Pollen auf einer Wasseroberflache) auf Grund unzihlig
vieler StoBe von Molekiilen (Brownsche Bewegung).'® Natiirlich sind
auch solche Prozesse Gegenstand mathematischer Theorien.

28. ABLEITUNGSREGELN

Um Ableitungen systematisch zu berechnen, muss man als Ausgangs-
punkt einige einfache Funktionen ableiten (differenzieren) kénnen und
braucht zusétzlich Rechenregeln, um kompliziertere Funktionen abzu-
leiten, die aus einfachen zusammengesetzt sind. Als Ausgangspunkt

105Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des amerikanischen NASDAQ-
Aktienindex am 4. Mai 2005; Quelle: http://finanzen.web.de/

106Djese Erklirung stammt von Albert Einstein (1905). Eine sehr schéne Simu-
lation dazu findet man auf der Webseite
http://galileo.phys.virginia.edu/classes /109N /more stuff/ Applets/
unter “Einstein’s explanation of Brownian motion”.
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nehmen wir die affinen (inhomogen linearen) Funktionen f(x) = az+b
mit ihrer konstanten Ableitung (Steigung) f’(z) = a. Insbesondere ha-
ben die Konstanten f(z) = b= 0-z+b die Ableitung Null.'%” Um kom-
pliziertere Beispiele zu behandeln, miissen wir verstehen, wie Funktio-
nen zusammengesetzt werden konnen. Es gibt grundsétzlich zwei Arten,
aus zwei gegebenen Funktionen f und g eine neue zu machen:

Durch Rechnen: Sind zwei Funktionen f,g : D — R gegeben,
dann koénnen wir aus ihne mit den vier Grundrechenarten neue
Funktionen f+g,f —g, f-9, f/g: D — R (sofern g nirgends
Null ist) berechnen, die folgendermaflen fiir alle z € D definiert
sind: (f +g)(x) := f(z) +g(z), (f - 9)(x) := f(z) - g(x) usw.

Durch Verketten: Sind zwei Funktionen f : A — B und g :
B — C gegeben (A, B, C irgendwelche Mengen), dann ist eine
neue Funktion go f : A — C fiir alle x € A definiert durch
(gof)(x) =g(f(z)).IstzB. A=B=C=Rund f(z) = 2*+1
und g(z) = 3x—2, dann ist (go f)(z) = 3f(x)—2 = 3(22+1) -2
und (fog)(x) = 3z —2)% + 1.

Dementsprechend gibt es zwei Sorten von Regeln, wie man zusammen-
gesetzte Funktionen differenziert:

Satz 28.1. Summenregel, Produktregel, Quotientenregel:

Ist D C R ein offenes Intervall und f,g : D — R differenzierbar,
so sind f+g, f-g, f/g (falls g # 0) wieder differenzierbar, und die
Ableitung der neuen Funktion ldsst sich folgendermajfen aus f und g
sowie ihren Ableitungen f' und g’ bestimmen:

(98) (fxg) = f+4
(99) (f-9) = f-9+f-¢
(100) (fl9) = (f'~9—=f-9)]g

Beweis. Zu jedem x € D miissen wir die Differenzenquotienten der
neuen Funktionen berechnen. Fiir Summe und Differenz ist das sehr
einfach:

(fE9)@+h) - (ftg(x) _ flat+h) +glz+h)—(f(z)+g(x))
h h
_ fleth) —fl@)  glz+h)—g(2)
h h
= f() +g'(z)

107Dag entspricht ja auch der Anschauung, denn der Graph der Konstanten ist
eine horizontale Gerade, d.h. eine Gerade mit Steigung Null.
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Beim Produkt benotigen wir einen kleinen Trick: Als Zwischenschritt
von f(z+ h)g(x+ h) zu f(z)g(x) fiigen wir den Null-Term

—f(x) - g(z+h)+ f(z) - g(z +h)

hinzu (der Trick wurde bei Produkten schon ofters verwendet, siehe S.

33, Gl. (21)):'08

(f-9)x+h)—(f 9)(x)

h
_ flath) g+ h) - (f(x) - g(z))
h
flxz+h)g(x+h) - fle)gle+h) + f)g(x + h) = (f()g(z))

h

_ f(w+h})l—f<w> gzt h) + f(m)_g(x+h)h—g<w>>

== f'(x) - g(x) + f(z)-g'(x)

Um schliefllich den Quotienten f/g = f-(1/g) zu differenzieren, geniigt
es, den Differenzenquotient von 1/¢ zu bestimmen und dann die Pro-
duktregel anzuwenden:

(1/g)x+h) = (19)=) 5w~ gt
h h
_ 1 g(x) — g(a + h)
g(w+ h)g(x) h
h—0 1 ’

und somit (1/g)" = —¢'/g*. Die Quotientenregel (100) folgt nun aus
(99): Da f und 1/g differenzierbar, ist auch f - (1/g) differenzierbar

mit
<f'1>’=f’~l+f~<1)=——f-9—2:M O

108F{ir den letzten Schluss der nachfolgenden Gleichungskette benotigen wir auch

die Stetigkeit der Funktion g, d.h. g(x+h) =9 g(x). In der Tat ist eine differenzier-

bare Funktion automatisch stetig: Da der Ausdruck M};g(m) fiir h — 0 einen

Grenzwert a = ¢'(x) besitzt, ist er beschréankt (kleiner als a + €, groBer als a — €)
h—0

fiir |h| < 6, also w < C und damit |g(x + h) — g(z)] < C-|h| — 0.
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Satz 28.2. Kettenregel:

Sind A, B C R offene Intervalle und sind die Funktionen f : A — B
und g : B — R differenzierbar, so ist go f : A — R wieder differenzier-
bar, und die Ableitung dieser Funktion ldsst sich folgendermafen aus
f und g und deren Ableitungen [’ und g’ bestimmen:

(101) (gof) = (g'of)-f
(gof)(z) = ¢(f(x)) f'(x) Vaea

Beweis. Wir miissen wieder den Differenzenquotienten von g o f be-

rechnen, d.h. den Ausdruck &2/ )(Hh,z_(gof )@ Dabei setzen wir lieber

r+h =: 7, also h = T—x. Somit haben wir den Quotienten W

zu berechnen. Diesen Bruch wollen wir folgendermaflen erweitern:

(102) g(f(7)) —g(f(x)) 9(f(@) —g(f(z)) [(&)— f(=)

P—a 7G) = [(2) i
Jetzt stehen rechts Differenzenquotienten von ¢ und f, und da mit
T —x — 0 auch f(Z) — f(z) — 0 (Stetigkeit von f), sollte der erste
Faktor rechts gegen ¢'(f(z)) und der zweite Faktor gegen f’(z) streben.
Aber es gibt ein kleines Problem: Der Nenner f(Z) — f(x) des ersten
Faktors auf der rechten Seite kann Null werden, auch wenn = # =x.
Doch das ist kein wirkliches Hindernis, denn dieser Faktor ist auch
dann noch definiert: Fiir festes z und y = f(z) definieren wir auf B
eine neue Funktion ¢* durch

- g(ﬂgii(y) falls § 7& y
(103) g (9) =
g(y) falls g=y

Die Differenzierbarkeit von ¢ in y bedeutet gerade

(104) 7 @) = g (y) = ¢ ().
Nun folgt fiir alle y € B
(105) 9@) —9y) =9" @) - (T —y)

(fiir y = y steht da nur 0 = 0). Setzen wir f(Z) fir y und f(x) fur y
ein, so folgt
g(f () —9(f(2)) = g"(f(2)) - (f(Z) = f(2))
und mit (104) erhalten wir anstelle von (102):
9(f(%)) :g(f(ﬁ)) :g*(f(i))~f(j) — @) i

I —x T —x

g(f(x)-f(x) O
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Eine Funktion f : A — B nennt man bijektiv oder invertierbar,'®
wenn sie durch eine weitere Funktion g : B — A “riickgédngig” gemacht
werden kann:

(106) Voea 9(f(2)) =, Vyen [fl9(y)) =y
oder kurz
(107) gof=idx, fog=idg.

Hierbei bezeichnen ids und idg die identischen Funktionen, die gar
nichts verdndern: ida (x) = x fiir alle z € A und idg(y) =y fiir alle y €
B. Wir nennen g die Inverse oder Umkehrfunktion von f und schreiben
dafiir oft f~! statt g. Wenn A und B abgeschlossene Intervalle sind und
f : A — B umkehrbar und stetig ist, dann ist auch ¢ = f~!: B — A
stetig (Satz 21.3, S.71). Zum Beispiel ist die Umkehrfunktion der n-ten
Potenz p, : R, — Ry, p,(x) = 2™ die n-te Wurzel w,(z) = {/z =
/" und die Umkehrfunktion der e-Funktion exp : R — R* ist der
natiirliche Logarithmus In : R} — R.

y=x

y

Satz 28.3. Ableitung der Umkehrfunktion:
Sind A, B C R Intervalle und f : A — B umkehrbar und differenzierbar
mit f'(x) # 0 fir alle v € A, dann ist auch g = f1 : B — A
differenzierbar mit Ableitung

1 1

" flog’ g = Fa(y)) Vues

Beweis. Zu y,y € B setzen wir x = ¢(y), £ = ¢(y). Wenn § — v,
dann geht auch & — z (Stetigkeit von g), und

9@) —9ly) _9g(f(@) —g(f(z)) _  T—x 5oy 1 B
J—y f(@) = f(2) f@) = f(z)  f(2)

109yg]. Abschnitt 21, S. 68f

(108) g
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Beispiel 1: Die n-te Wurzel w,, = p;* : R: — R* ist differenzierbar
mit Ableitung w!,(z) = m. Die Berechnung dieses Ausdrucks ist
einfach, wenn wir die Ableitung von p,(z) wieder durch p,(z) aus-
driicken: p/ (z) = n- 2" ' = n. (") = n.p, ()" =

n - pu(2) =™ und damit p! (w,(z)) =n - 2'=1/™ also erhalten wir

1 1 1
_ L -

(109)  w)(2) =

- p(wp(x))  n-xt=0/m n

Beispiel 2: Der Logarithmus In : R% — R ist differenzierbar mit
Ableitung In’(z) = m. Wir haben bereits gesehen (Beispiel (4) auf
S. 89), dass die e-Funktion mit ihrer Ableitung identisch ist, exp’ = exp,
also erhalten wir

/ 1 1 1
(110) () = exp/(In(z)) N exp(In(z)) T

29. MAXIMA UND MINIMA

Das Mazimum einer Funktion f : D — R ist der grofite Wert, den
f annehmen kann, d.h. der Wert f(z,) eines Punktes z, € D mit der
Eigenschaft

(111) Vaep [f(z) < f(20).

Félschlicherweise wird oft auch die Stelle x, , an dem der Maximalwert
f(z,) angenommen wird, als Maximum bezeichnet; besser sollte man
x, als Mazimalstelle bezeichnen. Ganz analog ist das Minimum als der
kleinste angenommene Wert definiert. Wenn D ein offenes Intervall
und f differenzierbar ist, kann man Maximal- und Minimalstellen von
f mit Hilfe der Ableitung f’ entdecken: Sie befinden sich unter den
Nullstellen von f”:

Satz 29.1. Fir eine differenzierbare Funktion f : D — R auf einem
offenen Intervall D C R gilt: Wenn z, € D eine Maximal- oder Mini-
malstelle von f ist, dann ist f'(x,) = 0.

y y =f(X)

Xo

Ry
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Beweis. Wenn z, Maximalstelle ist, so ist f(Z)— f(z,) < 0 fiir alle Z €
D. Das Vorzeichen des Differenzenquotienten M héngt daher nur
vom Nenner ab: Er ist > 0 fir alle 2 < z, und < O Fiir alle 7 > x,. Der
Limes fiir £ — x muss daher zugleich > 0 und < 0 sein, je nachdem, ob
wir Folgen z,, — x, mit z,, < z, fiir alle n € N und solche mit z,, > x,
fiir alle n € N einsetzen. Also ist f'(x,) = limz_,, @) =t@e) _ () Fiir

T—To

Minimalstellen fithrt man ein analoges Argument, oder man geht zu — f
iiber; die Minimalstellen von f sind die Maximalstellen von — f. O
Beispiel 1: f : (0,00) = R, f(z) = {357 Dann ist
1+ 2% —a2- 22 1— 22
f/(x) = 212 - 212
(14 22?) (14 22)

und die einzige Nullstelle von f’ ist da, wo 1 — 2?2 = 0, also = 1. Das
Maximum ist demnach f(1) = 1.1

5-
Beispiel 2: f: (0,00) — R, f(z) = 2® — 3z. Dann ist f'(z) = 32 — 3,
und die einzige Nullstelle von f’ ist da, wo 322 = 3, also x = 1 ist.
Das Maximum sollte f(1) = 1 — 3 = —2 sein. Aber das ist nicht
wahr, denn z.B. ist f(2) =8 —6 = 2 > f(1). Was haben wir falsch
gemacht? Nach dem vorigen Satz miisste doch das Maximum unter den
Nullstellen von f’ zu finden sein! Aber wenn es nun gar kein Maximum
gibt? Eben das ist hier der Fall: die Funktion besitzt kein Maximum,;

sie wichst iiber alle Grenzen!!'!

Wie ist es moglich, dass die Wertemenge W = {f(x); x € D} kein
grofites Element besitzt? Unter endlich vielen Zahlen findet man immer
eine grofite (man vergleiche die groflere der ersten beiden Zahlen mit
der dritten, die grofite der ersten drei Zahlen mit der vierten usw.),
doch unter unendlich vielen Zahlen braucht es keine grofite zu geben
(man kommt mit dem Vergleichen dann nie zum Ende). Aber es gibt
einen Ersatz, das Supremum (vgl. Abschnitt 12, S. 38 ff). Zur Erinne-
rung: Eine Zahl s heifit obere Schranke fiir W, wenn s > w fiir alle
w € W; Kurzschreibweise: s > W. Wenn W # () eine obere Schranke
besitzt, also nicht iiber alle Grenzen wéchst, dann gibt es unter den

H0Dgas sieht man auch anders: 1/f(x) = (14 22)/z = = + 1 ist zweimal das
arithmetische Mittel der Zahlen x und %, und letzteres ist grofler als ihr geometrische
Mittel (z - 1)1/2 =1 (vgl. S. 3). Also ist 1/f(z) > 2. Somit ist f(z) < 2 = f(1).

1y einem Kriminalroman weisen alle Indizien auf einen Mann namens Egon
als Morder hin. Die Polizei kann ausschlieen, dass ein anderer die Tat begangen
haben kann. Und dennoch ist Egon unschuldig - woran kann das liegen? (Losung:
llafnu nie raw se, drom neniek bag se)
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oberen Schranken von W eine kleinste (Satz 12.1); diese kleinste obe-
re Schranke heilt Supremum von W, geschrieben sup W. 2 Wenn W
gar keine obere Schranke besitzt, also unbeschrdinkt ist, dann setzt man
supW = oo. In diesem Sinne besitzt also jede Teilmenge W C R ein
Supremum in RU{oo}. Dieses werden wir jetzt benutzen, um in vielen
Féllen doch ein Maximum zu konstruieren. (Ganz entsprechend besitzt
W eine grofite untere Schranke in R U {—oo}, das Infimum von W,
geschrieben inf W)

Satz 29.2. Ist D = [a,b] ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall
und f : D — R stetig, so besitzt f ein Maximum und ein Minimum,
d.h. die Wertemenge W = f(D) = {f(x); x € D} besitzt ein Mazimum
und ein Minimum.

Beweis. Es sei s = supW € RU {oo}. Da s kleinste obere Schranke
von W ist, gibt es keine “Liicke” zwischen s und W, d.h. es gibt eine
Folge (w,) in W mit w, — s.''® Da jedes w, € W liegt, gibt es dazu
xn, € D = [a,b] mit w, = f(x,). Die Folge (z,) in [a,b] ist beschrankt
und besitzt daher eine konvergente Teilfolge x,, — =, € [a,b] (Satz
von Bolzano und Weierstraf}, Satz 11.4, S. 37). Aus der Stetigkeit von
f erhalten wir f(z,,) — f(z,), aber andererseits gilt auch f(z,,) =
wy, — s, also folgt s = f(z,) € W. Damit hat sich das Supremum als
Maximum entpuppt; insbesondere ist s # oo. O

Bemerkung: Der Beweis des Satzes 29.2 ist nicht konstruktiv; kein
Computer konnte die Folge (f(x,)) konstruieren und so das Maxi-
mum finden. Er konnte zwar versuchen, immer grofiere Werte f(z1) <
f(z2) < f(x3)... zu finden, aber er kommt damit dem Maximum viel-
leicht niemals nahe. Finden lésst es sich aber mit Satz 29.1, indem ich
mir die Werte von f in allen Nullstellen der Ableitung f’ ansehe und
davon den grofiten nehme. Erst Satz 29.2 allerdings garantiert mir, dass

1270y Erinnerung: Man konstruiert s = sup W als Limes einer konvergenten
Intervallschachtelung (Ix). Man beginnt mit I; = [wy, $1] fiir ein Element w; €
W und eine obere Schranke s; > w. Nun halbiert man dieses Intervall. Fiir den
Mittelpunkt m; = %(51 +wq) gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder m; > W, dann
setzen wir Iy = [wy, m1], oder es gibt ein Element wy € W mit we > mq, dann setzen
wir I3 = [wa, $2]. In beiden Fillen ist I» hochstens halb so lang wie I;. Jetzt halbiert
man [ und definiert I3 ganz analog, usw. Der Limes dieser Intervallschachtelung
(Vollstindigkeitsaxiom!) ist eine obere Schranke s > W, die gleichzeitig Limes einer
Folge in W ist; damit kann es keine noch kleinere obere Schranke geben.

1374 jedem n € N gibt es ein w, € W mit w, > s — %, sonst wére ja s — %
eine kleinere obere Schranke. Da auerdem w,, < s, folgt |w, — s| < % — 0, also

Wy, — S.
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dieses Verfahren Erfolg hat, vgl. Beispiel 2. Die beiden Sétze bilden eine
Art Symbiose; nur zusammen sind sie von Nutzen.

30. MITTELWERTSATZ UND “HAUPTSATZ”

Wir erinnern uns an den “Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung”, mit dem der Flidcheninhalt unter den Graphen einer Funk-
tion f : [a,b] — R berechnet werden konnte: Der Flicheninhalt F(z)
unter dem Graphen von f|(,, war als Funktion von z differenzierbar
mit Ableitung f(z), d.h. F(z) war eine Stammfunktion von f(z). Um
ihn wirklich anwenden zu kénnen, miissen wir noch wissen, dass es zu
gegebener Funktion f im Wesentlichen nur eine Stammfunktion gibt
(bis auf eine additive Konstante). Dies konnen wir mit den folgenden
ganz unschuldig anmutenden Sétzen zeigen:

Satz 30.1. Satz von Rolle:''* Ist f : [a,b] — R stetig mit f(a) =
f(b), und ist f differenzierbar auf (a,b), dann gibt es einen Punkt x €
(a,b) mit f'(x) = 0.

a 5(0 b a x; b a x b
Beweis. Auf dem beschriankten abgeschlossenen Intervall [a, b] nimmt
f ein Maximum f(z,) und ein Minimum f(x;) an. Wenn die Maxi-
malstelle oder die Minimalstelle im Inneren liegt, x, € (a,b) oder z; €
(a,b), dann gilt f'(x,) = 0 oder f'(x;) = 0 nach Satz 29.1 und wir
sind fertig. Andernfalls liegen Maximal- und Minimalstelle beide am
Rand, also z,,z; € {a,b}. Da f(a) = f(b), haben dann Maximum und
Minimum den gleichen Wert und damit ist die Funktion ist konstant.
Also gilt f'(x) = 0 sogar fiir alle z € (a,b). O

Satz 30.2. Mittelwertsatz: (“Sekantensteigung = Tangentensteigung”)

a x b

14\ fichel Rolle, 1652 (Ambert, Auvergne, Frankreich) - 1719 (Paris)
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Ist f :[a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar, dann gibt es eine
Stelle x € (a,b) mit
f(b) = f(a)

(12) Py =122

Beweis. Im Fall f(a) = f(b) ist dies offensichtlich der Satz von Rolle.
Wir fithren den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zuriick, indem
wir von f die “Sekante” abziehen, also die affine Funktion g mit g(a) =

f(a) und g(b) = f(b); dies ist die Funktion

b—a
Die Differenzfunktion f = f — g erfiillt f(a) = f(b) = 0 und damit die
Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Also gibt es ein x € (a, b) mit
3 e B b=f(a
f'(x) = 0. Andererseits ist f'(z) = f'(z) — ¢'(z) = f'(x) — %,
und damit folgt die Behauptung. 0

Folgerung 30.1. Ist f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar
mit f' =0, dann ist f = ¢ = const fir ein c € R.

Beweis. Fiir jedes Paar x1, x5 € [a,b] mit 7 < x9 kénnen wir den Mit-
telwertsatz auf f|j, 4, anwenden. Nach Satz 30.2 gibt es x € (1, 22)

mit e — ) = 0 und damit f(z2) = f(z1). Also ist die

T2—X1

Funktion f konstant. 0

Folgerung 30.2. Die Differenz von zwei Stammfunktionen derselben
Funktion ist eine Konstante: Ist D ein offenes Intervall, f : D — R
stetig und F,F : D — R differenzierbar mit F' = F' = f, dann ist
F = F + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R.

Beweis. Die Funktion F' — F erfiillt (F — F) = F' — F' = f — f =0,

also ist F—F = ¢ = const nach der voranstehenden Folgerung 30.1. [

Satz 30.3. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Ist D ein offenes Intervall, f : D — R eine stetige Funktion und
a,be D mit''s a < b, so gilt

W) [ 1= [ f@de = FO) - F@) = PO,

wobei F' : D — R eine beliebige Stammfunktion von f ist, d.h. F ist
differenzierbar mit Ableitung F' = f.

UTst a4 > b, so setzt man f; f(@)dz := — [ f(z)dz und der Satz gilt ebenso;
siehe nachfolgende Bemerkung.
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Beweis. (Vgl. S. 84) Fiir jedes z,, € (a,b) setzen wir F/(z) = [ f(x)dx.
Dann liegt

To+h
(114) F(z,+h)— F(z,) = / f(z)dx

zwischen den Werten vy, - h und y* - h, wobei y* das Maximum und v,
das Minimum von f im Intervall zwischen z, und x + h, ist. Dabei
kann h positiv oder negativ sein, und |h| ist klein.

y F(x+h) -F(x)

fx)

a x, | x +h b
h

Somit liegt w zwischen y, und y*. Wenn wir h gegen Null
gehen lassen, dann gehen sowohl g, als auch y* gegen den Wert f(z,).
Also ist F' differenzierbar mit Ableitung F’ = f, d.h. F' ist eine Stamm-
funktion von f. Zudem gilt F(a) = 0 (zwischen a und a liegt kei-
ne Fldche). Ist nun F eine beliehige Stammfunktion von f, die gar
nichts mit dem Flécheninhalt zu tun hat, sondern die wir uns irgend-
wie verschafft haben, so gibt es nach Folgerung 30.2 eine Konstante ¢
mit F(z) = F(x) 4 c. Fiir = a ausgewertet ergibt diese Gleichung
F(a) = ¢, da F(a) = 0. Somit ist F(z) = F(z) — F(a) und fiir z = b
folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Fiir (114) haben wir die sogenannte Intervall-Additivitit

des Integrals benutzt: Ist a < ¢ < b, so gilt fabf = facf + fcb f. Diese
folgt anschaulich aus der Zerlegungstreue des Fléacheninhaltes (Eigen-

schaft (2) in Abschnitt 2)."'% Die Definition [," f := — f; f erweitert

H6Bigentlich miissten wir hierfiir unseren Integralbegriff formalisieren und damit
unsere Vorstellungen zum Flacheninhalt préazisieren: Eine Zerlegung des Intervalls
[a, b] ist eine aufsteigende endliche Folge von Zwischenpunkten a = z¢ < 21 < -+- <
z, = b; die Teilintervalle sind I; = [z;—1,z;], j = 1,...,n, mit Lange h; = z; —
z;—1. Bezeichnet y;, das Minimum und y; das Maximum von f |1,, dann nennt man
Z?:1 yjh; die Obersumme und 2?21 yj«hj die Untersumme zu dieser Zerlegung;
dies sind die Fléchen in den beiden Figuren auf S. 82 Mitte. Nimmt man weitere
Teilungspunkte hinzu (Verfeinerung der Zerlegung), dann kann die Obersumme
nur kleiner, die Untersumme nur gréfler werden, denn fiir kleinere Teilintervalle
konnen die Maxima nur kleiner, die Minima nur gréfler werden. Das Infimum aller

Obersummen nennt man das Oberintegral, das Supremum aller Untersummen das
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diese Regel fiir beliebige a, b, ¢ (ohne die Einschrinkung a < ¢ < b);
das Vorzeichen ist nétig, weil ja insbesondere fab f+ fba f= faa f=0
gelten muss.

Beispiel: [ 1dz=Inz|’ =Inb.

X

Dieses Integral ist eng mit der harmonischen Reihe % = 1+%+%+. .
verwandt; in der Tat zeigt die Figur

1 1 1 "1 d 1 1 1 1

§+§+”.+E < /1 ; T < I+§—|—§+"‘+n_1,
und da die Differenz der beiden Summen 1 — % betrigt, unterscheiden
sich >, % und fln % dr um weniger als Eins.!'” Jetzt verstehen wir,
warum wir im Beweis der Divergenz der harmonischen Reihe (Satz
13.1, S. 41) die Anzahl der Summanden exponentiell wachsen lassen
mussten; zum Beispiel fiir b = 27 = eP2 ist Inb = p - In2 und daher

Zi11%2p-ln2—1—>oofﬁrp—>oo.

31. MONOTONIE

Eine auf einem Intervall D C R definierte Funktion f : D — R heift
monoton steigend (fallend), wenn f schwache Ungleichungen erhalt
(umdreht), d.h. wenn fir alle x1, 25 € D gilt:

(a15) v > = () > [(o)

und streng monoton steigend (fallend), wenn f sogar starke Unglei-
chungen erhélt (umdreht):

(<)
(116) Ty > T = f(ZL'Q) > f(l‘l)
Satz 31.1. Es sei D offen und f : D — R differenzierbar. Dann gilt:

Unterintegral; die Funktion f heift integrierbar, wenn Ober- und Unterintegral
gleich sind; der gemeinsame Wert ist das Integral. Es ist ziemlich offensichtlich,
dass Ober- und Unterintegral die Intervall-Additivitét erfiillen (Verfeinerung der
Zerlegung durch Hinzunahme von ¢).

H7Analog kann man fiir jede positive, monoton fallende Funktion f auf R
zeigen: Y oo f(k) < oo <= [ f(x)dz < oo (Integralvergleichskriterium).



103

(=
a) f' > 0 <= f monoton wachsend (fallend),

b) f’ (;) 0 = f streng monoton wachsend (fallend).

Beweis. Dies folgt aus dem Mittelwertsatz 30.2 und der Definition
des Ableitung als Limes des Differenzenquotienten: Es seien x1, 1z € D
mit xo > x; gegeben. Nach dem Mittelwertsatz gibt es z € (x1, x2) mit

% = f'(z). Damit ist f(z2)— f(z1) > 0 (> 0) falls f'(x) > 0 (>
0), was die (strenge) Monotonie beweist. Ist umgekehrt die Monotonie
von f vorausgesetzt und sind z,x+h € D mit h > 0, so gilt f(z+h) >
f(z) und damit w > 0. Da dies fiir jedes (geniigend kleine)

h > 0 gilt, folgt auch f'(z) = limy,_o L& > 118 O

Beispiel: Die Funktionen sin, cos : R — R,

3 2 ot

smx:x—a—l—a——i—..., cosx:1—§+z—+...,

sind differenzierbar mit Ableitung
(117) sin’ = cos, cos’ = — sin,

denn nach den Additionstheoremen (vgl. S. 67, (73) und (74)) gilt
sin(x + h) = sinxcosh + cosxsinh und cos(x + h) = cosxcosh —
sin z sin b und damit

sin(z + h) — sin(x) . cos(h) —1 sin h
= sInxr——— +Ccosx — COS Z,
h h
cos(x + h) — cos(z) cos(h)—1 . sinh ,
= cosr———— —sinzx — —sinzx,
h h
denn
cosh—1 h+h3 h—0 0
—_— = —— = —4... —
h 2! 4l
sin h h?  h? h—0
5 = 11— 5 —+ g —+... — 1

U8 Schwache Ungleichungen bleiben im Limes erhalten: Ist (a,) eine Folge mit
an, — aund a, > 0 fiir allen € N, so ist auch a > 0, denn wire a = —e < 0, so wire
|an, — a| > € fiir alle n im Widerspruch zur Konvergenz. Fiir starke Ungleichungen
gilt dies nicht; zum Beispiel ist % > 0 fiir alle n € N, aber lim,, o % =0 #0.
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(konvergente Potenzreihen sind stetig, vgl. S. 60, Satz 19.3). Die ersten
Nullstellen '* von cos liegen bei +7, also ist die Tangensfunktion

sin x

tanx =
cos T

auf dem Intervall (-7, §) definiert. Die Ableitung ist nach Quotienten-
regel

cos? cos?

. / . . .

, sin sin’ cos —sincos’  cos? + sin?
tan = | — | = =

coS

und der letzte Ausdruck kann auf zwei Weisen ausgedriickt werden:
Entweder man nutzt cos? + sin? = 1 oder man multipliziert die Summe

2 2 2 in2 -
aus; s tsmt _ cost y sinc 1 4 tan?. Je nachdem erhilt man
COs COs COs
/ 1 /! 2
(118) tan’ = — , tan’=1+tan”.
COS

Aus beiden Gleichungen sieht man tan’ > 0, also ist tan streng monoton

steigend. Der Wertebereich'® ist ganz R, denn lim/ tanx = oo und
z—m/2
lim tanz = —oo, da sinx — +1 und cosz — 0 fir ¥ — +7. Die

z— —m/2
Funktion tan : (-3, 5) — R ist also umkehrbar (bijektiv).

#y |
y=tanx
i P
‘ ; y =arctan x
-2 B ) x
””””””””””” _’775]2”””””””””’

H9vgl. S. 65f, besonders die Figur auf S. 66 oben: Die komplexe Zahl cost +
isint = e € C = R? ist der Punkt auf dem Einheitskreis mit Winkel ¢ zur positiven
x-Achse. Beim Winkel £ = £7 = +90° liegt e zum ersten Mal auf der y-Achse, d.h.
e*™/2 = +j. Fiir den Realteil (die 2-Koordinate) cost von e’ gilt also: cost > 0
fir t € (=5, %) und cos+§ = 0, wihrend sin 7 = +1.

120Um zu zeigen, dass wirklich alle Zahlen zwischen —co und oo als Werte der
Tangensfunktion vorkommen, verwenden wir den Zwischenwertsatz; vgl. S. 70f
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Nach Satz 28.3 ist die Umkehrfunktion'?! tan~—! = arctan wieder diffe-
renzierbar, da tan’(z) # 0 fiir alle z € (=7, 5), und fiir die Ableitung
gilt:

- 1 (118) 1 1

~ tan’(arctanx) 1+ tan(arctanz)? 1+ a2

(119) arctan’(z)

Die schwierige Arcus-Tangens-Funktion hat also eine erstaunlich ein-
fache Ableitung, oder umgekehrt: Die Stammfunktion der harmlosen
rationalen Funktion ﬁ ist erstaunlich schwierig!

Der Satz 31.1 hilft auch, Maxima und Minima einer Funktion zu
entdecken: Wenn eine Funktion f vor einer Stelle z, (fir z < z,)
monoton steigt und danach (fiir > x,) monoton féllt, dann ist f(z,)
offensichtlich ein Maximum. Wir erhalten also:

Satz 31.2. Ist D ein offenes Intervall, x, € D und f : D — R eine
differenzierbare Funktion mit f'(z) > 0 fir x < 0 und f'(z) < 0 fir
x >0, dann ist f(z,) ein Maximum von f. O

32. KONVEXITAT

y konvex y konkav
f
5 s
f
{ ; X f f X
o X ) X

Eine auf einem Intervall D definierte Funktion f : D — R heifit konvex
bzw. konkav, wenn ihr Graph zwischen je zwei Punkten immer unter-
halb bzw. oberhalb seiner Sekante liegt. Die beiden z-Werte mogen
xo, x1 heifen (mit zo < x1). Die Sekante ist die Gerade durch die auf
der Kurve liegenden Punkte (z¢, f(xo)) und (z1, f(x1)); sie ist also der
Graph der affinen Funktion

1) — f(x

(@) = fao) +a- (v — o), =L ZSEO)

1 — o
Damit ist f konver genau dann, wenn f(x) < s(x) fiir alle x € [z, 2],
d.h. fiir alle z € [z, 1] gilt
(120) F@) = flao) <a- (v —m), aw= L) =S@0)

T1 — o

21Das ist die Arcus- Tangens-Funktion, die dem Tangens eines Winkels wieder
den Winkel selbst (“arcus” = Bogen) zuordnet.
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Jedes = € [xg,x;] ist von der Form
(121) r=x0+ A (21 —x0) = (1 — N)zg + A2q

fir ein A € [0,1]; dann ist © — zg = A(x; — x) und damit a- (z —zo) =
A (f(z1) = f(xo)), und (120) ist Aquivalent zu

(122) J(( = Nzo + Azy) < (1= A)f(wo) + Af(w1)

fir alle A € [0,1]. Bei konkaven Funktionen ist “<” durch “>” zu
ersetzen.

Satz 32.1. Es sei D ein offenes Intervall und f: D — R differenzier-
bar mit Ableitung f': D — R. Dann gilt:
f ist konvex (konkav) <= f' ist monoton steigend (fallend).

Beweis. “=": Es sei zg,x1 € D mit ¢y < x;. Zu zeigen ist f'(zq) <
J'(x1). Wegen der Konvexitét liegt f|(z,2,] unterhalb der Sekante s(z) =
f(xo)+a(r—x0) mit a = M, d.h. f(z) < s(x) fir alle z € [xg, 1]

1—Z0

und f(z) = s(x) fir x € {xg, x1}. Daraus folgt f'(z¢) < a und f'(z1) >

a, denn f(mi:ic(()m) < S(x;:jc?”‘)) = a und f(mél):i(”) > S(xz:;(”’) = q fir
alle x € (g, x1). Folglich ist f'(zo) < a < f'(z1).
Yy
f
s
| | x
% y

“<”: Angenommen, f—s < 0 auf [zg, z1] wire nicht wahr fiir ein Paar
xo,x1 € D, xy < 1. Dann gébe ein x5 € (2, z1) mit f(xe) —s(xzg) > 0.
Wir wenden den Mittelwertsatz 30.2 auf die Funktion g := f — s im
Intervall [zg, x5] an:

S

S

Es gibt demnach cin z3 € (zg,72) mit ¢/(z3) = 2E29@) ~ (o gq

T2—T0

g(xo) = 0 und g(z2) > 0. Wegen der Monotonie von f’ und damit von
g = f —aist ¢'(x2) > ¢'(x3) > 0, und auch fiir alle x € [zq, ;] gilt

y
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g'(z) > g'(x2) > 0. Somit ist g|z, ] monoton steigend und insbeson-
dere g(z1) > g(x2) > 0 im Widerspruch zu g(z;) = 0. O

Beispiel: Die e-Funktion exp : R — R%, exp(z) = e” ist konvex, denn
exp ist (streng) monoton steigend, weil exp’ = exp > 0, und deshalb
ist auch exp’ = exp monoton steigend.

Satz 32.2. Ist f : D — R konvexr und sind xi,...,x, € D und
Ay Ay €10,1] mit Ay + -+ A\, = 1, dann gilt

(123) f(z Ajj) < Z Ajf ().

Beweis. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen; fiir n = 2 sagt (123) dasselbe
wie (122).

Induktionsschritt n — n + 1: Gegeben seien Punkte x1,..., 2,1 € D
und Zahlen Ay, ..., A1 € [0,1] mit Ay + -+ Xy + A1 = 1. Zu zei-
gen ist f (E?;l )\jxj> < E?;l A;if(x;). Wenn wir den letzten Punkt
Tna1 Weglassen, konnen wir die Induktionsvoraussetzung benutzen; al-
lerdings ist die Summe der verbleibenden A; nicht Eins, sondern es gilt

A+ -+ A, =1— \,11. Deshalb setzen wir

Ni= N
/ 1- >\n+1 ’

dann ist A} 4+ - -+ 4+ X/, = 1 und nach Induktionsvoraussetzung gilt
(124) FO o Nz) <N f(ay).

n
Setzen wir ) Njx; =: 29 dann gilt
j=1

n+1
f(z Nrg) = (1= Ans1)@o + A 1Zng1)
=1
! (122)
< (1= A1) (o) + Angr f(Tny1)
(124)

< <Z )\jf(xj)> + A1 f (Tn1)

Beispiel: Die e-Funktion ist konvex, also gilt fiir \; = 1/n:

e(l'0++$n)/n S (e$0 _'_ - + e$n)/n .
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Andererseits gilt nach Potenzrechenregeln (Additionstheorem der e-
Funktion):

e(xOJr...Jr;pn)/n — (6:130 .

und fiir die Zahlen a; := €% > 0 erhalten wir die folgende allgemeine
Ungleichung zwischen Geometrischem und Arithmetischem Mittel (vgl.

S. 3):

. exn)l/n

1

(125) Nay.oooan < —(apF -t ay).

3

33. DIE KUNST DES INTEGRIERENS

Die Kunst des Integrierens besteht nach Satz 30.3 schlicht darin,
zu einer gegebenen Funktion f eine Stammfunktion F' zu finden. Wir
konnen aus unseren bisherigen Ergebnissen bereits einen kleinen Kata-
log solcher Stammfunktionen zusammenstellen (o # —1):

fx) | F(x)
1 +1
{L'a Oé—+1 {L'a
x| Inz

et | e”
sinx | —cosx
cosT | sinx
ﬁ arctan x

Weitere Stammfunktionen gewinnen wir aus Regeln, die denen der Dif-
ferentiation (Satz 28.1 und 28.2) &hneln, aber leider nicht so stark sind
und keineswegs immer zum Ziel fithren; wir sehen ja, dass wir bereits die
Stammfunktionen von % oder {— niemals héftten errechnen konnen,
wenn wir nicht zuféllig Funktionen mit diesen Ableitungen gekannt
hétten. Viele ganz geldufige Funktionen haben Stammfunktionen, die
unter den uns bisher bekannten Funktionen nicht vorkommen.!?2

Wir wollen zur Abkiirzung eine Stammfunktion einer Funktion f
statt mit F' auch mit dem Symbol [ f bezeichnen (“unbestimmtes In-

tegral’). Zunichst gilt wie bei der Summenregel [(f+g¢)= [f+ [g

122Dje einfachsten Funktionen dieser Art sind von der Form f(z) = 1//p(z),
wobei p(x) ein Polynom dritten oder vierten Grades mit einfachen Nullstellen ist; die
zugehorigen Stammfunktionen heiflen elliptische Funktionen. Wir erkennen hier ein
allgemeines Prinzip wieder: Die Umkehroperationen erweitern den Objektbereich.
Wir haben das frither schon gesehen: Die Subtraktion fithrte zu den negativen
Zahlen, die Division zu den Briichen, das Wurzelziehen zu den irrationalen und
komplexen Zahlen. Jetzt sehen wir: Die Umkehrung der Differentiation erweitert
den Bereich der Funktionen.
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und auBerdem [(af) = « [ f fiir jede Konstante o € R, wie man
sofort durch Differenzieren sieht. Auch fiir die Produktregel und die
Kettenregel gibt es ein Analog:

Satz 33.1. “Partielle Integration”: Ist D ein offenes Intervall,
a,b € D und f,g : D — R differenzierbar mit stetigen Ableitungen

.4, so gilt:
/(f-g') = f-9- /(

(126) /f _ /f

Bewels Da (f- g) f"g+f-g" (Produktregel), folgt f-g = [(f-g) =
f (f-g)+ f f - ¢’) und damit die Behauptung,. L

Wir kénnen mit dieser Regel nicht die Stammfunktion eines Produktes
von Funktionen f - ¢ aus Stammfunktionen von f und g errechnen, wie
man vielleicht erhofft héitte. Wir kénnen lediglich die Berechnung der
Stammfunktion von f - ¢" auf die von f’- g zuriickfiihren; wenn dies
keinen Fortschritt bringt, ist die Methode nicht anwendbar.

Beispiel 1: Was ist die Stammfunktion von Inz? Wir schreiben Inxz
kiinstlich als Produkt Inz = (Inzx) - 1 und setzen f(x) = Inz und
¢'(z) =1 und damit g(z) =z und f'(z) = 1. Nunist [In = [(f¢) =
fg—[(f'9)=(nz)-z— [(1-2) =z -Inz— [1=2-Inz—=. Probe:'"*
(x-Inzx—z)=1-lnz+x- ——l—lnm

Anwendung;: Fiir € € (0, 1) ist

1
(127) / mzde=[r-nz—2] =—(1—-¢€) —elne

t und lassen t — oo

t iz 0, denn da

Was ist der Limes fiir e — 07 Wir setzen € = e~
gehen, dann ist —elne = —e'In(e™) = et -t =t/ —
e/t > g/t =1 — o0, gilt t/e' — 0.** Also folgt mit (127):

1 1
(128) / Ihzdr=1lm [ Inzdr=-1
0 Ve
123Die Bezeichnung (z-Inz—z)’ ist eigentlich uniiblich; stattdessen schreibt man
4 (z-Inz — z). Allgemein schreibt man f'(z) (Ableitung der Funktion f an der
Stelle z), aber nicht f(z)’, sondern stattdessen -L f(z) (Differentiation des Terms
f(z) nach der Variablen x). Wir werden aber z auch als Symbol fiir die Funktion

id : x — x gebrauchen; damit ist die Bezeichnung (z - Inz — )’ zu rechtfertigen.
124 Allgemeiner gilt: ef /t™ — oo fiir t — oo, weil et /t" > t::)l,/t" = (n+1)' — 0.

Die e-Funktion wéchst in diesem Sinne schneller als jede Potenz.
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Beispiel 2: Was ist die Stammfunktion S, von sin” z := (sinx)"? Wir

wissen bereits Sy = [sin” = [1 = 2, S; = [sin = —cos. Wenn
wir S, schon kennen, berechnen wir S, = [(sin-sin”) = [(f’g) mit
f''=sin, f = —cos, g = sin"™, ¢ =n - sin™"! - cos wie folgt:

Sns1= [(f'9) = fg— [(fg') = —cos-sin™ + n [(cos? -sin" ).

Da cos? +sin? = 1, ist cos®? = 1 — sin? und somit
[(cos?sin™ 1) = [(sin” ! —sin™™) = 5,1 — Sppa-

Daher haben wir eine Gleichung fiir S,;; gewonnen, die wir l6sen
konnen:

Spi1 = —cos-sin" + nS, 1 — nS,i1.

Daraus folgt (n + 1)S, 41 = — cos-sin” + n.S,_; und damit

(129) Spi1 = 7 (nS,_1 — cos sin”)

Dies ist eine Rekursionsformel, mit der wir die S,, sukzessive berechnen
kénnen: Sy =z, S; = — cos, Sa = 3(z — cossin) usw.

Anwendung: Wenn wir die Grenzen 0 und 7/2 einsetzen, vereinfacht
sich die Formel (129), da [cos sin"]g/ > = 0. Fiir das Integral s, :=

fow/ ?sin” x dx = [Sn]g/ ? erhalten wir aus (129) die Rekursionsformel

(130) .
Spt1 = Sp_
1 n+1 !
mit so = 2 und s; = [—cos]g/2 = 1, und daraus sy = % “ag = % "5
S3=12-51=32,8=255=3-1-2 allgemein also
2n—1 2n—3 1 x
Son = ) o2z
2 on  2n—2 22
2n 2n — 2 2
San+1 Mm+1 2n—1 3
und damit
Sn 2”2 22 2
(131) 4l _ (2n) I
Son (2n+1)(2n —1) 1o
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Da sgnH /89, — 1, erhalten wir eine unendliche Produktdarstellung
von X, das Wallis’sche Produkt:*?%

7r_2-2 4-4 6-6 _ 4 16 36 (2n)?
2 3-1 5-3 7-5 T3 15 35 7 (2n)2—1

Satz 33.2. Substitutionsregel: A und B seien offene Intervalle,
a,be Aund ¢: A — B und f: B— R Funktionen, ¢ differenzierbar
und f stetig. Dann gilt:

[re0)9) - (/ )o¢

(132) [ o drar = / flu

Beweis. (([ f)od) =(([f)o¢) ¢ =(fos) ¢ alsoist ([ f)o
eine Stammfunktion zu (f o ¢) - ¢'. D

Dieser Satz heifit Substitutionsregel, weil der komplizierte Ausdruck
¢(z) auf der linken Seite von (132) durch eine neue Variable u ersetzt
(substituiert) wird. Die Regel kann man sich leicht merken, indem man
formal u fiir ¢(x) und du fiir ¢'(x)dx substituiert.'*”

Beispiele: 1. f: f(z+c)dx =7 Wir setzen u = x+c¢, also ¢(z) = z+c,
dann ist du = dx, da ¢’ = 1, und daher ist

r=b u=b+c

(133) flz+c)dx = / f(u)du.

r=a u=a-+c

2. fab f(cx)dz =? Wir setzen u = cx, also u = ¢(r) = cz, dann ist
du = cdz, denn ¢'(x) = ¢, und

(134) / f(cx) %-/abf(cx)cdx:%-/c:bf(u)du

125( n) ist eine monoton fallende Folge, denn fiir jedes feste x ist die Folge

(sin(z)™) monoton fallend, und s, = Oﬂ/Q(sinm)"dm. Nach (130) gilt auflerdem

Sn+t1/8n—1 =n/(n+1) — 1 und damit die Behauptung, da

Sn+1 > Sn+1 4»1

1>t
Sn Sn—1

126 ohn Wallis, 1616 - 1703 (Oxford)
12TFormal wird die Gleichung ¢/ (z) = % = —g mit dz multipliziert: ¢'(z)dx =
du.
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3. fabx - f(2?) dz =? Wir setzen v = z?, dann ist du = 2x dz, also ist
1N

(135) / z - f(2?) dr = 5/, f(u)du.

4t f; % dx =7 Wir setzen u = ¢(z) und erhalten du = ¢'(z)dz, also
is

"), 0L )
(136) / o) d‘c‘/¢(a> =g

Zum Beispiel ist

b .
(137) / tan(z)dr = _/ cos’(z) dr — In | cos al

cos(x) ~ |cosb|

34. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Funktionen y = f(z) fiir > 0 mit der
folgenden Eigenschaft: Die Tangente an Gy = Graph f in jedem Punkt
(x,y) € G schneidet die y-Achse im Punkt (0,y/2).

y ( x,y)
(0,y/2)

Problem: Wir wissen nicht, wo G liegt, weil wir f ja noch nicht
kennen; wir konnen wir da die Angabe ausnutzen?!*

Losung: Wir nutzen die Angabe in jedem Punkt (z,y) der Halbebene
aus und zeichnen jeweils ein Stiick der Geraden durch (x,y) und (0, y/2)
ein:

Wenn wir dies in jedem Punkt (z,y) € Ry x R tun, erhalten wir ein
Feld von Geradenstiicken, ein Richtungsfeld:

128Ejgentlich besteht dieses Problem bei jeder Gleichung: Wie konnen wir ein z
mit 2 = x4+ 1 finden? Wére uns x bekannt, dann kénnten wir 2 + 1 berechnen und
damit x = y/x + 1 finden, aber wir kennen ja = nicht! Verzweiflung - oder Mathe!
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y;! o e

g - o
X

R o T

Der gesuchte Graph muss iiberall in dieses Richtungsfeld passen, d.h.
an jeder Stelle die vorgegebene Richtung als Tangente haben. Damit
zeichnet sich der Verlauf der gesuchten Kurven bereits ab:

Wir sehen, dass es nicht nur eine, sondern ein ganzes Feld von Losungen
gibt; durch jeden Punkt (z,y) der Halbebene genau eine; das ist typisch
fiir Differentialgleichungen.

Analytische Losung: Wenn (x,y) ein Punkt des gesuchten Graphen
Gy ist, dann geht Tangente laut Angabe durch die Punkte (x,y) und

(0,/2) und hat damit die Steigung a = %2 = ¥/2 — ¥

z—0 T 2z "

y (xy)
T2
0, y/2) v

Da die Steigung der Tangente die Ableitung in dem betreffenden Punkt
ist, @ = f'(z), erhalten wir mit y = f(z) fiir die unbekannte Funktion
f die Differentialgleichung®

f(x)

(138) flz) =~

fir alle x € D C (0, 00), wobei D das (uns ebenfalls noch unbekannte)
Definitionsintervall von f ist. Eine Losung f von (138) ist f = 0, denn

fiir dieses f ist f'(x) = 0 = @ Wenn wir dagegen f(z) # 0 fir

129\ an schreibt fiir (138) manchmal auch kurz ' = o
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alle x € D voraussetzen, dann diirfen wir durch f(z) dividieren und
erhalten:
f 1

/
= = ==
/ 2x f 2z

Auf beiden Seiten der letzteren Gleichung steht die Ableitung einer
Funktion von x: Nach Kettenregel ist ndmlich fT = (Inol|f])’ (vgl. auch

(136)), und auBerdem ist 5= = £ Inx, also

f?:% < (Ino|f|) = 11n’
<~ In(|f(z)]= tlnz+c
— |f( ) :6% n:z:Jrc:ec_e%ln:v
= |f@)=CVa

mit einer Konstante C' = e® > 0. Wir erhalten also die Losungen

f:(0,00) = R, f(x) = Cy/z fiir beliebige Konstanten C' € R.

Dieses Verfahren funkioniert bei allen Differentialgleichungen vom Typ

(139) f(@) =u(@)o(f(x), kuz: y' =u(z)o(y)

fiir gegebene Funktionen w und v. Es wird Trennung der Variablen
genannt, weil man die Gleichung ¢y’ = u(x)v(y) auBlerhalb der Nullstel-
len von v so umformt, dass links nur Ausdriicke in y und rechts nur
Ausdriicke in = stehen:

Wenn man nun Stammfunktionen V=/,1voniudU = [uvon
u kennt, dann ist ( = (Voy) und u = U’ und die Gleichung wird

weiter umgeformt zu
/

"= u(x)v LA
(140) y =u(r)u(y) <~ ) (z)
— (Voy)=U
— Voy=U+c
— ylr)=V 1 U(x)+c).

Beispiel 2: Losen Sie das Anfangswertproblem

2
(141) y = v,
(142) y(0) = 1,
130Man miisste eigentlich noch fragen, ob es aufler f = 0 noch andere Losungen

mit Nullstellen geben kann; dies verbietet die allgemeine Theorie: Durch jeden
Punkt (x,y) der Halbebene geht genau eine Losung.
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und bestimmen Sie das maximale Intervall, auf dem die Losung defi-
niert ist (“maximales Existenzintervall”).

Losung:

/

Y 1
/—Qdy:/ldx+c
Y

<

— ——=x+c

<~ = L
v= xr+c

Dies zusammen mit der Null-Lésung y = 0 nennt man die allgemei-
ne Losung der Differentialgleichung (141); es ist eine ganze Schar von
Losungen, abhéngig von dem Parameter ¢ € R, und durch jeden Punkt
der Ebene geht genau eine Losungskurve.

X

Unter allen diesen Losungen y suchen wir nun diejenige, die auch noch
(142) erfiillt, also

1
0+c ¢ Y x—1

Die gesuchte Losung ist also y = lflx Sie ist iiberall definiert, wo
x # 1, also auf (—o0,1) U (1,00). Dieser Bereich ist eine disjunkte
Vereinigung '*! der beiden offenen Intervalle (—oo,1) und (1, 00); da 0
nach Angabe im Definitionsintervall liegen soll, muss dieses (—o0, 1)

sein.

y(0)=1 = -

131Dje Vereinigung A U B von zwei Menge A, B heiBt disjunkt, wenn A und B
keinen gemeinsamen Schnitt haben, AN B = (.
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35. INTEGRATION VON FUNKTIONENFOLGEN

Eine wichtige Klasse von Funktionen sind die Potenzreihen, d.h.
Funktionen vom Typ

(143) f(x) = ag + a1x + aa® + azx® + . ..

Wir haben bereits die Funktionen exp, sin, cos als Potenzreihen ken-
nengelernt; es gibt viele weitere. Wir werden sehen, dass wir diese un-
endlichen Summen in ihrem Konvergenzbereich beim Integrieren wie
endliche Summen behandeln und jeden Summanden einzeln integrieren
konnen. Die unendliche Summen f(z) ist ja eigentlich der Grenzwert
der Folge f,(z) = > p_, axx® fiir n — oo, und in Satz 19.3, S. 60 sa-

hen wir, dass f, auf einem geniigend kleinen Intervall I = [—r, r| sogar
gleichmdajig gegen f konvergiert:

Im
(144) fo 5 f = VeodnVasny |fu— fl <e

Satz 35.1. Ist f, : [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen mit

(145) £,
amit 15t auc :la, b — R stetig, vgl. Satz 19.1, S. , dann gilt
d h f b R l. Satz 19.1, S. 59), d [

(146) /aban/abf

Beweis. 32

lfn—fl<e =

132Hjer verwenden wir die Integrationsregel f < g = f: f< f; g, die sogenannte
Monotonie des Integrals. Der Beweis sollte klar sein:

9>f=9-f>0= [Lg-[Pf=[lg-)>0= [Tg> [ F.
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Die Figur zeigt noch einmal das Prinzip des Arguments: Der dunkel un-
terlegte Bereich zwischen f, —e und f,,+¢€ hat den kleinen Flacheninhalt
2¢-(b—a), und da die Graphen von f,, und f beide darin liegen, ist der
Unterschied der beiden Integrale (die Flidche zwischen den Graphen)
noch kleiner. 0

Folgerung 35.1. Ist D offenes Intervall, f, : D — R stetig und gilt
fn gy [ auf jedem Intervall [a,b] C D (“lokal gleichmdfSige Konver-

genz”, fn kel f) und ist F,, : D — R eine Stammfunktion von f,

mit F,,(a) — ¢, dann konvergieren die Funktionen F,, punktweise gegen
eine Stammfunktion F von f, kurz (mit F,, =: [ f., F =: [ f):

Fo BB ([ f)a) e = [ fo— [ f

Beweis.

Fus) = Fua)+ /f
— ¢ +/a$f::F(x). O

Folgerung 35.2. Ist F,, : D — R differenzierbar mit stetigen Ablei-

tungen F! = f, und gilt f, lelm f und F,(a) — ¢, dann konvergiert F,
und F = lim F), ist differenzierbar mit F' = f, kurz:'33

Iglm

F.(a)—e¢, F, =— f = (ImF,) =lmF,. O
Folgerung 35.3. Ist f(x) = -, apz* eine Potenzreihe mit

|ay|

[y

— R >0,

so ist f auf (—R, R) definiert, stetig und sogar differenzierbar mit

oo a o0
(147) /f = Z - _ﬁ ] T Zkakl’kfl.
k=0 k=1

Beweis. Nach Satz 19.3b, S. 60 ist die Potenzreihe f(z) = >, az* auf
(—R, R) lokal gleichmifig konvergent. Dasselbe gilt fiir die “abgeleitete
Reihe” g(x) = >, byz™ ' mit b, = kay, denn

el k- fax] kool

= —= . — R
Oria]l  (B+1)Jaga] k41 [ap]

1331 Folgenden soll der Ausdruck lim F, auch bedeuten, dass dieser Grenzwert
existiert.
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Nach den beiden voranstehenden Folgerungen gilt ¢ = lim f) = f’ und
[ f=1lm [ f,, was zu zeigen war. U

= 14+x Y
fir |x| < 1 (Geometrische Reihe, Satz 13.2, S. 41). Damit ist F(x) =

> oo (;i)lk 2 eine Stammfunktion von f(z) = Y2 (—1)*2" mit
F(0) = 0. Da aber auch F(z) = In(1 + z) eine Stammfunktion von f
mit F'(0) = 0ist, muss F' = F auf (—1, 1) gelten. Wir erhalten demnach

fir alle x mit |z| < 1 die Formel

Beispiel 1: F(z) =In(1+ ) = f(z) :== F'(z) = 2= = > o (—2)"
(

(148) In(1+z) = Z(—1)’ka++1.

In der Tat gilt diese Formel auch noch fiir x = 1, d.h. wir erhalten
. 1 1 1 1
14 m2=>» (-1)f'——=1—c+4-—=+—...
(149) . g( S > 371"
Das ist die uns schon bekannte die Leibniz’sche Reihe (vgl. Beispiel S.
44). Wir konnten frither nur ihre Konvergenz feststellen, jetzt haben
wir ihren Wert berechnet!
Aber wie konnen wir (148) auf z = 1 ausdehnen? Wir haben

In(1+ z) = s(z) = lim s, (x)

$Ic-ﬁ»l

mit s,(z) = Y ,_o(—1)*pe(2) fiir die Funktion pi(z) = 4= . Fiir alle
x € [0,1] ist pg(x) > 0 und bildet eine monoton fallende Nullfolge. Wie
wir im Beweis des Leibniz-Kriteriums (S. 44) gesehen haben, bilden die
“ungeraden Summen” eine untere Schranke, die “geraden Summen”
eine obere Schranke fiir den Reihenwert:

Somt1 = Po—P1+p2— -+ + Do — Pomi1 < S

Som = Po—P1tP2— -+t Pom >
Sowohl fiir n = 2m als auch fiir n = 2m + 1 gilt daher
1
n < Som — Som = P2m S
|0 — 8| < 52 S2m+1 = P2m+1 om - 1

und somit s, &5 s auf [0,1]. Also ist s auf [0, 1] stetig, d.h.
s(1) = }JI/H{ s(x) = il/n} In(1+x)=1In2

womit (149) bewiesen ist.

Beispiel 2: F(z) = arctanz = f(z) = F'(x) = 152 = Y peo(—2?)F =

> no(—DFz? fiir |z < 1, wieder mit der Geometrischen Reihe. Also
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ist F(z) = 370, % 2*#+1 eine Stammfunktion von f mit F(0) = 0.
Da auch F(z) = In(1+z) eine Stammfunktion von f mit F'(0) = 0, ist
F = F auf (—1,1). Wir erhalten also fiir alle z mit |z| < 1 die Formel

o0 L a2+
(150) arctan r = kz%(—l) TSR

Mit dem gleichen Argument wie in Beispiel 1 gilt diese Formel auch
noch fiir x = 1. Nun ist arctan 1 = 7, denn tan § = 1.13% Daher erhalten
wir die erstaunliche Formel

T = (—1)* 1 1 1
151 D e I R
(151) 4 kZ:OQkJrl 37577

36. HOHERE ABLEITUNGEN UND SATZ VON TAYLOR

Gegeben sei ein offenes Intervall D und eine differenzierbare Funktion
f: D — R. Wenn deren Ableitung f’ : D — R ebenfalls differenzierbar
ist, so heiit f zweimal differenzierbar und die Ableitung der Ableitung,
f" = (f") heiBt zweite Ableitung von f. Wenn f” wieder differenzier-
bar ist, so heifit (f”) = f" = f©® die dritte Ableitung usw. Rekursiv
definieren wir: f ist (n 4+ 1)-mal differenzierbar, wenn f n-mal differen-
zierbar ist und die n-te Ableitung f™ wieder differenzierbar ist; ihre
Ableitung (f™) =: f*+Y heilt die (n + 1)-te Ableitung von f. Die
Funktion f heifit n-mal stetig differenzierbar (C™),'*® wenn f m-mal
differenzierbar und die n-te Ableitung auch noch stetig ist; die niedri-
geren Ableitungen f’,..., f™ 1 sind ja ohnehin stetig, weil sie sogar
differenzierbar sind. Wenn alle Ableitungen wieder differenzierbar sind
(C™ fiir alle n € N), dann heifit die Funktion beliebig oft differenzierbar
(C).

Beispiele von Funktionen mit beliebig vielen Ableitungen sind die
Polynome f(z) = ag + a1z + ... a,a™ (wobei alle Ableitungen f®*) mit
k > n + 1 verschwinden) und allgemeiner die Potenzreihen:

oo
f(z) = ap + ayx + agr® + asz® + - = Zakxk
k=0
134Djes gilt, weil tan = % und sin § = cos F; bei 45 = 7 ist das rechtwinklige
Dreieck symmetrisch, Gegenkathete = Ankathete. /4 /4

I35F{ir “n-mal stetig differenzierbar” gibt es die Abkiirzung C™, wobei der Buch-
stabe C fiir “continuous” (stetig) steht.
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fl(x) = ay+2a97 + 3azz® + - = Z kapzh!
k=1
f"(z) = 2ay+6azgx+---= Z(k: — Dk apa*?
k=2
fl ) = > (k=—n+1)(k—n+2)...(k—Dka*"
k=n

Bei x = 0 sind alle Summanden Null auler dem ersten, dem ohne
x-Faktor (nullte Potenz von x):

f(0) = ao,
f/(O) = as,
f'(0) = 2as,
f™M0O) = 1-2-...-(n—=1)-n-a,
= nla,.

Wir konnen also die Koeffizienten der Potenzreihe f(x) mit Hilfe der
Ableitungen ausdriicken: f*)(0) = k! a;, und daher a;, = % fiir alle
k € N. Damit erhalten wir:

Satz 36.1. Ist f(x) eine Potenzreihe, die fir x € D = (—R, R) kon-
vergiert fir ein R > 0, so gilt fir alle x € D:

> f(k)
(152) fle)=>" 1(0) il

k!
k=0

0

Dieser bemerkenswerte Satz wirft eine Frage auf: Sind vielleicht alle
beliebig oft differenzierbaren Funktionen f : D — R Potenzreihen?
Wenn f gegeben ist, konnen wir im Prinzip die Werte f*)(0) berech-
nen; ist die Gleichung (152) dann immer erfiillt? Dies und viel mehr be-
antwortet der folgende Satz von Taylor.'3® Dabei ersetzen wir 0 gleich
durch eine beliebige Stelle a, genannt FEntwicklungspunkt, indem wir
Z = x — a anstelle von z als Variable betrachten.

Satz 36.2. Gegeben sei eine C"Fl-Funktion f : D — R auf einem
offenen Intervall D. Dann gilt fir alle a,xz € D:

(153 @) = D60t R,
k=0
15 Reale) = o [ @00

136Brook Taylor, 1685 - 1731 (London)
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Beweis.
n=0:f(z) = f(a)+ [ f'(t)dt = f(a)+ Ri(x) nach “Hauptsatz” 30.3.
n—n+1: Nach Induktlonsvoraussetzung ist
n—1
f*a
(155) f@) = YD a4 ),
k=0
1 xT
W(z) = ——— — )" L)1) dt
Ri@) = o [ =0

Auf dieses Integral wenden wir partielle Integration an und setzen dazu

ut) = (-1 o(t) = ()

u(t) = —(z—1)" V() = fUO()
Dann ist
R,(z) = ﬁ /am o' (t)v(t) dt
_ (n_l ( (o) — / (b (1) dt)
= (a0l 4 [e-orewa)
- %(x—a" @ e
Setzen wir dies in (155) ein, so ergibt sich die Behauptung, 0

Nach diesem Satz ist f(z) fiir alle z nahe bei a im Wesentlichen durch
das Polynom

(156) fu) =3 L 0oy

gegeben, das sogenannte Taylorpolynom; der Ausdruck R,1(z) (das
Taylor’sche Restglied) sollte nur eine kleine Storung sein, d.h. kleinen
Betrag haben. Um dies besser zu sehen, schreibt man R,,;1(x) noch in
einer anderen Form, die auf Lagrange 3" zuriickgeht. Dazu benétigen
wir zunéchst einen Hilfssatz aus der Integralrechnung:

Hilfssatz 36.1. Mittelwertsatz der Integralrechnung: Fs seien
fyg: D — R stetige Funktionen mit g > 0 oder g < 0. Dann gibt es
fiir je zwei Zahlen a,b € D ein & zwischen a und b mat

(157) [o=r0 [

137Joseph Louis Lagrange, 1736 - 1813 (Paris)
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Beweis. Wir diirfen ¢ > 0 annehmen, sonst gehen wir zu —g iiber.
Wir nehmen auflerdem zunéchst a < b an. Mit M bezeichnen wir das
Maximum und mit m das Minimum von f|j. Dann gilt auf [a, b]:

m<f<M 2 mg< fg< Mg

- [t i [
:>m/g</ <M/ag

= m_f <M
fag

Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 21.1, S. 70) ist jede Zahl zwischen
den Werten m und M von f selbst ein Wert von f; es gibt daher ein
¢ € (a,b) mit

J2(f9)

N
und damit fab(fg) = f(&) f:g Der Fall b < a folgt ebenso, wobei wir
uberall f; durch fba = — f; ersetzen miissen. O

= f(¢)

Satz 36.3. Gegeben sei eine C" l-Funktion f : D — R auf einem
offenen Intervall D. Dann gilt fir alle a,xz € D:

1) = S0 Reae),
138 Rual) = T

fir ein & zwischen a und x (Lagrange’sches Restglied ).

Beweis. Wir miissen nur das Restglied R, 1(x) aus Satz 36.2 umfor-
men: Dazu setzen wir

g(t) = (z =1)".

Fiir gerade n ist g(t) > 0 fiir alle ¢ zwischen a und x, und fiir ungerade
n ist g(t) > 0, falls z > a, und ¢(¢) < 0 falls x < a. Nach (154) und
dem vorstehenden Lemma gilt also:

1 €T
Rosa(o) = o [ 100 0gtt)dt = 1706 [ g



123

fiir ein € zwischen a und x. Das verbleibende Integral iiber g kénnen
wir berechnen:

/:g:/:(fc—t)”dt:[— L eogn] L g,

n+1 t:a—n+1

Dies in die vorangehende Gleichung fiir R, ;(x) eingesetzt ergibt die
Behauptung. 0

Leider kénnen wir auch das Lagrange-Restglied nicht wirklich berech-
nen, 8 z.B. weil wir ¢ gar nicht kennen. Es geniigt uns aber, eine kleine
obere Schranke fiir |R,,41(x)| zu finden; dann wissen wir, welchen Feh-
ler wir hochstens machen, wenn wir f(x) durch das Taylorpolynom
fn(7) ersetzen. Dazu miissen wir eine obere Schranke fiir |f"+1)(¢)|
finden. Wir wissen, dass £ zwischen a und z liegt; wenn die Funktion
| £+ monoton ist, konnen wir dann | £+ (€)| durch | £+ (a)| oder
| f(+1) ()| abschiitzen.

Beispiel 1: f : R — R, f(z) = ¢* und @ = 0. Dann ist f = f' =

f"=---= f® fiir alle k¥ und damit f*)(0) = f(0) = €° = 1. Fiir das
Taylorpolynom ergibt sich f,(z) = >, _, % 2% und fiir das Restglied
Ry1(z) = (nfl)! " fiir ein ¢ zwischen 0 und z. Weil die Funktion

¢ — e monoton wachsend ist, folgt ¢ < € = 1 fiir x < 0 und e* < e*
fiir > 0. Also erhalten wir:

r<0 = |Rua(x)] < (nil)! ||,

>0 = |Ryn(z) < (neTxl)' ||
Die erste Abschitzung (fiir © < 0) ist besonders einfach: Fiir 2 = —%
und n = 3 zum Beispiel bekommen wir % = e 2 = fa(—3) + Ra(—3)
mit fy(—3) =1-1+21-1-1.1=Bund |Ry(-1)| < & L =4

Die zweite Abschidtzung (fir x > 0) ist etwas ungiinstiger; um sie
verwenden zu konnen, brauchen wir bereits eine grobe obere Schranke
fiir e*, etwa e < 3 und damit e* < 3" falls z < n.'3*

138Das Taylor-Restglied in (154) ist erst recht nicht berechenbar; wir kénnen
nicht einmal den Integranden (z — t)" f("*1)(t) an jeder Stelle ¢ berechnen.

139Fiir - > 0 gibt es allerdings bessere Abschiitzungen fiir Ry, 41(z) durch die
geometrische Reihe:

Bo@) = > 5= 0= 2 W
k=0 k=0 k=n+1
xn+1 $n+2 xn+3
— + + + ...
m+1)! " (n+D!n+2)  (n+D!(n+2)(n+3)
2

gntl x x
RCES] (1+n+2+ (n+2)(n+3) +)
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Beispiel 2: f: R — R, f(x) =sinz und a = 0: Hier ist das Restglied
besonders einfach abzuschétzen, weil alle Ableitungen von sin x entwe-
der £sinx oder 4+ cosx sind, und deren Betrdge sind < 1. Damit ist
|R,(z)| < % Fiir n = 6 zum Beispiel'* ist sinx = f5(z) + R7(x) mit

$7
fola) =2 = %5 + 5 und [Re(@)] < k.

Beispiel 3: f: (0,00) — R, f(x) = 2 fiir ein @ € R und a = 1: Hier
ist

flz) =
f/(l') — al_a—l
f'x) = (a=Daa™?
fO) = (a=2)(a-1az"?
fB2z) = (a—k+1)...(a—Daz**

Somit ist

wobei die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten (Z) fiir beliebige o €
R ganz analog zu den gewohnlichen Binomialkoeffizienten (Z) (vgl. S.
15) definiert sind: Wir setzen ({) =1 und

« ala—1).. . (a—k+1 koz—‘+1
(159) <k) _ala-l) kf )zﬂij

j=1

fiir £ € N. Im Unterschied zu (Z) sind diese Zahlen (Z) ungleich Null
fiir alle £ € N, sobald o ¢ {0,1,2,3,...}.

Aus der Taylorformel (153) mit (154), (158) erhalten wir f(x) = f,(x)+
Ry 1(z) mit

kan x x?
1
(n+1)!( LT R ) i )

gl 1
1] -
(n+1)! 1- 55
ke n-+2

m+1) n+2—z
Zum Beispiel fiir = 1 und n = 2 folgt R3(1) <
mit 0 < R3(1) < 2, also 2,5 <e < 2,7222....

140Beim Sinus ist es giinstig, n gerade zu wihlen, denn z.B. ist f5 = fg, aber
|R7| gibt eine bessere Fehlerabschétzung als | Rg].

-3 =2 alsoiste = 1+14+3+Rs3(1)
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1 T
160) R = o [ a0 a

- < “ )n m(x — )y el
Lagr f;rLLJrT(é) /1 1
ooy R = LGy
B <n . 1) S CE Vs

fiir ein € zwischen 1 und z. Fiir n4+1 > « ist die {-Potenz in R,, 41 () ne-
gativ, also monoton fallend und nimmt damit ihr Maximum am linken
Intervallrand an:

a-(ntl) < 9 falls x > 1
fa_(”H) < 20D fllsr <1
Somit folgt
(n+1)|x 1t falls x > 1
(162)  |Run(o)] <

(n+1) |z — 1|7 o) falls v < 1

Fiir o« = 1/2 zum Beispiel haben wir

1/2) _ %

(1 -33 1
() - 3
(1 2) _ D5 1
6 16
oder x — 1 = ¢ mit ¢ > 0 erhalten wir damit

1,1
(163) Vitt = 1+§t—§t2+R3(:c),

1
R < —
Ryl < o
ZumBeispielfﬁrt:lergibtsich l\/_—\/1+——1+———128i€_

S temit € = |Ry(3)| < 575 die Zahl 132 = 1,1171875 stimmt also bis

auf drei Stellen hinter dem Komma mit 5\/5 iiberein. So konnen wir
auch jede andere Quadratwurzel ziehen, indem wir die Differenz zur
niachsten Quadratzahl betrachten: Zum Beispiel ist V10 = VO +1 =
3v1+t mit ¢ = 5 und damit \/7 = 3(1+ H— P+ Ry(t) = 34§ — o=

mit einem Fehler 31Rs(3)| < 1551 < 3055

@'_CQ\[\D\

Firn=2und z =1+
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Hilfssatz 36.2. Verhalten des Restgliedes R, .1(x) fir n — oo: Fir
alle x € (0,2) gilt Ryq1(z) — 0 fiir n — oo.

Beweis. Fall 1: z € (1,2):

Wir benutzen das Lagrange-Restglied (161). Da & +— £~ fiir geniigend
grofle n monoton fallend ist, wird das Maximum an der linken Inter-
vallgrenze angenommen; damit ist |R,1(x)] < (ni‘_l) (x — 1)""'. Die
Majorante b, 11 = ‘(nil)‘ (x—1)""! ist eine (sogar summierbare) Null-

folge, vgl. Satz 13.5, S. 43, denn

b1 (nil) o —n]
- (r—1) = (r-1) - (a—-1)<1
=l @D =) - e
weil 2=¢ = 25 — 45 — 1. Damit ist auch [R, ()| eine Nullfolge.

Fall 2: z € (0,1):
Hier benutzen wir das Taylor-Restglied (160):

IRy (2)] = (Z) n / 1(t—x)"to‘_”_1dt.

Der Integrand ¢(t) := (t — z)"t* "1, ¢ € (x,1), hat Ableitung
dt) = nt—2)" Mt (t—2)"(a—n—1)t*"2
= (t—2)" """ ?(nt+ (t —2)(a —n—1))
= (t—2)" "2 (t—2)a—t+a(n+1))
> 0

fiir geniigend grofie n, da x(n+1) > 0. Also ist ¢ monoton wachsend und
nimmt sein Maximum daher an der rechten Grenze des Intervalls [z, 1]
an: ¢(t) < ¢(1) = (1—=)". Somit ist |R,41(x)| < }(fl‘) } n(l—z)"*, und
weil |(nil) 1/1(¢)] — 1fiir n — oo (siehe Fall 1) und auch (n+1)/n — 1,
folgt R,+1(z) — 0 fiir n — oo fur alle x € (0, 1). O

Wenn das Restglied gegen Null geht, lim,, ., R,41(z) = 0, folgt
. = f*(a
f) = tim () = 3 2D 0y

n—00
n=0

d.h. die Funktion f(z) ist eine Potenzreihe in der verschobenen Varia-
blen x — a. In unserem Beispiel ergibt sich (mit der neuen Variablen
t:=x—1):

Satz 36.4. Binomische Reihe: Fiir alle t € (—1,1), und fir alle
a € R gilt:

(164) (1+t)* = i (Z‘) tk
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Der Satz verallgemeinert die bekannte binomische Formel

(165) (141" = i (Z) ¢k

k=0

(vgl. Satz 5.1, S. 16 fir a =1, b =1).

37. WAHRSCHEINLICHKEITEN: VOM ZAHLEN ZUM MESSEN

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Gliicksspiel zu gewinnen, ist das
Verhéltnis der Anzahlen der giinstigen und der mdglichen Félle. Als
Beispiel betrachten wir die Wette, dass bei n Miinzwiirfen (,,Zahl“ oder
» Wappen“) genau k-mal ,,Zahl“ fallt (vgl. S. 15). Jedes mogliche Er-
gebnis des Spiels ist eine Wurffolge, z.B.

Zahl - Zahl - Wappen - Zahl - Wappen - Wappen,

und die Nummern der Wiirfe, bei denen ,,Zahl“ fillt, bilden eine belie-
bige Teilmenge der Menge {1,...,n}, hier z.B. {1,2,4} C {1,...,6}.
Die Menge der méglichen Ergebnisse ist also die Menge aller Teilmen-

gen von {1,...,n}, deren Anzahl 2" ist. Die giinstigen Ergebnisse sind
die Wurffolgen, bei denen genau k-mal ,,Zahl“ gefallen ist, also die k-
elementigen Teilmengen von {1,...,n}, deren Anzahl
(166) n\ _ n! :n-(n—l)«...~(n—k+1)
k El(n — k)! k-(k—=1)-...-1

betriagt. Die Wahrscheinlichkeit, die Wette zu gewinnen, ist also
(167) palk) = (%)/2".

20 ] 200000 7

() 0o G
15 — — 150000
10 100000

5 f —L 50000
- J‘ WL
15

k=0 1 2 3 4 5 6 k=0 5 10 20
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Zum Beispiel ist pg(3) = 20/64 = 31,25% und pao(10) = 184756/(1024)?
~ 17,62%. Die durch (167) definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, (k)
heifit Binomialverteilung.'*!

Die Wahrscheinlichkeit hat also mit Zdhlen zu tun, mit Anzahlen von
Elementen von Mengen. Zihlen kann man nur endlich viele unterscheid-
bare Objekte, wie Miinzwurf-Folgen. Aber es gibt auch Wahrscheinlich-
keiten bei Ereignisse, deren mogliche Ergebnisse eine unendliche Menge
bilden, ein Kontinuum. Wenn Sie zum Beispiel mit Wurf-Pfeilen (wie
bei Dart) das Zentrum einer Zielscheibe treffen wollen, so wird Ih-
nen das oft nicht gelingen, sondern Sie werden wahrscheinlich irgend-
wo knapp daneben liegen. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen,
dass nur die Abweichung nach rechts oder links zahlt; die moglichen Er-
gebnisse Thres Wurfs sind also auf der reellen Achse angeordnet, wobei
der Nullpunkt das anvisierte Ziel sein soll. Die Wahrscheinlichkeit, in
ein vorgegebenes Intervall [a, b] zu treffen, hat natiirlich etwas mit der
GroBe (Lange) des Intervalls zu tun, wobei der Mafistab (MaBeinheit),
mit dem die Grofle gemessen wird, von Ihrer individuellen Geschicklich-
keit beim Werfen abhéngt: Ein guter Werfer wird ein kleines Intervall
eher treffen als ein ungeiibter. Aber ein Intervall, das weit von der Null
entfernt ist, werden Sie vermutlich nicht treffen, auch wenn es grof3 ist,
weil Sie ja ganz woanders hinzielen. Zur Bestimmung der Wahrschein-
lichkeit, das Intervall [a,b] zu treffen, wird also gemessen (die GroBe
ermittelt) und zugleich gewichtet; weit vom Nullpunkt entfernte Inter-
valle werden mit geringerer Wahrscheinlichkeit getroffen als solche, die
den Nullpunkt enthalten. Das mathematische Gesetz, nach dem dies
geschieht, kennen Sie vermutlich: Es ist die beriihmte Gaufische Ver-
teilungsfunktion, die zusammen mit einem Bild von C.F. Gauf'*? auf
dem letzten 10-Mark-Schein abgebildet war:

(168) g(z) = Lef:ﬂ/?

14\ an kann auch Miinzwiirfe betrachen, die ,nicht fair® sind, bei denen also

die Wahrscheinlichkeiten fiir ,,Zahl* und ,, Wappen® unterschiedlich ausfallen, etwa
pund ¢ = 1 — p. Dann ist p,(k) = (})p*q"~%; fiir p = ¢ = 1/2 ergibt sich der
alte Wert (167). Diese etwas allgemeinere Verteilungsfunktion wird gewshnlich als
Binomialverteilung bezeichnet, denn sie hat mit der binomischen Formel (p+¢)" =
Sio (D)pFg" " zu tun.

14230hann Carl Friedrich GauB, 1777 (Braunschweig) - 1855 (Gottingen)
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Die Wahrscheinlichkeit p([a,b]), das Intervall [a,b] zu treffen, ist nicht
einfach proportional zur Lange von [a, b], sondern sie ist der Flachen-

inhalt unter dem Graphen von g4, also fab g(x)dx. Diese Grofe kann
man als eine gewichtete Linge des Intervalls ansehen: Die Lénge jedes
kleinen Teilstiicks wird mit dem Wert von g an der betreffenden Stelle
multipliziert (gewichtet) und dann aufsummiert. Da Sie ja ganz sicher
irgendwo hintreffen, ist die Wahrscheinlichkeit fiir die ganze Zahlen-
gerade gleich 100 Prozent, und in der Tat'* ist p(R) = [~ g(x)dz = 1.

Der Grund fiir die universelle Giiltigkeit dieses Gesetzes ist der ,,zen-
trale Grenzwertsatz” der Wahrscheinlichkeitsrechnung;:

Sind X, ..., X,, unabhingige Zufallsgrofien, die alle nach
ein und demselben Gesetz verteilt (,identisch verteilt“)
sind, so ist ihre Summe X, + - - -+ X,, nach Verschieben
und MafBstabsédnderung im Grenziibergang n — oo stets
nach dem Gaufischen Gesetz (168) verteilt.

Der Satz wurde zuerst im Spezialfall des Miinzwurfes nachgewiesen
(Satz von Moivre und Laplace).*** In diesem Fall gehort zu einem ein-
zelnen Miinzwurf eine Zufallsgrofie X mit X = 1 fiir ,Zahl“ und X =0
fiir ,Wappen®. Zu n Miinzwiirfen gehéren damit n identisch verteilte
ZufallsgroBlen X, ..., X,,. Wenn dabei genau k-mal ,,Zahl® fillt, dann
ist X7 +---+X,, = k. Geméafl dem zentralen Grenzwertsatz sollen die-
se Werte fiir grole n nach dem Gaufischen Gesetz um den Mittelwert
m = n/2 herum streuen. Andererseits wissen wir bereits, dass die Ver-
teilung der Werte k durch die Funktion p,, (k) gemaf (167) gegeben sind.
Damit sollten die p, (nach Verschieben und Mafstabsénderung) gegen
g konvergierten. Dieser Fall ist deshalb besonders anschaulich, weil ja
bereits unsere Figuren auf diese Konvergenz hindeuten: Die Ahnlichkeit

143‘Vgl. »Analysis Mehrerer Verdnderlicher®, S. 72.

144 Abraham de Moivre, 1667 (Vitry-le-Francois) — 1754 (London),
Pierre-Simon (Marquis de) Laplace, 1749 (Beaumont-en-Auge) — 1827 (Paris)
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der Graphen von p,, und g ist uniibersehbar. Diese Konvergenz wollen
wir nun prézise nachweisen.

Was haben die Funktionen g und p,, gemeinsam? Ich behaupte, dass
ihre Verdnderungen (Zu- und Abnahmen der Werte bei Anderung der
Variablen x bzw. k) das gleiche Gesetz erfiillen. Fiir g ist dies die Dif-
ferentialgleichung

(169) g'(r) = —xg(z),

die man sofort durch Ableiten von g nach der Kettenregel gewinnt, und
wir werden in gewissem Sinne das gleiche Gesetz fiir p,, also fiir die
Binimialkoeffizienten (Z) nachweisen.'*® Doch zuerst miissen wir diese

") nimmt sein Maximum nicht

sozusagen in die Mitte riicken, denn (k

wie g bei 0 an, sondern bei

(170) m=n/2.

Deshalb betrachten wir nicht mehr & € {0,...,n} als Variable, son-
dern I = k —m € {—m,...,m}. Wir betrachten also die zentrierten
Binomialkoeffizienten

Diese erweitern wir durch lineare Interpolation zu einer Funktion auf
ganz R:

(172) b (L, + 8) = sby(lgs1) + (1 — )b (ly)

fir alle s € [0,1] und I, = k —m, k € Z, wobei wir b, (l;) = 0 setzen
fiir k € Z\ {0,...,n}. Insbesondere gilt fiir s = 3:

1 1
(173) bulls + 5) = 5 (bullh) + bullis)).
20 200000
b6
15 150000
10 100000
5 50000
lk= -3 -2 -1 0 1 2 3 lk= -10 -5

145Dje Idee verdanken wir dem Buch
A. Biichter, H.-W. Henn: Elementare Stochastik, Springer 2005, S. 280 - 282.
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Bei der Interpolation wurde die Fldche unter dem Graphen nicht ver-
andert, wie die folgende Zeichnung deutlich macht; die kleinen Dreiecke
ober- und unterhalb des interpolierten Graphen (bs) haben den gleichen
Flacheninhalt.
20 -
S G

15 - L AK

10 -

5- 1
A

Die Ableitung von b, ist zwischen benachbarten Stiitzpunkten [, und
li41 = I + 1 ist die Steigung der Geraden by, |y, 1,+1], also gilt fiir alle
S [lk,lk+1]2

(174) b () = b (lk+1) = bn(li)-

Das folgende Lemma zeigt, dass genau in der Mitte zwischen den
Stiitzpunkten (bis auf einen konstanten Faktor) das gleiche Gesetz wie
in (169) gilt:

Hilfssatz 37.1. Fir jedes x = I, + 3 mit k € {0,...,n — 1} gilt
(175) b, (2) = — 74 2o 2)

Beweis. Beim Ubergang von (") 7u (k:ﬁl) tritt im Zahler der Faktor
k

(n — k), im Nenner der Faktor (k + 1) hinzu, also ist
(k1) = (k) &=,
(176) (ef1) = (%) = (%) ==,
(177) (k) + (%) = (%) &
Damit folgt fir z =l + 3 =k —m+ 3 = —3(n — 2k — 1):
176
(@) = ballen) =bull) Z —2wb () e
177
bu(2) = §(ballien) + () T Sba(le) 1,
woraus sich (175) ergibt.'40 O

146Die Gleichung (175) gilt sogar fiir alle k € Z. Fiir k = —1 ist I, = —m — 1
und z =-m—1=-1(n+1) und“bn(ac) =1(0+1) =3 und b(z) =1-0=1,
also ist —ni“ xby(x) =1 =10 (x). Ahnliches gilt auf der anderen Seite bei k = n.

Fiir alle tibrigen k sind beide Seiten von (175) gleich Null.
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Unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, (k) = (}) /2" werden wir eben-
so verschieben und interpolieren wie die Binomialkoeffizienten:

(178) B 1= by /2.

WEeil p,, nur ein konstantes Vielfaches von b, ist, erfiillt es ebenso wie
b, das Gesetz (175). Ein Problem sind allerdings die unterschiedlichen
MafBstabe. Der Maximalwert p,(m) = p,(0) geht ndmlich gegen Null
fiir n — oo, weil die Potenz 2" im Nenner alles iiberwiegt. Dies miissen
wir durch Anderung des ,,vertikalen“ MafBstabes verhindern: Wir mul-
tiplizieren p,, mit einem Faktor o, mit der

(179) T Pn(0) — g(0) = 1/3/2m.

Aber damit handeln wir uns ein anderes Problem ein: Die Summe der
Werte an den Stiitzstellen oder die Fldche unter den Graphen ist fiir
OnPrn nicht mehr Eins, sondern o,,. Dies konnen wir korrigieren, indem
wir die Flache unter p, nicht nur um den Faktor o, hoher, sondern
gleichzeitig um 1/0,, schmaler machen, um den Flécheninhalt zu erhal-
ten:

illh

Wir gehen dabei von p, iiber zu der Funktion®
(180) gn() = oppn(onz).

Allerdings wird dadurch die Gleichung (175), die ja auch fiir p, gilt,
um den Faktor o2 veriindert:

47

gu(@) = opp,(onz)

2
Aoy,

— lan x pp(onx)

4TDie Streifen von g, sind nach (180) um den Faktor 1/c, schmaler als die von
b, oder p,, denn wenn z um 1/0,, wichst, dann liegt £ = x + (1/0,,) bereits im
néchsten Streifen, weil 0,2 = o, + 1.
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402
181 = ——2=
(181) e

Welchen Wert soll 0, haben? Dazu miissen wir die Werte P, := p,(m) =
Pn(0) fiir groBe n berechnen:

Hilfssatz 37.2. Firn — oo gilt
1
(182) SV + 1pp(m) — 1/v2m.

Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall, dass n gerade ist, n = 2m.
Dann ist

N oom . (2m)! 1
Fo= () /2 ~ ml.om! om.om
(2m)!
2m .m! - 2m .m]!
o 12-..2m
o (2-4-...-2m)2
_1-3-..-(2m—1)
N 2-4-...-2m

Diese Zahl ist mit dem Wallisschen Produkt verbunden:'

/2 = lim wp,,
2:2-4-4- ... -2m-2m
Wy =
1335 ...-2m—1)(2m+ 1)
(2-4-...-2m)? 1

(1-3-.1.-(2m—1))2'2m+1

VAECTESTE
Also folgt (2m + 1)P? — 2/7 und damit 3v/n+1- P, — $1/2/7 =

1/v/2m. O
Wir miissen also
1
(183) Op = 5\/n+1
setzen, dann gilt
(184) 9n(0) = 0, P, — 1/v21 = ¢(0)

148Giehe S. 111
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fiir n — 0o. Gleichzeitig haben wir in der Gleichung (181) den Vorfaktor
niﬂ beseitigt, und in der Mitte zwischen den neuen Stiitzstellen z;, =
(k—m)/o,, d.h. bei

&=(k—m+ %)/an =z + 1/(20,)

(fiir beliebige k € Z) gilt damit genau dieselbe Gleichung fiir g, wie
fir g (vgl. (169)):

(185) 9 (&k) = =&k n (&)

Satz 37.1. Es qgilt g, — g und g/, — ¢’ gleichmdfig auf jedem Intervall
[—R, R].

Beweis. Wir vergleichen die Ausdriiche ¢/,/g, und ¢'/g (logarithmische
Ableitungen von g, und g) auf dem Intervall (—m—1,m+1), wo g, > 0.
An den Mittelstellen &, nehmen sie nach (185) beide den gleichen Wert
—& an. Im Intervall (zg,zgy 1) ist der Graph von g, eine Gerade mit

Steigung a,, = g, (&) = —&egn (&), also gilt fiir alle z € (zy, Tp41):

gnT . In Sk T —

o@ - a + (v — &)
—& (2 — &)
& (1 + &z — &)

9n(2) & (14 &z — &)

—& (1 - k(@ — &)

=&k + &i(T — &k)

wobei die vorletzte Zeile aus der Taylorentwicklung der Funktion ¢ —
(1+t)* kommt:

8
~—

I

(186)

(I+t)*~1+at (%)
wenn |t| geniigend klein ist.'*? Wir wenden dies an auf a = —1 und
t= £k<l’ — 5]@) mit

[t < [€kllz — &kl < [&kllen — &kl < R/(20m).

Andererseits ist

(187)

=—r ==& — (v — &)

149 nshesondere bedeutet (x), dass |(1+¢)® — 1| < Alt|, wobei die Konstante A
etwas grofer als |af ist, A = |a| + €.
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und mit (186) ergibt sich nun

/ /
ns ) g
gn(x)  g(2)
fiir eine Konstante C, die grofer ist als |7 + 1| und dabei auch noch
den Fehler der Approximation ,~“ schluckt. Andererseits ist ¢,/g, =

In(g,) und ¢’/g = In(g)’. Setzen wir also

Jn=Ing,, [f=Ing
so ergibt sich aus (188)

[~ &G+ D@ =&)< C o — &

|fn = f1 < Coy
und durch Integration der Differenz h,, = f, — f mit h, (&) = 0:
@l =1 [ i< [l < [ (©o)=cal
&k &k k
Also konvergieren f, — f und f, — f’ gleichméBig in [— R, R], und es
folgt

- g7
gn = fnel — fel = ¢ -
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