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[. Gleichungen

1. “ALGEBRA”

Das Wort “Geometrie” ist griechischen Ursprungs (Geo-metrie =
Erd-Messung), das Wort “Algebra” dagegen kommt aus dem Arabi-
schen. Es stammt von dem arabischen Verb “dschabr” = “vervollstén-
digen”. In mathematischer Bedeutung tritt es zum ersten Mal um
825 n.Chr. in dem Buchtitel “Hisab al-dschabr wa-l-muqabala” (Re-
chenverfahren durch Vervollstiandigen und Ausgleichen) des persisch-
arabischen Mathematikers Al-Chwarizmi' auf, von dessen Namen iibri-
gens auch das Wort “Algorithmus” (Rechenverfahren) abgeleitet wur-
de.? Die beiden Worte “al-dschabr” (das Vervollstindigen) und “al-
muqabala” (das Ausgleichen) bezeichnen zwei Sorten von Umformun-
gen von Gleichungen zum Zwecke der leichteren Losung: Beseitigung
negativer Terme durch Vervollstindigung (al-dschabr) sowie Verkleine-
rung positiver Terme auf beiden Seiten durch Ausgleich (al-muqabala).
Als Beispiele nennt Al-Chwarizmi:*

2 = 40x — 422
Sx? = 40z,

sowie
504+ 3z 4+ 22 = 29+ 10x
21 + 22 = Tx.

Von Anfang an also war die Algebra verbunden mit dem L&sen von
Gleichungen der Form

f(z) =0

Date: 27. Juli 2014.

!Abu Dscha’far Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi, ca. 780 - 850 n.Chr., ver-
mutlich persischer Herkunft, hat vorwiegend in Bagdad gelebt und am dortigen
“Haus der Weisheit” gelehrt und gearbeitet.

http://de.wikipedia.org/wiki/Algorithmus

3http:/ /www-history.mes.st-and.ac.uk/Biographies/ Al-Khwarizmi.html
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mit

f(z) = apz” + arz™ ' + -+ + ay, (1)
wobei n eine beliebige natiirliche Zahl* ist, der Grad der Gleichung, und
ag, ay, ..., a, gegebene Zahlen sind, die Koeffizienten der Gleichung.

Dagegen ist x eine Zahl, die wir noch nicht kennen, die wir erst suchen,
eine “Unbekannte”. Die Aufgabe ist eben gerade, diese Zahl oder diese
Zahlen z (wenn es mehrere davon gibt) zu finden; die so gefundenen
Werte z sind die Losungen der Gleichung f(z) = 0, manchmal auch
Wurzeln genannt.

Den Ausdruck (1) kann man allerdings nicht nur fiir die gesuchten Zah-
len x auswerten, sondern ebenso fiir jede andere Zahl; er beschreibt eine
Funktion, eine Rechenoperation, die jeder beliebigen Zahl x eine andere
Zahl f(x) zuordnet. In dieser Formulierung hat der Buchstabe x ei-
ne neue Bedeutung bekommen: Aus einer “Unbekannten” wurde eine
“Unbestimmte”: eine variable Zahl, eine Art Joker, fiir die wir jede
echte Zahl einsetzen diirfen. Die Funktion f(z) in (1) ist allerdings
von einer besonderen Art, die fiir die Algebra typisch ist: Die rechte
Seite von (1) ist eine Summe von Vielfachen (“Linearkombination”)
von Potenzen der Variablen x. Einen solchen Ausdruck nennt man ein
Polynom,® und die héchste vorkommende Potenz heifit der Grad des
Polynoms. Fiir den Grad eines Polynoms f schreiben wir df. In dieser
neuen Sprache kann man die Aufgabe des Gleichungslésens so formu-
lieren: Gesucht sind die Nullstellen des Polynoms f, also diejenigen
Zahlen x, die in f(z) eingesetzt den Wert Null ergeben. Die Untersu-
chung der Nullstellen von Polynomen in einer Variablen x oder auch
in mehreren Variablen® z, vy, z oder x1, ..., 2, k € N, ist bis heute eine
wichtige Aufgabe der Algebra.

Es ist einfach, fiir eine gegebene Zahl x den Wert f(z) zu berechnen,
aber das Gleichungslosen ist die Umkehraufgabe: Der Wert f(x) ist
gegeben, nadmlich 0, gesucht ist das x, das diesen Wert ergibt. Diese
Aufgabe ist nicht so einfach. Fiir die Grade 1 bis 4 gibt es Formeln,
die die Unbekannte aus den Koeffizienten mit Hilfe der vier Grund-
rechenarten und dem Wurzelziehen berechnen; fiir die quadratische
Gleichung 2? — ax = b ist das die beriihmte “Mitternachtsformel”

“Die natiirlichen Zahlen sind die positiven ganzen Zahlen. Die Menge der
natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet, N = {1,2,3,...}.

5Griechisch Poly-nom = vielfacher Ausdruck, eben eine Summe mit vielen Sum-
manden. Jeder einzelne Summand ist ein “Monom” = einzelner Ausdruck.

6Bei einem Polynom in mehreren Variablen x1,...,zy, sind die einzelnen Sum-
manden (Monome) nicht nur Vielfache von Potenzen x1,x?, 23 usw., sondern auch
von Produkten verschiedener Variablen, z.B. z1 - x5 oder z% - a3 - x3.
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z = 1(a =+ va? + 4b). Wir werden alle diese Formeln verstehen lernen.
Fiir den Grad 5 gibt es immer noch eine Art Losungsformel, aber man
benotigt neben den Grundrechenarten und dem Wurzelziehen noch ei-
ne neue Rechenart. Ab Grad 6 kennt man Losungsformeln nur noch
in Spezialfallen. Warum das so ist, warum manche Gleichungen leicht
und andere schwer oder mit beschrankten Mitteln gar nicht l6sbar sind,
dariiber gibt die Galois- Theorie” Auskunft, die wir in den Grundziigen
erkldaren wollen.

2. DAS GEMEINSAME MASS
T

0 1 T 2 3 4
3/2

Wir Heutigen sind gewohnt, uns ein geometrisches Bild von den (po-
sitiven) Zahlen zu machen: Sie liegen auf dem Zahlenstrahl, der bei
Null anfangt und durch die natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... gleichméfig
unterteilt ist wie unser Zentimetermafl. Dazwischen haben die Briiche
ihre genaue Position, zum Beispiel liegt % genau auf der Mitte zwi-
schen 1 und 2. Vielleicht wissen wir noch, dass wir mit den Briichen
nicht auskommen, dass es noch weitere Zahlen dazwischen gibt, soge-
nannte Irrationalzahlen wie v/2 oder m, aber auch deren Position auf
dem Zahlenstrahl ist genau fixierbar.

Dieses Bild ist neuzeitlich. In der Antike kannte man zunéchst nur
die natiirlichen Zahlen. Sie dienten zum Z&ahlen von endlichen Men-
gen, irgendwelchen Zusammenfassungen von Individuen. Doch schon
frith wusste man auch, dass die Zahlen noch zu etwas anderem die-
nen konnten: zum Vergleichen von Griffen. Das waren zum Beispiel
Langen, Flachen- und Rauminhalte, Massen, Zeitspannen. Da es keine
allgemein anerkannten Mafeinheiten gab, konnte man solche Groflen
nicht einfach durch Zahlen ausdriicken. Aber man konnte zwei von ih-
nen miteinander vergleichen, zum Beispiel eine gréflere Strecke a mit
einer kleineren b.

a
b
| b | b | b |

"Evariste Galois, 1811 (Bourg-la-Reine) - 1832 (Paris)
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Im besten Fall konnte man a genau durch mehrfaches Aneinanderlegen
von b gewinnen, wie in unserer Figur, in der wir a = 3b erhalten.
Weder a noch b sind Zahlen, aber gemeinsam definieren sie eine Zahl,
namlich ihr Verhdltnis a/b = 3. Aber was machen wir, wenn es nicht
auskommt? In unserer zweiten Figur passt b zweimal in a hinein, und
es bleibt noch ein Rest c. Dieser ist kleiner als b, sonst wiirde ja noch
ein drittes Exemplar von b in a hineinpassen.

b b c

Zunichst konnen wir nur sagen, dass das Verhéltnis a/b zwischen 2
und 3 liegen muss. Um es genauer zu bestimmen, miissen wir ¢ mit
b vergleichen. Das geht auf gleiche Weise wie vorher: Wir haben eine
grofle und eine kleine Strecke, statt a und b diesmal b und ¢, und wieder
priifen wir, wie oft ¢ in b hineinpasst: in unserer Figur einmal, und es
bleibt ein Rest d, der kleiner als ¢ ist. Nun vergleichen wir d mit ¢;
wieder geht d einmal in ¢ hinein mit einem Rest e, der in unserem
Beispiel schliefllich genau zweimal in d aufgeht.

Rechnen wir zuriick, so ist

d = 2e

c = d+e=2e+e=23¢

b = c+d=3e+2e =be

a = 2b4+c=2-5e+3e=13¢.

Wir stellen also fest, dass zwar b in a nicht ganzzahlig aufgeht, dass es
aber eine kleinere Strecke e gibt, die sowohl in a als auch in b ganzzahlig
aufgeht, 13-mal in ¢ und 5-mal in b. Wir haben keine Mafleinheit ge-
braucht, um dies festzustellen; die beiden Strecken haben sich ndmlich
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die fiir den Vergleich am besten geeignete Mafleinheit, ihr “gemein-
sames Mafl” e, selbst gesucht. Damit konnen wir wieder das genaue
Verhéltnis a/b feststellen, ndmlich 13/5. Wenn a und b bereits selbst
natiirliche Zahlen sind (ganze Vielfache einer irgendwie gew#hlten Maf3-
einheit), dann ist das gemeinsame Mafl der grofite gemeinsame Teiler
(ge¢T) von a und b, der also auf diese Weise ermittelt werden kann.®
Das Verfahren heifit Wechselwegnahme oder euklidischer Algorith-
mus, weil es von Euklid’ beschrieben worden ist. Es ist aber sehr viel
dlter und war zum Beispiel Pythagoras'® vor 500 v.Chr. bestens be-
kannt. Dieser hatte die Bedeutung des Verfahrens voll erkannt und soll
in den Jubelruf “Alles ist Zahl” ausgebrochen sein, weil sich auf diese
Weise die Verhéaltnisse beliebiger Gréfien, aus welchem Bereich auch im-
mer sie stammen mochten, durch ein Verhéltnis von Zahlen ausdriicken
lieBen. Es war die Geburtsstunde der angewandten Mathematik.

Doch nur wenige Jahre spéter schiittete ein Schiiler des Pythagoras,
vermutlich Hippasos,'' reichlich Wasser in diesen schénen Wein, und
zwar durch eine der folgenreichsten mathematischen Erkenntnisse der
Antike: Es gibt Strecken a und b, deren Verhéltnis mit der Wechsel-
wegnahme niemals genau ermittelt werden kann; immer bleibt noch
ein Rest und das Verfahren endet nie. Vermutlich geschah diese Ent-
deckung am Goldenen Schnitt. Dabei wird eine Strecke a so in zwei

8 Wenn wir die aus der Figur zu entnehmenden Gleichungen
(Na=2b+c¢, (2)b=c+d, (B)c=d+e

anders herum auflosen, konnen wir umgekehrt das gemeinsame Mafl e durch die
gegebenen Groflen a und b ausdriicken; diese Beobachtung wird auch fiir Polynome
wichtig werden, die bekanntlich eine ganz dhnliche Division mit Rest zulassen.

B)e=c—d, 2)d=b—¢c, (1) c=a—-2b

und daraus

eécfdéc—(bfc):2cfb§2(a72b)fb:2af5b.
Probe: @ = 13, b = 5 = 2a — 5b = 26 — 25 = 1. Ubrigens gibt es noch andere
Darstellungen des gemeinsamen Mafles durch a und b, zum Beispiel e = 8b — 3a
(Probe: 8-5—3-13 =40 — 39 = 1). Auf diese letztere Darstellung st68t man, wenn

man zu den obigen Gleichungen noch die Gleichung (4) d = e + e hinzunimmt:

eéd—eid—(c—d):2d—c%2(b—c)—c:2b—3cé2b—3(a—2b):8b—3a.

9Euklid von Alexandria, ca. 325 - 265 v.Chr. (Alexandria, Agypten), fasste um
300 v.Chr. das gesamte mathematische Wissen seiner Zeit in seinem Lehrbuch “Ele-
mente” zusammen. Die Proportionenlehre findet sich im 5. Buch der “Elemente”.

Opythagoras von Samos, ca. 570 - 510 v.Chr.

"Hippasos von Metapont, ca. 550 - 470 v.Chr., Metapont (Siiditalien)
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ungleiche Teile b und ¢ unterteilt, dass sie sich zum groferen Teil b so

verhilt wie b zum Rest ¢, also a/b = b/c oder 2£¢ =2 12

a
b } c

Die Teilstrecke b passt also einmal in a hinein, und der Rest ¢ steht
zu b wieder im gleichen Verhéltnis wie vorher b zu a, also b/c = a/b.
Beim Vergleich von ¢ mit b stehen wir daher wieder vor der gleichen
Situation; b und ¢ bilden ein verkleinertes Abbild von a und b, weil ja
die Verhiltnisse (Proportionen) gleich sind. Wieder passt ¢ einmal in b
hinein, und fiir den Rest d gilt wiederum b/c = ¢/d.

Diese Situation wiederholt sich auf jeder Stufe; das Verfahren bricht
niemals ab und wir finden deshalb kein gemeinsames Ma£.

Der Goldene Schnitt war in der Zeit um 500 v.Chr. nicht nur den Ma-
thematikern, sondern auch den Kiinstlern bestens bekannt und fand
vielfache Verwendung. Die Schule des Pythagoras hatte sogar ein be-
sonders enges Verhiltnis dazu, denn ihr Symbol war das Pentagramm,
der Diagonalenstern des regelméfligen Fiinfecks, und je zwei Diagonalen
unterteilen sich gegenseitig im Verhéltnis des goldenen Schnittes. Dies
folgt aus der Ahnlichkeit (gleiche Form bei unterschiedlicher Gréfe)
der beiden in der nachfolgenden Figur schraffierten gleichschenkligen
Dreiecke:

12Aus der Gleichung b%bc = % ldsst sich der Wert dieses Verhéltnisses © = a/b =
b/c ermitteln: x = % = b%‘c =1+7=1+ % Multiplikation mit = auf beiden
Seiten ergibt die quadratische Gleichung 22 = x + 1 mit der positiven Losung
z = 1(1+/5) ~ 1,618 (die zweite Losung 3 (1 —+/5) ist negativ). Diese Zahl 2 und
ihr Kehrwert % =z—1= %(\/5 —1) = 0,618 werden Goldener Schnitt genannt.
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c

7

b
Das Verhéltnis von grofler und kleiner Seite ist in den beiden &hnlichen
Dreiecken dasselbe, also folgt das goldene Schnittverhéltnis % = Ig.

Mit dieser Konstruktion konnen wir sehr anschaulich erkennen, dass
es wirklich kein gemeinsames Mafl zwischen a und b oder zwischen b
und ¢ gibt (nicht nur, dass wir keins finden konnten). Moglicherweise
ist auch Hippasos so zu seiner Erkenntnis gelangt. Dazu betrachten wir
eine Kette von immer kleineren Fiinfecken, wobei die Seite s, des k-ten
Fiinfecks die Diagonale dj,1 des (k + 1)-ten Fiinfecks ist:

Aus der Figur sehen wir dy = s; und ss = d; — s, allgemein

(%) diy1 = Sk, Sky1 = d — Sg.

Wenn d; und s; ein gemeinsames Mafl hitten, also ganze Vielfache
einer Strecke e wiren (wie klein diese auch immer sein mag), dann
wéren auch dy = s; und s; = d; — s ganze Vielfache von e, und durch
Wiederholung des Schlusses wiirde dasselbe fiir alle d und s, gelten:
Alle sind ganzzahlige Vielfache von e, und doch werden sie beliebig
klein und schlieflich kleiner als e, ein Widerspruch!!3

Diagonale und Seitenldnge des regelméfligen Fiinfecks besitzen somit
kein gemeinsames Maf, sie sind inkommensurabel. Thr Verhéltnis (das

13Es ist sehr bemerkenswert, dass gerade das ganzzahlige Gleichungssystem (x)
zu einer Nicht-Ganzzahligkeits- Aussage fithrt: Diagonale und Seitenlénge sind nicht
ganzzahlige Vielfache eines gemeinsamen Mafles.
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goldene Schnittverhéltnis) ldsst sich nicht mehr als Verhéltnis ganzer
Zahlen schreiben; es ist irrational.** *

Pythagoras’ Erkenntnis “Alles ist Zahl” war daher falsch, solange
man unter “Zahl” nur die natiirlichen Zahlen und ihre Verhéltnisse
verstand. Das Zahlverstindnis dnderte sich aber im Verlauf der fol-
genden zwei Jahrhunderte; man fing an, auch irrationale Verhéltnisse
zwischen Groflen als Zahlen anzuerkennen. Der Ersatz fiir die Darstel-
lung von GréBenverhéltnissen ¢ als Verhéltnis natiirlicher Zahlen % war
das Archimedische Aziom,'® das Archimedes selbst aber dem Eudoxos!”
zuschreibt:

Zu je zwei Groflen a, b mit a > b gibt es eine natiirliche
Zahl k mit kb < a < (k+ 1)b.

Wenn wir diesen Grundsatz statt auf ¢ und b auf ne und b fir eine
beliebig grofle Zahl n € N anwenden, finden wir ein k£ € N mit

kb<mna< (k+1)b

und damit % < % < % = % + % Das Verhaltnis % ist also fast gleich
dem ganzzahligen Verhéltnis %; es weicht davon um hochstens % ab.

Dies war die erste bewusst durchgefithrte Zahlbereichserweiterung
der Mathematikgeschichte. Die reellen Zahlen R waren geboren als
GroBenverhiltnisse, die durch Verhéltnisse ganzer Zahlen zwar nicht
immer ausgedriickt, aber doch angenédhert werden konnten.

3. DIE BINOMISCHE FORMEL

Ein Binom ist ein Ausdruck der Form (a+ b)" mit n € N. Fiir kleine
n wissen wir, wie wir eine solche Potenz ausmultiplizieren, d.h. mit
Hilfe des Distributivgesetzes'® als Summe schreiben:

(a+b)?* = (a+b)(a+b)

“Die rationalen Zahlen Q (von lat./engl. “ratio” = Verhiltnis) sind die Quoti-
enten ganzer Zahlen k/n (Briiche). “Irrational” bedeutet: Kein Verhiltnis ganzer
Zahlen.

5Der Goldene Schnitt ist nicht nur irgend eine irrationale Zahl, sondern die
“irrationalste” Zahl iiberhaupt: In jedem Schritt passt der Rest nur einmal in die
Teilstrecke hinein, er ist also fast so grofl wie diese, und deshalb sind wir maximal
weit von einem rationalen Verhéltnis entfernt.

16 Archimedes von Syrakus, ca. 287 - 212 v.Chr.

1"Eudoxos von Knidos, ca. 408 - 355 v.Chr.

18Das  Distributivgesetz lautet (u1 + u2)v = wuyv + ugv fiir beliebige Zah-
len ui,us,v. Wir brauchen auch die Version mit mehr als zwei Summanden:
(u1 +ustug)v = (u14ug)v+usv = urv+ugv+usv und allgemeiner (ug+- - -+uy, )v =
U1V~ -+ - +u,o fiir beliebige Anzahlen n von Zahlen u1, ..., u,. Formal beweist man
dies durch vollsténdige Induktion, siehe die folgende Fufinote 19.
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= ala+0b)+b(a+Db)
= aa -+ ab+ ba + bb
= a®+2ab+V?,
(a+0)* = (a+b)(a+b)
= (aa+ ab+ ba+ bb)(a+b)
= aaa+a_lm~|—ba_a—l—ibfc_z,+ ab + abb —i—@H)bb

=T~
= a® + 3a%b + 3ab® +1>.

Die Summanden von (a + b)? in der vorletzten Zeile sind sémtliche ab-
Sequenzen der Lénge 3, d.h. Produkte aus je drei Faktoren vom Typ
a oder b, wobei wir zunéchst die Reihenfolge der Faktoren beachten.
Auf diese kommt es aber beim Produkt nicht an, deshalb kénnen wir
im letzten Schritt alle Produkte mit gleicher Anzahl von a- und b-
Faktoren zusammenfassen. Ebenso ist es mit (a + b)" fiir beliebiges n.
Ausmultiplizieren ergibt die Summe aus allen ab-Sequenzen der Lénge
n 19

Jede solche Sequenz ist ein Produkt der Form a . Wieviele gibt es
davon fiir festes k7 Die k Plétze in einer solchen Sequenz, an denen ein
b steht, bilden eine k-elementige Teilmenge der Menge {1,...,n}, und
es gibt ebenso viele Sequenzen vom Typ a"*b* wie k-elementige Teil-
mengen von {1,...,n}. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von
{1,...,n} wird mit (%) (“n iiber £” oder “k aus n”) bezeichnet. Wie
konnen wir diese Anzahl berechnen? Das ist wie beim Lottospielen. Bei
jeder Lottoziehung wird eine 6-elementige Teilmenge von {1,...,49}
gezogen. Fiir die erste gezogene Kugel gibt es 49 Moglichkeiten, fiir die
zweite noch 48, weil eine Kugel bereits entfernt wurde, und so fort bis
zur sechsten Kugel, fiir deren Ziehung noch 44 Moglichkeiten bestehen.
Insgesamt gibt es also 49-48-47-46-45-44 mogliche Ziehungen. Aber es
kommt nicht auf die Reihenfolge an, in der die Kugeln gezogen wurden.

nfkbk

19 Dies beweist man formal durch den Schritt von n auf n + 1, auch vollstindige
Induktion genannt: Fiir n = 1 steht links a + b; das ist offensichtlich die Summe
aller ab-Sequenzen der Linge 1 (diese sind a und b). Wenn wir diese Aussage fiir ein
beliebiges, aber festes n schon bewiesen haben (IV = “Induktionsvoraussetzung”;
zum Beispiel fiir n = 1 ist diese bereits erfiillt), dann kénnen wir sie auch fir die
nichste Zahl n + 1 (zum Beispiel fiir 2) folgern, denn

(a+b)"" = (a+b)"(a+b)

14 (Summe aller ab-Sequenzen der Linge n) - (a + b)

(Summe aller ab-Sequenzen der Linge n) - a
+ (Summe aller ab-Sequenzen der Linge n) - b
= Summe aller ab-Sequenzen der Linge n + 1,

denn jede ab-Sequenz der Linge n + 1 endet mit a oder b und davor steht eine
beliebige ab-Sequenz der Linge n.
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Es gibt 6! = 6-5-4-3-2-1 mogliche Reihenfolgen fiir 6 Kugeln.?® Die
Anzahl der 6-elementigen Teilmengen von {1,...,49} ist daher

49 - 48 -47-46 - 45 - 44
(¥) = m =49 -47-46 - 3 - 44 =~ 14 Millionen.
(Eine davon wird gezogen; die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sechser im

Lotto ist also ungefihr Eins zu 14 Millionen.) Die gleiche Uberlegung

gilt fiir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}:
n-(n—1)-...-(n—k+1) n!
Yy — - D
(%) k! kl(n — k)! 2)

(der letzte Ausdruck ist die Erweiterung des Bruchs in der Mitte mit
(n — k)!). Wir erhalten nunmehr die allgemeine binomische Formel

(a+b)" =a" +na" b+ (%)a" 2% + (5)a" 0> + - + b".

Solche groflen Summen schreibt man tibersichtlicher mit dem Summen-

symbol:

(a+b)" =Y (i)a" " (3)

k=0
Diese Schreibweise bedeutet, dass man im Ausdruck (7 )a" *b* fiir k
nacheinander die Zahlen 0,1,2,...,n einsetzt, damit die Ausdriicke
(M)a™® = a®, (7)a™ b = na" b, (3)a""2? = "("2_1)a”*2b2, o

(7)a’b™ = b™ erhilt und diese aufsummiert.

4. DIE TSCHIRNHAUS-TRANSFORMATION

Das Ziel der traditionellen Algebra war, eine Gleichung der Form
2" +a "+ an i+ a, =0
zu 16sen, mit anderen Worten, die Nullstellen des Polynoms
fx)=2"+ax" '+ -+ a2+ ay, (4)

zu finden. Eine Losungsidee besteht darin, die Gleichung f(z) = 0
durch eine Variablentransformation & = g(x) zu vereinfachen. Im ein-
fachsten Fall ist g(z) = x — a fiir eine Konstante a. Nach der binomi-
schen Formel ist dann

@ = (T+a)
— jn+najn—1+(g)a2jn—2+_._+an’
az" "t = ay (3 +a)"?
206! spricht man “6-Fakultit”. Allgemein ist k! = k- (k—1)-...-2-1 die Zahl

der Mdglichkeiten (lat. facultas), k Gegenstinde anzuordnen, in eine Reihenfolge
zu bringen: Fiir den ersten Gegenstand gibt es k mogliche Plétze, fiir den zweiten
noch k£ — 1 usw. Auflerdem setzt man 0! = 1 (leeres Produkt).



EINFUHRUNG IN DIE ALGEBRA 11

= i '+a(n—1)ai" 4+ a (") TP+ ...

Wenn wir nun a so wihlen, dass na = —ay gilt (also a = —ay /n setzen),
heben sich die unterstrichenen Terme mit 7"~ ! gegenseitig weg und die
verschobene Variable & = z+ % erfiillt eine Gleichung ohne #"~'-Term,

4"+ +a,=0

fiir neue Konstanten as, . . ., Gy, z.B. Gy = as — %+ af.

Wenn man dies auf eine quadratische Gleichung
2?+ar+b=0

anwendet, also die Substitution®! x = & — 5 vornimmt, dann lautet die
transformierte Gleichung

a\?2 a a®>  a? a?
0= (=3 a5 - - S
z 5 +alx 5 + "+ 1 5 + T 1 +
und wir gelangen zur “Mitternachtsformel” x + § =17 = % a? — 4b.

Mit komplizierteren Transformationen = g(z) lassen sich weitere
Terme in der Gleichung f(z) = 0 beseitigen; fiir den #"~2-Term braucht
man z.B. eine quadratische Transformation Z = x? +ux + v, siehe Seite
32, Beispiel 2. Dies wurde von Tschirnhaus** beobachtet. Er glaubte,
mit dieser Methode alle Polynomgleichungen 16sen zu kénnen, indem er
sukzessive alle Terme beseitigte und mit einer reinen Wurzelgleichung
" + a, = 0 endete, wie im Fall der quadratischen Gleichung. Aber
um die Koeffizienten des Polynoms g zu bestimmen, muss man bei den
weiteren Termen bald Gleichungen l6sen, die komplizierter sind als die
Ausgangsgleichung!

5. DIE KUBISCHE GLEICHUNG

Das européische Mittelalter war in mathematischer Hinsicht eine Zeit
des Stillstandes. Mathematik fand anderswo statt, vor allem in der is-
lamischen Welt, die das antike Erbe iibernahm und fortfiihrte und mit
der indischen Mathematik verband. Die Algebra wuchs neben der Geo-
metrie zu einem eigensténdigen Zweig der Mathematik heran. Europa
nahm diese Entwicklung erst im ausgehenden Mittelalter zur Kennt-
nis. Dann begann eine rege Ubersetzungstitigkeit, besonders in Spanien
und Stiiditalien, wo die beiden Kulturen in Kontakt standen. Auch vie-
le der antiken Schriften wurden erst durch Riickiibersetzung aus dem

2lWenn man es mit Gleichungen zu tun hat und die Variablen transformieren
will, kann man dies in Form einer Substitution machen, bei der die alten Varia-
blen x durch die neuen ¥ ausgedriickt werden; dann kann man den entsprechenden
Ausdruck von Z direkt anstelle von x in die Gleichung einsetzen.

2Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, 1651 (bei Gorlitz) - 1708 (Dresden)
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Arabischen in Europa wieder zugénglich, was schliellich zur “Wieder-
geburt” (Renaissance) der antiken Wissenschaft in Europa fiihrte.

Der erste substantielle Beitrag der européischen Mathematik zur Al-
gebra war um 1520 die Losung der kubischen Gleichung®

2+ ax = b. (5)
Man sieht zunéchst nicht, wie diese Gleichung geltst werden kann. Aber
es gibt andere kubische Gleichungen, deren Losung auf der Hand liegt:
Die Gleichung

(z +u)® =? (6)
hat offensichtlich die Losung

r=v—u. (7)
Die Idee ist nun, die einfache Gleichung (6) auf die Form der schwierigen
(5) zu bringen: Es gilt
(z +u)? = 2% + 32%u + 3zu® + v’ = 2° + 3ou(x +u) +u?,

und weil wir  + u geméB (7) durch v ersetzen konnen (das ist der
Trick), verwandelt sich (6) in die Gleichung

2?4+ 3uvz = v* — P, (8)
Diese Gleichung ist tatsdchlich von der Form (5) mit
a=3uv, b=1v"—u’ (9)

Wenn also die Koeffizienten a,b der “schwierigen” Gleichung (5) die
Form (9) haben, dann ist + = v — u eine Lésung. Um solche u und v
zu finden, miissen wir die Gleichungen (9) nach « und v auflésen:

u=a/(3v), v*=b+u’=0b+a/(3v)
Multiplizieren wir die letzte Gleichung noch einmal mit v, so erhal-
ten wir eine quadratische Gleichung fiir v*, nédmlich v® = bv® + (£)°.
Quadratische Gleichungen kénnen wir lésen: v3 = g ++/D mit D :=

()3 + (%)%, und folglich —u® = b—v* = 2 Fv/D. Als Lésung z = v —u

erhalten wir daher

= \/b/2+ VD + 1/b/2 - VD = (a/3)* + (b/2)%.  (10)

Diese Formel wurde um 1520 von del Ferro?* entdeckt, der sie aber
nur an einen seiner Schiiler weitergab. Davon erfuhr Tartaglia®® und

23Die allgemeinste kubische Gleichung ist 2% + az? + bx = c. Sie lisst sich aber
durch die einfachste Tschirnhaus-Transformation auf die Form (5) bringen, wie im
vorigen Abschnitt 4 gezeigt.

24Scipione del Ferro, 1465 - 1526, Bologna

25Nicolo Tartaglia, 1499 - 1557, Breschia, Venedig
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fand die Formel 1535 selbst. Er gab sie 1539 an seinen Freund Carda-
no?® weiter, der sie 1545 in seinem Buch “Ars Magna” veroffentlichte;?”
seither heifit sie Cardanosche Formel. Danach waren Cardano und Tar-

taglia nicht mehr so gut befreundet.
Beispiel 1: 23 — 6z = 9. Dann ist
a b 9 81 81—-32 49
3 22 * 4 4 4

Damitist\/ﬁz%und%—i—\/ﬁ:%:Sund%—\/ﬁ:
alsor = V8+ V1=2+1=3. Probe: 33 —6-3=27—18 =
Beispiel 2: 23 — 62 = 4. Dann ist

a b

T S *
Jetzt haben wir ein Problem: Weil D negativ ist, konnen wir die Qua-
dratwurzel v/D nicht ziehen! Die Losungsmethode scheint zu versagen.
Cardano wusste keinen Rat und gab diesem Fall den Namen Casus
irreducibilis (unlosbarer Fall). Das war eigentlich ein Skandal, denn
das Polynom f(z) = 23 — 62 — 4 hat mit Sicherheit Nullstellen, weil
f(0) = =4 und f(3) = 27 — 18 — 4 = 5; die Werte von f steigen al-

=1,

9-7
2
9.

so zwischen z, = 0 und z; = 3 von f(z,) = —4 auf f(z1) = 5 und
miissen irgendwo dazwischen die Null treffen.?® Man muss im vorlie-
genden Fall auch nicht lange danach suchen: x = —2 ist eine Nullstelle,

denn f(—2) = -8 + 12 — 4 = 0. Aber Cardano wusste nicht, wie man
diese Losung mit seiner Formel finden sollte.

6. DIE IMAGINAREN ZAHLEN

Gut 20 Jahre nach Cardanos “Ars Magna” unternahm ein Ingenieur
namens Bombelli* einen neuen Anlauf und war erfolgreich. Wir er-
klaren seine Methode am Beispiel 2 des vorigen Abschnittes. Bombelli
wusste, dass negative Zahlen wie —4 keine Quadratwurzel haben, denn
das Quadrat negativer wie positiver Zahlen ist positiv, Minus mal Mi-
nus ergibt Plus.?® Aber wir kénnen einmal so tun, als gibe es solche

26Girolamo Cardano, 1501 - 1576, Mailand, Pavia

27 Anlass war die Losung der quartischen Gleichung durch Cardanos Schiiler Lo-
dovico Ferrari (Bologna 1522 - 1565), wobei die Losung der kubischen Gleichung
verwendet wurde.

28Der Zwischenwertsatz der Analysis berechnet diese Nullstelle sogar.

29Rafaele Bombelli, 1526 - 1572, Bologna

30Auch diese Erkenntnisse waren noch nicht so alt. Erst seit Kurzem hatte
man gelernt, mit negativen Zahlen zu rechnen. Ursache hierfiir war das beson-
ders in Oberitalien aufkommende Banken- und Kreditwesen. Damit erst hatte man
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Zahlen doch (sie wurden spéter “imagindre” Zahlen genannt, Zahlen,
die nur in der Vorstellung existieren) und damit wie gewohnt rech-
nen. Eigentlich geniigt sogar eine einzige “imaginédre” Zahl, ndmlich
i := v/—1; denn dann wire i> = —1 und damit (2i)% = 45> = —4, also
v/—4 = 2i. Die Losung gemif Cardanos Formel (10) ist demnach

T=V2+2i+ V2 — 2. (11)

Doch was sollen wir mit einem solchen Ergebnis anfangen? Wie sollen
wir die 3. Wurzel aus 2 4 2i ziehen? Das wusste auch Bombelli nicht.3!
Aber die Umkehrung, die 3. Potenz solcher Zahlen konnte er immerhin
berechnen, zum Beispiel:

(=14+4)* = —1+4+3i—3i>+4°
= —1+3i+3—i
= —1+3+3—-1)
= 2+ 2

und ebenso (—1—4)? = 2 —2i. Das ist ein Gliicksfall fiir unser Beispiel:
Die dritte Potenz ergibt genau die Zahlen, deren dritte Wurzel wir
suchen; diese sind also Kubikzahlen, dritte Potenzen bekannter Zahlen,
wie auch 1 und 8 in Beispiel 1. Also ist ¥/2 4+ 2¢ = —1 44 und aus (11)
erhalten wir
r=(-1+1i)+(-1—-4)=-2

Wie durch Zauberei sind die “imagindren” Wurzeln negativer Zahlen
verschwunden und wir erhalten die uns schon bekannte Losung x = —2.

Bombelli veroffentlichte seine Ergebnisse 1572 in seinem Algebra-
Lehrbuch. Eine Sternstunde der Mathematik: Er hatte es gewagt, die
Grenzen der bisherigen Vorstellung ( “Quadratwurzeln negativer Zahlen
gibt es nicht”) zu verlassen, und gelangte damit zu richtigen Ergebnis-
sen! Er hatte eine weitere Zahlbereichserweiterung gewagt. Es dauerte
mehr als zwei Jahrhunderte, bis die “imaginédren Zahlen” ihrer My-
stik ganz entkleidet und voll akzeptiert waren. Summen von reellen
und imaginédren Zahlen, wie sie bei den Rechnungen aufgetreten sind,
nennt man kompleze (= “zusammengesetzte”) Zahlen.

Man muss sich bei den komplexen Zahlen allerdings von einigen ge-
wohnten Vorstellungen trennen. Zum Beispiel stimmt es nicht mehr,
dass eine GroBe sich durch Hinzufiigen (Addition) einer anderen ver-
mehrt, aber das war ja schon bei den negativen Zahlen nicht mehr
wahr. Dieses Phdnomen wurde unter dem Namen Interferenz zu einer

die reellen Zahlen vervollstdndigt und war vom Zahlenstrahl zur Zahlengeraden
iibergegangen.
31Man vergleiche aber S. 23.
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Grundtatsache der Physik des 20. Jahrhunderts, aus der die komplexen
Zahlen deshalb nicht mehr wegzudenken sind.>?

Auflerdem muss man sich eine neue geometrische Vorstellung von
den Zahlen machen: Zahlenstrahl und Zahlengerade werden durch die
Zahlenebene abgelost. Diesen Schritt hat erst C.F. Gauff um 1800 voll-
zZogen.

7. DIE KOMPLEXE ZAHLENEBENE

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Wo kénnten wir die neue Zahl i = y/—1 auf unserer Zahlengeraden
unterbringen? Nicht rechts von der Null, denn dort sind die positiven
Zahlen, deren Quadrat ja wieder positiv ist, also nicht —1. Auch nicht
links davon, denn das Quadrat negativer Zahlen ist ebenfalls positiv
(Minus mal Minus = Plus). Die Null selbst ist es auch nicht, denn ihr Q
uadrat ist Null, nicht —1. Auf der Zahlengeraden ist einfach kein Platz
fiir diese Zahl; sie wird also daneben untergebracht werden miissen, und
damit kommen wir in die zweite Dimension, in die Ebene. Mit der Zahl
¢ haben wir uns allerdings noch viele weitere Zahlen “eingehandelt”:
die Vielfachen von ¢ und deren Summen mit den gewohnlichen reellen
Zahlen. In der Ebene finden sie alle ihren Platz: Der Zahl x + yi (fiir
reelle Zahlen x,y) werden wir den Punkt (z,y) mit den kartesischen
Koordinaten x und y zuweisen.

y

-1+2i i 1+2i 242  3H2i

-2+ -1+ [ I+ 2+ 3

32www.quantenphysik-schule.de, www.didaktik.physik.uni-erlangen.de
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Alle diese Zahlen zusammen bilden die Menge der komplexen Zahlen,
die mit dem Symbol C bezeichnet wird:

C={x+vyi:z,y e R}

Die Rechenoperationen haben wir schon gesehen; sie ergeben sich aus
den (weiterhin giiltigen) Rechenregeln zusammen mit der Gleichung,
die ¢ definiert, ¢ -1 = —1:

(x4yi)E(u+vi) = (x+u)+ (y+o)i, (12)
(o +y)(u+v) = (zu—yo)+ (o0 + yu)i, (13)
1 T — Yl x -y .
= = 14
T+ yi 22+ m2+y2+m2+y22 (1)

durch Erweitern mit z — iy, denn (x + yi)(z — yi) = 2% + y*. Die-
se Gleichungen zeigen, dass auch fiir die komplexen Zahlen die vier
Grundrechenarten erkliart und die iiblichen Rechenregeln erfiillt sind.
Einen solchen Zahlbereich nennen wir einen Kérper. Wir haben damit
bereits drei verschiedene Korper kennengelernt: die rationalen Zahlen
Q, die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C. Auch die “ra-
tionalen komplexen Zahlen” Q 4+ Q¢ bilden einen Kérper. Wir werden
noch viele weitere kennenlernen.

Wir wollen fiir komplexe Zahlen eigene Namen einfiihren, z.B. z und
w (spéter werden x auch fiir komplexe Variable verwenden). Fiir z =
x + yi nennen wir x den Realteil und y den Imagindrteil und schreiben

r=Rez, y=Im 2z

Wir kénnen nun die Addition bei komplexen Zahlen geometrisch ebenso
wie bei reellen Zahlen deuten, nédmlich als Aneinanderlegen von zwei
Stédben, die jetzt allerdings unterschiedliche Richtungen haben kénnen.

3i 7 z+w
/,f’
2i

Die Operation x + yi — x — yi (Spiegelung an der z-Achse) nennen wir
komplexe Konjugation und bezeichnen sie mit einem Querstrich:

2= 4+Y—=Z =T —Yi.
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Sie wurde eingefiihrt wegen ihrer guten Recheneigenschaften:?

rtw=zZ+w, ZT-w=%Z-w z/w=7Z/w. (15)

Auch bei komplexen Zahlen z = x + yi gibt es einen Absolutbetrag

2l = V@ + 1P = VE (16)

Nach Pythagoras®® ist |z| die Linge der Strecke von 0 nach z in der
xy-Ebene. Der Betrag einer komplexen Zahl ist eine positive reelle Zahl
(nur fiir z = 0 ist |z| = 0) und erfiillt dieselben Rechenregeln wie der
Betrag einer reellen Zahl:

Satz 7.1.
lz+w| < fz]+ [w| (17)
2| - Jw] = |zw]. (18)
Beweis. Die zweite Gleichung (18) ist die einfachere: |z|?|w|? = zzww =

zwZW = zwzw = |zw|? mit (15). Die erste Gleichung (17) folgt, weil
Re z < |z| fiir jede komplexe Zahl z, da

2 = Va2 + 2 > Va? = || > 2 = Re z,
und insbesondere
(%) Re (zw) < [z0] = |2[w] = [2]Jw].
Andererseits st
(xx) 2Re (2w) = 2w + 20 = 20 + Zw,
denn fiir w = u + vi ist W = u — vi = u + vi = w. Daher gilt:

(2 +w)(Z + @)
= 2z + 2w+ wz +ww
L2 4 2Re (2@) + |w]?

|z 4+ wl?

~

33Eine solche Selbstabbildung des Korpers, die mit allen vier Grundrechenarten
vertauscht, nennen wir einen Korperautomorphismus, ein wichtiger Begriff der Alge-
bra, der mit Korpererweiterungen verbunden ist, in diesem Fall mit der Erweiterung
von R zu C.

34 Indischer Beweis:

a b
b c b2

c2=a?+b?

35 Fiir jedes z € C gilt Re z = 3(z+2) und Im z = 5:(2 — 2)
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—~
*
~

2+ 2lz||w| + |w]®
(1] + [wl)*. 0

I IA

Gleichung (17) heiit Dreiecksungleichung, denn sie sagt, dass im
Dreieck A(0, z, z + w) eine Seite kiirzer ist als die beiden anderen zu-
sammen; der direkte Weg von 0 nach z + w ist kiirzer als der Umweg

iber z.
Z+w
lwl

|| z+w |

8. DIE EXPONENTIALFUNKTION

Die FExponentialfunktion ist die wohl wichtigste Funktion der Ma-
thematik, denn sie verbindet die zwei Grundrechenarten Addition und
Multiplikation miteinander. Sie ist folgendermaflen definiert:

2
x

exp(z) =1+a+ 5 +- - +—+ Zkl (19)

Dass hier “unendlich viele” Terme summiert Werden soll uns nicht

storen; fiir groBe Zahlen k ist der Summand 77 betragsmaﬁlg winzig

klein®® und spielt fiir die Summation keine wesenthche Rolle mehr; dies
wird in der Analysis genau untersucht.®”

Satz 8.1. Fir alle x,y € C gilt

exp(z) exp(y) = exp(z + y). (20)
36‘% = ‘%%ﬁ :@“ﬁ;—l%, Wobei‘]i,| <%fﬁrgrof5ej, sobald

also kleiner als eine

niamlich j > 2|z|. Bis auf einen konstanten Faktor ist

k!
Potenz von 2, und deren Summen werden niemals grodfer als Eins: 2 + 4 =
5 + -|- g g usw.

37 Wer eine schnelle Erklarung sucht, warum die Exponentlalfunktlon gerade o)

definiert ist, der leite sie einmal ab. Die Ableitung von ist ke (f e In der

3
4

Ableitung exp’(x) treten daher exakt dieselben Terme auf wie in exp( ), es gilt also
exp’ = exp. Die Exponentialfunktion ist gleich ihrer Ableitung und beschreibt daher
Prozesse, bei denen der jeweilige Zuwachs (die Ableitung) gleich (oder proportional)
zum jeweiligen Bestand ist. Das sind natiirliche Wachstums- und Zerfallsprozesse:
Was neu hinzukommt, triagt sofort zur weiteren Vermehrung bei.
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Beweis. Nach der Binomischen Formel (3) und (2) ist

1 @ . - 1 e
Sy 23 (=Y
| | | — 7!
= = Jlim —j)!
und damit
Y
= D) P — 21
exp(z + y) P i (m— )] (21)

Bei (%) wurden die Summanden der Doppelsumme umgeordnet: Statt
iiber j und k wurde iiber j und m := j+ k summiert und £ durch m —j
ersetzt.®® 0
Die Zahl exp(1) = Y32, 4 ~ 2,718 wird zu Ehren von Euler® mit
dem Buchstaben e bezeichnet. Nach (20) folgt dann

exp(2) = exp(1 + 1) = exp(1) exp(1) = €?

und exp(n) = e fiir alle n € N (vollstédndige Induktion), auBerdem
exp(—1) - e =exp(—1)exp(l) = exp(0) =1

und damit exp(—1) = 1/e = e~} und schlieBlich

exp(1/2) = Ve = /2,

denn exp(3)? = exp(3)exp(3) = exp(5 + 3) = exp(1) = e. So schen
wir exp(z) = €” fiir alle rationalen Zahlen x. Deshalb schreiben wir
fiir beliebige (reelle und sogar komplexe) Zahlen z nun auch exp(z) =
e”, obwohl z.B. e¢¥2 oder gar e’ als Potenzen gar keinen Sinn machen
(man kann e nicht é-mal mit sich selbst multiplizieren!); erst mit der
Exponentialfunktion haben wir diesem Ausdruck einen Sinn gegeben

und damit den Begriff der Potenz erweitert. Hier ist der bekannte nach

38Die unendlichen Summen werfen Fragen der Konvergenz auf, die in diesem Fall
harmlos sind und die wir der Analysis iiberlassen (“Cauchy-Produkt-Formel”).
39Leonhard Euler, 1707 (Basel) - 1783 (St. Petersburg)
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rechts sehr steil ansteigende und nach links sich sehr schnell der z-
Achse anndherende Graph der reellen e-Funktion: Alle Summanden 2—]:
mit x > 0 sind positiv und streben fiir x — oo monoton gegen oo, was
den rechten Teil des Graphen erklart, und weil e”* der Kehrwert von
e” ist (e7%e® = *7® = €¥ = 1), ist der linke Teil des Graphen ebenfalls
positiv und schmiegt sich an die z-Achse an.

—t x

3 -2 -1 0 1 2 3

Was aber passiert, wenn wir fiir x imagindre Werte x = it, t € R
einsetzen? Das Ergebnis ist {iberraschend: Die Werte der Funktion ¢ +—
e'® wachsen in keiner Richtung, sondern behalten fiir alle ¢ den Betrag
Eins. Dazu miissen wir |e”|? = e’ - eit berechnen. Fiir die kompleze
Konjugation gilt *°

F = k=) FF/k=¢
k k

fiir alle z € C. Speziell fiir z = it mit ¢t € R ist 7 = —it, also et = ¢t =

e~ und damit
|€z‘t|2 — it E — it — pit—it _ 0 _ 1 (22)
Die komplexe Zahl e® liegt also fiir alle t € R auf der Einheitskreislinie!
Welche geometrische Bedeutung hat dabei die Zahl ¢7 Sie ist der
Winkel zwischen 1 und e”, im Bogenmafl gemessen, d.h. [¢] ist die
Liange des Kreisbogens zwischen den beiden Punkten 1 und e, und
das Vorzeichen von t ist positiv, wenn der Kreis nach links, d.h. gegen

den Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und in der anderen Richtung ist ¢
negativ.

40pabei benotigen wir neben den algebraischen Eigenschaften z +w = z + w
und z-w = Z - w beim Grenziibergang von der endlichen zur unendlichen Summe
auch die Stetigkeit der komplexen Konjugation: Wenn |z, —z| — 0, dann |z, —Z| =
|z — 2| = |20 — 2| — 0.
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Wie kénnen wir uns davon iiberzeugen? Wir miissen zunéchst die
Linge des Kreisbogens zwischen zp = 1 und 2 = €% definieren. Dazu
unterteilen wir den Bogen durch eine grofie Anzahl n von Zwischen-
punkten z, = e*/™ mit k =0,...,n.

Die Léange s dieses Kreisbogens wird von unten angendhert durch die
Summe der Abstidnde zwischen benachbarten Unterteilungspunkten,
namlich

n

Sn=lzo— 2|+ ]z — 2|+ Jzecr— 2l =Dl — . (23)
k=1

Wenn wir diee Unterteilungspunkte immer dichter wéhlen, also n — oo

streben lassen, dann konvergiert s,, gegen die Léinge s des Kreisbogens.

Den Ausdruck s, kénnen wir explizit berechnen:*! Da z, = eFi#/m =
(e/™)k fiir alle k, folgt

- ilk=1)t/n _ jikt/n

ity _ git/ny,

s =] = (D1 ) = |1 i

=1

Zk—1 — Rk

Damit sind alle Summanden auf der rechten Seite von (23) gleich und

) 1_eit/n
n=n- 1=t = it] - | ———| = |t] - | f(it
s = 1= e = i[5 <l Gt
mit
el 1 1, 1, 11,

Dies ist eine (stetige) Funktion, die bei z = 0 den Wert f(0) = 1 hat. Da
it/n fiir n — oo gegen 0 strebt (da 1/n — 0), folgt f(it/n) — f(0) =1

4Man beachte eb* = e*t 4% = ¢ . ... ¢* = (%) fiir alle z € C (genaueres
Argument mit Induktion iiber k).
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und wir erhalten s,, — |t|. Somit ist |¢| die Léange des Bogens und damit
gleich dem Winkel, in Bogenmafl gemessen: ¢t = Z(1,0, e).

1=e€ it
e«

\t
L sint \

~-I=e 0| cost 1=¢""

_j= o2

An dieser Stelle kommt die Kreiszahl 7 ins Spiel; 27 ist nach Definition
die Gesamtlédnge der Einheitskreislinie, die Lédnge des Halbkreisbogens
zwischen 1 und —1 ist w. Daraus ergeben sich die bemerkenswerten
Beziehungen

ez(t+2ﬂ') — ezt 27s it

=1 M=-1 ™ =" " =cost+isint

Y

Nun konnen wir auch die komplexe Multiplikation geometrisch in-
terpretieren: Wenn wir zwei komplexe Zahlen z = e und w = e auf
der Einheitskreislinie miteinander multiplizieren, so addieren sich die

beiden Winkel ¢ und s:

2w = ezt Lot = €Z(S+t).

Wenn die Zahlen z und w dagegen beliebigen positiven Abstand |z]
und |w| vom Nullpunkt haben, so liegen jedenfalls z/|z| und w/|w]| auf
der Einheitskreislinie und lassen sich demnach in der Form e* und e
darstellen, also gilt

z-w = |z[e® - |w|e®® = |z||w|e’TY.

Die Betrdage werden multipliziert, die Winkel addiert.

it
e

A eit/s
‘ 1
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Eine Folgerung ist, dass wir jetzt aus einer beliebigen komplexen Zahl

z die n-te Wurzel ziehen konnen, fiir jedes n: Fiir z = |z]e ist w :=
/]2] - €™ eine n-te Wurzel von z, denn w” = |z| e = z. Es gibt aber
noch weitere n-te Wurzeln, insgesamt n, namlich wy = {/[z|-e!(+270)/n
fir k = 0,...,n — 1, denn w; = w¢ mit ¢ = >/ diese Zahlen
erfiillen ("™ = 1; sie heiflen deshalb n-te Finheitswurzeln, und es gilt
wyp = w"¢" = w".

9. DER “FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA”

Die komplexen Zahlen wurden eingefithrt, um Quadratwurzeln aus
negativen Zahlen ziehen zu kénnen, die bei der Losungsformel kubischer
Gleichungen als Hilfsgrolen auftraten; damit konnte man gewohnliche
(reelle) Losungen kubischer Gleichungen berechnen. Jetzt haben wir ge-
sehen, dass man in C nicht nur Quadratwurzeln, sondern iiberhaupt alle
Wurzeln beliebigen Grades ziehen kann. Gaufl ging noch einen Schritt
weiter und zeigte, dass in C iiberhaupt jede Polynomgleichung f(z) = 0
eine Losung hat. Das ist der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 9.1. Fiir jedes (normierte)*? Polynom

a an
f(x):$"+a1:v”*1+~-+an:x"(1—4—;1—1—...5) (24)
mit n € N =1{1,2,3,...} und a1,...,a, € C gibt es ein x € C mit
f@) =0,

GauB selbst hat u.a. folgendes einfache Argument gegeben. Fiir jedes
p > 0 betrachten wir die Kreislinie

K,={z€C:|z|=p}={pe" : t €0,2n]}

und deren Bild f(K,). Ist p = r sehr klein, dann liegt f(K,) ganz nahe
bei f(0) = a,. Wenn a,, # 0 (andernfalls ist f(0) = 0 und wir haben
eine Nullstelle), wird die Null von f(K,) nicht umlaufen. Ist dage-
gen p = R sehr groB, so ist f(Re") = R" (e™ + Q=D ... 4 au)
~ R"e™ und das Bild der Kreislinie f(K,) umliuft die Null n-mal.
Zwischen p = r und p = R muss sich die Null-Umlaufszahl von f(K,)
also &ndern. Das kann nur geschehen, wenn die Null iiberstrichen wird,
wenn also ein f(K,) die Null enthélt. Auf der Kreislinie K, muss dem-
nach eine Nullstelle von f liegen.

42Ein Polynom heiBt normiert, wenn der hochste Koeffizient Eins ist.
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Das Argument von Gauf in der hier gegebenen Form benutzt das Kon-
zept der Umlaufszahl der geschlossenene Linie (“Kurve”) f(K,): Man
ermittelt den zuriickgelegten Gesamtwinkel bei einem vollstéindigen
Durchlauf der Kurve. Weil Anfangs- und Endposition die gleichen sind,
muss der Gesamtwinkel ein ganzes Vielfaches von 27 = 360° sein; die-
ses Vielfache nennt man die Umlaufszahl. Bei stetiger Deformation der
Kurve kann sich diese Zahl nicht d&ndern, es sei denn, dass die Kurven-
schar die Null iiberquert.

Ein anderes Argument, das dieses Konzept nicht benétigt, stammt von
Argand,*® einem Zeitgenossen von Gauf3. Zu dem durch (24) gegebenen
Polynom f betrachten wir die Funktion |f| : C — R,. Mit (24) schen
wir, dass |f(x)| groBl wird, sobald |z| geniigend grof ist, sagen wir
|z| > R. Damit muss |f| irgendwo an einem Punkt z; (mit |z;| < R)
ein Minimum annehmen.** Wenn |f(z,)| = 0, ist ; eine Nullstelle.
Den Gegenfall | f(z1)| > 0 werden wir zum Widerspruch fiithren. Durch
Verschieben des Arguments (Substitution x = Z+x1) diirfen wir z; = 0
annehmen; dann ist f(0) = a,, und nach unserer Annahme ist a, # 0.

Wir schreiben f in der Form f(x) = 2" + - -+ + a,_x2"* + a, fiir ein
k € {1,...,n}, wobei die letzten beiden nicht-verschwindenden Terme
explizit aufgefiithrt sind. Wir approximieren nun f durch diese letzten
beiden Terme, also durch g(z) = a,_xz* + a,. Der Fehler ist

[f(2) = g(@)] < |2 + Janlla" 7 + -+ Jap—p—a |l2"].
43Jean Robert Argand, 1768 (Genf) - 1822 (Paris)

#In der Analysis lernen wir, dass die stetige Funktion | f| auf dem Kreis Dy =
{z € C: |z| < R} ein Minimum annimmt; aulerhalb von Dy dagegen ist | f| gro8.
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Statt einer Nullstelle von f suchen wir nun eine Nullstelle x, von g,
was einfach ist: z, ist eine k-te Wurzel von —a,,/a, _,

o* = —a,/an_4.

Fir 0 <t < 1ist |g(tz,)| < |a,|, genauer
9(tz,) = an_st" 2% + a, = a,(1 —t¥).
Andererseits ist |f(tz,) — g(tz,)| klein von Ordnung k + 1:
[f(two) = g(two)l < "|ap] + -+t apporag ™|

< Ctk)-‘rl
mit C = |27 + -+ + |ap_p_125F|. Damit ist auch |f(tz,)| < |a,| fiir
kleine positive t:
‘f(txoﬂ ‘g(txoﬂ + ’f(txo) - g(txo)’

|an] (1=t (1 = (C/lan|)1))

‘an|
falls (C'/|an|)t < 1, also t < |a,|/C. Der Minimalwert von |f| war |a,|,
aber jetzt haben wir einen Wert von | f| gefunden, der noch kleiner ist:
ein Widerspruch!

<
< an|(1 = %) + CtFt!
<

10. ALLE NULLSTELLEN

Die Menge K|z] aller Polynome iiber einem Korper K (d.h. die Koethi-
zienten ay, . . ., a, liegen in K) haben einiges gemeinsam mit der Menge
der ganzen Zahlen Z = {0,+1,£2,...}: Wie ganze Zahlen kann man
auch Polynome addieren, subtrahieren und multiplizieren, nur die Di-
vision macht Probleme, denn der Quotient von Polynomen ist meistens
kein Polynom mehr, ebenso wie der Quotient ganzer Zahlen meistens
keine ganze Zahl ist. Wenn doch, wenn k/n wieder eine ganze Zahl
oder f/g wieder ein Polynom ist, nennen wir k teilbar durch n und f
teilbar durch g, symbolisch n|k und g|f (sprich: n teilt k und g teilt
f). Ein solcher Bereich, in dem die drei Grundrechenarten Addition,
Subtraktion und Multiplikation erklédrt sind, nennt man einen Ring.

Die Ringe K[z] und Z haben aber noch mehr gemeinsam: In beiden
Bereichen kann man den euklidischen Algorithmus anwenden: Sind k
und n ganze Zahlen mit |k| > |n| > 0, dann kann man k durch n
mit Rest teilen: £ : n = p Rest r, d.h. es gibt ganze Zahlen r und
p mit |r| < |n|] und £ = pn + r. Ebenso bei Polynomen: Sind f und
g Polynome mit 9f > dg > 0 (Grad von f > Grad von g), dann
finden wir Polynome r und p mit 0r < dg und f : ¢ = p Rest r, d.h.
f = pg + r. Ringe mit euklidischem Algorithmus heiflen euklidische
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Ringe.®> Mit dem euklidischen Algorithmus kann man eine Division
mit Rest durchfithren oder auch den grofiten gemeinsamen Teiler (ggT)
bestimmen, vgl. Seite 4. Eine Konsequenz davon ist der folgende Satz:

Satz 10.1. Ist z, € K eine Nullstelle des Polynom f € K[z|, dann wird
f von dem linearen Polynom g = x — x, geteilt, (x — x,)|f, genauer
f=pg mitop=0f — 1.

Beweis. Gemif dem euklidischen Algorithmus (Division mit Rest) gilt
f:g9g=mpRestroder f =pg+r, wobei Or < dg = 1. Damit ist 9r = 0,
also ist r eine Konstante. Bei z, ausgewertet ergibt sich r = f(z,) —
p(z,)g(x,) =0, also ist f = pg, d.h. g|f. Weil 0f = 0p + g = Op + 1,
folgt Op = Of — 1. O

Korollar 10.1. Ein Polynom f € K[z| vom Grad n > 1 hat héchstens
n Nullstellen.

Beweis. Ist x; die erste Nullstelle, so ist f(z) = (x — z1)fi(z) mit
0ft = n — 1. Ist x5 # x1 eine zweite Nullstelle, so ist 0 = f(z3) =
(xg — 1) fi(z2), also ist fi(x2) = 0. Damit ist © — x5 ein Teiler von
fi1, also fi = (z — z3) fo mit Jfy = n — 2, usw. Wenn es k Nullstellen
fiir f gibt, erhalten wir (durch vollstindige Induktion) ein Polynom
fr vom Grad n — k, und wenn dann noch eine weitere Nullstelle x 1
hinzukommt, folgt wieder (z — zy41)|fx. Bei n Nullstellen ist f,, vom
Grad Null, also eine Konstante f, = a € K, und a # 0, sonst wire
auch f,_; =0, aber df,_; = 1. Eine weitere Nullstelle z,,, 1 wire auch
Nullstelle von f,, = a, aber die Konstante a # 0 hat keine Nullstellen.
Deshalb kann es hochstens n Nullstellen geben. 0

Korollar 10.2. Wenn K unendlich viele Elemente hat, sind die Koef-
fizienten von jedem f € K[z| durch die Funkion f eindeutig bestimmd.

Beweis. Wenn einerseits® f(z) = apz™ + -+ + a, = Z apz™ % und

andererseits f(x) = bgz" + -+ + b, Z bk fiir alle x € K, so
ist die leferenz dieser beiden Ausdriicke glelch Null, d.h. das Polynom

g(x) = Z crx™ % mit ¢, = ai — by hat unendlich viele Nullstellen,
k=0

45Dazu muss auch eine Gradfunktion auf dem Ring R gegeben sein, eine Funktion
0:R—N,=1{0,1,2,...} mit der Eigenschaft d(ab) = da + b fiir alle a,b € R.
Fiir R = Z ist 0 der Betrag: on = |n|.

n
46Wir verwenden hier das Summensymbol: 3 apz™* bedeutet, dass fiir die

k=0
Variable k in a2 * nacheinander die Werte 0, 1,2, ..., n eingesetzt und alle diese
Ausdriicke addiert werden.
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néamlich alle x € K. Nach Korollar 10.1 muss dg = 0 gelten, also sind
alle Koeffizienten ¢, gleich Null aufler vielleicht c¢,, aber auch dieser
muss Null sein, weil dann g(x) = ¢, und g(z) = 0. Somit ist ay = by
fiir alle k. 0
Mit dem Fundamentalsatz 9.1, Seite 23, erhalten wir fiir K = C:

Satz 10.2. Jedes Polynom f € C|x] diber den komplexen Zahlen ist ein
Produkt von Polynomen vom Grad 1 (“Linearfaktoren”),

fl@)y=alr —z1) ... - (x —x,) (25)
mit a,xq,...,x, € C.

Beweis. Induktion iiber n = df: Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen; wir
haben dann bereits f = a. Induktionsschritt n — 1 — n: Ist f ein
Polynom vom Grad df = n > 1, dann hat f nach Satz 9.1 in C
eine Nullstelle, die wir x, (statt x,) nennen wollen, und nach Satz
10.1 wird f von g = = — x, geteilt, f = pg fir ein p € C[z]. Da
n=0f =0dp+9dg9g = dp+ 1, ist dp = n — 1. Fiir p ist deshalb die
Behauptung nach Induktionsannahme bereits wahr,

p=alxr—x1) ... - (x — Tp_1)
und damit f =pg =a(x —x1)...(x — z,_1)(x — ). O
Bemerkung 1: Die Zahlen z4, ..., x, brauchen nicht alle verschieden
zu sein. Wenn eine von ihnen k-mal vorkommt, z.B. 1 = 29 = - - - = 1y,

dann nennt man sie eine Nullstelle der Ordnung k. In diesem Fall ver-
schwindet bei x = x; nicht nur f(r) = (z—1)*g(z), sondern auch seine
Ableitung /() = k(z — 21/ g(x) + (2 — )¢9/ (#) = (2 — 21" (x),
und das gleiche gilt fiir die hoheren Ableitungen f7, ..., f=1.

Bemerkung 2: Ein Korper K mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom
f € K]z] in Linearfaktoren zerfillt, heifit algebraisch abgeschlossen. Der
Korper C hat also diese Eigenschaft, R und Q nicht: Uber R zerfillt
das Polynom 22 + 1 nicht in Linearfaktoren (sonst lige die Wurzel aus
—1 in R), in Q auch nicht das Polynom 22 — 2, da v2 ¢ Q. Es gibt
aber einen viel kleineren Teilkérper?” von C mit dieser Eigenschaft: den
Korper der algebraischen Zahlen. Eine Zahl z, € C heifit algebraisch,
wenn es ein Polynom mit rationalen Koeffizienten 0 # f € Q|x] gibt
mit f(z,) = 0. Erstaunlicherweise bilden die algebraischen Zahlen einen
Teilkorper (schon das ist gar nicht selbstverstéandlich), der algebraisch
abgeschlossen ist [5, 1.3, 1.6].

4TEin Teilkorper von C ist eine Teilmenge K C C, die unter den vier Grundre-
chenarten abgeschlossen ist: Fiir alle a,b € K sind auch a b, a - b und a/b (sofern
b # 0) wieder Elemente von K.
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11. DER WURZELSATZ VON VIETA

Wenn ein Polynom f € K]z] in Linearfaktoren zerféllt, hat es zwei
Darstellungen, (1) und (25),

flx) = ax" +az" '+ +a,
= a(r—m)...(x—x,).

Wenn wir das Produkt in der zweiten Formelzeile ausmultiplizieren,
konnen wir die beiden Darstellungen miteinander vergleichen. Zum Bei-
spiel fiir n = 2:

f(x) =a(z — 21)(x — ) = az® — a(zy + 22)x + az,2s.

Die Koeffizienten des Polynoms f sind aber eindeutig bestimmt nach
Korollar 10.2; Vergleich mit f(x) = agz? + a1x + ay ergibt also

apg =a, a = —a(x;+x3), as = ar ;.

Insbesondere im Fall ap = a = 1 bestehen die folgenden Relationen
zwischen Koeffizienten und Losungen: a; = —(z1 + 23), as = z122.
Dies war die Beobachtung von Vieta,*® nicht nur fiir quadratische Po-
lynome, sondern im Prinzip fiir jedes Polynom mit ag = 1 (normierte
Polynome). Wir miissen nur das Produkt*®
n
fla)=(x—z1)-... (& —z,) = [J(w - 2))

j=1
ausmultiplizieren. Wie das geht, haben wir schon im Abschnitt 3 iiber
die Binomische Formel gesehen: Aus jedem Faktor wird einer der bei-
den Summanden ausgewihlt, davon das Produkt gebildet und dann
alle moglichen Ausdriicke dieser Art summiert. Einen Term mit der z-
Potenz 2"~* erhalten wir also, wenn wir (n — k)-mal den Summanden z
auswéhlen und k-mal den anderen Summanden —z;. Der Koeffizient ay,
von 2"~ ¥ wird somit bis auf das Vorzeichen (—1)* die Summe iiber alle
Produkte von je k (verschiedenen) Nullstellen z; sein. Beispiel n = 3:
Es ist f(z) = 2® 4+ a12® + asz + a3 mit

a; = —(x1 + x2 + 3), a9 = T1Ty + T1X3 + ToT3, a3 = —T1ToT3.

Allgemein gilt
a; = (—1)Yej(zy,...,2,) (26)

#BFrancois Vidte, lat. Vieta, 1540 - 1603 (Paris)

n
Das Produktsymbol ist analog zum Summensymbol definiert: Il (z — z;) be-
j=1
deutet, in dem Ausdruck (z —x;) fiir den variablen Index j nacheinander die Werte
1,2,...,n einzusetzen und alle diese Ausdriicke zu multiplizieren.
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mit

ez, ...,z,) = 1+ FxH = E z;,

J
exx1,...,Ty) = T9To+ o+ Tpaly = E TiZj,
i<j
er(xy, ... x,) = E Tjy e Ty
J1<-<Jk

en(T1,. . Tp) = Xy Ty,
Die so erhaltenen Ausdriicke in z1, . . ., 2, sind symmetrisch:>® Sie indern
ihren Wert nicht, wenn wir die z1,...,x, in einer beliebigen anderen

Reihenfolge einsetzen, sie sind invariant unter Permutationen.®® Diese
Ausdriicke haben noch eine Besonderheit: Es kommen keine Poten-
zen vor, sondern nur Produkte unterschiedlicher z;. Man nennt sie die
elementar-symmetrischen Polynome in den Variablen zq, ..., x,, “ele-
mentar” deshalb, weil sich alle anderen symmetrischen Polynome aus
ihnen zusammensetzen lassen, wie wir sehen werden, so wie sich in der
Chemie die Stoffe aus den Elementen zusammensetzen lassen.

Was haben wir damit erreicht? Wir haben eigentlich das falsche Pro-

blem gelost: Statt aus den Koeffizienten ay, ..., a, die Losungen (Wur-
zeln) x1,..., x, zu berechnen, haben wir das Umgekehrte erreicht,
ndmlich aus den Wurzeln zi,...,z, mit Hilfe von (26) die Koeffi-
zienten ay,...,a, bestimmt. Wir haben also die Koeffizienten a; als
Funktionen der Wurzeln x; geschrieben: Ist ein beliebiger Satz von n
Zahlen 1, ...z, gegeben,® so finden wir mit (26) sofort die Koeffi-
zienten ay, ..., a, eines normierten Polynoms, dessen Lésungen genau
X1, ..., Ty sind.

®OBine Funktion von zwei Variablen f(x1,z2) heiBt symmetrisch, wenn
flza,21) = f(x1,22), also z.B. f(2,3) = f(3,2). Wenn es mehr als zwei Varia-
ble gibt, bedeutet Symmetrie, dass man zwei beiliebige Variable vertauschen kann,
ohne den Wert zu &ndern. Durch mehrfaches Vertauschen von zwei Variablen kann
man jede beliebige Reihenfolge erreichen.

5IEine Permutation einer endlichen Menge M, zum Beispiel M = {1,...,n}
oder M = {z1,...,x,}, ist eine umkehrbare (bijektive) Abbildung = : M — M,
eine “Umordnung” von M.

52Einen solchen Satz von Zahlen in einem Korper K nennen wir ein n-Tupel,
analog zu Tripel (n = 3), Quadrupel (n = 4) usw. oder auch eine Vektor, wenn die
Zahl n fest steht. Ein Vektor ist also einfach ein Satz von n Zahlen. Wir fithren
dafiir ein eigenes Symbol ein: Z := (1, ..., x,), und die Menge aller dieser n-Tupel
nennen wir K”. Fiir K = R konnen wir uns unter K? und K3 die (koordinatisierte)
Ebene oder den Raum vorstellen.
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Beispiel: Wie lauten die Koeffizienten des normierten quartischen Po-
lynoms f(x) = 2* — az® + ba? — cx + d mit den Nullstellen z; = —1,
ZE2:27$3:—3,ZE4:4?

a = T1+rtarstra=—-14+42—-34+4=2

b = T1T2 + T1T3 + X104 + T2X3 + TaX4 + 324

= -2 4+3 -4 -6 +8 — 12 = —-13
C = I1X9%3 + T1X9Xy + T1X3XT4 + ToL3X4

= 6 — 8 + 12 — 24 = —-14
d = 1711'2[)’]31]4:24

Das Polynom lautet also f(z) = 2* — 223 — 1322 + 14z + 24.

Aber wir haben viel mehr erreicht: Wir betrachten die Koeffizienten nun
nicht langer einfach als gegebene Zahlen, sondern als Funktionen der
n Wurzeln,” und zwar als sehr spezielle Funktionen, eben die elemen-
tarsymmetrischen. Im néchsten Abschnitt werden wir die Bedeutung
dieser Funktionen kennen lernen.

12. SYMMETRISCHE POLYNOME

Satz 12.1. Hauptsatz iiber symmetrische Polynome:** Jedes sym-
metrische Polynom f(&) mit & := (x1,...,x,) ldsst sich als Polynom in
den elementarsymmetrischen Polynomen e1(Z), ..., e, (¥) darstellen.

Beweis. Jedes Polynom f von n Verdnderlichen zy,...,z, ist eine
Linearkombination (Summe von Vielfachen) von Monomen, Ausdriicke
der Gestalt

m(T) = atakz g
mit kqy,...,k, € N, = {0,1,2,3,...}. Wenn o eine Permutation ist,
d.h. eine umkehrbare Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n}, dann

macht o aus dem Vektor # den neuen Vektor

ox = (330(1), c. ,:L‘U(n)) . (27)
Ist zum Beispiel # = (3, —4,1) und o die Permutation, die die Zahlen-
reihe 1,2,3 auf 2,3, 1 abbildet (also 1 +— 2, 2 — 3, 3 — 1; Kurzschreib-
weise: 0 = 231), dann ist 0% = (29, x3,21) = (—4,1,3). Wenn nun f un-
ter o invariant ist, f(oZ) = f(Z) fir alle ¥ € K", dann muss mit jedem

53Wir betrachten die Wurzeln r1,...,T, damit als Variable; wir haben es al-
so nicht mehr mit einer einzelnen Gleichung f(z) = 0 zu tun, deren Lésungen
Z1,..., T, spezielle Zahlen sind (Unbekannte), sondern mit allen Gleichungen n-ter
Ordnung, wobei 1, ...,x, beliebige komplexe Zahlen sind (Unbestimmte); jeder
Satz von n Zahlen z1,...,z, bestimmt eine andere Gleichung.

S Albert Girard, 1595 (St. Mihiel, Lothringen) - 1632 (Leiden, Niederlande).
Andere Autoren sagen, dass der beschriebene Algorithmus auf Newton (Sir Isaac
Newton, 1642 - 1727) zuriickgeht. Ich habe ihn aus [7] gelernt.
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Monom m(Z) = #¥ .. 2% auch das Monom m(cZ) = wff(l) . x?{n)
in f (mit gleichem Koeffizienten) auftreten.’® Wenn f unter allen Per-
mutationen invariant ist, kommen alle diese Ausdriicke fiir beliebige
o vor, stets mit dem gleichen Koeffizienten. Es treten also alle Rei-

henfolgen der Variablen zy,...,z, auf. Weil wir das Produkt belie-
big umordnen diirfen, kénnen wir stattdessen auch sagen, dass jede
Reihenfolge der Exponenten k, ..., k, auftritt. In einer dieser Reihen-
folgen treten die Zahlen ki, ..., k, in absteigender Ordnung (mono-

ton fallend) auf. Wir kénnen deshalb sagen: Wenn f invariant unter
Permutationen ist, dann besteht f aus Linearkombinationen von Aus-

driicken 2% ... 2% + Permutationen, wobei k; > --- > k,. Den Term
“pkt . akn 4 Permutationen” werden wir mit [z} ... 2%+] oder noch
kiirzer mit [kq, ..., k,| abkiirzen. Die elementarsymmetrischen Polyno-
me werden in dieser Schreibweise zu e; = [z1...2;] =[1,...,1,0,...,0]
(genau j Einsen) fiir j =1,... n.

Diese Ausdriicke ordnen wir nun “lexikographisch”:%¢ Wir sagen
[kl,...,kn] > [ll,...7lm],

wenn k; > [; an der ersten Stelle j, wo k; # I; (also wenn k; = [; fiir
1 <j und /{Zj > lj>

Wenn wir nun ein beliebiges symmetrisches Polynom f gegeben ha-
ben, suchen wir darin den hochsten Term (beziiglich dieser Ordnung)
alky, ..., k,) mit a € K und gehen iiber zu f; = f — f mit

f=aekrheghe=hs ok (28)

Der hochste Term von f ist57

[(951)'“1’]€2 (:rl:cg)krkf“ coo(g q:n)k”] = [xlfla:g” .. xfl"]

ebenso wie der hochste Term von f, deshalb verschwindet dieser Term
in fi, und der héchste Term von f; ist niedriger als der von f. Jetzt
wiederholen wir das Verfahren mit f; anstelle von f und erhalten ein
noch niedrigeres Polynom f5. Da unter jedem Term nur endlich viele
andere liegen, erreichen wir nach endlich vielen Stellen ein konstan-
tes Polynom. Fiigen wir alles zusammen, so haben wir f als Polynom
(Summe von Vielfachen von Produkten der Variablen) in den Variablen
€1,...,€e, geschrieben. O

97.B. fiir 0 = 231 und (ky, k2, k3) = (5,3,7) ist o(a5x3al) = a3ada] = 2]ada3.

561 einem Lexikon sind die Wérter ebenso geordnet: “Akte” steht vor “Aktie”,
denn die ersten drei Buchstaben stimmen iiberein und der vierte entscheidet die
Reihenfolge, da “e” im Alphabet vor “i” kommt.

5"Die Potenz von 1 zum Beispiel ist k1 —ko+ko—ks+- -+ k1 —k,+k, = k1.
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Da die Koeffizienten ay, ..., a, nach (26) bis auf Vorzeichen die ele-

mentarsymmetrischen Polynome in den Wurzeln x4, ..., x, sind, erhal-
ten wir:
Korollar 12.1. Sind x1,...,x, die Wurzeln eines normierten Poly-
noms f(xr) = 2" + a1z ' + - + a,, dann gilt fir jedes symmetrische
Polynom s in n Variablen: s(xy,...,x,) ist ein Polynomausdruck in
den Koeffizienten aq, ..., a, und damit aus den Koeffizienten berechen-
bar.

Beispiel 1. Bei einer quadratischen Gleichung 2 4+ az + b = 0 ist
r1 + 29 = —a und z129 = b. Wir kénnen z1, x5 berechnen, wenn wir
auch noch z; —x9 kennen. Dieser Ausdruck ist nicht symmetrisch, aber
sein Quadrat: (z; — x2)* = 2% + 23 — 2x179. Der letzte Term —xzo
ist bereits gleich 2b. Die ersten beiden Summanden z? + x3 bilden ein
anderes symmetrisches Polynom, das wir sofort in elementarsymmetri-
sche zerlegen konnen:*® 22 + 22 = (x; + 13)? — 21179 = a® — 2b und
damit (z; —x9)? = a? —4b. Daraus ergibt sich die “Mitternachtsformel”

T19 = 3(x1 + 22 £ (21 — 22)) = L (—a = Va? — 4b).

Beispiel 2. Im Abschnitt 4 wurde die quadratische Tschirnhaus-Trans-
formation erwiahnt: Gegeben sei eine Gleichung

(1) fl@)=a"4+aa"?+ - 4a,=0,

mit (unbekannten) Losungen xi,...,x,, fir die bereits a; = 0, also
e; = 0 gilt. Da (e1)? = py + 2eq, wobei wir p;, = >, 2% setzen, folgt
ps = —2e3 = —2as. Die Gleichung (1) kann durch eine quadratische

Transformation #; = g(z;) verwandelt werden in eine Gleichung fiir z,
2) @-71)..F—3p) ="+ @@ '+ @i -+ a, =0,
fir die a3 = 0 und a; = 0 gilt. Wenn wir (2) lésen konnen, dann
gewinnen wir die Losungen z; von (1) durch Auflésen der quadratischen
Gleichung g(x;) = &;. Dazu setzen wir

(3) T = g(a:) = tw; + 27 —

mit g := pa/n = —2as/n und einem noch freien Parameter ¢. Die
Koeffizienten von (2) sind a; = (—1)7¢;(2). Insbesondere ist

- ~ (3)
—a; ZZZM =tp1+pr—p2=0,

58Wir konnen auch den im Beweis des vorstehenden Satz 12.1 gegebenen Al-
gorithmus anwenden: Von % + 23 = [2,0] ist (e1)27%(e2)? = (e1)? = (21 + 12)?
abzuziehen; die Differenz ist —2z179 = —2e2, also 27 + 23 = (e1)? — 2ea.
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denn p; = e; = 0. Weiterhin
2y =Py = » i

(3)
© t*py + py + ngs + 2(?5]73 — @2p2 — tP1¢2)
= pot® + 2pst + Py + NG5 — 2paga .

Die Forderung a, = 0 fiihrt also auf eine quadratische Gleichung fiir ¢:
p2t2 + 2p3t + ps+ nq% — 2p2q2 = O,

wobei p3(Z) und p4(Z) als symmetrische Polynome in & wieder durch die
Koeffizienten as, ag, as ausgedriickt werden konnen. Auch die iibrigen
Koeffizienten a; lassen sich als symmetrische Polynome in # und damit

durch ay, ..., a, ausdriicken. Die Gleichung (2) hat also die Form
(2) P+ @+ G, =0
mit bekannten Koeffizienten as, ..., a,. Hat man eine Losung = = z;

von (2) gefunden, so errechnet man die entsprechende Losung z; von
(1) aus der quadratischen Gleichung (3).

Beispiel 3. Die Diskriminante eines Polynoms f entscheidet, ob f
mehrfache Nullstellen besitzt; bis auf das Vorzeichen + = (—1)"(n=1)/2
ist das der Ausdruck

=+ [](zi — ;). (29)
i#]

Dieses Polynom ist offensichtlich symmetrisch, daher ldsst sich die Dis-
kriminante ohne Kenntnis der Nullstellen aus den Koeffizienten be-
rechnen. Fiir n = 2 zum Beispiel, d.h. fiir die quadratische Gleichung
22 —axr +b=0ist

—A = (21 — 29)* = (z1 + 22)* — 4w119 = (€1)® — dey = a® — 4b.
Wir wollen diese Rechnung auch noch fiir die kubische Gleichung z* — az? 4+ bz — ¢ = 0,%°
fiir n = 3 durchfithren. Dann ist

2 2 2
A = (.’El — .’EQ) (ZE1 — :vd) ({EQ — $3) . (30)
Als erstes miissen wir dieses Polynom in die Ausdriicke [k1, k2, k3] zerlegen. Die moglichen

Terme entsprechen den Zerlegungen der Zahl 6, wobei der grofite Anteil hichstens 4 sein
darf, das sind 420, 411, 330, 321, 222. Wir miissen nur die Kombinationen zihlen, mit

59Die Vorzeichen sind so gewihlt, dass a, b, ¢ gleich den elementarsymmetrischen
Polynomen e (%), ea(Z), e3(Z) sind.
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denen wir jeden dieser 5 Terme erreichen konnen. Statt (x1 — x2) schreiben wir (1 — 2)
usw.
(1-2) 1-2) (1-3) (1-3) (2-3) (2-3) +k

1 1 1 1 2 2 420

1 1 1 1 2 -3 —411 2

1 1 1 -3 2 2 -321 -2

1 1 -3 -3 2 2 222

1 -2 1 1 2 2 -330 -2

1 -2 1 1 2 -3 321 4

1 -2 1 -3 2 -3 222 8
—2 -2 1 1 -3 -3 222

Somit ist A = [420] — 2[411] — 2[330] 4 2[321] — 6[222]. Der hochste Term ist [420]. Nach
dem Algorithmus, Gleichung (28), miissen wir also (e1)?(e2)? davon abziehen. Auch dieses
Polynom zerlegen wir in seine Bestandteile:

(1+2+3) (1+2+3) (12+13+23) (12+13+23) k

1 1 12 12 420
1 1 12 13 411 -2
1 1 12 23 321 -2

1 1 23 23 222
1 2 12 12 330 -2
1 2 12 13 321 4
1 2 13 23 222 4
1 3 12 12 321 -2
1 3 12 23 222 4

2 2 13 13 222
2 3 12 13 222 4

3 3 12 12 222

Somit ist (e1)?(e2)? = [420] + 2[411] + 2[330] + 8[321] + 15[222].
Der zweithochste Term ist [411]. Dieser wird mit Hilfe von (e1)*™*(e2)'™(e3)t =
(e1)3es beseitigt, vel. (28):

—

(1+2+3) (1+2+3) (1+2+3) 123 &

1 1 1 123 411
1 1 2 123 321 -3
1 2 3 123 222 -6

Also ist (e1)es = [411] + 3[321] + 6[222].

Der néchstniedrige Term ist [330], den wir mit (e1) 0

373(e2)*7%(e3)? = (e2)® beseitigen.

(12+13423) (12+13423) (124+13+23) K

12 12 12 330
12 12 13 321 -3
12 13 23 222 -6

Der niichste Term ist [321], der mit (e1)*72(e2)?"!(e3)* = e1ezes weggehoben wird:

—

(1+2+3) (12+13+23) 123 &k

1 12 123 321
1 23 123 222
2 13 123 222

3 12 123 222

Also ist e1esesz = [321] —+ 3[222].
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Der letzte Term ist [222]. Dieser wird durch (e1)?72(e2)* 2(e3)? = (e3)? weggehoben,
wobei genau (e3)? = (z1z223)? = [222].

Nun kénnen wir A berechnen:

420 411 330 321 222
A 1 -2 -2 2 -6
(e1)?(e2)* 1 2 2 8 15
-4 -4 -6 -21

|
|

(e1)%es 1 3 6 | 4
4 6 3 |

(e2)? 1 3 6 | 4
18 27 |

ejezes 1 3 | -(—18)

—27 |

(e3)? 1| 2r

0

Somit ist A — (e1)?(e2)? + 4(e1)3es + 4(e2)® — 18e1ezes + 27(e3)? = 0, also
A = a’b® — 4a’c — 4b° 4 18abc — 27¢°. (31)
Die Rechnung vereinfacht sich wesentlich, wenn wir gleich a = 0 voraussetzen.

Bemerkung: Rekursionsformeln. Wie hingen die elementarsym-
metrischen Polynome e; fiir die Dimensionen n und n — 1 miteinander
zusammen? Wir bezeichnen sie mit e; und é;. Alle e; bestehen aus Sum-
manden, in denen x,, htchstens einmal vorkommt. Wenn wir die Terme
mit Faktor x, von denen ohne Faktor z,, trennen, sehen wir

€1 = él + Tp
€, = éi"f_éi—lxn fir i:2,...,n
€nr1 = Eplyp

oder zusammengefasst
€; = éj + éjfll'n (32)

firj=1,...,n+ 1 mit g =1 und é,,; = 0.

13. LAGRANGESCHE RESOLVENTEN

Der Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen fithrt in einfachen
Féllen zu Losungsverfahren fiir Polynomgleichungen f(z) = 0, namlich
mit folgender Uberlegung. Bekannt sind uns alle symmetrischen Po-
lynome in den Wurzeln & = (xy,...,x,). Das sind die polynomialen
Ausdriicke s(7), deren Wert ungeéndert bleibt, wenn wir die Variablen
x1,...,T, in einer anderen Reihenfolge einsetzen, die also invariant un-
ter allen Permutationen der Variablen sind. Gesucht sind die Wurzeln
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x;. Diese sind selbst Polynome in (x,...,z,), ndmlich die Projektio-
nen z; : & — x;;% sie sind natiirlich unter keiner Permutation (au-
Ber der trivialen, die gar nichts verdndert) gemeinsam invariant. Die
Uberlegung ist nun, den Ubergang a; ~ x; nicht in einem Schritt zu
bewiltigen, sondern “halbinvariante” Ausdriicke y;(Z), ..., y.(Z) da-
zwischen zu schieben, sogenannte Resolventen, wobei die Polynome
yr(Z) diesmal nicht unter allen, sondern nur unter manchen Permu-
tationen gemeinsam invariant sind, und alle y; sollen aus y; durch
Anwenden aller {ibrigen Permutationen entstehen (sie bilden zusam-
men eine Bahn unter allen Permutationen). Die y, sind dann Lésungen
von Gleichungen, deren Koeffizienten die elementarsymmetrischen Po-
lynome in den y(Z) sind; weil die Permutationen der z1,...,xz; auch
die yx(¥) permutieren, sind die Koeffizienten symmetrische Polynome
in Z und daher durch die Koeffizienten a; ausdriickbar. Wenn die y-
Gleichung einfacher ist als die z-Gleichung, haben wir das Problem
a;(Z) ~ 7 in zwei einfachere Teilprobleme zerlegt: a;(Z) ~ yp(Z) ~ Z.

Ein sehr simples Beispiel hatten wir schon bei n = 2, bei der quadrati-
schen Gleichung 2% — ax + b = 0 gesehen, Beispiel 1 auf Seite 32: Der
Ausdruck v = x9 — x7 ist nicht invariant unter der Vertauschung, der
einzigen nicht-identischen Permutation, aber sein Quadrat ist es. Dieses
lisst sich also durch die Koeffizienten darstellen, (xo — z1)? = a® — 4b,
und damit ist o + 21 = a und x5 — x; = £V a? — 4b.

Fiir kubische Gleichungen 23 —ax?+bx—c = 0 kénnen wir dhnliche Aus-
driicke u betrachten, allerdings gibt es jetzt drei Losungen xq, xs, 3.
An die Stelle von x5 + x; und x9 — x; treten die drei Ausdriicke

U= T3 + wry + wlr (33)
fiir jede “dritte Einheitswurzel”® w € C mit w® = 1, also
w e {1,232l
Fiir die Permutation o = (123) (Ringtausch 1 — 2+ 3 + 1)% ist
ou(T) = x1 + wrs + w’ry = wu(T).
Fir w = 1 ist u = x3 + x5 + x; bereits symmetrisch, ndmlich gleich

a, und fiir w = wy = e*2™/3 ist jedenfalls w® = 1, also ist die dritte

6Man nennt die Abbildung (z1,...,,) + z; die j-te Projektion; der Vektor
Z=(z1,...,2,) wird auf seine Komponente mit der Nummer j abgebildet. Das sind
die einfachsten Abbildungen von mehreren Variablen: Weglassen von Variablen!

61Djese sind analog zu den Faktoren +1 (“zweite Einheitswurzeln”) in g 4 21

620\t (k1ksa ... k,) bezeichnen wir allgemein den Ringtausch (Zyklus) k1 — ko —
... k. — kq; alle iibrigen Elemente der Menge {1,...,n} bleiben fest. Einfachstes
Beispiel ist (12), die Vertauschung von 1 und 2.
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Potenz y(7) := u(¥)? invariant unter 0. Wir erhalten damit zwei “hal-
binvariante” Ausdriicke, die unter (123) und (132) invariant sind und
von (12), (13), (23) vertauscht werden;% deshalb bilden sie eine Bahn
unter allen Permutationen: y, = (ui)?’ mit uy = T3 + wiTo + WrTy.
Diese sind die Losungen der quadratischen Gleichung

Yy —py+q=0 (34)

mit p =y +y- = u? +u® und ¢ = y;y- = (uju_)?. Die Koeffizienten
p, q sind invariant unter allen Permutationen und kénnen deshalb durch
a, b, c ausgedriickt werden; das Ergebnis ist

p = 2a—9ab+ 27c

qg = <6L2 _ 3b)3 (35)

Die Losung von (34) ist

2ur = pE+/p?—4q. (36)

Im Fall @ = 0 ist p = 27c und ¢ = —27b*, also mit ¢ = $ und b= 2
Yy =27 (5 +Ve 133> . (37)

Aus den uy = Jy+ und a kénnen wir wirklich die Losungen x1, x5, 3
gewinnen:

r3 + x2 + T = a (a)
T3 + wire + w_zy = uy  (b)
T3 + wry + wyry = u- (¢

)

Die Gleichungen (a)+ (b) + (c), (a) +w_(b) +wy(c), (@) +wi(b) +w_(c)
bestimmen x3, 9, x1:

3rs = a + uy +  u_
3ry = a + w_uy + wiu_ (38)
3r; = a + wyuy + w_u_

Im Fall a = 0 ist mit (37)

rs=Ve+VE+B+\Ve— Ve b, (39)

wie schon in (10) gesehen. Aber jetzt haben wir auch die beiden anderen
Wurzeln bestimmt:

Tro=wi\ e+ VE P twi\e— Ve 4. (40)

63Die Polynome 7u fiir die sechs Permutationen 7 sind Uy, wuy, w?uy und
U_, wu_, wu_ mit uy = 23 + wrre + wixl. Da w? = 0, gibt es bei den drit-

ten Potenzen y = u3 nur zwei solche Ausdriicke y. .
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Berechnung von ¢ = (uu_)* Mit wiw- =1 und w} = ws und wy +w- = —1 ist
utu— = (r3+wizes +w_x1)(r3 + w_T2 + wix1)
= [(@1)"] —e
= (e1)® —3es
= a®>—3b,

weil (21)° + (22)* + (z3)° = (z1 4+ 22 + 23)° — 2(z122 + T123 + T223).
Berechnung von p, ¢: Nach (33) ist
u® = [(21)°] + 3r + 6es

mit [(21)%] = (z1)® + (z2)® + (z3)® und

r = (wrs + wlee)rsze + (wes + wer)zsrr + (Wre + w’r ez,
Da (w4)? = wg und wy +w_ = 2cos %’“ = —1, folgt

p=u’ +u’ =2[(21)%] — 35+ 12¢3

mit

s = (x3 + z2)x3x2 + (x3 + x1)x321 + (T2 + T1)T122 = [($1)2$2] s

wobei die eckigen Klammern wieder bedeuten, dass alle Permutationen hinzuaddiert wer-
den sollen. Geméafl dem Algorithmus im Abschnitt 11 miissen wir das symmetrische Poly-

nom s = [(z1)2x2] = [210] mit dem Ausdruck (e;)? 'e;™" = ejes vergleichen:
erea = (214 x2 + x3) (@122 + T123 + T223)
= [($1)2$2] + 3x12223. (41)

Also ist s = e1es — 3e3 und damit
p =2[(x1)°] — 3e1ea + 2les3.
Es bleibt die Potenzsumme [(1)%] = [100] zu bestimmen durch Vergleich mit (eq):
(1)’ = (z14mz2+13)" = [(21)°] + 3[(21)22] + 6z 12225
=) [(acl)g} + 3e1ea — 3es.

Somit
p=2(e1)® — 9erea + 27e3 = 2a° — 9ab + 27c. (42)
Also sind y+ Losungen der quadratischen Gleichung 3? — py + ¢ = 0 mit

p = 2a®—9ab+27c
¢ = (a®=30)°

Die “Mitternachtsformel” liefert 2y+ = p & /p? — 4q.

Die Ausdriicke u wie in (33) machen nicht nur fiir n = 3, sondern
fiir jedes n Sinn: Wenn w eine n-te Einheitswurzel ist, w™ = 1, und
x1,...,7, die Losungen einer Gleichung 2" + a2 ' +--- +a, = 0,
dann ist

Uy = Ty + WTp1 + -+ 12y (44)
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ein solcher Ausdruck, genannt Lagrangesche Resolvente.®* Unter der
Permutation o = (12...n), die den Ringtausch 1 — 2 +— ... —» n—1
bezeichnet, verhélt er sich wie folgt:

OUyy = Wiy,

und ¥, := (uy,)™ ist daher “halbinvariant”, ndmlich invariant unter o.
Aber leider gibt es viele dhnliche Ausdriicke, die aus y,, durch Permu-
tation von xy,...,x, entstehen, und erst alle zusammen sind sie die
Losungen einer Gleichung, deren Koeffizienten wir aus aq,...,a, be-
rechnen konnen. Bereits bei n = 4 gibt es 6 solche Ausdriicke; um sie
zu finden, miissten wir also eine Gleichung 6. Grades (statt 4. Grades)
16sen!%

14. DIE LOSUNG DER QUARTISCHEN GLEICHUNG

Die allgemeine quartische Gleichung
fl@)y=a'—ax’ +ba* —cx +d=0 (45)

kann aber mit einer verwandten Methode gelost werden. Wir haben die
Vorzeichen so gewahlt, dass a, b, ¢, d genau die elementarsymmetrischen
Funktionen in & = (x1, s, x3, x4) sind. Diese sind invariant unter allen
Permutationen. Die Resolventen sind Polynome y, (%), die nur unter
den Permutationen p = (12)(34), o = (13)(24), 7 = (14)(23) invariant
sind, wobei (ij) die einfache Vertauschung von i und j bezeichnet;
(12)(34) ist also die Permutation, die 1234 in die Reihenfolge 2143
umordnet. Ein solcher Ausdruck ist

y1 = (21 + 22) (w3 + x4) :

Natiirlich ist py; = (z2+x1)(24+ x3) = y1, aber erstaunlicherweise gilt
auch oy = (23 + x4) (21 + 22) = y1 und 7y = (24 + 23) (22 + 1) = Y1
Wendet man aber beliebige Permutationen auf y; an, so ist y; nicht
mehr invariant, sondern es entstehen noch zwei weitere Polynome, in
denen die Variablen permutiert sind:

Yo = (z1 + 23) (2 + 24), Y3 = (21 + 24) (22 + 23).
Auch sie sind invariant unter p, o, 7. Die drei Zahlen y, = yx (%), k =
1,2, 3, sind die Losungen der kubischen Gleichung

v —uy vy —w=0 (46)

64Joseph-Louis de Lagrange, 1736 (Turin) - 1813 (Paris)

65 Allerdings lisst sich diese Gleichung 6. Grades in y auf eine quadratische Glei-
chung in y® reduzieren [3, p. 19] und damit 16sen. Aber ab Grad 5 scheitert die
Methode endgiiltig.
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mit u = e1(y), v = ex(¥), w = e3(y), wobei ¥ = (y1, Y2, y3). Als Funk-
tionen von & betrachtet (4 ist ja selbst eine Funktion von &) sind u, v, w
symmetrische Polynome: Jede Permutation 7 von (zy, ..., z4) definiert
eine Permutation von (yi,ys,ys), und diese d&ndert nicht den Wert der
elementarsymmetrischen Polynome e;(¢). Deshalb kénnen die Koef-
fizienten u,v,w von (46) als Polynomausdriicke in den Koeffizienten
a,b,c,d von (45) angegeben werden; sie sind also bekannt. Genauer
erhalten wir durch wiederholte Anwendung unseres Algorithmus:

T 2b
v = b 4ac—4d (47)
w = abc— a’d — 2

Die kubische Gleichung (46) konnen wir 16sen (vgl. Abschnitt 5) und
ermitteln damit die Zahlen yq, yo, y3. Daraus sind die x, x5, x3, x4 leicht
zu berechnen: Setzen wir z; = x; + x; mit ¢ = 2, 3,4, so gilt wegen
a=2x1+Ty+ T3+ x4

% —azi = —yi1, (48)
und z; ist eine Losung dieser quadratischen Gleichung. Da 25 4 23 + 24

= 2x1 + a, haben wir x; ermittelt und damit auch z; = z; — x; fir
1=2,3,4.

Berechnung der Koeffizienten u,v,w: Wenn wir z; einfach mit ¢ abkiirzen (i =
1,2,3,4), so ist

n = (14+2)(34+4)=13+14+23+24,
y2 = (14+43)(2+4+4)=12+14+23+34,
ys = (14+4)(2+3)=12+13+24+34.
Damit ist
u = y1ty2tys

= 134+14+23+24 4 12+14423434 + 12413424+ 34.

Wir brauchen wieder nur diejenigen Summanden hinzuschreiben, bei denen die Potenzen
von 1,2,3,4 in absteigender Reihenfolge auftreten (“absteigende Terme”); die anderen ge-
winnen wir durch Permutation. Die Teilsummen, deren Summanden durch Permutation
eines Summanden entstehen, bezeichnen wir wieder mit eckigen Klammern; zum Beispiel
[12] = 12+ 13 + 14 + 23 + 24 + 34. Damit ist u = 2[12], und da [12] = e; = b, folgt sofort

u=2b. (49)
Weiterhin gilt

S
I

Y1y2 + Y193 + Y293

= (13+14+23—|—24)(12+14+23+34)
(13 + 14 + 23 + 24)(12 + 13 + 24 + 34)
(12 + 14423+ 34)(12 + 13+ 24 + 34) .

Beim Ausmultiplizieren werden Terme leicht iibersehen; wir wollen uns daher zunéchst
iiberlegen, welche Terme iiberhaupt vorkommen kénnen. Das Polynom v hat Grad 4, und
1 = z1 kommt héchstens mit Potenz 2 vor; die moglichen Terme sind also die Zerlegungen
von 4 = k1 + ko + ks + k4 mit 2 > k1 > ko > k3 > kg > 0. Diese sind 2200, 2110,
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1111. Nun gehen wir alle Kombinationen mit absteigenden Potenzen durch und schreiben
(zeilenweise) diejenigen auf, die zum entsprechenden Term gehéren.

2200 2110 1111
13-12 1423 +23-14
13-12 13-24+24-13

12-12 12-13 12-34434-12

Also gilt
v = [2200] + 3[2110] + 6[1111].

Um v mit a, b, ¢, d auszudriicken, miissen wir die entsprechenden Produkte der elementar-
symmetrischen Polynome abziehen. Fiir 2200 ist das

(e1)* ?(e2)” = (e2)® = (12 + 13 + 14 4 23 + 24 + 34)*,
und wir erhalten fiir (e2)? die folgenden Koeffizienten:

2200 2110 1111
(127 2-12-13  2-(12-34+13-24 1 14 - 23).

Zu 2110 gehort (e1)® !(e2)'"tes = eies, wobei

(14243 +4)(123 + 124 + 134 + 234)
= [1-123]4[1-234] +[2- 134] 4 [3- 124] 4 [4 - 123]
[2110] 44 - [1111].

e1es3

Der letzte Term [1111] ist bereits elementarsymmetrisch, ndmlich e4. Wir erhalten:

2200 2110 1111 =-eq4

v 1 3 6
(e2)® 1 2 6 |- (=1)
1
€e1€3 1 4 | . (—1)
—4
Somit v — (62)2 — e1e3 = —4eys und damit
v =>b"+ac— 4d. (50)

Der letzte Koeffizient w ist ein Polynom vom Grad 6 mit hochster Potenz 3:

w = Yi1Yy2ys3
= (134+14+23+24)(12 + 14 + 23 4+ 34)(12 + 13 + 24 + 34) .

Die moglichen Zerlegungen sind also 3300, 3210, 3111, 2220, 2211, aber die erste, 3300,
tritt nicht auf, weil 12 nur in zwei Faktoren vorkommt.

3210 3111 2220 2211
13-12-12 13-12-14 13-23-12 13-12-24
13-14-12 23-12-13 14-23-12
23-14-12
24-12-13

Das zu 3210 gehorige Produkt elementarsymmetrischer Polynome ist

erezes = (14+2+3+4)(124+ 13 + 14 + 23 + 24 + 34)(123 + 124 + 134 4 234)
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mit den folgenden Komponenten:

3210 3111 2220 2211

1-12-123 1-12-134 1-23-123
1-13-124 2-13-123
1-14-134 3-12-123

W N NN

Das zu 3111 gehorige Produkt ist

(e1)’es = (1+2+3+4)%1234
= [1-1-1234]+2[1-2-1234]
= [3111] +2-[2211].

Zu 2220 gehort

(e3)> = (123 +124 + 134 + 234)°
= [123-123] +2-[123-124]
= [2220] + 2 [2211]

und zu 2211 schlieBlich (aber das wird gar nicht mehr gebraucht)

eseqs = (12413414 4 23 + 24 + 34)1234
[12 - 1234] = [2211].

Jetzt kénnen wir w berechnen:

3210 3111 2220 2211

w 1 2 2 4
€e1€e2€e3 1 3 3 8 | . (*1)

-1 -1 —4

(61)264 1 2

-1 —2

(63)2 1 2

0

Somit w — erezes + (e1)?es + (e3)? = 0, also

w = abc — a’d — ¢”.
Beispiel:
(%) 2t —22° — 132" + 14z +24 =0

234
124
123
134
124
123
124
123

mit a = 2, b= —13, ¢ = —14, d = 24. Nach (49,50,51) ist

u = 2b=-26
v = b 4ac—4d

= 169 — 28 — 96 = 45
w = abc— a’*d — &

= 28-13-96—-14-14

= 14-(26—14) —96 = (14 —8) - 12 = 72.
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Die zugehorige kubische Gleichung lautet also
() y® + 269 + 45y — 72 = 0.

Eine Losung von (k) ist y; = 1, denn 1 + 26 + 45 — 72 = 0. Wir
konnen die linke Seite von (xx) also durch y — 1 teilen und erhalten
(y3 + 26y% + 45y — 72) : (y — 1) = y? + 27y + 72. Die Losungen der
quadratischen Gleichung y? + 27y + 72 = 0 sind® ¢, = —24 und y3 =
—3. Fir z = 21 + x; (i = 2,3,4) finden wir mit (48) die Gleichung
2?2 —2z=—ymit y € {1,-24, -3}, also (z — 1)> = —y + 1 € {0, 25,4}
und z € {1,1 £ 5,14 2}. Welche Losung der quadratischen Gleichung
jeweils die richtige ist, muss ausprobiert werden; hier sind die richtigen
Losungen 1,1—5,142, also: x1+x9 = 1, x1+23 = —4, v1+x4 = 3. Die
Summe dieser drei Terme ist einerseits 2z, + 2, weil 1 + x5+ 23+ 14 =
a = 2, andererseits ist sie gleich 1 —4 4+ 3 = 0, also ist 221 +2 = 0 und
damit r1 = —1sowiexy, =141=2, 23=1—-4=-3, 2z, =1+3 =4.
Dies sind in der Tat die Losungen von (%), vgl. das Beispiel Seite 30.

15. GRUPPEN

Zum besseren Verstindnis der Rechenverfahren miissen wir erken-
nen, dass die Permutationen eine eigene kleine “Rechenwelt” bilden,
eine Gruppe. Was bedeutet eigentlich “rechnen”? In den meisten Fillen
nimmt man zwei Elemente einer Menge, zum Beispiel die Zahlen 3 und
4, und macht daraus eine neue Zahl, z.B. 344 = 7. Genauso kann man
mit Permutationen rechnen. Das sind ja umkehrbare Abbildungen ei-
ner endlichen Menge auf sich selbst (stellvertretend fiir alle Mengen mit
n Elementen kénnen wir die Menge {1,...,n} wahlen), und aus zwei
Abbildungen kénnen wir eine neue machen durch Verkettung (Kom-
position, Hintereinanderschaltung). Zum Beispiel werden die Zahlen
1,2,3,4 (kurz: 1234) in die Reihenfolge 4132 gebracht mit Hilfe der

1—4
Abbildung (a =4132: 271 ). Haben wir nun eine zweite Permutati-
41— 2
14
on, z.B. (7‘ =4312: 373 515), dann konnen wir die beiden Abbildungen
41— 2
hintereinanderschalten (verketten) und bekommen eine neue Permuta-

tion o o 7, definiert durch
(oo7)(k) =o(r(k))

2 03
Oy + )2 =2 42Ty + 2 =2 72=2.81-32) = (3.7 = y=-L+ 2L
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fir alle k € {1,...,n}. Insgesamt erhalten wir [ c o7 :

denn (g o7)(1) =0o(7(1)) = 0(4) = 2, o(7(2)) = o(3)
(1) =4 und o(7(4)) = 0(2) = 1. Oder im Bild:

e

T g

Wir haben also 4132 0 4312 = 2341 berechnet."’
Wir kénnen auch drei oder mehr Permutationen verketten, und dabei
kommt es nicht auf Klammerungen an,*® denn

((por)oo)(k) = (po)(a(k)) = p(r(o(k)))
und auch (po (to0))(k) = p((too)(k)) = p(r(c(k))). Das Gesetz
(po7)00 = po(ron) (52)

) = 2341,
g

3,0(7(3)) =

R W N =
R W N =

nennt man Assoziativgesetz; es gilt allgemein fiir die Verkettungen be-
liebiger Abbildungen.

Schlieflich gibt es Permutationen mit besonderen Eigenschaften be-
ziiglich der Verkettung: Da ist zunéchst die “identische Permutation”
id = € = 1234, die gar nichts umordnet: e(k) = k fur alle k. Fiir sie gilt

€ooc=00€=o0. (53)

Ferner ldsst sich jede Permutation riickgéngig machen, indem man ein-
fach die Pfeile umdreht: Die Umkehrung der Permutation o : 1234 +—
4132 ist 4132 — 1234 oder (richtig geordnet) 1234 +— 2431; wir nen-
nen diese Permutation o~ !, die inverse Permutation zu o. Die beiden
Permutationen o und o~! machen sich gegenseitig riickgiingig:

cloo=000!'=¢ (54)

BN =
R W N =

Eine solche kleine Rechenwelt nennen wir eine Gruppe. Hier ist die
offizielle

67Ein Gesetz, das wir vom Zahlenrechnen gewohnt sind, gilt hier allerdings nicht,
das Kommutativgesetz: In den meisten Fillen ist 0 o 7 # 70 ¢. In unserem Beispiel
etwa ist 4132 0 4312 = 2341, aber 4312 0 4132 = 2413.

58Das gleiche Gesetz ist uns auch von der Addition und Multiplikation von Zahlen
bekannt: (¢ +b) + c=a+ (b + ¢) und (ab)c = a(be).
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Definition: Eine (abstrakte) Gruppe (G,e,*,()™'), kurz G, ist eine
Menge G mit einem ausgezeichneten Element e € GG, genannt Neutral-
element, sowie zwei Abbildungen®’

GxG — G, (g,h)— gxh (“Gruppenoperation”),
G — G, g g ' (“Inversion”),

die folgende Gesetze erfiillen: Fiir alle g, h, k € G gilt:

G1: Assoziativgesetz: (g * h) xk = gx* (h*k),

G2: Neutralelement: exg=gxe =g,

G3: Inverses: gxg t=glxg=cec.

Eine Gruppe (G, *) heit kommutativ oder abelsch,” wenn zusitzlich
gilt:

GO0: Kommutativgesetz: g x h = h x g.

Eine solche Definition ist wie eine Spielregel, zum Beispiel fiir Schach:
In der Schachanleitung steht nicht, wie ein Springer oder ein Lé&ufer
aussieht, aus welchem Material die Figuren gefertigt sind usw., sondern
nur, wie sie ziehen und schlagen. Ebenso sagen wir bei der Gruppende-
finition nicht, wie die Gruppenoperation * definiert wird, sondern nur,
welche Eigenschaften sie hat. Wir haben dafiir eigens das Symbol x
gewihlt, das sonst in der Mathematik wenig Verwendung findet. Wenn
wir eine konkrete Gruppe vorliegen haben, wird * durch die Gruppen-
operation dieser Gruppe ersetzt.

Dieser abstrakten Auffassung entspricht der Begriff des Isomorphis-
mus. Ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen G und H ist eine
Abbildung ¢ : G — H, die die Gruppenoperationen erhélt:

d(g*g) =0(g)*o(g), ¢(g7") =o(g9)™
fiir alle g, ¢’ € G. Ein Isomorphismus zwischen G und H ist ein umkehr-
barer Homomorphismus ¢ : G — H; seine Umkehrabbildung ¢ = ¢!
ist dann automatisch auch ein Homomorphismus.”™ Die beiden Grup-
pen G und H konnen vollig unterschiedlich definiert sein; wenn sie
isomorph sind, d.h. wenn es einen Isomorphismus ¢ : G — H gibt,

693ind A, B Mengen, so bezeichnet A x B die Paarmenge oder das kartesische
Produkt von A und B, d.h. die Menge der Paare

Ax B={(a,b):a€ A, be B}.

"ONiels Henrik Abel, 1802 (Frindoe bei Stavanger) - 1829 (Froland, Norwegen)

Riir alle h, k' € H ist ¢((h* h')) = hx b’ und ¢(¥(h) « (h')) = ¢(¥(h)) *
d(p(h')) = hxh', also p(y(hxh')) = ¢(p(h)x1p(h')). Anwenden von ¢! auf beiden
Seiten ergibt ¥(h * h') = 1(h) x (k). Ebenso ¢(1(h~1)) = ¢(»(h)~1) und daraus
P(h™t) = p(h)~
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betrachten wir sie als gleich. Wir schreiben G = H, wenn G und H
isomorphe Gruppen sind.

Beispiel 1: Die Permutationen der Menge {1, ..., n} bilden eine Grup-
pe, die wir S,, nennen (“Symmetrische Gruppe”);”® bei ihr ist die Grup-
penoperation die Verkettung, * = o, und das Neutralelement ist die
identische Abbildung, e = id. Diese Gruppe ist nicht kommutativ fiir
n > 3.

Beispiel 2: Der ganzen Zahlen Z mit der Addition bilden eine kom-
mutative Gruppe; dort ist * = 4+ und e = 0, und das Inverse von
n € Z wird mit —n bezeichnet. Das Gesetz (G3) in Z lautet dann
n+(—n)=(-n)+n=0.

Beispiel 3: Die Menge der Einheitswurzeln
Qu={recC:a"=1}={"" . k=1,...,n}

mit der Multiplikation bildet eine kommutative Gruppe;™ hier ist * = -
die Multiplikation und das Neutralelement ist e = 1.

Definition: Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ) ist eine Teilmenge
H C @, die selbst eine Gruppe bildet, weil sie unter der Gruppen-
operation und der Inversion von G erhalten bleibt: Fiir alle Elemente
h,h' € H gilt:

UG1: e€ H,
UG2: hxh' € H,
UGS3: h ' e H.

Ein Beispiel einer Untergruppe der Symmetrischen Gruppe ist die
Symmetriegruppe einer Figur, eines Polygons (Vielecks) in der Ebene
R2.™ Das ist die Menge der Drehungen und Spiegelungen, die die Figur
invariant lasst. Schaltet man zwei Symmetrien hintereinander, erhélt
man wieder eine Symmetrie, und die Identitdt und die Inverse einer
Symmetrie sind wieder Symmmetrien, deshalb bilden die Symmetrien
eine Gruppe, eine Untergruppe der Permutationen der Eckpunkte.

Der Name kommt von den symmetrischen Polynomen her, Abschnitt 12.1.
Dies sind genau diejenigen Polynome in n Variablen zi,...,x,, die unter allen
Permutationen der Variablenmenge {1, ..., z, } unveréndert (“invariant”) bleiben.

"1n der Tat ist €, eine Untergruppe (s.u.) einer viel gréfleren Gruppe, der
Gruppe C* = C\ {0} aller nichtverschwindenden komplexen Zahlen mit der Multi-
plikation als Gruppenoperation.

"Das Polygon im R? kann auch durch einen Polyeder (Vielflichner) im R? oder
sogar im R™ ersetzt werden.



EINFUHRUNG IN DIE ALGEBRA 47

4 3 2 3 3 4

T
N ! 4 7
N
N S L7 VAR

|
!
|
1

2 1 4 2

1 1

Bei einem Quadrat zum Beispiel seien die Ecken zyklisch mit den Zah-
len 1,2,3,4 bezeichnet. In seiner Symmetriegruppe liegen die Permuta-
tionen 1432 (Spiegelung an der Diagonalen von 1 nach 3) und 2143
(Spiegelung an der senkrechten Mittellinie), aber nicht z.B. die Permu-
tation 2134, genauer 1234 +— 2134, weil 2 und 3 durch eine Kante des
Quadrats verbunden sind, ihre Bilder 1 und 3 aber nicht. Die Symme-
trien des Vierecks bilden also eine echte Teilmenge der Permutations-
gruppe Sy, und zwar eine Untergruppe, denn die Komposition und die
Umkehrung von Symmetrien sind Symmetrien.

16. GRUPPENWIRKUNGEN

Eine Wirkung (Operation) einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine
Abbildung ¢ : G x X — X, Kurzschreibweise ¢(g,z) = ¢4(z) = gz,
mit folgenden Eigenschaften:

GW1: ex ==z,

GW2: g(hzx) = (gh)x
fiir alle g,h € G und z € X, wobei e das Neutralelement von G is
Zum Beispiel ist die Symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe) G =
Sy, bereits durch ihre Wirkung auf X = {1,...,n} definiert. Dieselbe
Gruppe wirkt aber auch auf anderen Mengen, zum Beispiel auf der
Menge X = K[zy,...,2,] der Polynome in n Verénderlichen durch
Permutation der Variablen.” Ebenso wirkt die Symmetriegruppe einer
Figur auf den Punkten dieser Figur, besonders den Eckpunkten. Jede
Gruppe G wirkt auf drei verschiedene Weisen auf sich selbst (X = G):
durch Linkstranslation ¢,(x) = gz, durch Rechtstranslation ¢,(z) =
zg~ ! und durch Konjugation ¢,(x) = grg™".

t.75

"Man kann auch sagen: Fine Gruppenwirkung ist ein Homomorphismus ¢ :
G — Bij(X), g — ¢4 von G in die Gruppe der bijektiven Abbildungen von
X auf sich. Die Gesetze GW1 und GW2 sind genau die Gesetze fiir einen
Gruppenhomomorphismus.

"6Nach Definition ist of(x1,...,xn) = f(To1,...,2s,) fir alle o € S, und
alle f € Klzy,...,z,]. Wir miissen (GW1) und (GW2) zeigen. Offensichtlich gilt
of = f fir c =id. Wenn 0,7 € S, dann ist 7f(x1,...,2n) = f(Tr1,..., Trn) =t

Ijiiﬂ?gj

g(xz1,...,zn). Alsoist o(7f)(z1,...,2n) = 0g(x1, ..., Tn) = 9(To1, -, Ton) =

g(Z1, .. Zn) = [(Tr1y oy Trn) Frk Dok f(@or1yo oy Torn) = (0T)f(21,. .., Tp).
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Ist eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X gegeben, so ist
fiir jedes x € X die Menge

G, ={9ge€G:gx=ux} (55)

eine Untergruppe von GG, denn ex = x und mit ¢g,h € G, ist gh € G,
weil (gh)z = g(hx) = gr = z,und falls g € G, ist auch g~! € G,, denn
g 'z = g7lgx = ex = x. Diese Untergruppe heifit Standgruppe oder
Stabilisator von x unter der Gruppenwirkung ¢. Jedes 2’ = gx € Gx
ist gleichberechtigt; es gilt G2’ = Gx.

Die Teilmenge von X, die aus einem Element x durch Anwenden aller
Elemente von G entsteht, heiflit Bahn oder Orbit von x, geschrieben

Gz ={gr: g€ G}. (56)

Alle Elemente gz, g € @, einer Bahn sind gleichberechtigt, denn we-
gen (GW2) gilt Ggx = Gz. Die Standgruppe fiir jedes gz € Gz ist
konjugiert zu G:

ng - gG:L‘g_l ) (57)

denn fiir jedes h € G, ist ghg~'(gx) = ghx = gx, also ist G9! C
Gy, aber umgekehrt ist aus demselben Grund ¢ 'Gy.g C G, also
Gye C 9Grg™t.

Satz 16.1. Die Anzahl der Elemente einer Bahn Gz (mit |G| < o)
15t

|G| = |G[/]Gal - (58)

Beweis. Das ist Teil einer allgemeineren Aussage: Gegeben endliche
Mengen A, B und eine surjektive’” Abbildung f : A — B. Zu jedem
b€ Bsei f[71b) :={a € A: f(a) = b} das volle Urbild von b. Fiir
b,b e Bmit b# bsind f~'(b) und f~'(b) disjunkt, f~*(b) N f~(b) = 0,
denn kein a wird gleichzeitig auf b und b abgebildet. Also ist A die
disjunkte Vereinigung der f~1(b), b € B und damit gilt

A= 1) (59)

beB

Dies wenden wir an auf die surjektive Abbildung f : G — Gz, f(g) =
gz. Das Urbild von z ist f~!(z) = {9 € G : gr = 2} = G,, und das
Urbild von gz € Gz ist f~(gz) = {§g € G : gr = gz}, und gz = gx

M. A — Bist surjektiv, wenn f(A) = B, d.h. jedes b € B ist wirklich von der
Form f(a), es gibt a € A mit b = f(a)
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— gljz=2 — ¢glge G, < §<€gG, :={gh:heG}.™
Also ist | f7'(gz)| = |gG.| = |G.|. Alle Urbilder haben also gleich viele
Elemente &k und (59) spezialisiert sich zu |A| = |B| - k. In unserem Fall
ist k = |G,|, also |G| = |Gx| - |G,|. O

Bemerkung: Die Standgruppe G, ist genau dann gleiche fiir jedes
gr € Gz, wenn gG,g~ ' = G, fiir alle ¢ € G; solche Untergruppen
nennt man normale Untergruppen oder Normalteiler.™ Allgemeiner ist
der Durchschnitt aller Standgruppen Gy, ein Normalteiler. In dem zu
Beginn des Abschnitts 13 skizzierten Auflosungsverfahrens kam es dar-
auf an, dass die “halbinvarianten” Polynome y eine kurze Bahn bil-
den. Dann sine die Standgruppen groff und haben deshalb einen ge-
meinsamen Schnitt. Im Fall n = 3 ist dieser Durchschnitt die Gruppe
Az = {e,(123),(132)}, im Fall n = 4 ist es die Kleinsche Vierergruppe

V = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Beides sind abelsche Normalteiler. Ab n = 5 besitzt die .S,, nur noch
die alternierende Gruppe A, (siche folgenden Abschnitt) als einzigen
Normalteiler, und dieser ist nicht-abelsch und enthélt selbst keine Nor-
malteiler mehr. Wie wir sehen werden, ist dies der Grund, warum es
fiir die allgemeine Gleichung mit Grad > 5 keine Auflosungsformeln
geben kann.

"8Ist H C G eine Untergruppe, so heifit die Teilmenge gH = {gh:heH}CG
die Nebenklasse von H durch g. Die Menge der Nebenklassen (eine Menge von
Teilmengen von G) bezeichnen wir mit G/H = {gH : g € G}. Wir zeigen hier, dass
die Elementen von G/G, genau die Urbilder von f : g — gz sind und dass G/G,
somit bijektiv auf Ga abgebildet wird.

™ Ist H C G eine Untergruppe, so operiert H auf G durch ¢ : (h,g) — gh™! :

H x G — G. Die Bahnen dieser Wirkung, die Mengen gH = {gh™! : h € H}
fiir jedes g € G heilen Nebenklassen, und die Menge der Bahnen (Nebenklassen)
wird mit G/H bezeichnet. Da |gH| = |H| fiir alle ¢ € G, haben alle Bahnen
gleich viele Elemente, und da G die disjunkte Vereinigung alle gH ist, folgt |G| =
> grecyu |9H| = |G/H] - |H|. Insbesondere ist |[H| ein Teiler von |G|; das ist der
Satz von Lagrange.
Im Fall, dass H C G ein Normalteiler ist, wird G/H selbst zu einer Gruppe: Das
Neutralelement ist eH, die Gruppenmultiplikation gH - gH := ggH und das Inverse
von gH ist g~' H. Gruppenmultiplikation und Inverses sind “wohldefiniert”, hingen
also nur von gH und gH, nicht von g und g ab: Wenn wir g € gH durch gh € gH und
g € gH durch gﬁ € gH ersetzen, dann ist ghgi}H = ghgH = gGgg—*hgH = ggh'H =
ggH, weil h' = g='hg € H (Normalteiler-Eigenschaft). Ebenso gilt (gh)"'H =
hlg'H =g lgh g 'H =g 'hW'H =g 'H, weil " = gh~'g~' € H.
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17. DIE ALTERNIERENDE GRUPPE

Eine interessante Untergruppe von S, ist die Alternierende Grup-
pe A,. Um diese zu definieren, bemerken wir zunéchst, dass sich je-
de Permutation als Komposition von Transpositionen schreiben lasst.
Transpositionen sind Vertauschungen (ij) von nur zwei Zahlen i,j €
{1,...,n}; alle anderen Zahlen behalten ihren Platz bei. Dies folgt aus
der fast offensichtlichen Tatsache, dass man jede Anordung durch eine
Folge von Vertauschungen in die natiirliche Reihenfolge bringen kann.®
Die Alternierende Gruppe®' A, besteht aus denjenigen Permutationen,
die Komposition einer geraden Anzahl von Transpositionen ist; sie wer-
den gerade Permutationen genannt. Sie bilden tatséchlich eine Unter-
gruppe: Das Neutralelement kann man durch zwei (oder null) Transpo-
sitionen (12)(12) schreiben, die Komposition von zwei Produkten von
Transpositionen mit jeweils einer geraden Zahl von Faktoren ist gerade,
und das Inverse eines Produktes ¢ = 7, o... 0 79 von Transpositionen
T, ..., Tor ist wieder von der gleichen Form, ndmlich 0! = m0...07.

Dennoch gibt es ein Problem. Die Darstellung einer Permutation
als Komposition von Transpositionen ist ndmlich keineswegs eindeu-
tig, zum Beispiel gilt 231 = (13) o (12), aber auch 231 = (12) o (23).
Koénnte es da nicht auch eine Permutation o geben, die sowohl durch
eine gerade wie durch eine ungerade Anzahl von Transposionen dar-
gestellt werden kann? Dann wére die A,, gar keine echte Untergruppe,
denn durch Nachschalten von ¢ kénnte man aus jeder ungeraden eine
gerade Permutation machen. Aber dies ist nicht der Fall: Zwar kann
die Anzahl der benotigten Transpositionen durchaus bei verschiedenen
Darstellungen unterschiedlich sein (zum Beispiel kénnte man ja eine
Transposition 2-mal hinzufiigen), aber ihre Paritit (gerade - ungerade)
bleibt immer die gleiche. Um dies zu sehen, muss man die Paritdt von
Permutationen etwas anders definieren, unabhéngig von einer speziel-
len Darstellung.

Dazu benoétigt man den Begriff des Fehlstandes einer Permutation
o. Ein Fehlstand ist ein Zahlenpaar (7,7) mit ¢ < j und o(i) > o(j).

80Induktion itber n > 2: n.=2: S besteht nur aus id = (12)(12) und (12).
n — 1 —n > 3: Ist eine beliebige Permutation o = k1 ...k, € S, gegeben, so ist
die Zahl n irgend eines der k;, mit o(j) = n. Schalten wir die Transposition 7 = (jn)
davor, so ist o(7(n)) = 0(j) = n, also ist o’ = o o7 € S,,_1, weil o'(n) = n. Nach
Induktionsvoraussetzung ist ¢’ Komposition von Transpositionen und damit auch
c=0cor.

81 Der Name kommt von den alternierenden Polynomen her, Polynome in den
Variablen zi,...,x,, die bei Vertauschung von je zwei Variablen ihr Vorzeichen
dndern, wie zum Beispiel 2315 — 2321. Solche Polynome sind unter Permutationen
in A, invariant, weil eine gerade Anzahl von Vorzeichendnderungen sich aufhebt.
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Zum Beispiel hat o : 1234 — 2341 die Fehlstdnde 14 (da 2 > 1), 24 (da
3 > 1), 34 (da 4 > 1); die iibrigen Zahlenpaare 12, 13, 23 sind keine
Fehlstdnde. Die Anzahl der Fehlsténde ist also ungerade (gleich 3).

Lemma 17.1. Die Anzahl der Fehlstinde einer Permutation o hat die
gleiche Paritit wie die Anzahl der Transpositionen in jeder beliebigen
Darstellung von o als Komposition von Transpositionen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Komposition von ¢ mit einer
beliebigen Transposition 7 = (ik) die Paritidt der Fehlstande-Anzahl
andert. Die Transposition 7 hat genau die folgenden Fehlsténde:

(1) (z, k),
(2) (i,7) mit i < j < k,
(3) (j,k) miti < j < k. | ‘

Da die Anzahl der Paare unter (2) und (3) gleich ist (nédmlich gleich r
= Lénge des Zwischenraums zwischen k und i, also r = k —i — 1), ist
die Zahl der Fehlstdnde von 7 ungerade, ndmlich 2r + 1. Also verdreht
7 eine ungerade Anzahl von Paaren ij, und die Paritéit der Fehlstédnde
von o und 7 o o ist unterschiedlich. Das Neutralelement id hat keinen
Fehlstand. Ist nun ¢ = 7, o ... o7 oid, dann wechselt die Anzahl
der Fehlstdnde mit jeder neu hinzukommenden Transposition 7; die
Paritét, insgesamt r-mal. Die Fehlstdndezahl von ¢ hat demnach die
gleiche Paritat wie r. U

18. DIE GALOISGRUPPE

Gegeben sei ein Polynom f € K[z],
flx)=2" + a2 '+ +ag (60)

mit Koeffizienten in einem Korper K, dem Koeffizientenkdrper, zum
Beispiel K = Q. Wir interessieren und fiir die Gleichung f(z) = 0. Die
Losungen (Wurzeln) seien ag, ..., o,. Wir setzen voraus, dass alle «;
voneineinander verschieden sind, dass also die Diskriminante ungleich
Null ist (was man ja aus den Koeffizienten ablesen kann).*? Die Galois-
gruppe G ist die Symmetriegruppe der Wurzeln: diejenige Untergruppe

82Ein solches Polynom heifit separabel. Wenn f nicht irreduzibel iiber K ist, dann
heifit f separabel, wenn alle irreduziblen Faktoren separabel sind. Wir werden aber
etwas mehr voraussetzen, ndmlich dass alle Nullstellen voneinander verschieden
sind.
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der Permutationsgruppe S,, der Menge {a1,...,«,}, die die bekann-
ten® algebraischen Relationen zwischen den Wurzeln erhalten. Es sei
uns also eine Menge R C K|y, ..., ,] (“Relationen”) bekannt® mit®°

H(d):=H(ay,...,a,) =0 (61)

fiir alle H € R. Die Galoisgruppe ist dann die folgende Untergruppe G
von Sy,:

G={o€eS,:0H € Rfiralle H € R} (62)

Beispiel 1: Bekannt sind uns stets die Relationen e;(@) = (—1)7a; des
Vietaschen Wurzelsatzes (vgl. Abschnitt 11), weil ja die Koeffizienten a;
gegeben sind. Da die e; symmetrische Polynome sind, gilt automatisch
e)(07) = ().

Beispiel 2: Wenn das Polynom f reduzibel ist, f = gh fiir zwei Poly-
nome g, h (iiber unserem Koeffizientenkorper) vom Grad k und n—k, so
ist jede Wurzel von f eine Wurzel von g oder h, denn g(z)h(z) =0 =
g(xz) = 0 oder h(x) = 0. Wenn g und h keine gemeinsamen Nullstellen
haben, konnen wir annehmen, dass die ersten k& Nullstellen aq, ..., ag
zu g gehdren und gy, ..., «, die Nullstellen von h sind. Dann haben
wir viel mehr Relationen zwischen den Wurzeln: Die elementarsym-
metrischen Funktionen in ag, ..., ax sind (bis auf das Vorzeichen) die
Koeffizienten von g, die in ag,q,...,a, die Koeffizienten von h. Die
beiden Sorten von Nullstellen werden durch die Elemente der Galois-
gruppe nicht vermischt. Wenn keine weiteren Relationen vorliegen, ist
G das direkte Produkt der symmetrischen Gruppen Sy (Permutationen
von x,...,x,) und S, (Permutationen von wy.q,...,z,), d.h. als
Menge ist G das kartesische Produkt (Menge der Paare) Sy X S, _g,

83Gpiter werden wir alle h € Klz1,...,2,] mit h(aq,...,a,) =0 als “bekannt”
ansehen. Das Problem dabei ist, dass wir vieleicht nicht alle diese Ausdriicke kennen.
Unser Vorwissen iiber die Gleichung geht also in unsere Definition der Galoisgruppe
ein. Die Galoisgruppe ist in diesem Sinn nicht einem einzigen Polynom zugeordnet,
sondern allen Polynomen, fiir die diese Relationen gelten. Manchmal kénnen wir
aber sehen, dass wirklich alle Relationen beriicksichtigt sind, siehe Fufinote 88. In
Teil IT werden wir diese Frage systematisch 16sen.

845ind Relationen Hj, ..., H, € R gegeben, also H;(d)=0firi=1,...,r s0
sind auch alle Linearkombinationen H von (nicht-leeren) Produkten der Hy, ..., H,
“bekannte” Relationen, denn offensichtlich gilt H(&) = 0. Das gleiche gilt fiir HJ
mit J € R und beliebiges J € K[Z]; alle solche Polynome miissen in R aufgenommen
werden. R ist ein Ideal im Ring K[Z].

85Zur Unterscheidung wollen wir die Elemente von K[#] moglichst mit Grobuch-
staben bezeichnen.
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und die Gruppenoperationen sind komponentenweise definiert.®® Das
gilt entsprechend fiir » > 2 Faktoren, f = f; ... f,. Wenn wir wissen,
dass f iiber unserem Koeffizientenkorper in Linearfaktoren zerféllt, ist
die Galoisgruppe also trivial (besteht nur aus dem Neutralelement),
weil jeder Linearfaktor x — «; jeweils nur eine Wurzel besitzt.

Beispiel 3: Die Diskriminante A(Z) = ][, ;(z; — ;) ist eine sym-
metrische Funktion von # und damit durch die Koeffizienten a; aus-
driickbar (vgl. Seite 33). Die Gleichung [],_;(c; — ;) = £A ist daher
noch keine neue Relation zwischen den Wurzeln. Aber in dem Ausdruck
[1iz;(zi —2;) kommt ja jeder Faktor doppelt vor mit unterschiedlichem
Vorzeichen, x; —z; und z; — ;. Eine Quadratwurzel von A(Z) ist daher

der Ausdruck

D(&) = [ J(x:i — ). (63)

i<j

Wenn uns diese Quadratwurzel D = /A ebenfalls bekannt ist, dann
haben wir eine weitere Relation [];_;(a; —a;) = D, die nicht mehr von
allen Permutationen invariant gelassen wird, denn jede Transposition
dreht in einem Faktor das Vorzeichen um.®” Nur die geraden Permuta-
tionen lassen diese Relation invariant, da sie bei einer geraden Anzahl
von Faktoren in D das Vorzeichen édndern. Die Galoisgruppe wird in
diesem Fall also A,, oder (wenn noch weitere Relationen bekannt sind)
eine Untergruppe davon sein.

Beispiel 4: Fiir die Gleichung 2™ = 1, also f(z) = 2™ — 1, ist bekannt,
dass fiir jede Wurzel v ( Einheitswurzel) auch die Potenzen o Wurzeln
sind, denn (a®)" = (a™)* = 1% = 1. Wihlen wir o, als die Wurzel
mit dem kleinsten Winkel, oy = ¢ := €?>™/", dann sind alle anderen
Wurzeln Potenzen davon:

aj = (1), (64)

Dies sind Relationen zwischen den Wurzeln, die von den Elementen der
Galoisgruppe G respektiert werden miissen.®® Ist o € G mit olay) =
ar, = (a1)*, so muss deshalb auch o(«;) = o(a;)? gelten, also

o(a}) = (ah)’ = (af)".

86Sind G, H Gruppen, so sind die Gruppenoperationen im direkten Produkt
G x H folgendermaBen definiert: (g,h) * (¢/,h') = (g9 ¢’,h * k') und (g,h)"* =
(971, h™1). Das Neutralelememt ist e = (eq, ep).

8TD(%) ist ein alternierendes Polynom, vgl. FuBnote 81.

88 Fiigt man noch die Gleichung «,, = 1 hinzu, dann ist es tatséichlich nur die
Gleichung 2™ = 1, deren Losungen diese Relationen erfiillen, denn aus (64) folgt
(a1)™ =1 und ()" = (7)™ = 1, also sind ay,...,q, genau die Lésungen der
Gleichung z" = 1.
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Damit gilt o(a) = o* fiir alle Wurzeln «, d.h. ¢ ordnet jeder Wurzel
ihre k-te Potenz zu. Allerdings eignet sich nicht jede Potenz k, zum
Beispiel & = n nicht, denn o™ = 1 fiir jede Wurzel «; die Abbildung
a +— o ist also nicht umkehrbar auf der Menge der Wurzeln. Allgemein
kann 7, : o — o keine Permutation der Wurzeln sein, wenn

(%) ()" =1

fiir irgend ein j < n. Aber a; = (aq)’, somit ist (x) fdquivalent zu
1 = (o))" = ()%, was bedeutet, dass jk ein Vielfaches von n sein
muss, jk = rn (keine anderen Potenzen von «; sind gleich 1). Damit
haben k& und n einen gemeinsamen Teiler.®® Umgekehrt, wenn & und n
einen gemeinsamen Teiler ¢ haben, also & = k't und n = n’t, dann folgt
k'n = k'n't = kn'. Daraus folgt (%) fiir j = n/, denn (z,)* = (27 )F =
()" = 1. Also ist

G={m:a—a":k<n, ggT(k,n)=1}.

Die Einheitswurzeln (a;)* mit ggT(k,n) = 1 sind also genauso gut wie
oy selber; ihre Potenzen durchlaufen die ganze Einheitswurzel-Menge
Q, ={a € C:a"=1}. Sie heiflen primitive Einheitswurzeln.

Beispiel 5: Die Gleichung 2™ = a hat die Losungen
;= a (65)

fiir j = 1,...,n mit ¢ := >/ Dabei ist a gegeben (“bekannt”), aber
{/a und ¢ kennen wir vielleicht nicht; deshalb kénnen wir (65) nicht als
algebraische Relation zwischen den Wurzeln ansehen (wenn doch, ist
die Galoisgruppe trivial, d.h. sie besteht nur aus der identischen Permu-
tation). Wir miissen (65) deshalb durch Relationen ersetzen, in denen
{/a und ¢ nicht mehr vorkommen. Der Quotient von zwei Wurzeln ist
schon besser, denn er enthélt {/a nicht mehr:

a;/ay, = 7k, (66)
Vergleich von zwei solchen Ausdriicken ergibt eine Relation® ohne ¢,
ajfap =apfay <= j—k=,p—q. (67)

Mit “=,” meinen wir, dass die Gleichung “modulo n” zu lesen ist,”
also bis auf Addition von ganzen Vielfachen von n, da ja z; = x4,

89Aus jk = rn folgt, dass o+ = j ganzzahlig ist. Wenn k und n keinen ge-
meinsamen Teiler hétten, miisste ¢ ganz sein, aber dann wire j = n > n, im
Widerspruch zu 5 < n.

99Hochmultiplizieren der Nenner macht aus (67) eine Polynomgleichung.

9T Andere Schreibweise: j —k=p—¢ mod n oder j —k =p—q (n).
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nach (65). Die Relation (67) muss unter jeder Permutation ¢ in der
Galoisgruppe G erhalten bleiben, also

oj—ock=,0p—0q < j—k=,p—q. (68)

Diese Bedingung wird von den Abbildungen 7, : j — j + p sowie
L J — mj (jeweils modulo n) fiir feste Zahlen p, m erfiillt. Wahrend
7p, die “Translation mit p modulo n”, fiir jedes p eine Permutation
von {1,...,n} ist, gilt dies fiir p,, (“Multiplikation mit m modulo n”)
nur fiir gewisse m. Zum Beispiel fiir n = 4 ist p9(2) = 4 und ps(4) =
8 =4 4; also werden 2 und 4 auf den gleichen Wert 4 abgebildet und
2 ist daher keine Permutation der Zahlen {1,2,3,4}. Dieses Ungliick
passiert immer dann, wenn n und m einen gemeinsamen Teiler p haben:
n = rp und m = sp. Dann ist ndmlich p,,(r) = spr = sn =, pn(n).
Wenn dagegen m und n teilerfremd sind und g, (k) =, pim(k'), dann
teilt n das Produkt m(k — k) und damit k — £/, also ist k =, &
und i, ist injektiv,”? also eine Permutation von {1,...,n}, denn fiir
k,l € {1,...,n} bedeutet k =, [ schon k = 1.9 Kombinieren wir die
beiden Sorten von Permutationen, so erhalten wir®

G={j—mj+pmodn:m,pe{l,....,n}, ggT(m,n)=1}. (69)

Wenn dagegen die Einheitswurzeln ¢/ als bekannt gelten, so muss
die Galoisgruppe die stirkeren Relationen (66) erhalten: a; = (77 *xy,
oder ¢’z = ajyk. Insbesondere gilt a; = (o, und @, = gy, fiir
alle 0 € G. Setzen wir o(n) = p, so folgt

Agj = Cjap = Qjtp
also ist 07 =, 7 + p. Es bleiben also nur die “Translationen” j — j+p
in (69).
Wenn dagegen eine n-te Wurzel b = {/a bekannt ist (d.h. in unserem

Koeffizientenkorper liegt), die Einheitswurzel ¢ aber als unbekannt gilt,
dann erfiillt £ = /b die Gleichung " = 1 des vorigen Beispiels 4.

92 Eine Abbildung f : X — Y fiir zwei Mengen X, Y heifit injektiv, wenn fz) #
f(2') fiir alle z,2’ € X mit  # 2. Oder im Umkehrschluss: Wenn doch f(z) =
f(z') gilt, dann muss auch schon © = 2’ gelten. In unserem Zusammenhang: “u,,
injektiv” heit: p,, (k) =, pm (k') = k =, k.

93 Eine Permutation ist bijektiv, also gleichzeitig injektiv und surjektiv. Eine
Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn ihr Bild Bild(f) = f(X) ={f(z) : z €
X} bereits ganz Y ist. Wenn Y = X und X eine endliche Menge mit n Elementen
ist, dann folgt aus “injektiv” bereits “surjektiv’: Da f injektiv, hat f(X) ebenso
viele Elemente wie X. Andererseits ist f(X) aber eine Teilmenge von X. Also
miissen in f(X) schon alle n Elemente von X vorkommen, denn mehr gibt es nicht.

9Eine Funktion der Form j — mj + p nennt man affin; die Galoisgruppe G der
Gleichung z" = a besteht also aus den umkehrbaren affinen Funktionen modulo n.
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19. DiE LOSUNG DER QUINTISCHEN GLEICHUNG

Losungsformeln fiir die Gleichungen dritten und vierten Grades wur-
den schon im 16. Jahrhundert gefunden, aber die Gleichung 5. Grades
widerstand allen Versuchen, eine Losungsformel zu finden. Erst um
1800 gelang es Ruffini®® und Abel zu zeigen, dass es keine Losungsformel
geben kann, die auer den vier Grundrechenarten nur Wurzeln (belie-
bigen Grades) benutzt, wir werden noch sehen, warum. Aber Hermite”®
und Felix Klein?” fanden dennoch einen Losungsweg, der hier kurz skiz-
ziert werden soll.%

Wir nehmen an, dass eine Diskriminantenwurzel D bekannt ist (vgl.
Beispiel 2 auf Seite 53); die Galoisgruppe der quintischen Gleichung ist
daher die Gruppe As, vgl. Seite 50. Diese Gruppe wiederum hat mit
einem der platonischen Kérper zu tun, dem lkosaeder, der von zwanzig
gleichseitigen Dreiecken mit 12 Eckpunkten und 30 Kanten begrenzt
wird.

Wir konnen das Tkosaeder so positionieren, dass 6 der 30 Kanten par-
allel zu den drei Raumachsen sind; die Mittelpunkte dieser Kanten
kénnen wir durch die Kanten eines einbeschriebenen Oktaeders® ver-
binden. Nach einer Drehung des Ikosaders iibernehmen 6 andere Kan-
ten diese Rolle. Somit enthélt das Ikosaeder 30/6 = 5 Oktaeder, die
durch die Drehungen des Ikosaeders permutiert werden. Auf diese Weise
definiert jede Ikosaederdrehung eine Permutation der Menge der ein-
beschriebenen Oktaeder, die wir mit der Zahlenmenge {1,...,5} iden-
tifizieren konnen, und verschiedene Drehungen definieren verschiedene

9Paolo Ruffini, 1765 (Valentano) - 1822 (Modena)

9Charles Hermite, 1822 (Dieuze, Lothringen) - 1901 (Paris)

IPelix Klein, 1849 (Diisseldorf) - 1925 (Gottingen)

98J-H. Eschenburg, L. Hefendehl-Hebeker: Die Gleichung 5. Grades: Ist Ma-
thematik erzéhlbar? Math. Semesterberichte 47 (2000), 193 - 220, www.math.uni-
augsburg.de/~eschenbu

99Das Oktaeder ist die Doppelpyramide iiber einem Quadrat, begrenzt von 8
gleichseitigen Dreiecken.
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Permutationen. Die Tkosaedergruppe wird dadurch zu einer Untergrup-
pe der Gruppe Ss, die 5! = 120 Elemente besitzt. Weil der Tkosaeder
20 Fléachen hat, deren jede nach oben gedreht werden kann, und jede
Fléche von drei Kanten berandet wird, deren jede nach vorne gedreht
werden kann, gibt es 20 - 3 = 60 Positionen des Ikosaeders und ebenso
viele Drehungen. Die Ikosaedergruppe wird damit zu einer Untergrup-
pe mit 60 Elementen von S5, und die einzige solche Untergruppe ist
die As. Die Drehgruppe des Ikosaeders ist also isomorph zur As. Wenn
wir jedes der 20 Dreiecke durch die Schwerelinien in 6 Teildreiecke auf-
teilen und das so entstandene Muster auf die Kugelflache auftragen,
die die Tkosaederecken enthilt, dann entstehen auf der Kugelfliche 120
sphérische Dreiecke mit Winkeln 7, % und %. Jedes zweite Dreieck
wird gefiarbt, und die Drehgruppe des Ikosaeders bildet alle gefarbten
Dreiecke ebenso wie alle ungeférbten aufeinander ab.

Wir betrachten nun eine Funktion ¢ von der Kugelfliche auf die Ku-
gelflache, die die gefarbten Dreiecke auf die obere Halbkugel und die
ungefiarbten auf die untere Halbkugel abbildet und dabei invariant un-
ter der Tkosaedergruppe ist: ¢(gz) = ¢(z) fiir alle Punkte x der Ku-
gelflaiche und jede Ikosaederdrehung g. Wenn wir die Kugelfliche mit
C = C U {oo} identifizieren,'® wobei eine der Tkosaederecken auf den
Punkt oo zu liegen kommt, dann kann man ¢ als Quotienten von Po-
lynomen (rationale Funktion) ausdriicken: ¢ = f3/h® mit Polynomen
f, h, deren Koeflizienten aus den gegebenen Daten berechnet werden
konnen (die genauen Formeln sind fiir uns aber nicht bedeutsam):

12f(z) = 2% —2282" 4 4942'% + 2282° + 1

h(z) = 2" —112° — o

100D as geschieht mit Hilfe der Stereographischen Projektion; vgl. z.B. mein Skrip-
tum “Geometrie”, Seite 82, auf www.math.uni-augsburg.de/~eschenbu .
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Diese rationale Funktion ¢ ibernimmt die Rolle der k-ten Potenz, der
rationalen Funktion  +— 2*; ihre Umkehrfunktion!®® wird die neu
benotigte Rechenart sein, analog zur k-ten Wurzel, der Umkehrung
der k-ten Potenz.

Gegeben sei nun eine allgemeine Gleichung 5. Grades. Durch T'schirn-
haus- Transformationen kann man die ersten beiden Koeffizienten zum
Verschwinden bringen und die Gleichung in der Form

P +ar +br+c=0 (70)
schreiben. Weil der z*-Koeffizient verschwindet, gilt die lineare Bezie-
hung

€1<f>:$1+"'+£€5:0. (71)
Weil auch der z3-Koeffizient verschwindet, gilt die quadratische Bezie-
hung e(Z) = 0, aber wegen py = €3 — 2ey (mit po(7) = Y, 27) kann
diese Beziehung auch in der Form

po(Z) =2l + - +22=0 (72)
geschrieben werden. Das ist wegen (71) eigentlich eine Gleichung in
vier Variablen, da z.B. x5 = —(z1 4+ -+ + x4). Aulerdem geniigt es,
Z = (z1,...,x5) nur bis auf ein Vielfaches zu bestimmen, also nur
' = tZ mit unbekanntem ¢ € C. Denn e3(7’) = t’e3(Z) = —t*a und
analog e4(#') = t'b, also ist t = —Z:;g:; leicht zu berechnen. Wir

konnen also eine der fiinf Koordinaten willkiirlich gleich Eins setzen;
dann wird (72) zu einer Beziehung zwischen drei Koordinaten. Die
Losungsmenge dieser quadratischen Gleichung ist eine Fliche (zwei
Koordinaten lassen sich willkiirlich vorgeben, dann kann die dritte aus
der Gleichung berechnet werden), eine “Quadrik” @). Wir kennen solche
Quadriken aus der reellen Geometrie, zum Beispiel den Hyperboloiden

Qu ={(z,y,2) :a” +y* = 2" =1}.

101pie Funktion ¢ ist natiirlich nicht eindeutig umkehrbar: Ist 2 ein Punkt im
Inneren eines der Dreiecke, sagen wir, eines gefiirbten, so hat ¢(z) in jedem anderen
gefdrbten Dreieck ebenfalls ein Urbild ' mit ¢(z') = ¢(z). Alle diese 60 Urbilder
stehen fiir die Umkehrfunktion zur Auswahl, &hnlich wie ja auch die k-te Wurzel
{“ﬂy) k verschiedene Werte annehmen kann.
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Das Besondere: Auf dieser krummen Flidche liegen zwei Scharen von
Geraden! Diese zweifache Geradenschar sieht man noch einfacher, wenn

man (72) (nach Einsetzen von x5 = — (x4 -+ +x4) und x4 = 1) durch
eine lineare Variablensubstitution & = Z(\, u, v) auf die Form
A=V (73)

gebracht hat, denn fiir jedes konstante A oder p beschreibt diese Glei-
chung eine Gerade. Uber den reellen Zahlen gibt es zwar auch Qua-
driken ohne Geraden, zum Beispiel die Sphére, die Losungsmenge der
Gleichung 2% + y? + 22 = 1, aber iiber den komplexen Zahlen kénnen
wir jede (nicht-entartete) Quadrik durch eine lineare Substitution auf
die Form (73) bringen.

Jede Permutation o € S5 erhilt die Gleichungen (71), (72) und da-
mit ihre Losungsmenge, die Quadrik ). Auflerdem bildet ¢ Geraden
auf Geraden ab. Wenn o gerade ist (o0 € Ajs), so werden die Geraden
der beiden Scharen A\ = const und p = const auf Geraden der gleichen
Schar abgebildet, die ungeraden Permutationen dagegen vertauschen
die beiden Scharen. Jedes o € As wirkt also auf den Punkten (A, p)
in der Form (X, p) — (o1(\), 09(1)), und die Abbildungen o, : C — C
(j = 1,2) sind Ikosaederdrehungen, wobei C wieder mit der Kugel-
fldche identifiziert wird. Also sind ¢(\) und ¢(u) invariant unter der As
und daher berechenbare Funktionen der Koeffizienten a, b, ¢.!? Durch
Umkehrung von ¢ gewinnen wir A aus ¢(A) und g aus ¢(p) und aus A,
pund v = Au den Vektor 7 und daraus schliellich Z.

102Wenn ein Polynom f(&) nur unter A, statt S, invariant ist, setzen wir f*(&) =
f(xg,21,23,...). Dann sind f + f* und (f — £*)? invariant unter S,, und daher
rationale Funktionen der elementarsymmetrischen Polynome e;. Damit sind auch
f und f* aus den Koeffizienten berechenbar.
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[I. Korpererweiterungen

20. KORPER

Bisher haben wir einige Methoden kennen gelernt, um Gleichungen
zu losen. Galois und seinen Vorgéngern (Ruffini, GauBl, Abel) ging es
aber auch darum zu verstehen, warum viele Gleichungen eben nicht
durch einfache Formeln gelést werden kénnen. Damit zusammen héangt
die Unlosbarkeit einiger geometrischer Konstruktionsprobleme mit Zir-
kel und Lineal, die schon in der Antike gestellt worden sind, die sog.
Delischen Probleme:'% Warum kann man jeden Winkel mit Zirkel und
Lineal halbieren, aber nicht dritteln? Warum kann man das Quadrat
verdoppeln, aber nicht den Wiirfel? Auch die Quadratur des Kreises
gehort in diese Reihe [5].

Dazu miissen wir an den Begriff des Kdrpers erinnern, eines Zahlbe-
reichs, in dem alle vier Grundrechenarten unbeschrénkt durchgefiihrt
werden konnen; nur das Teilen durch die Null ist unmoglich. Um die
Frage zu kldren, mit welchen Hilfsmitteln (Formeln oder geometrische
Mittel) eine Gleichung zu l6sen ist, gentigt nicht die Feststellung, dass
wir alle Losungen im Korper C der komplexen Zahlen finden kénnen.
Stattdessen miissen wir von einem Korper K ausgehen, dem Koeffizi-
entenkorper, dessen Elemente uns als “bekannt” gelten und der insbe-
sondere die Koeffizienten aq, ..., a, unserer Gleichung

f(x):a:”+a1x”_1+---+an:0 (74)

enthélt. Wenn diese Koeffizienten zum Beispiel ganze Zahlen sind,
konnen wir K = Q wahlen, den Korper der rationalen Zahlen

Q={k/n:keZ neN} (75)

Dem gegeniiber steht der Korper L, der Ldsungskdrper, der auch noch
alle Losungen oy, . .., oy, von (74) enthélt. Natiirlich kénnen wir L = C
wéhlen, aber wir wollen genauer sein: Wir suchen den kleinsten Korper
L, der sowohl K als auch «,...,qa, enthdlt. Wir nennen ihn den
Zerfillungskorper von f, denn er ist der kleinste Korper, der K enthélt
und in dem f in Linearfaktoren zerfallt, f(z) = (z —aq) ... (x — ay).

Hier ist die offizielle Definition eines Koérpers:

103 Angeblich befragten die Bewohner der kleinen griechischen Insel Delos, die
im Jahre 430 v. Chr. von einer Pestepidemie heimgesucht wurde, das Orakel
von Delphi um Rat. Das Orakel empfahl als Mittel zur Erlogsung von der Seu-
che, den wiirfelférmigen Altar im Tempel des Apollon dem Rauminhalte nach
zu verdoppeln, unter Beibehaltung der wiirfelférmigen Gestalt. http://www.ebelt-
beratung.de/ZumDelischenProblem.pdf



EINFUHRUNG IN DIE ALGEBRA 61

Definition. Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei verschiedenen aus-
gezeichneten Elementen, Null 0 und Eins 1 benannt, und vier Ab-
bildungen +,- : K x K — K (Addition und Multiplikation) sowie
— K — Kund ()™ : K* - K* (additiv und multiplikativ Inver-
ses) mit K* = K\ {0} mit folgenden Eigenschaften:

K1: (K, 0,4+, —) ist eine abelsche Gruppe,
K2: (K*,1,-,()7') ist eine abelsche Gruppe,
K3:a-(b+c)=a-b+a-c Va,b,cecK (“Distributivgesetz”)'

Statt a + (—b) schreiben wir a — b (Differenz), fiir a - b auch ab und fiir
a(b)~t auch ab™! oder a/b (Quotient).

Mit diesen grundlegenden Rechengesetzen (Axiomen) haben wir den

Begriff “Korper” definiert. Damit sind keineswegs alle bekannten Re-

chengesetze aufgelistet, sie folgen aber aus diesen Grundregeln. Zum

Beispiel:

1: Irgendwas mal Null gleich Null: a -0 =0=0-a Va €K,
denna-0 2 q- (0+0) % 4.0+a-0, und durch Subtraktion
von a-0 (Addition von —(a-0)) auf beiden Seiten folgt 0 = a-0.

2: Minus mal Plus gleich Minus: (—a) -b= —(a-b) Va,b €K,
denn (—a)-b+a-b 2 ((—a)+a)-b £ 0-b = 0, und durch
Subtraktion von a - b (Addition von —(a - b)) auf beiden Seiten
folgt (—a) -b=—(a-b).

3: Minus mal Minus gleich Plus: (—a) - (—=b) =a-b Va,b € K,
denn (—a) - (=b) + (=(a- b)) £ (=a)-(=b) + (—a) - b =
(—a)- ((=b) +b) & (=a)-0 = 0, woraus durch Addition von
a - b auf beiden Seiten die Behauptung folgt.

Beispiele von Koérpern haben wir schon kennengelernt: @, R und C.
Dagegen bilden die ganzen Zahlen Z = {0, 41, £2, ...} keinen Korper
(sondern nur einen Ring),'® denn man kann in Z nicht unbeschrinkt
dividieren; 1/4 oder 3/5 sind keine ganzen Zahlen mehr.

Erstaunlicherweise kann sich dieser Befund &ndern, wenn wir die ganzen
Zahlen nicht wie gewohnlich auf einer Geraden anordnen, sondern im
Kreis, so dass nach einer Runde immer zwei Zahlen aufeinanderfallen,

104pas Symbol V ist die Abkiirzung fiir “fiir alle”.

1051 einem Ring R (mit Eins) wird das Axiom (K2) abgeschwiicht: (R\ {0}, 1, )
ist keine Gruppe, denn das Gruppenaxiom (G3) (Existenz des Inversen, Seite 45)
gilt nicht mehr unbeschréinkt. Die Menge der invertierbaren Elemente (zu denen 1
gehort) bilden aber immer noch eine Gruppe R* mit der Multiplikation als Grup-
penoperation. Diese kann aber sehr klein sein, z.B. Z* = {1, —1}.
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wobei wir Zahlen, die auf der Kreislinie an derselben Stelle stehen, als
“gleich” ansehen.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Auf dem Kreis in unserer Figur wird jede siebte Zahl als gleich angese-
hen, also beispielsweise 1 und 8 oder 2 und 9, wie bei den Wochentagen:
Jeder siebte Tag hat den gleichen Namen (z.B. Montag). Das ist die
Rechnung “modulo 77, die wir schon benutzt haben (Seite 54). Zwei
Zahlen p,p’ € 7Z werden modulo 7 genau dann als gleich (“kongruent”)
angesehen (p =; p’ oder p = p/' (7)), wenn sie auf dem Kreis an der-
selben Stelle stehen, wenn also p’ — p ein ganzes Vielfaches von 7 ist,
oder noch anders ausgedriickt, wenn p’ und p bei Division durch 7 den
gleichen Rest lassen, zum Beispiel 4 : 7 = 0 Rest 4 und 11 : 7 = 1
Rest 4, aber auch —3 : 7 = —1 Rest 4 (denn (—1) -7 = —7 und
—T7+4 = —3). Die Mengen kongruenter Zahlen modulo 7, wie beispiels-
weise {...,—10,—-3,4,11,18, ... }, werden deshalb auch als Restklassen
modulo 7 bezeichnet.'% Wir kénnen modulo 7 wie gewohnt rechnen.'*”
Damit finden wir dann doch ein multiplikativ Inverses zu 4, eine ganze
Zahl x mit 4-x =7 1, ndmlich x = 2, weil 4-2 = 8 =7 1. Ebenso sehen wir
3-5 =7 1und'® 6.6 =; 1,denn 15 =2-7+1 =; lund 36 = 5-7+1 =; 1.
Damit hat jede Zahl n #; 0 ein multiplikativ Inverses modulo 7, und
wir konnen wieder unbeschrinkt dividieren (aufer durch Null). Die
Restklassen ganzer Zahlen modulo 7 bilden daher einen Kérper mit 7

106Noch eine weitere Interpretation: Die Menge 77 = {7k : k € Z} ist eine
Untergruppe der Gruppe (Z,+), die auf Z durch Translation wirkt (vgl. Seite 47:
¢ TL XL — Z, p(Tk,n) = n + Tk. Die Restklassen modulo 7 sind die Bahnen
dieser Wirkung. Die Menge der Bahnen einer Gruppe G, die auf einer Menge X
wirkt, bezeichnet man mit X /G, hier also mit Z/7Z.

07Dazu ist eigentlich etwas zu zeigen, namlich: Wenn p’ =7 p und ¢’ =7 ¢, dann
gilt auch p’+¢ =7 p+qund p' —¢ =7 p—qund p'-¢' =7 p-q. Dies folgt, weil p’ =
p+7jund ¢’ = ¢+ Tk fiir gewisse j, k € Z. Erst mit dieser Zusatziiberlegung wird
klar, dass die Ergebnisse von modulo-Rechnungen nicht davon abhéngen, welches
Element der Restklasse (z.B. 4 oder —3) ich jeweils fiir die Rechnung benutzt habe.

108Besser noch kann man 6 =7 —1 benutzen; dann ist 6 -6 =7 (—1) - (—1) = 1.
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Elementen, den wir mit'®? F; bezeichnen. Die 7 Elemente kénnen wir
mit 1,2,3,4,5,6,7 oder auch mit —3,—2,—1,0,1,2,3 (oder mit noch
anderen Elementen von jeder Restklasse) bezeichnen.

Ebenso konnen wir F, fiir jede Primzahl p definieren als Menge der
Restklassen modulo p; jedes T, bildet einen Kérper.''? In diesem Sinne
gibt jede einzelne Primzahl p Anlass zu einem jeweils unterschiedli-
chen endlichen Kérper [, einer eigenen Rechenwelt. Speziell fiir p = 2
erhalten wir den kleinstméglichen Korper Fo = {0,1}. Es gibt genau
zwei Restklassen modulo 2, die Menge der geraden Zahlen und die der
ungeraden, wobei 0 fiir die geraden und 1 fiir die ungeraden steht.

In T, gilt offensichtlich die Gleichung
p-li=14---4+1=0.
—_——

p-mal

Einen Korper mit dieser Eigenschaft nennen wir von Charakteristik p.
Wir werden sehen, dass es auler I, noch viele andere endliche Kérper
der Charakteristik p gibt, namlich jeweils einen zu jeder Potenz p* von
p. In Koérpern wie Q, R, C gilt keine Gleichung p-1 =0, nur 0-1 = 0;
deshalb heiflen diese Korper von Charakteristik Null.

21. KORPERERWEITERUNGEN

Wenn man Losungen von Gleichungen f(z) = 0 finden will, muss
man oft den urspriinglichen Kérper, in dem die Koeffizienten der Glei-
chung liegen, zu einem grofleren Zahlbereich erweitern: Die Losungen

109Dje englische Bezeichnung fiir den mathematischen Begriff “Korper” ist
“field”, daher der Buchstabe F.

10 7Zum Beweis miissen wir zeigen, dass wir unbeschrankt dividieren kénnen:

Zu jeder Zahl m #, 0 gibt es eine ganze Zahl x mit m -z =, 1. Das folgt weil die
Abbildung ptp, : & — m -z : Fp, — F,, surjektiv ist, vgl. Seite 55, bes. Funote 93.
Hier ist eine zweite Beweisversion, die etwas abstraktere Algebra benutzt und sich
deshalb auch auf Polynome anstelle ganzer Zahlen iibertragen lisst: Die Menge
pZ = {pn : n € Z} C 7Z ist nicht nur eine Untergruppe von (Z,+), sondern ein
Ideal. Eine Teilmenge T eines Ringes R heifit Ideal, wenn rt € T fiir alle r € R und
t € T gilt, kurz, wenn RT C T'. Solch ein Ideal ist pZ, und weil p eine Primzahl
ist, ist es mazimal: Es gibt keine Ideale T' zwischen pZ und Z, pZ C T C Z, aufler
pZ und Z selber. Diese Eigenschaft vererbt sich auf den Ring I, = Z/pZ: Es gibt
keine Ideale zwischen {0} und F,. Deshalb ist F,, ein Kérper: Fiir jedes m € F,, ist
mlF,, ein Ideal, muss also gleich I, sein, insbesondere gilt 1 € m[F, und somit gibt
es ein x € I, mit mzx = 1.
Warum ist das Ideal pZ maximal? Um das zu sehen, betrachten wir ein Ideal T' mit
pZ C T C Z. Wenn T ein Element ¢ enthélt, das nicht in pZ liegt, dann ist nach
dem euklidischen Algorithmus r = ggT(q,p) auch in T', vgl. Fufinote 8. Weil p eine
Primzahl und ¢ & pZ, folgt r =1, also it 1 € T und damit T =7 -1 =Z.
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der Gleichung #? = x + 1 mit rationalen (sogar ganzzahligen) Koeffizi-
enten sind nicht mehr rational, wie wir im Abschnitt 2 sahen, ebenso
wenig wie die der Gleichung z? = p fiir jede Primzahl p. Die Losungen
der Gleichung % + 1 = 0 sind nicht einmal mehr reell.

Wir werden es daher gewohnlich mit zwei Kérpern zu tun haben, dem
Koeffizientenkorper K und einem gréferen I mit K C L, in dem eine
oder mehrere Losungen liegen. Die Rechenoperationen in K sind die
von L, nur eben auf Elemente der Teilmenge K C L angewandt. Dann
heifit K ein Teilkorper von L und L ein FErweiterungskorper von K.
Genauer gilt:

Definition: Ein Teilkdrper eines Korpers L ist eine Teilmenge K C L
mit folgender Eigenschaft: Fiir alle z,y € Ksind z+y, z —y, -y, x/y
(falls y # 0) wieder Elemente von K.

Wenn man also die Rechenoperationen von L auf Elemente der Teil-
menge K anwendet, bleibt man in K, und damit erfiillt K ebenfalls
die Korperaxiome (Seite 61). Schwieriger scheint die Umkehrung: Wie
konstruiere ich Erweiterungskorper eines gegebenen Korpers K mit be-
stimmten Eigenschaften? Wir kénnen dafiir abstrakte Konstruktionen
der Algebra verwenden.''! Aber wenn unser Ausgangskérper K ein
Teilkorper von C ist und wir eine Nullstelle eines Polynoms f € Klz]
suchen, sind wir in einer komfortableren Situation, weil C ja diese Null-
stelle bereits enthélt; wir konnen L. also als Teilkérper von C konstru-
ieren.''? Wenn o € C \ K die gesuchte Nullstelle ist, f(a) = 0, dann
erweitern wir K um dieses Element o und nehmen alle Elemente hinzu,
die sich aus K und o durch Anwenden der vier Grundrechenarten erge-
ben; den so konstruierten Teilkorper von C (den kleinsten Korper, der
K und « enthélt) nennen wir K(«); wir sagen, dass a zu K adjungiert
ist.

AN Beispiel gibt es folgende Konstruktion: Ist f € K]z] ein irreduzibles
Polynom, also eins, das sich nicht mehr als f = gh zerlegen lisst fiir nichtkonstante
Polynome g,h € Klz] (analog zu einer Primzahl im Ring Z), dann ist (f) :=
fK]z] ein maximales Ideal (dank dem euklidischen Algorithmus), und der Ring L. =
K[z]/(f) ist daher ein Kérper, entsprechend der zweiten Beweisversion in Fufinote
110. Wir schreiben die Elemente von L (Restklassen von Polynomen modulo f) als
[g] oder [g(z)] fiir beliebige g € K[x] Die Konstanten in K liegen als Teilkérper in
L, und das Polynom z € K[z] wird zu einem Element [z] € L. Setzen wir dieses in
das Polynom f(z) = 2™ + a12" ! + - -+ + a,, ein, so erhalten wir f([z]) = [f(x)] =
Restklasse von f, aber diese ist ja gerade Null in K[z]/(f). Also haben wir abstrakt
einen Korper L konstruiert, in dem f eine Nullstelle besitzt.

H2Dag geht allerdings nicht, wenn wir z.B. Erweiterungskérper von F, suchen.
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Wie grof} ist K(«)? Wieviele neue Elemente haben wir uns “eingehan-
delt”? Ein Maf} dafiir ist der Grad der Korpererweiterung, den wir jetzt
definieren wollen. Denken wir noch einmal an die Erweiterung von R zu
C zuriick, Abschnitt 7. Wir haben C als R + iR geschrieben. Entspre-
chend, wenn L. D K eine Korpererweiterung ist, suchen wir Elemente
at, ..., € 1L mit

L=K+ oK+ +a,K. (76)

Wenn dies gelingt,''® nennen wir die Kérpererweiterung endlich oder
algebraisch, und die Menge {1,a1,...,a,} nennen wir ein Erzeugen-
densystem von L iiber K. Der Grad der Korpererweiterung L. O K,
genannt [L : K], ist dann die kleinstmdgliche Zahl von Summanden
in (76), die kleinstmogliche Anzahl der Elemente eines Erzeugendensy-
stems. Um eine solche kleinstmogliche Darstellung zu erhalten, miissen
wir ausschliefen, dass eine lineare Relation zwischen den Elementen

1,aq,...,a, besteht, eine Gleichung der Form
co+cop+ -+ e, =0 (77)
mit cg,c1,...,c, € K, die nicht alle gleichzeitig Null sind, denn in

diesem Fall konnen wir mindestens eines der a; durch die anderen
ausdriicken, womit der Summand «;K in (76) entbehrlich wird. Man
nennt 1, aq,...,a, linear unabhdngig tiber K, wenn diese notwendige
Bedingung erfiillt ist und keine Relation der Form (77) besteht, aufler
der trivialen natiirlich, wo alle Koeffizienten cy, . .., ¢, gleich Null sind.
Mit Linearer Algebra folgt, dass diese Bedingung bereits hinreichend
ist: Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem {1, a1, ..., a,}, auch
Basis genannt, hat bereits die minimale Anzahl von Elementen.!'

13Dies muss keineswegs der Fall sein, nicht einmal, wenn wir K nur durch eine
einzige Zahl o erweitern: I = K(a) ist der kleinste Korper, der K und « enthélt.
Aber es kann sein, dass a nicht algebraisch ist, nicht Nullstelle irgend eines Polynoms
iiber K. Dann ist K(a) D K+aK+a?K+.. ., und wir kommen an kein Ende. Solche
Zahlen « und solche Korpererweiterungen heiflen transzendent. Zum Beispiel ist die
Zahl 7 transzendent, was 1882 von Ferdinand von Lindemann, 1852 (Hannover) -
1939 (Miinchen) bewiesen wurde.

4By Horerinnen und Horer mit Vorkenntnissen in Linearer Algebra: Der Erwei-
terungskorper L ist ein Vektorraum iiber K; wir konnen ja Elementen von LL addie-
ren und mit “Skalaren” aus K multiplizieren. Ein System {1, aq,...,a,} C L, das
(76) erfiillt, ist ein Erzeugendensystem dieses Vektorraums, und wenn es keine Rela-
tion der Form (77) gibt, ist es linear unabhiingig. Sind beide Bedingungen erfiillt, so
ist {1, a1, ...,a,} eine Basis des K-Vektorraums L. Die Anzahl n+ 1 der Basisele-
mente ist die Dimension dimg L, und damit ist der Grad der Korpererweiterung
die Dimension von L iiber K, [L : K] = dimg L.
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Wie grof§ also ist [K(a) : K], wenn o Wurzel (Nullstelle) eines nor-
mierten Polynoms f(z) = 2™ + ajz™ ' + -+ + a, ist? Es gibt viel-
leicht verschiedene solche Polynome; wir wollen aber f so wéhlen, dass
der Grad von f kleinstmoglich ist; dann heifit f Minimalpolynom fiir
a1 Eine Basis sollte die Elemente 1, o, o?,...,a" ! enthalten, denn
diese sind linear unabhingig (sonst wéire a Nullstelle eines Polynoms
Cn12" L+ -+ + c1 + ¢p von kleinerem Grad), und sicherlich sind o

und alle héheren Potenzen nicht in der Basis enthalten, weil
a” = —(a ™t 4+ ay). (78)

Also ist Kla] := K+ Ka + -+ + Ko™ ! C K(a). Aber kommen wir
damit aus? Wo ist zum Beispiel das Inverse a~'? In der Tat gilt:

Satz 21.1. Ist a Nullstelle eines Polynoms f € K[z] von kleinstmaogli-
chem Gradn, so ist {1,a,...,a" '} eine Basis von K(«) diber K, und
folglich ist K(a) = K[o] und [K(a) : K] = n.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass das Inverse 8! eines Ausdrucks
0# 8 =am™+bha™t+---+b, mit by,...,b, € K wieder von der
gleichen Form 1/8 = o* +cja* "1 4 -+ + ¢, ist, also in K[a] liegt. Dies
machen wir durch Induktion iiber m. Fiir m = 0 ist § = b € K in
K invertierbar. Fiir m > 0 diirfen wir m < n annehmen, weil wir o
und jede hohere Potenz von a mit (78) durch eine Summe niedrigerer
a-Potenzen ersetzen konnen. Wir setzen v = o + cjo* ™t + -+ + ¢
mit £ = n — m, wobei c,...,c; € K noch zu bestimmen sind, und
berechnen § = [:

§ = (@™ +ba™ 4 b)) (@ e d T )

= a"+ (b + C1)Oln_1 + (ba + by + 02)Oén_2 + o+ bk

78

@ (by +c1 —a))a™ 4 (by + by + ¢ —az)a" 2 4 - + bpcr—an .
Durch Wahl der Koeffizienten ¢4, ..., ¢, von v kénnen wir die Koeffizi-
enten von !, ..., "% in § zum Verschwinden bringen:

clzal—bl, ngaz—bg—blCl:ag—bg—bl(al—bl),

15 Dag Minimalpolynom von « ist eindeutig: Sind f, g normierte Polynome vom
Grad n, beide mit Nullstelle «, so sind f und g iiber K(«) nicht teilerfremd. Dann
sind sie auch {iber K nicht teilerfremd, sonst wiirden sie 1 = ggT(f, g) darstellen:
1 = af 4+ bg mit a,b € Klz] (euklidischer Algorithmus). Da diese Gleichung in
jedem Erweiterungskorper richtig bleibt, kénnten f und g iiber K(«) nicht z — «
als gemeinsamen Teiler haben. Damit haben f und g einen gemeinsamen Teiler h
iiber K, und wenn h # f, gibt es ein Polynom von kleinerem Grad mit Nullstelle
a, entweder h oder f/h.
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Damit ist 6 von kleinerem Grad als m in a und nach Induktionsvoraus-
setzung in K[a] invertierbar. Somit ist auch 8~ = v6~1 € K[a].1¢ O

22. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL

Bereits mit Satz 21.1 kénnen wir zeigen, dass bestimmte in der Anti-
ke gestellte Konstruktionsprobleme mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar
sind. Dazu miissen wir verstehen, welche Punkte der Ebene iiberhaupt
mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind. Wir geben zwei Punkte vor
und betrachten sie als die Zahlen 0 und 1 in der komplexen Ebene C.
Wir wollen die Menge K der konstruierbaren Zahlen kennen lernen.
Mit dem Zirkel ziehen wir den Kreis durch 1 mit Mittelpunkt 0 und
bekommen so auch die Zahl —1 als Schnitt dieses Kreises mit der Ge-
raden durch 0 und 1, der reellen Achse. Da wir den 90-Grad-Winkel
konstruieren kénnen, erhalten wir auch die imagindre Achse durch 0
senkrecht zur reellen und damit die Punkte 4 als Schnitt der ima-
gindren Achse mit dem Kreis. Damit sind £1,+i € K ( ganz links).
Die weiteren Figuren zeigen, dass mit x,y € K auch z +y € K und fiir
z,y € KNR auch izy € K, also xy = (—i)izy € K. Wenn x, y komplex
sind, so setzen sich Real- und Imaginirteil des Produkts aus Produkten
reeller Zahlen zusammen, siche (13) auf Seite 16, deshalb gilt zy € K
fiir alle z,y € K. Die Zeichnung ganz rechts zeigt, dass mit x € K auch
1/z € K,''" und damit auch 1/z € K (untere Figur). Somit ist K ein
Korper, ein Teilkérper von C, der jedenfalls die rationalen Zahlen Q
umfasst.

Aber es gilt noch mehr: Mit jedem « € K ist auch § := \/a € K.

H6Ein alternativer Beweis benutzt FuBnote 111: K(«) ist isomorph zu K|z]/(f)
mit a — [f].

HTDa y = 1/z = x/|z|?, liegen x und y auf einem gemeinsamen von 0 ausgehen-
den Strahl. Alle drei rechtwinkligen Dreiecke (Thales-Kreis!) in der nachfolgenden
Figur sind #hnlich (gleiche Winkel), deshalb gilt |y|/1 = 1/|x|.

lyl Ixl-1lyl
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In der Figur ist 8 = /&, denn wegen der Ahnlichkeit des linken und
des grofien rechtwinkligen Dreiecks gilt 3/1 = /8 und damit § = y/a.

Wir halten also fest: Die Menge K der konstruierbaren Zahlen bildet
einen Erweiterungskorper von Q, der “quadratisch abgeschlossen” ist,
d.h. mit jedem a € K ist auch \/a € K. Andererseits wollen wir zeigen,
dass K nicht noch grofler ist:

Satz 22.1. Jede Konstruktion mit Zirkel und Lineal ist hochstens eine
quadratische Erweiterung des Korpers der bereits konstruierten Zahlen.

Beweis. Die bereits konstruierten Zahlen seien mit K bezeichnet; sie
bilden einen Korper mit Q C K C C. Es gibt drei mogliche Konstruk-
tionen neuer Punkte:

(1) Schnitt von zwei Geraden,
(2) Schnitt von Gerade und Kreis,
(3) Schnitt von zwei Kreisen.

Zu (1): Die Geraden seien parametrisiert durch a(s) = as+bund 5(t) =
ct +d mit a,b,c,d € K und s,t € R. Dabei sind a,c # 0 und a ¢ Re,
weil sonst die Geraden parallel oder identisch sind. Im Schnittpunkt
gilt Gleichheit der beiden definierenden Ausdriicke: as + b = ¢t + d
oder as — ct = d — b =: e. Realteil und Imaginérteil dieser Gleichung
sind zwei reelle lineare Gleichungen fiir die reellen Variablen s, ¢, und
die Losung ist ein rationaler Ausdruck!*® in a, c, e.

Zu (2): Der Kreis mit Mittelpunkt p € K und Radius 0 < r € K ist die
Menge K = {z € C: |z — p|* = r?*} mit p,r € K, r > 0, schneidet die
Gerade «o(t) = at + b (mit a,b € K) dort, wo x = «a(t) die Gleichung
|z — p|*> = r? erfiillt. Das ist eine quadratische Gleichung fiir ¢ mit
Koeffizienten in K: Mit ¢ =b—p € Kiist |a(t) — p|> = |at + b — p|* =
lat + c|? = (at + ¢)(at + ¢) = t*|a|® + t(ac + ac) + |c|?, also erfiillt a(t)
die Gleichung (x) <= |a|*t* + (ac — ac)t = r? — |c|*.

Zu (3):

118(1) a1s — it = eq, (2) ags — cot = €3 =
az(1) —a1(2): (arca — ageq)t = ajes — agzeq,
c2(1) — c1(2): (c2a1 — cra2)t = cae1 — crea.
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Der Schnittpunkt von zwei Kreisen K7 = {z : |z — p|* = r*} und K, =
{z : |z —q* = s*} mit p,q,r,s € K wird auf (2) zuriickgefiihrt. Zur
Abkiirzung setzen wir''® (x,y) := Re (7). Die Schnittpunkte erfiillen
gleichzeitig die beiden Gleichungen

rt=lr—p* = |z +|p" - 2(p,2),
s =lz—q® = |2["+1]a]* —2(g, ).
Bilden wir die Differenz, so wird der quadratische Term |z|* eliminiert
und mit v = p—¢ € Kund u = |p|* — |g|* — r* + s* € K erhalten
wir die Gleichung (%) 2(v,z) = u. Eine Losung ist =, = uv/[v]* € K,
denn 2(v,z,) = u{v,v)/|v|> = u. Ist x eine zweite Losung, so gilt
2(v,x—x,) = 2(v, ) —2(v, x,) = u—u = 0, also ist x —z, € iRwv, siehe
FuBinote 119. Die Losungen von (x) bilden also eine Gerade x = «(t) =
T, + tiv mit ¢ € R und z,, v € K, und der Schnittpunkt der beiden
Kreise ist der Schnittpunkt der Geraden v mit einem der beiden Kreise.
Nach (2) ist dazu wieder eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten
in K zu losen. U
Der Korper der konstruierbaren Zahlen ist also eine iterierte Er-
weiterung von Q durch immer neue Quadratwurzeln. Weil das Poly-
nom 2 — a Grad 2 hat, ist jede solche Erweiterung vom Grad 2 (Satz
21.1). Das folgende Lemma zeigt, dass bei mehrfacher Erweiterung die
Korpergrade multipliziert werden:

Lemma 22.1. Sind K C K' C K” endliche Kérpererweiterungen, so
qilt

K": K] = [K": K- [K":K]. (79)
Beweis. Es seien

{ai:i=1,...,r}und {B;:j=1,...,s}
Basen von K’ iiber K und von K” iiber K. Dann behaupten wir, dass
B={ap;:i=1,...,r,j=1,...,s}

N9 gt ¢ = 1+ 2ot und y = y1 + yoi mit x1,y1,22,y2 € R, dann ist zy +
Ty = 2§+ xy = 2Re zy = 2(xz1y1 + x2y2); dies ist zweimal das Skalarprodukt
(x,y) = 1191 + T2y2 der Vektoren z,y € R? = C. Dieses ist gleich Null, wenn zy
rein imagindr ist, 2y € iR, also z|y|?> = zyy € iRy und damit x € iRy. Da die
Multiplikation mit ¢ geometrisch die 90-Grad-Drehung ist, bedeutet x € iRy, dass
x und y senkrecht aufeinander stehen.
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eine Basis von K” iiber K ist. Dazu sind zwei Dinge zu zeigen:

B erzeugt K” iiber K: Ist v € K”, so ist v = >, \;8; mit \; € K
und fiir jedes A; gibt es p;; € K mit A\; = Y. p;504, somit ist v =
> i Hijai By

B ist linear unabhéngig: Wenn es Zahlen v;; € K gibt mit Z” Vi =
0, also ;135 = 0 mit () p1; = 37, v € K/, dann sind alle y1; = 0,
weil die 5; € K” iiber K’ linear unabhéngig sind, aber nach (%) sind
dann auch alle v;; = 0, weil die oy € K’ iiber K linear unabhéngig
sind. U

Satz 22.2. Wenn a € K in n Schritten aus rationalen Zahlen konstru-

ierbar ist, dann liegt o in einer Korpererweiterung K D Q mit Grad
[K': Q] = 2% fiir ein k < n.

Beweis. Jeder neue Konstruktionsschritt gibt eine Kérpererweiterung
vom Grad 1 oder 2, und alle diese Grade werden nach Lemma 22.1
miteinander multipliziert. Deshalb ist der Grad der Korpererweiterung,
die o enthilt, eine Zweierpotenz 2% mit k < n. O

23. WURFELVERDOPPLUNG UND WINKELDREITEILUNG

Wihrend die Konstruktion eines Quadrats mit doppeltem Flachen-
inhalt sehr einfach ist und schon in der Antike bekannt war,

fand man keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal fiir die Seitenlédnge
eines Wiirfels mit doppeltem Volumen. Mit anderen Worten, man konn-
te v/2 nicht konstuieren. Das wundert uns nun nicht mehr, denn a =
V/2 erfiillt die Gleichung o = 2, nach Satz 21.1 gilt also'?° [Q(a) : Q] =
3. Wire o mit Zirkel und Lineal konstruierbar, dann miisste es nach

120Wir miissen noch iiberpriifen, dass es kein rationales Polynom mit Nullstelle
V2 und kleinerem Grad als f(z) = 23 — 2 gibt. Dazu stellen wir mit Euklids
Argument zunichst fest, dass v/2 irrational ist: Wire /2 = k/n mit k,n € N und
k,n dann wire k% = 2n3, also wiire k3 und damit k& durch 2 teilbar, k = 2m, also
2n3 = 8m, somit wiren n® und n ebenfalls durch 2 (sogar durch 4) teilbar, im
Widerspruch zur Teilerfremdheit von k& und n. Deshalb gibt es kein Polynom vom
Grad 1 iiber Q mit Nullstelle /2. Gébe es ein solches Polynom g vom Grad 2, dann
wiren g und f iiber dem Erweiterungskorper Q(+/2) nicht mehr teilerfremd, weil
sie den gemeinsamen Teiler z — /2 besiBen, also auch nicht iiber Q, siche Fufinote
115. Damit beséfen sie iiber Q einen gemeinsamen Teiler vom Grad 1 (was wir
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Satz 22.2 in einer Kérpererweiterung K’ iiber Q vom Grad 2* liegen.
Also wire Q(v/2) C K, aber das wire ein Widerspruch zu 22.1, denn
3 ist kein Teiler von 2*. Es gilt also:

Satz 23.1. /2 ist keine konstruierbare Zahl.

Das néchste Problem aus der Antike ist die Winkel-Dreiteilung mit
Zirkel und Lineal. Wahrend die Halbierung eines beliebigen Winkels

einfach ist,

fand man keine entsprechende Konstruktion, um einen beliebigen Win-
kel in drei gleiche Teile zu teilen. Wieder kénnen wir sofort sagen,
woran das liegt: Wenn 8 = ¢ € K,, (wobei K, den Kérper der in
n Konstruktionsschritten aus Q entstehenden Zahlen bezeichnet) und
a = /3 ¢ K, dann 16st © = o die Gleichung 2° = 3, also ist K,,(c)
nach Satz 22.2 eine Erweiterung vom Grad 3 von K,, und kann des-
halb nicht konstruierbar sein. Allerdings miissen wir sicherstellen, dass
es kein Polynom von kleinerem Grad iiber K, mit Nullstelle a gibt.
Dies ist sicher nicht fiir jeden Winkel richtig, zum Beispiel nicht fiir
a = 7/2 = 90° denn der Winkel 30° ist konstruierbar durch Halbie-
ren des gleichseitigen Dreiecks. Aber bereits der Winkel 20° ist nicht

konstruierbar: .
1
B

a

1

Satz 23.2. Der (konstruierbare) Winkel /3 = 60° kann mit Zirkel
und Lineal nicht gedrittelt werden.

Beweis. Wir suchen eine Losung z = o der Gleichung 2® = 3 mit
B =em3 = 1(1+iv3). Mit z = u + iv ist

7? = u® — 3uv® 4+ i(3u’v — v?) = (1+14v/3)/2,
also u® — 3u(l —v?) = 3, dav? = 1—u? wegen 1 = |z|? = u® +v?. Also
erhalten wir 4u3 — 3u = %, und w = 2u 16st die ganzzahlige Gleichung

ausgeschlossen haben) oder 2, aber im letzteren Fall wire f = gh, und h wiire
wiederum ein Teiler vom Grad 1, was nicht geht.
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w3 —3w = 1. Analog zu Euklid kénnen wir zeigen, dass diese Gleichung

keine rationale Losung hat: Wenn w = k/n fiir teilerfremde k,n € Z,
so gilt (x) k% — 3kn? = n®. Wenn n ungerade ist, dann haben £* und
3kn die gleiche Paritét, also ist die linke Seite gerade, Widerspruch.
Wenn n gerade ist, dann muss nach (x) auch k gerade sein, aber k
und n sind teilerfremd, Widerspruch.'?! Also besitzt das ganzzahlige
Polynom f(w) = w® — 3w — 1 keine Lésungen in Q, und damit kann
es kein Polynom mit kleinerem Grad mit derselben Nullstelle w geben
(vgl. FuBnote 115). Nach Satz 21.1 hat Q(w) = Q(u) Grad 3 iiber Q,
also Q(u) ¢ K nach Satz 22.2, und somit ist u nicht konstruierbar.

Bemerkung: Schon Archimedes'?? hat aber gezeigt, dass jeder Winkel
gedrittelt werden kann, wenn man nur ein bisschen stérkere Hilfsmittel
zur Konstruktion verwendet, namlich ein Lineal, auf dem man Mar-
kierungen anbringen kann. Dann bekommt man die Winkeldreiteilung
durch folgende Konstruktion:

Denn die Winkelsumme des Dreiecks im Kreis ist 180° = 2¢+180° —§ —
7, also (x) 2¢ = v+ J. Die Winkelsumme des linken gleichschenkligen
Dreiecks dagegen ergibt 180° = 2§ + 180° — ¢, also € = 2§, und mit (x)
folgt v = 30.

24. KONSTRUKTION REGELMASSIGER VIELECKE

RegelméBige p-Ecke (gleiche Winkel, gleiche Kantenlédngen) sind kon-
struierbar fiir p = 3,4, 5, 6, aber zum Beispiel nicht fiir p = 18, weil der
Winkel 20° = 360°/18 nicht konstruierbar ist, wie wir gesehen haben
(Satz 23.2), doch erstaunlicherweise geht es fiir p = 17, wie GauB} ge-
zeigt hat, was wir gleich verstehen werden. Fiir welche p genau kénnen
wir das regelméflige p-Eck konstruieren? Wir wollen uns auf den Fall
beschranken, dass p eine Primzahl ist; ist p = ¢r ein Produkt teiler-
fremder Zahlen, dann ist das p-Eck genau dann konstruierbar, wenn das

P21Etwas iibersichtlicher wird dieses Argument, wenn man die Gleichung (%)
“modulo 2” reduziert, also die Koeffizienten als Elemente von Fy = Z/27Z betrach-
tet. In Fy gilt 22 = 2 und —3 = 1, also reduziert sich (x) zu k — kn = n. Die einzig
mogliche Losung ist k =n = 0.

122 Archimedes von Syrakus, ca. 287 - 212 v.Chr.
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g¢-Eck und das r-Eck konstruierbar sind, wie in der Figur am Beispiel
g = 5 und r = 3 demonstriert:'*

YA
av

Wir fragen also, ob die Losungen der Gleichung 2 = 1, ndmlich
r = o = (¥ mit ¢ = e*?, in einem der Korper K, liegt, dessen
Elemente der in n Schritten mit Zirkel und Lineal aus Q konstruiert
werden konnen. Dazu sehen wir uns noch einmal Beispiel 4 auf Seite
53 an. Die Galoisgruppe G dieser Gleichung besteht aus den Potenzen
7« a — o auf der Menge der Wurzeln, wobei k und p teilerfremd sein
miissen. Da p prim ist, ist diese Bedingung fiir alle k < p erfiillt, die
Galoisgruppe hat also p — 1 Elemente'?* und operiert auf den Wurzeln
a1, .., apq transitiv,'®® und damit ist das Kreisteilungspolynom

f@)y=@"—-1)/(z—1) =2 42724 f oz +1 (80)

irreduzibel, vgl. Beispiel 2 auf Seite 52. Somit ist Q(() eine Erweiterung
von Q vom Grad p—1. Wenn ¢ € K,,, dann muss p—1 ein Teiler von 2"
sein, also selbst eine Zweierpotenz, p—1 = 2°. Fiir welche Zweierpotenz
2% ist p = 2° 4+ 1 aber eine Primzahl? Fiir s = 3 zum Beispiel nicht,
denn 8 +1=9.

Lemma 24.1. Wenn 2° + 1 eine Primzahl ist, dann ist s selbst eine
Zweierpotenz, s = 2.

Beweis. Obwohl dies nur eine Aussage iiber ganze Zahlen ist, benutzt
der Beweis Polynome. Er geschieht durch Kontraposition.'? Ist s keine
Zweierpotenz, dann besitzt s einen ungeraden Faktor: s = mk mit k
ungerade. Dann hat das Polynom x* + 1 die Nullstelle z = —1 und ist
also durch x+ 1 teilbar, (x+1) | (#¥+1). Diese Teilbarkeit bleibt beste-
hen, wenn wir fiir x einen ganzzahligen Wert einsetzen, zum Beispiel
T =2"
2™+ 1) [ (2™ +1) =2° + 1.

Somit kann 2% + 1 keine Primzahl sein. O

123D as Argument stimmt nicht mehr fiir Primzahl-Potenzen; zum Beispiel ist
das 9-Eck nicht konstruierbar.

12465 st die multiplikative Gruppe F; des Korpers IF,.

125Eine Wirkung ¢ : G x X — X heifit transitiv, wenn es nur eine einzige Bahn
gibt, wenn also zu jedem z,2’ € X ein g € G existiert mit gz = 2.

126Gtatt “A = B” beweist man “nicht B = nicht A”.
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Bemerkung: Eine Zahl der Form F, = 22" + 1, r = 0,1,2, ..., heifit
Fermatzahl.*®>" Die ersten 5 Fermatzahlen 3, 5, 17, 257, 65537 sind
Primzahlen, aber im Jahr 1732 entdeckte Leonhard Euler, dass F5 =
4294967297 = 641 - 6700417 ist. Man vermutet sogar, dass unter den
Fermatzahlen keine weitere Primzahl mehr vorkommt; bis F3s wurde
dies bestétigt.

Gauf} hat gezeigt, dass das p-Eck auch wirklich konstruierbar ist, wenn
p eine Fermatsche Primzahl ist. Wir wollen das am Beispiel des 5-Ecks
und des 17-Ecks demonstrieren und benutzen dazu die Methode der
“halbinvarianten” Polynome, vgl. Seite 36.

5-Eck:

7 <~
N \
Y, X

Die Nullstellen von (80) sind ¢, ¢?,¢3,¢* mit ¢ = €2™/5. Die Galois-
gruppe G besteht aus den Potenzen m(z) = 2F mit k = 1,2,3,4
und wird zum Beispiel von my erzeugt,'®® denn (7m3)? = 74, (M) =
7y = m3,"2? und (my)* = 7 = m = id. Die Potenzen (73)? = 7, und
(m2)* = id bilden eine Untergruppe H C G mit Bahnen H( = {¢*,(}
und H¢? = {¢3,¢*}, und die Summe der Elemente jeder Bahn bil-
det je ein H-invariantes Polynom y; = ¢ + ¢* = 2Re ¢ und 3, =
%2+ = 2Re (2.1 Dies sind die Losungen der quadratischen Glei-
chung 0 = (y — 1) (3 — o) = 4 — ay + b mit
a=y1+y=C+{+C+C =1,
weil ¢ Nullstelle des Kreisteilungspolynoms ist, vgl. (80). Ferner ist

b=yiye = (C+ N+ )=+ ++ =1,
und damit erfiillt y die Gleichung
v +y—1=0. (81)

127pierre de Fermat, 1607 - 1665 (Frankreich)

128Fine Gruppe G wird von einem Element g, € G erzeugt, wenn jedes Element
g € G eine Potenz von g, ist, g = ¢ fiir ein j € Z, wobei g! = g, ¢/t = ¢g,
g7 = (g~ 1)’. Eine Gruppe, die von einem Element erzeugt wird, heifit zyklisch.

129Dje Potenzen werden modulo 5 gerechnet, weil 2° = 1, zum Beispiel 28 =
23 =25 a3 =123 =23,

130Man beachte ¢4 = ¢t = ¢ und ¢3 = (2= (2.
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Dies ist die Gleichung des Goldenen Schnittes T: Dabei wird eine Strecke
so in zwei ungleiche Teile a und b zerlegt, dass sich die Gesamtstrecke
a + b zum grofleren Teil a verhalt wie der groflere zum kleineren,

a _ atb __ b
v = =1tg
a b
Der goldene Schnitt ist dann das Verhiltnis 7 = g =¢—1= % -1,

also 72 = 1 — 7, und somit ist y = 7 die positive Lésung von (81). Als
Losung einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten
kann 7 mit Zirkel und Lineal konstruiert werden, zum Beispiel so:

T 1/2
T 1-t

Die Gleichung 7 = y; = ¢ + (! ergibt durch Multiplikation mit ¢ eine
quadratische Gleichung fiir ¢, namlich ¢2 — 7¢ + 1 = 0 mit der Lésung

¢ = 5 £1iy/1 —(3)% Die Quadratwurzel /1 — (5)? ist die Héhe h in

der folgenden Figur:

Aus derselben Figur kann man aber auch sofort die Seitenlénge des
5-Ecks entnehmen: s = (1 - )+ (1-2)2 =1 - 41+ Z —7 =
2—7 = 14+72,da 72 = 1—7. Die folgende Konstruktion der Seitenlinge
s = /1 + 72 war bereits Albrecht Diirer bekannt:!3!

4
7 1+1°
1 1
1/2
/512

131 Albrecht Diirer (Niirnberg 1471 - 1528), “Unterweysung der Messung, mit
dem Zirkel und Richtscheyt, Niirnberg 1525



76 J.-H. ESCHENBURG

17-Eck:

Das 17-Eck (vgl. [7]) besteht aus den Losungen der Gleichung z'7 = 1,
der Menge €y der Potenzen # 1 von ¢ = e2™/17,

Qo={¢*:k=1,...,16}.
Die Galoisgruppe G = {m, : k = 1,...,16} = F}, wird wieder von

einem einzigen Element erzeugt,'*? zum Beispiel von 73, denn 7§ = g,
und die Dreierpotenzen modulo 17 durchwandern alle Zahlen 1, ..., 16:
3t 32 33897810, 348308 4513

L1255 36L15L 2 37E 6211, 38E33L 116

Y

3L 3214, 30Z 9y 3L _10<7, 3128 4,
318 £ 12, 314, 315 £ 6, 310 L1,
oder in Kurzform:
k| 1 2 3 4 5 6 7 8
3| 3 9 10 13 5 15 11 16 (82)
k| 9 10 11 12 13 14 15 16
3| 14 8 7 4 12 2 6 1

Die geraden Potenzen {73* : k = 1,...,8} bilden eine Untergruppe
H, C G mit zwei Bahnen auf €2y, ndmlich

Q= {¢":kec{9,13,15,16,8,4,2,1}}
(in der obigen Figur markiert) sowie
QL =\ ={¢":ke{3,10,5,11,14,7,12,6}}.

Die Summe {iiber die Bahn €2y ergibt das H;-invariante Polynom y; =
2Re (C+ 2+ ¢+ ¢®). Jedes o € G bildet Q; entweder auf sich selbst
oder auf die andere Bahn €2} ab. Deshalb besteht die Bahn von y; unter

132Djese Eigenschaft gilt fiir jede endliche Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe K* eines Korpers K, siehe [6, Theorem 44, Seite 39].
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G nur aus zwei Elementen, y; und v} = s —y; = 2Re (C+ 3+ ¢5+¢7)
mit s := _126 ¢7 = —1. Also sind y1, y/; die Losungen einer quadratischen
Grleichun]g:;2 —ay+b = 0 mit Koeffizienten a = y; +v, = s = —1 und'*

16
b=y, =45 ¢ = —4. Also 16st y = y; die quadratische Gleichung

j=1
y? +y = 4 und ist somit konstruierbar, ebenso wie die zweite Losung
i =—1+u)

Die Gruppe H; wirkt transitiv auf ©Q; und Q). Sie wird von 73 =
mg erzeugt (d.h. sie besteht aus Iterierten von mg) und enthélt jedes
zweite Element in der Tabelle (82). Jedes vierte Element liegt in der
von w4 = m3 erzeugten Untergruppe Hy = {m3¥ 1 k=1,... 4} = {m :
k € {13,16,4,1}}. Diese zerlegt ; wiederum in zwei Bahnen,

Qy = Hy¢ = {¢*: k€ {13,16,4,1}}
und € \ Q, und ebenso wird €} zerlegt in
QY = Hy¢® = {¢": k€ {3,5,14,12}}

und ] \ €. Die Summe iiber die Elemente der Bahn 5 ist das Hs-
invariante Polynom

Y2 = 2Re (C + C4)7

und wieder besteht die Bahn von y, unter H; aus zwei Elementen
und y; — y2 = 2Re (¢% + ¢®). Diese l6sen eine quadratische Gleichung
y> — cy + d = 0 mit Koeffizienten ¢ = y, + (y1 — y2) = y; und*
d = 1y2(y1 — y2) = —1. Also 16st y = y» die Gleichung y* — y;y = 1 und
ist damit konstruierbar.

Ebenso ist die Summe iiber die Bahn 2} ein Hs-invariantes Polynom,
Yy = 2Re (C* + (),

und die Bahn von y) besteht aus y) und y; — 5, den Losungen einer
quadratischen Gleichung y*> — 'y +d' = 0 mit ¢ = y) + v — vh = v}
und d' = y4(yy — y5) = —1 wie oben. Also 16st y = y5 die quadratische
Gleichung 3? — y/jy = 1 und ist damit konstruierbar.

Die Gruppe H, wirkt transitiv auf Qy und wird erzeugt von 3. Das
Quadrat des Erzeugenden, 75 = 6, bildet zusammen mit m; = id
eine Untergruppe Hj (denn (7§)? = 7). Diese zerlegt 2y wiederum in

zwei Bahnen, Q3 = {¢, (} und Q,\ Q3 = {¢*, ¢*}, und die Bahnsummen

133Dje acht ¢* von y; multipliziert mit den acht ¢! von 3} ergeben 64 Summanden
der Form ¢7. Da ¢* # (!, sind alle j zwischen 1 und 16, und aus Symmetriegriinden
treten alle gleich oft auf, also jeweils viermal.

134Das Produkt hat 16 Terme, und alle Elemente von 23 kommen genau einmal
vor.
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ys = 2Re ( und yo—y3 = 2 Re ¢* sind die Losungen einer quadratischen

Gleichung y? — ey + f = 0 mit Koeffizienten e = y3 + 15 — 3 = y, und
f=us(ya —ys) = (C+ O+ (") =2Re (¢ + (%) = v

Also 16st y = y3 die quadratische Gleichung y? — yoy + 4 = 0, deren

Koeffizienten konstruierbar sind, somit ist auch y3 = 2 Re ( konstru-

ierbar. Um ( zu konstruieren, kann man noch einen weiteren Schritt

anfiigen oder gleich Im ¢ konstruieren aus der Bedingung |(| = 1, also
(Re O)? + (Im () = 1.

25. IRREDUZIBILITAT UBER Z

Wir haben schon gesehen, dass die Irreduzibilitédt eines Polynoms
sehr wichtig ist; zum Beispiel gilt der Satz [K(a) : K] = n fiir eine
Nullstelle o eines Polynoms f € K[z] vom Grad n nur dann, wenn
f irreduzibel ist. Wenn f ein Produkt von anderen Polynomen ist,
f = gh, konnen wir besser gleich die Nullstellen von g und A suchen,
was einfacher ist, weil g und h kleineren Grad haben. Aber wie erkennen
wir, ob ein Polynom f irreduzibel ist oder nicht?

Das ist ganz analog wie bei Primzahlen. Wie erkennen wir, ob 199
eine Primzahl ist? Das geht bekanntlich mit dem Sieb des Eratosthe-
nes:*>> Wenn nicht, gibt es einen Primteiler von 199, der kleiner oder
gleich /199 ist, also kleiner als V225 = 15. Wir brauchen also nur
Primzahlen < 15 zu testen. Fiir 2 (ungerade),3 (Quersumme nicht
durch 3 teilbar) und 5 (letzte Dezimale ist nicht 0 oder 5) sehen wir
sofort, dass es keine Teiler sind, fiir 7 und 13 benutzen wir Divisi-
on mit Rest oder die verbesserte Quersummenregel: Weil 10 =; 3 und
100 =98+2 =7 2,15t 199 = 1-100+9-10+9 =7 1-2+9-34+9 =38 =7 3
nicht durch 7 teilbar, und weil 10 =13 —3 und 100 = 91 + 9 =13 9, ist
199 =131-9—-9-3+9 = —9 =13 4 nicht durch 13 teilbar. Bei 11
ist es noch einfacher: Die Differenz der Summen der geraden und der
ungeraden Stellen von 199 ist nicht durch 11 teilbar.

Ebenso bei Polynomen: wann ist ein Polynom f € K[z] vom Grad n
“prim”, also unteilbar, irreduzibel? Wenn nicht, gibt es ein irreduzibles
Polynom mit Grad < n/2, das f teilt; nur solche irreduziblen Polynome
brauchen wir zu testen.

Bei ganzzahligen Polynomen f € Z[z] C Q[z] lassen sich Teilbarkeit
in Z und Z[z| auf einfache Weise verbinden; die Methode geht auf
Kronecker'® zuriick. Fiir f, g € Z[x] und jedes k € Z gilt:

glf = gk)[f(k). (83)

135Eratosthenes von Kyrene, ca. 275 v.Chr. (Kyrene) - 194 v.Chr. (Alexandria)
136 eopold Kronecker, 1823 (Liegnitz) - 1891 (Berlin)



EINFUHRUNG IN DIE ALGEBRA 79

Beispiel 1. Ist f(z) = 2° + z* + 22 + 22 + 1 irreduzibel iiber Z7?
Wir miissen nur Polynome ¢(z) mit Grad 1 oder 2 testen. Wir haben
F0) =1, f1) =7, f(=1) = 1, f(=2) = —11, f(2) = 61. Nach (83)
gilt ¢(0)|1, also ¢g(0) = +1. Wire ¢g von Ordnung 1, g(z) = x + b,
dann wire —b eine Nullstelle von f, aber g(0) = b = %1 ist keine
Nullstelle. Es bleiben quadratische Polynome g(z) = * + ax + 1 oder
g(z) = 2? +ax — 1. Nach (83) gilt im ersten Fall g(1) = 2+a| f(1) =7
und andererseits g(—1) = 2 —a| f(—1) = 1, also 2 —a € {1} und
damit @ € {1,3} und 2+4a € {3, 5}, aber diese Zahlen erfiillen die erste
Bedingung 2 + a|7 nicht. Im zweiten Fall ¢ = 22 + ax — 1 erhalten
wir g(1) =a| f(1) =7 und g(—1) = —a| f(—1) =1, also a = £1. Fiir
a=—1ist g(—2) =4+42—1 =5, dies ist kein Teiler von f(—2) = —11.
Also bleibt a = 1 und g(z) = z? + & — 1. Aber g(2) = 5 ist kein Teiler
von f(2) = 61. Somit ist f irreduzibel {iber Z.

Bei ganzzahligen Polynomen f € Z[z] gibt es noch ein anderes star-
kes Hilfsmittel: Reduktion modulo p fiir eine Primzahl p. Wir fassen
dazu das Polynom f auf als Polynom iiber F, = Z/pZ mit den glei-
chen Koeffizienten, nur “modulo p” gelesen. Wenn das Polynom in Zz|
zerfallt, f = gh mit g, h € Z[z], dann gilt das gleiche fiir die entspre-
chenden Polynome in F,[z].

Beispiel 2: f(z) = 25 +62*+ 323+ 222 +4x+3 € Z[x]. Dieses Polynom
reduzieren wir modulo 2, fassen es also als Polynom iiber Fy auf. Da
kommt es nur auf “gerade” (0) oder “ungerade” (1) an:

flx)=2° +2° +1 € Fylz].

Offensichtlich ist f(0) = 1 = f(1), es gibt also keine Linearfaktoren.
Die quadratischen Polynome sind 22, 22+ 1, 22+ 2, 22 + 2+ 1, und nur
das letztere ist irreduzibel, da 2* +1 = (z +1)? iiber F5. Wir brauchen
also nur die Division durch z? + z + 1 zu testen (Vorzeichen spielen in
[Fy keine Rolle):

3+l 0 2?4 ax+1 = 234+22+2 Rest z+1
x° +23 41
> 4t a2’
x? +1
2t 4t 4a?
x> 4’ +1
2 42 4z
r +1

Also ist f iiber Z irreduzibel.
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Diese Methode lasst sich noch etwas verfeinern zum Kriterium von
Eisenstein:'37

Satz 25.1. Ist f = apz" + a2t + - +a, € Zlx] mit play,...,a,
fiir eine Primzahl p, aber p sei kein Teiler von ag (sonst konnte man ja

f/p betrachten), und p* sei kein Teiler von a,. Dann ist f irreduzibel
in Z[z].

Beweis. Wir nehmen an, dass f = gh iiber Z mit g = bgz* + --- + by,
und h = cox’! + -+ + ¢, wobei k + 1 = n. Reduktion modulo p ergibt
apx™ = f = gh. Andererseits ist

gh(x) = bocox™ + (bocy +cob1):1:”_1 4 (boca + by +baco)x™ 24+ by

Da gh(z) = f(x) =, apx™, sind alle Koeffizienten rechts aufier dem
vordersten durch p teilbar, aber by und ¢y sind nicht durch p teilbar.
Deshalb sind by, ..., b, und cq, ..., ¢ durch p teilbar und a,, = brc; also
durch p?. Aber das hatten wir ausgeschlossen. 0

Beispiel 3a. f(z) = 2° — 4z + 2 ist irreduzibel nach Eisenstein fiir
p = 2, denn die Koeffizienten sind durch 2 teilbar, aber der letzte nicht
durch 4.

Beispiel 3b: f(z) = (2 —1)/(x — 1) = 2P~ + P72 + .- + 1 (Kreis-
teilungspolynom), wobei p eine Primzahl ist. Statt f(z) betrachten wir
f(z+1). Nach der binomischen Formel (vgl. Abschnitt 3) ist

flz+1) = (z+1)P—=1)/x
= @+ @2 4 ()e) [a
T (D" (G-

Alle Koeffizienten sind durch p teilbar, aber der letzte (,”;) = p ist
nicht durch p? teilbar, also ist f(z + 1) irreduzibel nach Eisenstein,
somit auch f(x).

26. IRREDUZIBILITAT UBER Q

Jede Polynomgleichung f(x) = 0 iiber den rationalen Zahlen Q lasst
sich durch Hochmultiplizeren der Nenner (genauer, des kgV, des klein-
sten gemeinsamen Vielfachen der Nenner) zu einer ganzzahligen Glei-
chung umformen. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie wir die
Irreduzibilitdt tiber Z priifen konnen. Folgt daraus auch die Irreduzi-
bilitat iiber Q7?7 Auch wenn f keine Zerlegung f = gh in ganzzahlige
Polynome zulésst, konnte es nicht eine solche Zerlegung in rationale
Polynome geben? Das verneint ein allgemeines Resultat von Gauf:

137Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823 - 1852 (Berlin)
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Satz 26.1. Wenn f € Z[z] C Q[z] tiber Q reduzibel ist, d.h. f = gh
mit g, h € Q[z], dann auch iber Z, genaver f = g,h, fir g,, h, € Z[x],
wobet g, h rationale Vielfache von g,, h, sind.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass f primitiv ist, d.h. die Koeffizien-
ten von f haben keinen gemeinsamen Teiler d; andernfalls wiirden wir
zu f/d € Zlx] iibergehen. Es gelte f = gh mit g, h € Q[z]. Durch Hoch-
multiplizieren des Nenners und danach ggf. Ausdividieren des grofiten
gemeinsamen Teilers der Koeffizienten wird jedes rationale Polynom
ein rationales Vielfaches eines primitiven ganzzahligen Polynoms, also
g = ag, und h = bh, mit g,, h, € Z[z| primitiv und a,b € Q. Dann ist
auch f, := g,h, primitiv, siehe das nachfolgende Lemma. Fiir die bei-
den primitiven ganzzahligen Polynome f und f, gilt also f = gh =rf,
fiir die rationale Zahl r = ab = k/l, wobei k € Z, | € N teilerfremd
sind. Dann folgt

Lf = kfo,

also sind die Koeffizienten von kf, alle durch [ teilbar. Weil £, teiler-
fremd, sind auch die Koeffizienten von f, durch [ teilbar, also ist [ = 1,
denn f, ist primitiv. Dann ist f = kf,, und somit sind die Koeffizienten
von f durch k teilbar; weil f primitiv, ist £ = 1 und somit haben wir

die Zerlegung f = +g,h, in Z[z]. O

Lemma 26.1. Sind g,h € Zlx] primitiv, dann ist auch gh € Z[z]
primitiv.

Beweis. Andernfalls gibt es eine Primzahl p, die alle Koeffizienten von
gh teilt. Dann ist die Reduktion von gh modulo p das Nullpolynom (alle
Koeffizienten gleich Null)'*® iiber F,, also gilt §h = 0, wobei § und h
die Reduktionen modulo p von g und h bezeichnen. Aber daraus folgt
g = 0 oder h = 0, im Widerspruch zur Primitivitéit von gund h. O

Korollar 26.1. Die Nullstellen von jedem ganzzahligen normierten
Polynom f sind entweder ganzzahlig oder irrational.

Beweis. Wenn g(z) = = — ¥ ein Teiler von f in Q[z] ist (k,l € Z

teilerfremd), dann ist g,(x) = lz — k nach Satz 26.1 ein Teiler von f in
Z|z], aber daraus folgt [ = 1, weil f(z) = 2" + a2 ' + - +a, O

138Ein Polynom # 0 kann iiber F, tberall Null sein, zum Beispiel f(z) =
[locr, (z — @). Beispiel: 2?2 + 2 = z(z + 1) iiber Fy. Dies ist dennoch nicht das

Nullpolynom.
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27. DIE GALOISGRUPPE EINER KORPERERWEITERUNG

Ein Automorphismus eines Korpers K ist eine umkehrbare Abbildung
o : K — K, die mit den Korper-Operationen (den vier Grundrechenar-
ten) vertauscht: o bildet 0 und 1 auf sich selbst ab und erfiillt

ola+b)=0c(a)+ o), o(ab) =0c(a)o(b) (84)

fiir alle a, b € K. Die Umkehrabbildung 7 = o~ ist automatisch wieder
ein Kérperautomorphismus,'®® ebenso wie die Verkettung zweier Au-
tomorphismen. Die Automorphismen von K bilden daher eine Gruppe
Aut(G) (mit der Verkettung o als Gruppenoperation). Bisher haben wir
nur einen Korperautomorphismus gesehen: die komplexe Konjugation
in C (Seite 16). Fiir die Algebra spielen sie eine bedeutende Rolle:

Definition: Fiir jede Korpererweiterung I D K definiert man die Ga-
loisgruppe

G = Gal(L,K) = {0 € Aut(L) : o|g = idk }. (85)

Zum Beispiel ist Gal(C,R) = {id, k} mit rk(z) = & (komplexe Konju-
gation).!4

Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung I O K kann sehr klein
sein, sogar trivial, zum Beispiel im Fall K = Q und L = Q(«) mit o =
V2. Jedes o € Gal(LL, K) erhilt das ganzzahlige Polynom f(x) = 2°%—2,
d.h. o(f(z)) = f(ox). Insbesondere ist mit « auch oo Nullstelle von
f, denn f(oca) = o(f(a)) = 0(0) = 0. Damit folgt aber cav = «, denn
f hat keine andere Nullstelle in L., und somit ist ¢ = id auf ganz L.
Die Galoisgruppe gibt uns in diesem Fall also keine Information iiber
die Korpererweiterung.

Es gibt aber andere Beispiele, sogenannte normale Koérpererweite-
rungen oder Galoiserweiterung I. O K, wobei I der volle Zerfdillungs-
kérper eines Polynoms f € K[z| mit getrennten Nullstellen aq, ..., «a,
ist. Das ist der kleinste Erweiterungskorper von K, der alle Nullstellen
aig,...,a, von f enthilt, L = K(ay,...,q,) = K(&). Er besteht nach
Definition aus allen rationalen Ausdriicken H(&)/J(d) fir beliebige
Polynome H,J € K[Z]. Allerdings zeigt Satz 21.1, dass man mit Po-
lynomen auskommt, I = K][@], wie man durch sukzessive Adjunktion
der Wurzeln sieht:

K(an, ... ap41) = Klan, . .., ag)[ag]-

139piir jedes a,b € K sei a = 7a und b = 7b. Fiir die Rechenoperationen * = +
und * = - gilt dann 7(a % b) = 7(0(a) * o(b)) = 7(c(a* b)) = a*b = Ta * 1b.

140Beweis: Ist o € Gal(C,R), so erfiillt o(i) die Gleichung o (i) = —1, also ist
o (i) = %i. Damit ist o(u + iv) = o(u) + o(i)o(v) = u £+ v fir alle u,v € R.
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In diesem Fall L = K(&) ist Gal(LL,K) die frither definierte Galois-
gruppe von f (siehe Abschnitt 18 auf Seite 51); das werden wir gleich
zeigen (Satz 27.1, Seite 84). Zunéchst sei aber I D K noch eine belie-
bige Korpererweiterung.

Lemma 27.1. FEs sei f € K[z] und N(f,L) ={z €L : f(x) =0} die
Nullstellenmenge von f in L. Dann gilt fir jedes o € Gal(L, K):
(a) f(ox) = o f(x) fir jedes z € L,
(b) o(N(f, L)) = N(f,L).
Beweis. Es sei f(z) = Y a,—;27, dann ist
=0

o(f(z)) =) _olany)(ozy = Z an-j(07) = f(o2),

=0
da a,—; € K und daher o(a,—;) = a,—j. Ist & € L eine Nullstelle,
f(a) =0, so0 gilt f(oca)=o0cf(a)=0c(0) =0, deshalb ist

(1) o(N(f,L)) € N(f,L).
Die Gleichheit folgt, weil fiir 7 = o~! ebenso gilt:
(2) T(N(f, L)) € N(f,L),
also
N(fL) = or(N(/ L) € o(N(f L) € N(AL). O
Ist nun f € Klz] Polynom mit getrennten Nullstellen ag, ..., «a,

und I D K eine Koérpererweiterung, die alle a; enthélt, dann lésst
G = Gal(LL,K) die Teilmenge N(f) = {ai,...,a,} C L invariant
(Teil (b) des vorangehenden Lemmas). Die Einschrinkung auf N(f)
ist daher eine Wirkung von G auf N(f), und durch die Nummerierung
der Nullstellen ist N(g) mit {1,...,n} identifiziert.

N(f) —={1,...,n}

jedes 0 € G permutiert N(f) = {1,...,n}, bildet also «; ab auf ay;
fiir eine Permutation & € S,,, und die Abbildung ¢ : 0 -6 : G — S,
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 27.2. Ist L = K(&) Zerfdllungskérper eines Polynoms mit
getrennten Nullstellen oy, ..., a,, dann ist der Homomorphismus ¢ :
oc— 0 :G— S, injektiv und macht G zu einer Untergruppe von S,.
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Beweis. Ist ¢ = 7, so gilt o(a;) = 7(«;) fiir alle j. Da L durch K (das
unter o, 7 fix ist) sowie aq,...,q, erzeugt wird, gilt 0 = 7 auf ganz
L. O

Nun kénnen wir zeigen, dass die frithere Definition der Galoisgruppe
mit der jetzt gegebenen iibereinstimmt:

Satz 27.1. Es sei f € K[z] ein Polynom mit getrennten Nullstellen
ag, ..., ap, und L =K(&) der Zerfillungskéirper von f. Wir betrachten
die Menge R aller Relationen zwischen den Nullstellen,
R={H e K[7] : H(a) = 0}.
FEs sei G = Gal(LL,K) und ¢ : G — S,, wie oben. Dann gilt
¢(G)=Gr:={c€S,:0H € R fir alle H € R}. (86)

Beweis. “C”": Es sei 0 € G und 6 = o|n¢) € Sn, wobei N(f) =
{ag,...,a,} mit {1,... n} identifiziert ist. Wir setzen

o(d) = (oaq,...,00p) = (Qs1,- -, Qsn)-
Fiir jedes H € R ist
(¢H)(d) = H(@d) = o(H(d)) = 0-
(Dabei gilt “27 weil die Koeffizienten von H in K liegen und von o

fix gelassen werden; nur die a; werden permutiert.) Somit ist & € Gg.

“D7: Es sei 0 € Gg C S,,. Wir miissen dazu einen Automorphismus o
von L finden, der K fix ldsst. Jedes Element von L = K(&) ist von der
Form F(d&) mit F' € K[Z]. Wir setzen

o(F(d)) := F(6@) = (6F)(a).

Wir miissen zeigen, dass dies wohldefiniert ist: Wenn F(d) =
dann soll (6 F)d) = (o F)(&) gelten. Dies ist richtig, weil H = F — F €
R, denn F(a) — F(a) = 0. Also ist 7H € R und damit

(6F)(@) — (6F)(a) = (7H)(a) = 0. O
28. FORTSETZUNG VON KORPER-ISOMORPHISMEN

Wie groB ist die Galoisgruppe G = Gal(LL, K) einer Korpererweite-
rung L. D K? Jedes Element von G ist eine Fortsetzung der identischen
Abbildung idg auf K zu einem Automorphismus von L. Wir fragen
daher etwas allgemeiner: Gegeben seien zwei Korper K und K, die
isomorph sind, d.h. es gebe eine bijektive Abbildung o : K — K, die
die Rechenoperationen von K in die von K iiberfiihrt, einen Korper-
Isomorphismus: 0(0) =0, (1) =1 und

ola+b) =0(a)+0(b), o(ab) =0c(a)o(d).
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Wie kénnen wir o auf den Zerfallungskorper eines Polynoms iiber K mit
getrennten Nullstellen fortsetzen? Genauer: Fiir jedes solche Polynom
flz) =2"4+az" '+ -+ a, € K[z] mit Nullstellen ay, ..., a, haben
wir ein entsprechendes Polynom f(z) = 2" + o (ay)z" ' +-- -+ o(ay,) €
K[[E] mit Nullstellen aq,...,a&,, das wir auch ¢f nennen wollen. Die
Nullstellenmengen N(f) von f und N(f) von f sind aber véllig un-
abhéngig voneinander durchnummeriert; da sie nicht zu K bzw. K
gehoren, schafft o keine Beziehung zwischen ihnen. Nun seien L. = K(&)
und L = K(&) die Zerfallungskérper von f und f. Auf wieviele Weisen
kénnen wir o zu einem Kérperisomorphismus & : L — L fortsetzen?
Die Antwort gibt der folgende Satz, der diese Isomorphismen zéhlt:

Satz 28.1. Gegeben sei ein Korperisomorphismus o : K — K und ein
Polynom f € K|x] mit getrennten Nullstellen und mit Zerfallungskorper
L sowie f = o f mit Zerfillungskorper L. Dann ist die Anzahl der Fort-
setzungen o : L. — L gleich dem Grad der Korpererweiterung,

{6 € Iso(LL,L) : 6|x = o} = [L: K]. (87)

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion iiber den Grad der Korper-
erweiterung [L : K]. Wenn [L : K] = 1, ist L = K und es gibt genau
eine (triviale) Fortsetzung. Nun sei [L : K] > 1. Dann zerféllt f iiber K
nicht in Linearfaktoren, sonst wire wieder I. = K. Es gibt also minde-
stens einen irreduziblen Faktor f; von f mit Grad d > 2. Wir wéhlen
eine Nullstelle a von fi. Jede Fortsetzung ¢ bildet a auf eine der d
Nullstellen von f; = o f; ab, denn fi(6a) = 6(f1(a)) = 6(0) = 0. Da-
mit gibt es auch genau d verschiedene Moglichkeiten, o auf K(«) C L
fortzusetzen. Wir halten eine dieser Moglichkeiten &(«) = & fest und
haben damit die Einschrankung oy von ¢ auf K(a) bereits festgelegt:
0lg@ = o1 : K(a) — K(). Jetzt miissen wir noch o; von K(a) auf
L fortsetzen. Hier kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden,
denn nach Lemma 22.1 und Satz 21.1 ist

L:K]=[L:K(a) [K(a): K] =[L:K(a)] -d > [L: K(a)].

Wir fassen f jetzt als Polynom iiber K(«) auf; immer noch ist L
der Zerfallungskorper von f auch iiber K(a). Nach Induktionsvor-
aussetzung ist also die Anzahl der Fortsetzungen ¢ : L — L von
o1 - K(a) — K(@) gleich [L : K(a)] = [L : K]/d. Da die Anzahl der
Fortsetzungen oy auf K(«) gleich d ist, ist die Zahl der Fortsetzungen
von o insgesamt gleich d - [L : K]/d = [L : K]. O
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Korollar 28.1. Ist . D K der Zerfillungskorper eines Polynoms f €
K[z] mit getrennten Nullstellen, so gilt

| Gal(LL,K)| = []L : K]. (88)
29. AUFLOSBARKEIT DURCH RADIKALE

Warum gibt es fiir die allgemeine Gleichung von fiinftem und héherem
Grad keine Auflésungsformeln mehr? Das konnen wir auf ganz dhnliche
Weise zeigen wie die Nicht-Konstruierbarkeit mancher Figuren mit
Zirkel und Lineal: Diese Hilfsmittel reichen einfach nicht aus. Aber
wihrend wir bei den geometrischen Konstruktionsaufgaben nur den
Grad der Korpererweiterung zu beriicksichtigen brauchten, sind jetzt
etwas feinere Hilfsmittel notwendig, eben die Galoisgruppe.

Die mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen liegen in einer
Korpererweiterung K, D Q durch (iterierte) Quadratwurzeln:

KQ = @, Kj+1 = Kj(aj) mit Oé? S Kj.

Jetzt dagegen geht es um Korpererweiterungen durch (iterierte) Wur-
zeln von beliebigem Grad, wenn man fordert, dass in einer Auflésungs-
formel nur die vier Grundrechenarten sowie (iterierte) Wurzeln beliebi-
gen Grades vorkommen diirfen, wie zum Beispiel in der Cardanoschen

Formel
r=oa= 3§/b—|—\/a3—|—b2+ 1i/b—\/a?’—irb2
fiir die Losung der kubischen Gleichung a3+ 3az = 2b, siehe (10). Wenn
also eine Losung x = « einer Gleichung f(z) = 0 mit f € Q[z] durch
eine solche Formel dargestellt werden kann, durch “Radikale” (Wur-
zeln) aufgelost werden kann, dann muss « in einer Kérpererweiterung
K, D Q liegen, wobei
KQ = Q, Kj+1 = Kj(ozj) mit Oé;j € Kj.
Da auch hier die Konstruktion von K, aus vielen Teilschritten be-

steht, miissen wir analog zu Lemma 22.1 zunéchst verstehen, wie sich
die Galoisgruppen bei mehrfachen Korpererweiterungen verhalten.

Lemma 29.1. Sind K ¢ K' C L endliche Korpererweiterungen, so
ist Gal(LL, K") eine Untergruppe von Gal(L,K). Ist K" D K eine nor-
male Korpererweiterung, also Zerfillungskorper eines Polynoms g €
K[z] mit getrennten Nullstellen, dann lassen die Elemente Gal(LL, K)
den Korper K' invariant,'*! und Gal(LL, K') ist sogar Normalteiler von
Gal(L, K).

MINan beachte den Unterschied zwischen “invariant” und “fest” oder “fix”.
Jedes o € Gal(L,K) liasst K fix, d.h. o(a) = a fiir jedes a € K, aber K’ nur
invariant, d.h. o(K’) = K’ oder o(«a) € K’ fiir alle a € K'.
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Beweis. Die Gruppe Gal(LL,K’) besteht aus allen Automorphismen
von L, die K’ fest lassen. Das ist eine stirkere Bedingung als nur den
kleineren Korper K festzulassen, deshalb ist Gal(L, K') eine Teilmenge
und damit eine Untergruppe'*? von Gal(L, K). Ist K’ der Zerfillungs-
korper von f € Klz|, so erhilt jedes 7 € Gal(LL, K) das Polynom g, also
seine Nullstellenmenge und damit seinen Zerfallungskorper K'. Fiir alle
o € Gal(L,K') und 7 € Gal(L,K) ist nun 7 'o7 € Gal(L,K’), denn
fiir jedes o € K’ ist 7o € K’ und somit o7 = 7o, und 77 loTa = .
Deshalb ist Gal(LL, K') Normalteiler in Gal(L, K). O

Lemma 29.2. Es seien K C K' C L endliche Kdérpererweiterungen
und K' D K sowie L. D K seien normal, d.h. K' und L seien die
Zerfallungskorper von Polynomen g, f € K|x] mit getrennten Nullstel-
len. Dann qilt

Gal(K',K) 2 Gal(L, K)/ Gal(L, K'). (89)

Beweis. Jedes 0 € Gal(L, K) ldasst K’ nach dem vorstehenden Lemma
invariant, also definiert die Einschrinkung ¢ = o|g/ einen Automor-
phismus von K', der K fest lasst, also ein Element von Gal(K',K).
Umgekehrt lasst sich jedes ¢ € Gal(K’,K) auf L fortsetzen zu einem
Element o € Gal(LL, K), wie Satz 28.1 gezeigt hat. Die Einschrankungs-
abbildung p : Gal(L,K) — Gal(K',K), ¢ — &, definiert also einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus. Dabei ist 6 = id <= o0 €
Gal(L, K'); der Kern des Homomorphismus p, die Menge ker p = p~!(id)
= {0 € Gal(L,,K) : ¢ = idg/} ist also der Normalteiler Gal(L, K’). Da-
mit folgt die Behauptung aus dem Homomorphiesatz, siehe folgendes
Lemma. U

Lemma 29.3. Es seien G, H Gruppen und p : G — H ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Dann ist K =kerp = {g € G : p(g) = e}
ein Normalteiler in G, und p definiert einen Isomorphismus

p:G/K — H, gKw— p(g).

Beweis. K ist Untergruppe, denn e € K, weil p(e) = e, und mit
k. k' € K ist auch kk' € K, weil p(kk') = p(k)p(k') = e-e = e, und
K ist Normalteiler, weil p(gkg™) = p(g)p(k)p(9~") = p(g)p(9)™" =

e. Die Abbildung p ist wohldefiniert, d.h. p(¢g/K) hingt nur von gK
ab, nicht von ¢ selbst: Wenn wir g durch gk ersetzen fiir ein k € K
(also gK = gkK), dann ist p(gk) = p(g)p(k) = p(g)e = p(g). Sie
ist injektiv: Wenn p(gK) = p(gK), dann ist p(g) = p(g) und damit
e = p(g)~tp(g) = p(g7'g), also ist g7'g = k € K und somit g = gk,

12Wenn ¢ und 7 den Korper K’ fest lassen, dann auch o7, und das Neutralele-
ment id ldsst ohnehin alles fest.
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also gK = gK. Die Abbildung p ist surjektiv, weil p surjektiv ist. Sie ist
ein Gruppenhomomorphismus, denn p(¢K - gK) = p(ggK) = p(gg) =
p(9)p(9) = pgK)p(3K). 0

Satz 29.1. Es sei [ € K[z] ein Polynom mit getrennten Nullstellen
und 1L sein Zerfdillungskorper. Dieser entstehe aus K durch sukzessive
Adjunktion von r Wurzeln der Grade ny,...,n,. Der Grundkorper K
mége alle nj-ten Einheitswurzeln enthalten fir j = 1,...,r. Dann ist
die Gruppe G = Gal(L, K) auflosbar, d.h. es gibt eine absteigende Reihe
von Untergruppen

G=Gy DG DGy D DG, ={id}

derart, dass G; in Gj_1 ein Normalteiler und G,;_1/G; abelsch ist fir
j=1,...,r.14

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu dem Zerféallungskorper L D K
von f eine Folge von Teilkorpern

K=KiyCcK,C---CK,=L

derart, dass K;; = K;(§;) mit 6;” € K. Wir setzen G; = Gal(L, K;),
dann ist

G=GyD>G D DG, ={id}.
Nach Lemma 29.2 ist G;1; ein Normalteiler in G;, und G,41/G; =
Gal(Kj (Bj) : Kj) Dax = Bj die Gleichung T = bj mit bj = :Llj S Kj
16st, ist die Gruppe Gal(K;(5;) : K;) abelsch (sogar zyklisch) nach
Beispiel 5, Seite 54. Damit ist G auflosbar. 0

Bemerkung 1. Die Voraussetzungen sind eigentlich zu stark. Wir wol-
len eigentlich nicht voraussetzen, dass L. = K(ay, ..., a,) genau durch
Adjunktion der Wurzeln (, ..., 3, entsteht, sondern nur, dass die «;
mit Hilfe dieser Wurzeln ausgedriickt werden kann. Also sollte nicht
L = K,, sondern nur . C K, gelten. Nach Lemma 29.2 gilt dann
aber Gal(L,K) = Gal(K,,K)/Gal(K,,L), und die Eigenschaft von
G = Gal(K,,K), auflosbar zu sein, vererbt sich auf die Quotienten-
gruppe Gal(K,,K)/ Gal(K,,L).

Bemerkung 2. Man kann auf die Adjunktion der Einheitswurzeln in
der Voraussetzung verzichten. Dann muss man in jedem Schritt die
benotigten Einheitswurzeln adjungieren; die zugehorige Galoisgruppe
ist ebenfalls abelsch nach Beispiel 4, Seite 53. Statt des Zerfallungs-
korpers L, erhélt man einen grofieren Korper L mit Gal(LL, Q) auflosbar

143 Die Eigenschaft, “auflésbar” zu sein, ist ja rein gruppentheoretisch. Die Be-
zeichung stammt aber aus dem Zusammenhang mit der Auflésung von Gleichungen.
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(siche FuBnote 143), und Gal(L,, Q) = Gal(L,Q)/ Gal(L,L,) ist dann
ebenfalls auflosbar.

30. NICHT-AUFLOSBARKEIT BEI GRAD n > 5

Wir wollen zunéchst zeigen, dass die symmetrische Gruppe S, nicht
auflosbar ist und daher ist eine Gleichung n-ten Grades mit Galois-
gruppe S,, n > 5, nicht durch Radikale gelost werden kann fiir alle
n > 5. Wir zeigen sogar mehr, ndmlich dass A, der einzige echte Nor-
malteiler von S, ist und A, selbst sogar eine einfache Gruppe ist, d.h.
iiberhaupt keinen echten Normalteiler besitzt.

Ein Normalteiler N in einer Gruppe G ist invariant unter Konju-
gation und daher Vereinigung von Konjugationsklassen von G. Die
Konjugationsklassen in S, sind leicht zu bestimmen: Jede Permuta-
tion o € S, lisst sich in ja disjunkte Zykeln zerlegen'** und bestimmt
damit eine Partition (additive Zerlegung) von n, ndmlich die Léngen
der Zykeln in 0. Zum Beispiel zu o = [ 123436789 ] = (13467)(2895) gehort
die Zerlegung 9 = 5 4 4. Konjugieren wir ein Produkt von disjunkten
Zykeln, so dndern sich nur die Eintrédge in den Zykeln, aber nicht ih-
re Langen, und umgekehrt sind zwei Permutationen mit den gleichen
Zykellangen konjugiert. Jede Partition von n beschreibt damit eine
Konjugationsklasse. Zum Beispiel ist 7 = (1497)(25386) zu o konju-
giert unter der Permutation [323358783 ], die die Zahlen in entsprechen-
den Zykeln von o und 7 austauscht. Fiir n = 5 gibt es die Partitionen
5 441,342,34+2-1,2-241, 243-1, 5-1. Jede Konjugations-
klasse von G ist eine Bahn unter der Wirkung von G auf sich selbst
(X = G) durch ¢ : G x G = G, ¢,(x) = grg™?'; ihre Linge ergibt
sich aus der Formel |Go| = |G|/|G,| (Satz 16.1, Seite 48). Haben wir
eine Permutation o in disjunkte Zykeln zerlegt, o = (;...(x, dann
ist ihre Standgruppe unter der Wirkung durch Konjugation leicht zu
bestimmen: Es ist das direkte Produkt der von den Zykeln (; erzeug-
ten zyklischen Gruppen sowie der Permutationsgruppen der Mengen
gleichlanger Zykeln.'*® Fiir die Konjugationsklassen von G = S5 mit

Mpsgeio e 9, beliebig. Der erste Zykel ist (; = (1,01, 0%1,...,0%1), wobei k;
die die kleinste natiirliche Zahl mit o*'*! = 1 ist. Wenn ¢; noch nicht alle Zahlen
1,...,n enthilt, wihlt man eine Zahl j € {1,...,n}\{1,01,...,0%1}; dazu gibt es
eine kleinste Zahl ko mit o*2*1j = j: der zweite Zykel in o ist (o = (j, 07, . ..,0%27),
usw. Beispiel: [123455789] = (13467)(2895).

145Beweis: Ist o = Ci...C, so ist Tor™1 = 51 . 5k, wobei die Eintrdge von
fj die 7-Bilder der Eintrége von (; sind: Ist {; = (i1,...,%), so ist fj =7¢T =
(Ti1,...,7i;). Nunsei 7 € Go, also 77! = 0. Wenn (; der einzige Zykel der Linge
[ ist, dann muss Ej = (; gelten, d.h. (741, ..., 74;) ist nur eine zyklische Permutation
von (i1,...,4), also ist 7|, i3 € (¢j). Wenn verschiene Zyklen (j,,...,¢;, der

,,,,,
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|G| = 5! = 120 folgt so fiir die GroBle der Standgruppe und die Lingen
der Konjugationsklassen:

Partition vono 5 4+1 342 34+2-1 2:241 243-1 5-1
G, | 5 4 3.2 3.2 2.2.2 2.6 120
[eZi 24 30 20 20 15 10 1

In der Tat addieren sich die Zahlen der letzten Zeile zu 120 auf. Die
moglichen Normalteiler N C S5 miissten sich aus solchen Konjugati-
onsklassen zusammensetzen, wobei die Klasse des Neutralelements id
dazu gehort, die nur ein Element hat, und |N| muss ein Teiler der
Gruppenordnung |Ss| = 120 sein. Die Teiler von 120 sind 60, 40, 30,
24, 20, 15, 12, 10, 8, 5, 4, 3, 2. Die kleinen Zahlen sind nicht moglich,
weil die kleinste Konjugationsklasse # {id} schon 10 Elemente hat. Da
die Zahlen |Go| in der letzten Zeile der obigen Tabelle Teiler von 120
sind, aber die Klassse des Neutralelement immer dazu kommt, brau-
chen wir aufler {id} noch mindestens zwei weitere Konjugationsklassen
und haben somit schon mehr als 25 Elemente in N. Die Zahlen 30
und 40 lassen sich aus den Zahlen |G, | nicht zusammensetzen, erst
60 = 1+244 15420 ist moglich. Es gibt zwei Konjugationsklassen mit
Léange 20, aber die vom Typ 3+2 ist nicht moglich, denn ein Element
dieser Klasse, z.B. (123)(45) ergibt mit gewissen Elementen der Klas-
se b zusammen ein Element der nicht erlaubten Klasse 2 4+ 3 -1, z.B.
(15432)(123)(45) = (35). Die einzig moglichen Konjugationsklassen,
abgesehen von {id}, sind also die vom Typ 5, 2-2+ 1, 3+ 2 - 1; diese
bilden zusammen die Untergruppe A; der geraden Permutationen.

In Aj spaltet sich die Ss-Konjugationsklasse 5 mit 24 Elementen noch
einmal in zwei As-Konjugationsklassen mit je 12 Elementen auf, denn
zum Beispiel die Zykeln (12345) und (12354) sind nicht unter geraden
Permutationen konjugiert, sondern nur unter ungeraden wie (45). Aus
den Zahlen 1, 12, 12, 15, 20 ldsst sich aber kein echter Teiler von 60
zusammensetzen (der grote ist 30), wenn 1 dabeisein muss. Deshalb ist
As einfach.

Satz 30.1. Die Gruppe A, ist einfach fir alle n > 5.

Beweis. Der Beweis geschieht durch Induktion nach n fiir n > 5. Den
Induktionsanfang bei n = 5 haben wir schon gemacht. Von jetzt an
sei n > 6. Die Gruppe A,_; ist nach Induktionsvoraussetzung einfach,
und sie ist in A,, enthalten als die Untergruppe, die die letzte Zahl n
der Zahlen {1,... n} fest ldsst. Wir nehmen an, dass ein Normalteiler

Lénge [ in der Zerlegung o = (3 ... (; vorkommen, kann T(jST_l ein anderer Zykel
derselben Linge sein; es gibt also eine Permutation 7 € S, mit 7¢; 771 = Clne-
Diese Bedingungen an 7 sind auch hinreichend, jedes solche 7 liegt in G,.
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H C A, gegeben ist. Dann ist H N A,,_; ein Normalteiler in A,,_;. Weil
A,,_1 einfach ist, muss H N A, 1 = A,_1 oder HN A,,_; = {id} gelten.

Fall 1: HN A, 1 = A,_4, also A,_; C H. Als Untergruppe von A,
wirkt H auf der Menge X = {1,...,n}, und weil H # {id} Normal-
teiler ist, wirkt H transitiv: Wenn o € H mit o(1) = j fiir irgend ein
j€12,...,n}, dann gibt es zu jedem k € {2,...,n} eine Permutation
7€ A, mit 71 =1und 7§ = k, und 70771 = 701 = 7j = k, und
Tor~! € H. Die Standgruppe von n unter H enthélt A,_;, und nach
Satz 16.1ist n = |Hn| = |H|/|H,| < |H|/|An-1|, also |H| > n|A,—1| =
|A,|, somit H = A,,.

Fall 2: HN A, ; = {id}: Da A, 1 = {0 € A, : on = n}, gibt es
kein 0 € H \ {id} mit on = n. Jedes 0 € H ist also bereits durch
seinen Wert on festgelegt; gédbe es ein von o verschiedenes 7 € H mit
mn = on, dann wiirde 770 die Zahl n festhalten. Und doch kénnen
wir ein solches 7 konstruieren, wenn n > 6 und H # {id}. Weil H als
Normalteiler von A, transitiv auf {1,...,n} wirkt (siehe Fall 1), finden
wir ein ¢ € H mit o(n) = 1 und setzen o(n — 1) = j. Nun wéhlen wir
p € Ay mit p(n) = n, p(n —1) = n—1, p(1) = 1 und p(j) = k # j,
z.B. p = (jkl), wobei j, k,l € {2,...,n — 2} alle verschieden sind.
Fiir 7 = pop™! € H gilt dann 7(n) = po(n) = p(1) = 1 = o(n),
aber 7(n — 1) = po(n —1) = p(j) = k # o(n — 1), also 0 # T,
Widerspruch! O

31. DER HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE

Zu einer Korpererweiterung I O K haben wir die Galoisgruppe
G = Gal(LL,K) = {0 € Aut(L) : o|g = id}

definiert. Speziell wéhlen wir L als den Zerféllungskérper Ly eines Po-
lynoms f € K[x] mit getrennten Nullstellen; dann sagt uns die Galois-
gruppe etwas dariiber aus, wie schwierig es ist, die Gleichung f(z) = 0
zu losen. Die Nullstellenmenge von f sei N(f) = {aq,...,a,} C L.
Der Hauptsatz der Galoistheorie stellt eine enge Verbindung her zwi-
schen den Untergruppen GG; C G und den Zwischenkorpern K; mit
K c K; C L. Jeder Untergruppe G; C G kann man ihre Fixpunkt-
menge

L .= {acL:oa=aVyeq} (90)
zuordnen, und diese ist ein Teilkérper von L, denn mit «, 3 € L
gilt offensichtlich auch a + 3,a8,a/3 € L. Da K C L% (weil K

ja fix unter ganz G ist), ist L ein Zwischenkérper, der Fizkdrper
der Untergruppe G; C G C Aut(L). Umgekehrt kénnen wir einem
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Zwischenkorper Ky mit K C K; C L eine Untergruppe von G zuordnen,
die Galoisgruppe von Kj:

Gal(L,K,) = {0 € Aut(L) : olx, = id}. (91)

Der Hauptsatz sagt, dass diese beiden Zuordnungen zueinander invers
sind:

Satz 31.1. Es sei f € K|x] ein Polynom mit getrennten Nullstellen,
L = Ly D K sein Zerfillungskirper (Galoiserweiterung) und G =
Gal(L,K). Dann gilt: Die Zwischenkorper Ky mit K € Ky ¢ L =
Ly sind genau die Fizkérper der Untergruppen G C G. Die beiden
Zuordnungen

{Untergruppen} — {Zwischenkdorper}
G>G — L9 CL,
{Zwischenkorper} —  {Untergruppen}

LOoK; — Gal(L,Ky)cCG

verkehren die Inklusionen (sie sind “antiton” beziiglich der Inklusion)
und sie sind zueinander invers:

Gal(L,L%) = Gy, L&IEE) =K. (92)

Da Gal(L,L) aus den Automorphismen von L besteht, die L
fix lassen, gehort (G; auch dazu; es konnte aber vielleicht noch weitere
solche Automorphismen geben:

Gal(L, L") o G|. (93)

Weil Gal(LL,K;) den Korper K; fix ldsst, liegt Ky eben im Fixkorper

von Gal(IL,K;), aber diese Gruppe konnte ja vielleicht noch weitere
Elemente von L fix lassen:

LeER) 5 K, (94)

Dass bei beiden Inklusionen in Wahrheit Gleichheit gilt, sehen wir aus
dem folgenden Satz von Artin:'*0

Satz 31.2. Es sei L D K eine Galoiserweiterung, G = Gal(L, K) und
G, C G eine Untergruppe. Der Fizkorper von Gy sei K; = L& O K.
Dann ist I der Zerfillungskérper eines irreduziblen Polynoms g iiber
Ky, d.h. g € Ky[z], und es gilt G; = Gal(L,K;).

Beweis. Fiir jedes o € L betrachten wir die Bahn Giov = {ay, ..., @}
unter der Wirkung von GG auf I und das Polynom

ga(x) =(x — ) ... (x — aup)

146Emil Artin, 1898 (Wien) - 1962 (Hamburg)
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mit Nullstellen ag,...,a,. Da jedes 0 € G| die Wurzeln permutiert
(sie bilden ja eine Bahn von G), werden die Koeffizienten von ¢, (als
symmetrische Polynome in @) von o fix gelassen, liegen also in L. =
K;. Somit ist g, € Ky[x].

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass der Korper IL iiber
K von einem einzigen Element o € L erzeugt wird, dem primitiven
Element, also L = K(«), und wir wihlen g = g, fiir dieses Element «.
Insbesondere ist L = K(a) = Ky («) der Zerfallungskorper von g iiber
K, denn auch die anderen Nullstellen von ¢ (die Elemente von G;«)
liegen ja in L. Somit haben wir

einerseits: [L: K] = [Ki(«a): K] <dg=m < |G|,
andererseits: [L:K;] = | Gal(L, Ky )| > |Gy,
da Gal(L,K;) D Gy, und somit gilt Gal(L,K;) = G;. O

Beweis von Satz 31.1: Wenn die Untergruppe GG gegeben ist, so
haben wir G; = Gal(L, L) nach dem gerade bewiesenen Satz 31.2,
also gilt Gleichheit in (93). Wenn andererseits der Zwischenkorper K;
gegeben ist, dann ist G; := Gal(L,K;) nach Satz 31.2 zugleich die
Galoisgruppe der Korpererweiterung L. O L und somit

L: K, = |G| =[L:L%,

also folgt Gleichheit in (94). Die Umkehrung der Inklusionen folgt aus
der Definition: Je groBer Gy, desto kleiner der Fixkérper LEt, und je
grofer Ky, desto kleiner die Galoisgruppe Gal(L, Ky). O

32. DER SATZ VOM PRIMITIVEN ELEMENT

Satz 32.1. IstL = K(ay, ..., a,) D K eine endliche Kdrpererweiterung,
so gibt es ein o € L (“primitives Element”) mit L = K(«).

Beweis. Wir zeigen die Existenz eines primitiven Elements durch In-
duktion tiber die Anzahl n der adjungierten Elemente. Fiir n = 1 ist
nichts zu zeigen.

Induktionsschritt n — 1 — n, n > 2: Es ist

L=K(ay,...,a,) =K(ay)(ag, ..., ).
Nach Induktionsvoraussetzung ist L. = K(a;)(8) fiir ein g € L. Wir
setzen
a=ca;+f3
fiir ein geeignetes (noch zu bestimmendes) ¢ € K. Wir betrachten die
Minimalpolynome f und ¢ fiir ay und [, die normierten Polynome

kleinsten Grades iiber K mit diesen Nullstellen. Dann ist a; eine ein-
fache Nullstelle von f, denn f ist irreduzibel (gébe es einen Teiler f,



94 J.-H. ESCHENBURG

so wire f; oder f/f; ein Polynom von kleinerem Grad mit Nullstelle
aq). Mit einer Verschiebung des Arguments wird a; auch Nullstelle von
(einer Modifikation von) g, namlich von

ge(z) == g(—cx + a) € K(a)|z].

Dann ist g.(ay) = g(—cay + caq + ) = g(5) = 0, also ist «; gemein-
same Nullstelle von f und g.. Durch Wahl von ¢ (siehe unten) kénnen
wir erreichen, dass oy die einzige gemeinsame Nullstelle ist. Somit ist
geT(f,g.) = x— ;. Da beide Polynome f, g. in K(«)[z] liegen, gilt das
gleiche fiir ihren grofiten gemeinsamen Teiler, und somit a; € K(a).
Dann ist auch § = a — cay € K(«) und damit

L =K(ay, ) C K(a) C L,
also folgt Gleichheit und insbesondere L = K(«).

Wahl von ¢ € K: Wir wollen ¢ so wihlen, dass «; die einzige ge-
meinsame Nullstelle von f und g. ist, dass also die iibrigen Nullstellen
g, ...,a, von f keine Nullstellen von g. sind. Dabei ist

ge(y) = g(—caj + a) = g(—ca; + can + B) = g (c(ar — o) + B)
und damit ist g.(a;) #0 <= clon —a;)+ & Ny ={p,..., 0}, wo-
bei N, die Nullstellenmenge von g ist (mit 5y = ). Fiir j € {2,...,n}
ist ay — o # 0 und damit g.(a;) # 0 <= c(on — o)) + [ # B <=
c# (n—ay) (B —p) fir k=1,...,r und j = 2,...,n. Ein solches
c existiert, weil K unendlich viele Elemente hat. O

33. NORMALE KORPERERWEITERUNGEN

Eine Korpererweiterung . O K heifit normal oder Galoiserweiterung,
wenn L der Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[z] mit getrennten
Nullstellen ist, oder dquivalent, wenn K = LY fiir G = Gal(LL, K)."*"

Satz 33.1. Gegeben sei eine normale Korpererweiterung I. O K mit
Galoisgruppe G = Gal(L, K) und ein Zwischenkorper K, K C Ky C L.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) K; D K ist normale Korpererweiterung, Ky =L,
(b) G1 = Gal(LL, K;) ist ein Normalteiler von G = Gal(L, K).

Beweis. Wir zeigen, dass beide Eigenschaften zu einer dritten dqui-
valent sind, ndmlich

(c) Jedes o € G = Gal(LL, K) lasst K; invariant, cK; = K.

WTumr. [ : K] = |G|, aber auch [L : LY] = |G| nach Satz 31.2. Daraus folgt
K = LY, da ja bereits K ¢ L%. “«<”: Direkt aus Satz 31.2: Da K = LY, ist L
Zerfallungskorper eines Polynoms mit getrennten Nullstellen iiber K.
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(c) = (a)” folgt direkt aus Satz 31.2, Seite 92.

“la) = (¢): Ky =L, =K(Ny) = o(Ny) =N, = 0(K;) =K Voeq-
“(c) = (b)": Gy = ker ¢ fiir ¢ : G — Gal(Ky,K), 0 +— ok, .M

“(b) = (C)”I OGlO'_l = G1 = Kl = LGl = LoGlo_l = O']LG1 = OK1.149

O

34. LOSUNG BEI AUFLOSBARER (GALOISGRUPPE

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Umkehrung von Satz 29.1, nach
dem jede durch Radikale auflosbare Gleichung eine auflésbare Galois-
gruppe hat. Die von Galois bewiesene Umkehrung ist:

Satz 34.1. Es sei L. D K eine normale Korpererweiterung, d.h. 1L ist
der Zerfillungskérper eines Polynoms f € Kx] mit getrennten Null-
stellen o, . . ., ap,. Wenn die Galoisgruppe G = Gal(LL, K) aufiosbar ist,
dann kann die Gleichung durch Radikale aufgeldst werden, d.h. jedes o
kann durch eine Formel, in der nur die Grundrechenarten und iterierte
Wurzeln vorkommen, aus den Koeffizienten aq, ..., a, von f berechnet
werden.

Die Gruppe G ist bekanntlich genau dann auflésbar, wenn es eine
absteigende Kette von Untergruppen gibt,

GDOG D DG, ={e}, (95)

derart, dass G4 ein Normalteiler in G; ist und der Quotient G,;/G ;11
(vgl. Fuinote 79, Seite 49) abelsch ist. Wir werden den Satz 34.1 durch
Induktion nach der Lange r der Kette beweisen. Nach dem “Hauptsatz”
Satz 31.1 gibt es zu (95) eine Kette von Korpern

KcK,c---CcK,=L, (96)

und nach Satz 33.1 im vorigen Abschnitt ist K; C K;;; eine normale
Kérpererweiterung mit abelscher Galoisgruppe (Lemma 29.1, Seite 86).
Wir werden also zunéchst Kérpererweiterungen mit abelscher, zunichst
sogar zyklischer Galoisgruppe untersuchen:

Lemma 34.1. Es sei . O K normale Kérpererweiterung, . = Ly =
K(ay, ..., q,) Zerfillungskérper eines Polynoms f(x) = 2™+ a;z™ ' +
o+ a, € Klx] mit getrennten Nullstellen oy, ..., a,, und K enthalte
die Menge Q@ = {w € C : w" = 1} der n-ten Einheitswurzeln. Die
Galoisgruppe G = Gal(f) = Gal(L,K) werde von dem Zyklus o =

148Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist ja stets ein Normalteiler!

—1
149, ¢ LoGro = Vieq oo la = a <= 71ola =oc7la =

claeLér «— qe gl
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(12...n) erzeugt. Dann gibt es [, ..., [, € L mit (8;)" = b; € K und
L =K(5s,...,0n), d.h. L wird von n-ten Wurzeln iber K erzeugt.

Beweis. Wir benutzen die Lagrangeschen Resolventen wie schon im

Abschnitt 13: Fiir jedes w € ) setzen wir 3, = Z?Zl wla;. Dann ist

oB, = zj wWaji SAR >k Wl = wt Yopwkay = wtp, (die
Indizes j und k werden modulo n gerechnet) und o(f5,,)" = (08,)" =
(w™1B,)" = (B.)", da w™ = 1. Weil die Galoisgruppe G von o erzeugt
wird, gilt b, 1= (8,)" € LY =K. Nur fir w = 1ist 8, = f1 = 3., a; =
—ay € K. Die iibrigen w € 2\ {1} nummerieren wir als wy, ..., w, und
setzen 3; = f3,,,; das sind die gesuchten n-ten Wurzeln von b; = b,,, € K.

Wir miissen noch zeigen, dass wir umgekehrt die «; als Linearkombi-
nationen der 3, darstellen konnen. Zunéchst ist

2 Be=2 ) Way =3 () Wy =nay,
w w J J w
denn > w’ ist die Summe iiber alle Einheitswurzeln, und diese ist

Null,’® aufer im Fall j = n, denn w™ = 1. Die {ibrigen a; erhalten wir
auf dhnliche Weise:

Y W=D ) welay=) (3w = nany,
w 7 w J w

denn es gilt auch ) Wtk =0, auBer im Fall j4+k = n, also j = n—k,

wo n-mal die Eins aufsummiert wird. O

Lemma 34.2. Es sei L = L; D K Zerfillungskérper eines irreduziblen
Polynoms f € Klz| mit Nullstellen ay,...,a,, und G = Gal(L, K)
habe Primzahlordnung, d.h. |G| = p sei Primzahl, dann gilt p = n
und G wird (bei richtiger Nummerierung der Wurzeln) von dem Zyklus
o= (12...n) erzeugt.

Beweis. Da f irreduzibel ist, wirkt G transitiv auf der Nullstellen-
menge {a,...,a,}. Die Bahn Gay hat also die Lange n. Andererseits
gilt n = |Gay| = |G|/|H|, wobei H = G, die Standgruppe von «;
unter der Wirkung von G ist, sieche Abschnitt 16, Seite 47. Also folgt
p = |G| = |Gay||H| = n|H|, und somit ist n ein Teiler der Primzahl p,
also n = p. Jedes Element o € G mit o # id hat eine Ordnung'®! k > 1,

150 A1gebraische Begriindung: Jedes w € Q\ {1} ist Nullstelle des Polynoms
(z"=1)/(z—1) = 2" 1 +2" 24 - -+ 2+1. Geometrische Begriindung: Da die w €
gleichméBig auf dem Rand des Einheitskreises verteilt sind, ist ihr arithmetisches
Mittel (ihr Schwerpunkt) 1 3~ o w gleich dem Kreismittelpunkt Null.

151pie Ordnung eines Gruppenelements g € G ist die kleinste Zahl k € N mit

g¥ = e. Dabei sind ¢° := e, g' := g, ¢! := gg’ die Potenzen von g. Durch
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und die von o erzeugte Untergruppe (o) C G hat k Elemente. Damit
ist k ein Teiler der Gruppenordnung |G| = p (Satz von Lagrange, siehe
FuBinote 79, Seite 49), also k = p = n und (o) = G. Bei entsprechen-
der Nummerierung der Wurzeln folgt o/c; = a1, also wirkt o auf
{ag,...;a,} =2 A{1,...,n} als Zykel (12...n). O

Lemma 34.3. Es sei Ly = L. D K der Zerfillungskérper eines Poly-
noms f € Kz] mit getrennten Nullstellen und G = Gal(L,K) sei
abelsch.*>* Dann ist f durch Radikale auflosbar.

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber die Gruppenordnung |G|; In-
duktionsanfang |G| = 1 ist trivial. Wenn G zyklisch von Primzahlord-
nung ist, folgt die Behauptung aus den beiden voranstehenden Lem-
mas. Wenn nicht, kénnen wir ein ¢ € G mit Ordnung p wihlen fiir
einen Primteiler p von |G|. So ein Element gibt es sicher, denn wenn
ein Element & € G eine Ordnung n = kp hat, dann hat 6% die Ordnung
p. Die Untergruppe Gy = (o) ist Normalteiler, denn jede Untergrup-
pe einer abelschen Gruppe ist Normalteiler (die Konjugation in einer
abelschen Gruppe ist trivial). Zu der Gruppenkette {id} € G; C G
gehort nach dem Hauptsatz 31.1 eine Korperkette L D K; D K, und
die Korpererweiterungen I D K; sowie K; D K sind normal mit Ga-
loisgruppen G7 und G/G;. Nach Lemma 34.2 und 34.1 wird L. D K4
durch p-te Wurzeln von Elementen von K; erzeugt, und auf K; D K
konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, da |G/G;| < |G,
also ist auch K; D K eine Erweiterung durch Radikale. U

Der Beweis von Satz 34.1 folgt nun durch Induktion iiber die Lange r
der Kette (95) von G in der Voraussetzung “G auflésbar”. Siehe auch
das Ende des folgenden Abschnittes.

35. ZWEI KURZE NACHTRAGE

Der erste Nachtrag bezieht sich auf Transitivitdt der Wirkung der
Galoisgruppe G = Gal(L,K) mit L = Ly = K(a,...,q®,) auf die
Nullstellenmenge Ny = {a,...,a,}, wenn f € K[z] eine Polynom mit
getrennten Nullstellen ist. In Beispiel 2 auf Seite 52 haben wir gesehen,
dass G nicht transitiv wirkt, wenn f reduzibel ist (f = fi fo mit fi, fo €

Induktion iiber j gilt g/¢g¥ = ¢/** fiir alle j,k € N und auch ¢7(¢g~1)¥ = ¢?=* fiir
k < j. Deshalb setzt man (g~ ')* =: g=%. Wenn |G| endlich ist, kann es nur endlich
viele verschiedene Potenzen g’ geben, somit muss es j, k € N geben mit ¢/ = g/*
und damit e = g7 7¢g/T* = gk, Es gibt also k € N mit ¢¥ = e; das kleinste solche
k ist die Ordnung von g. Die von ¢ erzeugte Untergruppe (g) besteht dann genau
aus den Elementen g, ¢2,...,g" = e, hat also k Elemente.

152Djeser Satz stammt von von N.H. Abel, daher die Bezeichnung “abelsche
Gruppe” fiir kommutative Gruppen.
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K[z], beide vom Grad > 1). Die Umkehrung, dass G transitiv wirkt,
wenn f irreduzibel ist, haben wir verschiedentlich behauptet, aber nie
bewiesen. Dabei ist es ganz einfach:

Satz 35.1. Ist f € K[z] irreduzibel mit Nullstellen'™ oy, ..., a, und
L = Ly, dann operiert G = Gal(L,K) transitiv auf der Nullstellen-
menge Ny = {oq,..., 0}

Beweis. Andernfalls gibt es eine Bahn Gay = {ay, ..., ax} (bei geeig-
neter Nummerierung) mit k& < n. Die Koeffizienten des Polynoms

gx)y=(r—ay) ... - (z — )
sind die elementarsymmetrischen Polynome in aq, ..., a. Da jedes Ele-
ment o € G diese Nullstellen (die Elemente der Bahn Gay ) permutiert,
sind die Koeffizienten von ¢ fix unter o, liegen also in L% = K. Damit
ist g € K[z], und ¢ ist ein echter Teiler von f, vom Grad k < n. Also
ist f dann nicht irreduzibel. 0

Der zweite Nachtrag bezieht sich darauf, dass man das gleiche Po-
lynom ja iiber verschiedenen Kérpern betrachten kann, zum Beispiel
iiber Q und iiber Q((y, ..., () fir gewisse Einheitswurzeln (i, ..., (,;
mehrfach haben wir ja angenommen, dass der Grundkorper verschie-
dene Einheitswurzeln enthélt, die fiir die Konstruktionen gebraucht
werden. Gegeben sei also ein Polynom f € K[z] mit getrennten Null-
stellen ay, ..., a, und sein Zerfallungskorper L = K(aq, ..., a,). Au-
Berdem gebe es noch eine weitere (beliebige) Korpererweiterung K* O
K. Dann konnen wir f auch als Polynom iiber K* auffassen, und
der Zerfillungskorper iiber K* ist L* = K*(ay,..., ). In welchem
Verhiltnis stehen die beiden Galoisgruppen G = Gal(LL, K) und G* =
Gal(L*, K*)? Jedes 0 € G* ist ein Automorphismus von L*, der K*
fix lésst, also auch K C K*, und die Nullstellen aq, ..., a, von f per-
mutiert. Also ldsst ¢ auch L = K(ay,...,a,) invariant, und ol €
Gal(L,K). Wenn o|;, = id, dann ist o(a;) = o fiir j = 1,...,n und
damit o = id, da L* = K*(ay, ..., a,) und K* fix bleibt. Also ist der
Einschriankungshomomorphismus

¢ o oL Gal(lL*, K*) — Gal(L, K) (97)

153Dje Nullstellen eines irreduziblen Polynoms f € K]z] sind getrennt: Gibt es
nédmlich eine doppelte Nullstelle, so ist dies eine gemeinsame Nullstelle von f und
seiner Ableitung f’, womit diese beiden Polynome iiber K nicht mehr teilerfremd
sind - zunéchst iiber . = L.y, aber dann auch iiber K: Wiren sie teilerfremd iiber K,
kénnten wir nach dem euklidischen Algorithmus die Eins darstellen: 1 = af + bf’
mit a,b € K]z], aber diese Relation wiirde auch in L gelten, also wéren f und
f" auch in L teilerfremd, Widerspuch! Damit ist f nicht irreduzibel, falls es eine
mehrfache Nullstelle gibt.
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injektiv'®* (weil ker ¢ = {id}). Also lisst sich Gal(IL*, K*) als Unter-
gruppe von Gal(L, K) auffassen. Wir haben damit bewiesen:

Satz 35.2. Ist K* D K und sind L und L* die Zerfillungskérper eines
Polynoms f € Klz| mit getrennten Nullstellen iber K und K*, so ist der
Finschrinkungshomomorphismus (97) injektiv und macht Gal(L*, K*)
zu einer Untergruppe von Gal(L, K).

Deshalb konnen wir in Satz 34.1 ohne Einschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dass K alle in der Konstruktion benotigten Einheits-
wurzeln enthilt: Wenn nicht, gehen wir zu einem Erweiterungskorper
K* D K iiber, der sie enthélt; da die Galoisgruppe Gal(L,K) nach
Voraussetzung auflosbar ist, ist es auch die Untergruppe Gal(IL*, K*).

36. NACHWORT

Gleichungen zu 16sen ist eine traditionelle Aufgabe der Mathematik.
In dieser Vorlesung ging es um die Lésung von Polynomgleichungen
in einer Variablen, f(z) = 0. Im Laufe der Vorlesung wie auch der
Geschichte der Mathematik hat sich die Fragestellung verschoben von
“Wie finde ich eine Losung?” zu “Wann kann man die Losungen mit
den gegebenen Hilfsmitteln finden, wann nicht?” Diese Frage wurde
beantwortet von Evariste Galois, iiber den Joseph Rotman [6, Seite 65]
schreibt: “Ich bin voll Bewunderung fiir das Genie von Galois (1811-
1832). Er loste ein bedeutendes mathematisches Problem seiner Zeit,
und seine Losung ist wunderschén. Dabei schuf er zwei méchtige Theo-
rien, Gruppentheorie und Galoistheorie, und sein Werk ist noch heute
einflussreich. Und all das erreichte er im Alter von 19 Jahren; im Jahr
darauf wurde er ums Leben gebracht.” !5

154Dag darf man nicht mit der Situation von Lemma 29.2, Seite 87 verwechseln,
wo man gleichfalls einen Einschriankungshomomorphismus betrachtet, der aber kei-
neswegs injektiv ist. Aber dort hat man einen Zwischenkérper K’ mit K c K’ Cc L
vorliegen und schréinkt ein o € Gal(LL,K) auf diesen Zwischenkérper K’ ein; dann
hat der Einschrankungshomomorphismus einen Kern, namlich Gal(L, K”). Jetzt da-
gegen ist L kein Zwischenkorper der Korpererweiterung L* O K*, denn K* ¢ L,
sondern K C K* und die Korpererweiterungen L* D K* und L. D K entstehen
parallel auf die gleiche Weise durch Adjunktion der Nullstellen von f.

155Galois starb am 31. Mai 1832 an einer Schussverletzung aus einem Duell,
dessen genaue Ursache nie gekléirt werden konnte. Am 29. Mai, dem Vorabend des
Duells, schrieb er an seinen Freund August Chevallier einen langen Brief, in dem
er seine wichtigsten mathematischen Erkenntnisse noch einmal zusammenfasste.
Seine wichtigste Arbeit, “Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations
par radicaux” (Februar 1830) war 1831 abgelehnt worden und wurde erst 1846 durch
Joseph Louiville veroffentlicht. Siehe http://fr.wikipedia.org/wiki/ Evariste_Galois
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