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Einfiihrung

Die kompakten, einfach zusammenhd&ngenden Riemannschen Riume
mit positiver Schnittkriimmung sind fiir die Riemannsche Geometrie
von besonderem Interesse. Zum einen ist es hier die Kriimmung
alleine, die die Mannigfaltigkeit zwingt, sich zu schlieBen und
nicht-triviale Topologie zu erzeugen. Zum anderen stehen der
Geometrie starke Hilfsmittel zur Verfiligung, wie etwa der Ver-
gleichssatz von Toponogov: Eine Reihe geometrischer Gr&Ben las-
sen sich abschdtzen durch ihre Entsprechungen auf Sphiren klei-
nerer Krimmung oder Euklidischen R&umen. Diese Information 138t
sich zu Aussagen iiber die Topologie zusammensetzen, wie etwa im
Sphdrensatz von Berger und Klingenberg (cf.[8]) oder in der
Abschédtzung der Bettizahlen durch Gromov [15].

Neben der Entwicklung der allgemeinen Theorie ist natiirlich
das Studium von speziellen Beispielen solcher Riume von Belang.
Hier erkennt man sofort einen einschneidenden Unterschied zwi-
schen dem Fall, wo die Kriimmung von Null wegbeschrédnkt ist, und
dem, wo der Krimmungswert Null auftreten darf. Wihrend fiir die
letztere Gruppe von R&umen sehr viele Beispiele bekannt sind,
so etwa alle normal-homogenen R&ume, scheinen die Diffeomorphie-
Typen von einfach zusammenh&dngenden kompakten Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit streng positiver Kriimmung nur sehr
sporadisch aufzutreten. Diese Mannigfaltigkeiten wollen wir kurz

P-Rdume nennen. Die bekanntesten Beispiele sind natiirlich die

Sphdren s . Der erste P-Raum, der keine Sphdre ist, tritt in

Dimension 4 auf und fiihrt zur ndchsten Klasse von Beispielen:




den Projektiven R&umen Kp" , wobei K eine der Divisionsalgebren
C , H oder (im Fall n = 2 ) €a sein kann. Diese Rdume bilden
zusammen mit den Sphdren die Klasse der Symmetrischen R&ume vom
Rang 1. Dies waren alle bekannten Beispiele bis zum Jahre 1961,
als Berger [4] die normal-homogenen P-Rdume klassifizierte.
Er fand zweil neue Typen in Dimension 7 und 13, die von Eliasson
[11] und Heintze [16] n&dher untersucht worden sind. Die {ibrigen
homogenen P-Rdume wurden von Wallach [24] und Berard Bergery [3]
klassifiziert. Sie fanden noch drei weitere Typen in den Dimen-
sionen 6, 12 und 24, ndmlich die Fahnenmannigfaltigkeiten von
¢P2 . EPz , CEaP2 , sowie eine unendliche Serie in Dimension 7 [1].
Riemannsche homogene Rdume sind Beispiele von Orbit-R&umen
freier isometrischer Aktionen auf einer Liegruppe mit linksinva-
rianter Metrik (vgl. Kap.1). In dieser grdBeren Klasse Riemann-
scher R&dume versuchte man nun, weitere P-R3ume zu finden. Da der
Ubergang zu Orbitrdumen sich Kriimmungs-erh8hend auswirkt (O'Neill-
Formel, s. § 11), hat man dafiir gute Chancen. Zuerst erwidhnen
sollte man in diesem Zusammenhang die Arbeit von Geroch [13], die
fir R8ume r e c ht s seitiger Nebenklassen einer Liegruppe mit
linksinvarianter Metrik ein negatives Ergebnis erbrachte. Es war
daher konsequent, isometrische Aktionen zu betrachten, die sich aus
Rechts- und Linkstranslationen zusammensetzen. Den ersten
Versuch dieser Art unternahmen Gromoll und Meyer [14]: Sie kon-
struieren auf diese Weise eine exotische 7-Sphdre mit einer Metrik,
deren Krimmung nicht-negativ und auf einer offenen Teilmenge
streng positiv ist (vgl. § 43). Dieselbe Methode wurde in [12] zur
Konstruktion einer unendlichen Serie von P-Rdumen verwandt, die

keine homogene Riemannsche Metrik zulassen; diese Rdume sind



7-dimensional (vgl. § 41).

In der jetzt vorliegenden Arbeit sollen solche Orbitrdume
systematischer unter dem Gesichtspunkt der Kriimmung untersucht
werden. Ausgangspunkt ist folgende Konstruktion: Es sei E eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit transitiver Isometriegruppe I(E),
also ein Riemannscher homogener Raum. Flir bestimmte Untergruppen
U von I(E) ist der Orbitraum E/U eine glatte Mannigfaltig-
keit und die Projektion n: E - E/U eine differenzierbare Sub-
mersion, die auf E/U eine Riemannsche Metrik induziert. Zunédchst
(Kap.1) wird diese Situation auf den Fall zuriickgefiihrt, daB E
eine Liegruppe G mit linksinvarianter Metrik und U eine fixpunkt-
frei und isometrisch operierende Gruppe von Links- und Rechts-

translationen ist; der Orbitraum G/U heiBft dann ein Doppelguotient

von G.

Im Folgenden beschréanken wir uns auf den Fall, daB G und damit
auch U kompakt sind. Unter einer einschrédnkenden Bedingung an
die linksinvariante Metrik auf G ("Bedingung T", siehe §33) zeigen
wir zundchst, daB wie bei homogenen Rdumen [24] die Rdnge von G
und U entweder gleich sind (gerade Dimensionen) oder sich um
Eins unterscheiden (ungerade Dimensionen), falls G/U ein P-Raum
ist. Im Fall gleicher R&nge bedeutet Bedingung T, daB ein maxi-
maler Torus von G isometrisch durch Rechtstranslationen operiert
("Torus—-invariante Metrik"). Wir gehen nur kurz auf die Probleme
ein, die sich bei Doppelquotienten nicht-einfacher Gruppen G
stellen (§ 36); das Hauptinteresse der Arbeit gilt den Doppel-
quotienten der einfachen kompakten Gruppen.

In Kap. 5 - 8 analysieren wir die Bedingung, daB U £ ix -
punktteftrei auf G operiert. Es zeigt sich, daB der maxi-

male Torus S von U allein fiir die Fixpunkt-Freiheit verant-




wortlich ist. Daher klassifizieren wir zundchst alle freien
Torusaktionen von maximalem Rang durch Rechts- und Linkstrans-
lationen auf einfachen kompakten Gruppen (Kap. 6, 7, 8). Dies
ist das Kernstiick der Arbeit und kann auch als eigenstdndiges
Resultat angesehen werden. Ist der maximale Torus S einmal be-
stimmt, so erhalten wir die zugeh&rigen Gruppen U durch Erwei-
terung (Kap. 9) und priifen in jedem Einzelfall nach, ob G/U eine
Metrik positiver Krimmung mit Bedingung T besitzt (Kap. 10).

Die dazu nétigen Krimmungsformeln wurden in Kap. 2 und 3 bereit-
gestellt.

Eine Klassifizierung in ungeraden Dimensionen ist so nicht
méglich (vgl. § 53); nur der Fall rang(G) = 2 ist zugdnglich
(§ 103).

Die interessantesten Beispiele werden schon vorweg in Kap. 4
diskutiert, insbesondere die auf diese Weise neu gefundenen
P-Rdume. Es sind dies die teilweise schon in [12] behandelten
7-Mannigfaltigkeiten M (siehe Satz 414) sowie der in § 42

ab

diskutiert 6-dimensionale Raum M6 . Alle diese Rdume sind Doppel-
quotienten von der Gruppe SU(3) .

Hauptresultate der Arbeit sind:

Theorem A:

Es seli G eine kompakte, einfache Liegruppe mit linksinvarianter
Metrik und M ein Doppelquotient von G mit Bedingung T. Ist M
ein P-Raum gerader Dimension, so ist M diffeomorph zu einem homo-

genen P-Raum oder zu M6 :



Theorem B:

Es sei G eine kompakte Liegruppe vom Rang 2 mit Torus-invarianter
linksinvarianter Metrik und M ein Doppelquotient von G. Ist M
ein P-Raum ungerader Dimension, so ist M diffeomorph zu einem

homogenen P-Raum oder zu einem der Rdume Mab von Satz 414.

Die Voraussetzungen von Theorem A sind noch unbefriedigend;
vor allem steht eine griindliche Untersuchung der nicht-einfachen
Gruppen noch aus. Es handelt sich jedoch um eine echte Verall-
gemeinerung der Klassifizierung aller homogenen P-Rdume gerader
Dimension [4, 24], denn man sieht sofort, daB8 im homogenen Fall

die Voraussetzungen von Theorem A automatisch erfiillt sind.

Danken mochte ich an dieser Stelle besonders Prof. W. Meyer
und Prof. E. Heintze, die durch viele Anregungen, Ideen und er-
mutigende Gesprdche zu dieser Arbeit beigetragen haben, sowie
der Max Kade ‘Foundation und der Universitdt von Kalifornien, die
mir durch einen Gastaufenthalt in Berkeley viele Anregungen und

die nbtige Freiheit zur Forschung an diesem Thema verschafften.




Kapitel 1

Glatte Orbitrdume von isometrischen Aktionen

11. Riemannsche Submersionen

Es seien E wund M Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
n: E - M eine surjektive differenzierbare Abbildung mit iber-
all surjektivem Differential ("Submersion"). Eine solche Abbil-
dung erzeugt eine Bl&tterung F von E: Das Blatt durch einen
festen Punkt x € E ist B o= ﬂ_1(n(X)) ("Faser durch x");

dies ist eine Untermannigfaltigkeit von E. Den Teilraum VX :=

TX(FX) = ker an des Tangentialraums TXE bezeichnen wir als

Vertikalraum in x, sein orthogonales Komplement HX := TxE - VX

als Horizontalraum. Offensichtlich ist anIH ein linearer Iso-
X

M , also dan : H>n'TM ein Iso-

morphismus von H_ auf T
x n(x)

morphismus von Vektorbiindeln iiber E, wobei wir mit H das hori-

zontale Unterbliindel von TE mit Fasern Hx bezeichnen. Die Sub-

mersion n heiBt nun Riemannsche Submersion, wenn dan eine

Isometrie ist. Standardbeispiele Riemannscher Submersionen sind
die in § 12 beschriebenen orbitalen Submersionen.

Zu jedem Vektorfeld X auf M ist X on ein Schnitt in n TM

und daher (dmrt!..) o X @ 1m —= X ein horizontales Vektorfeld

H

auf E, das unter dn auf X abgebildet wird, genannt der hori-

zontale Lift von X. Ist c¢: I - M eine reguldre Kurve, so heifBt

-~ ~
eine Kurve c¢: I - E mit ¢ = noc wund horizontalem Tangenten-

vektorfeld &' ein horizontaler Lift von c. Solch eine Kurve




(11)

wird zu jedem Anfangspunkt E(O) = x € n_1(C(O)) durch Integra-
tion des horizontalen Lifts ¢' von c' auf der immersierten
Untermannigfaltigkeit n—1(c(I)) gewonnen. Ist ¢ insbesondere

eine Geod&dtische in M, so ist auch ¢ eine Geoditische in E.

Anwendung von n verkilirzt ndmlich die Ldngen aller Kurven in E

mit Ausnahme der horizontalen. Widre also d(c(t),E(t+s)) < s
fir ein kleines s > O , so wdre auch d(e(t),c(t+s)) <« s und
nicht Klirzeste.

damit C][t,t+s]

Insbesondere gilt also, daB eine Geoddtische in E mit hori-
zontalem Anfangsvektor im ganzen Verlauf horizontal bleibt. Dies

wenden wir im folgenden Satz an:

Satz 11: Sind . Ei - Mi Riemannsche Submersionen fir i = 1, 2

und f: E1 > E2 eine totalgeod&dtische, fasertreue, isometrische

Immersion mit df(Hx) c Hf(x) flir alle x € E1 , SO induziert f

eine totalgeoddtische injektive Immersion f: M1 - M2 miE

Beweis: f ist wohldefiniert durch f(n1(x)) 1= nz(f(x)) , denn
ist my (x) = rtl(y) , SO ist auch nz(f(X)) = nz(f(y)) wegen der

Fasertreue von f. Ist c¢: I = M1 eine reguldre Kurve mit hori-

. N . o A .o = .
zontalem Lift ¢ , so ist f o c = M, © f o ¢ , also erhdlt f die
Ldngen von Kurven und ist somit eine isometrische Immersion. Ist
Cc insbesondere eine Geoddtische, so ist f o ¢ eine horizontale

also f o ¢ Geoditische in M.. Daher ist die

Geoddtische in E 5

2’

Immersion £ totalgeoddtisch.




(11)

Ist n: E - M wieder eine Riemannsche Submersion, so gilt
flir die Krimmungen die Formel von O'Neill [23]: Flr einen Vektor
Z € TE bezeichne 7 = Zh + Zv die Zerlegung in horizontalen
und vertikalen Anteil. Sind nun X, Y Vektorfelder auf M und

i, Y die horizontalen Lifts auf E, so gilt fir die KriUmmungs-

tensoren R auf E und RM auf M die folgende Beziehung:

E
(0'N) <R, (X,Y)Y,X> o n = <R_(X,9)¥,%> + > |[X,¥]_|| 2
RM 14 14 E 4 7 4 | Ay v
(Beweis siehe [8, 23]). Die Projektion n wirkt also auf hori-

zontalen Ebenen (schwach) Krimmungs-erh&hend. Qualitativ kann
man das so verstehen: Zwei Geod&dtische Cqr Coi die vom selben
Punkt in M starten, laufen nicht so schnell auseinander wie ihre

G., da d(F

horizontalen Lifts ¢ o

" 81(t)’F82(t)) < d(c (t),cy(t)).

12. Glattheit von Orbitrdumen

Wir betrachten nun eine Riemannsche Mannigfaltigkeit E, auf
der eine Liegruppe U isometrisch und mit abgeschlossenen Orbits
operiert. Dabei ist der Orbit durch x die Menge Ux = {u(x); u€cU}
flir jedes x € E . Die Menge aller Orbiten mit der induzierten
Topologie heiBt der Orbitraum E/U . Die Projektion n: E - E/U
induziert auf E/U einen Abstandsbegriff: Sind Ux und Uy zwei
Orbiten, so ist d(x,Uy) = d(x',Uy) = d(Ux,Uy) flir alle x,x'
€ Ux ; dies gilt wegen der Isometrie-Eigenschaft von U. Daher
kdnnen wir fiir x, y € E/U setzen:

= -1

d(x,y) := d(n 1

(¥))

(;{) In_

Wir werden uns flir den Fall interessieren, daBR M := E/U eine




(12)
differenzierbare Mannigfaltigkeit und n: E - M eine Submersion
ist. Einen solchen Orbitraum wollen wir glatt nennen. In diesem
Fall ist d die Abstandsfunktion einer Riemannschen Metrik auf M:
Ist X € TM und X € TLE mit dn (X) = X und X * Ux ("hori-

zontales Urbild von X"), so setzen wir
x|l == || X|

Diese Definition ist von der Auswahl des horizontalen Urbildes X
unabhdngig, da zwei solche Urbilder durch eine Isometrie in U
aufeinander abgebildet werden und daher gleiche Ldnge haben.
Damit wird n: E - M 2zu einer Riemannschen Submersion.

Wir nehmen also an, daB U eine differenzierbar und isometrisch
operierende Liegruppe mit abgeschlossenen Orbits ist (diese sind
dann differenzierbare Untermannigfaltigkeiten von E) und fragen,
wann der Orbitraum E/U glatt ist. Um dies zu sehen, greifen wir

einen Orbit Ux heraus. Die Gruppe U operiert auf seinem Normalen-

Biindel N (Ux) fasertreu durch u(v) := du(v) fir v € N(Ux) . Die
Standgruppe des Punktes x unter der U-Operation, UX 7= {u e U &
u(x) = x } , operiert linear auf der Faser NX(Ux) . Flir den Orbit-

raum der Operation von U auf N(Ux) gilt - N(Ux)/U = NX(UX)/UX ,
denn jeder Orbit in N(Ux) schneidet die Faser NX(Ux) . Anderer-
seits spiegelt N(Ux) die Orbit-Struktur in E nahe Ux wieder, denn
eXp‘NKUx) bildet eine e-Umgebung des Nullschnittes, N° (Ux),
diffeomorph und &dquivariant auf die e-Tubenumgebung BE(Ux) ab

("Scheibensatz"). Ist E/U nahe n(x) glatt, so gilt:

B_(n(x)) = n(B_(Ux)) = B_(Ux)/U = exp (N® (Ux)) /U




(12)
Die Ableitung dieses Diffeomorphismus im Punkte n(x) 1ist also

eine lineare Abbildung von T )(E/U) auf NX(UX)/UX - aber

n(x
der letztere Raum ist nur dann ein Vektorraum, wenn UX trivial

operiert. Demnach ist die Abbildung

U/Ux X NX(Ux) - N (Ux) : (qu;v) - duX(v)

ein dquivarianter Diffeomorphismus. Nach dem Scheibensatz sind
daher die Nachbar-Orbiten Uy flir vy € S€ := exp N;(Ux) diffeo-
morph zu Ux.

Die Fixpunktmenge Eo := {y € E ; D= y} der Untergruppe
UX ist eine totalgeoddtische Untermannigfaltigkeit durch x mit
TE ={veTE; Uv=v} =N (Ux) . Also gilt S < E und
X 0 b4 X X € o)
damit Uy c U, fir alle y € S_ . Da nach der obigen Uberlegung

die Orbiten nahe Ux alle &dquivariant diffeomorph sind, muB Uy

= UX gelten.
-1

Weil B (Ux) = U S und U =u U_u , haben wir gezeigt:
€ € uy y
(Die Umkehrung ist eine einfache, wohlbekannte Tatsache, vgl. [19])
Satz 123 Der Orbitraum E/U ist glatt genau dann, wenn alle

Standgruppen zueinander konjugiert sind.

13. Reduktion auf fixpunktfreie Aktionen

Wir betrachten nun eine Riemannsche Mannigfaltigkeit E, auf
der eine Gruppe von Isometrien U mit glattem Orbitraum M = E/U
operiert. Wir wdhlen einen festen Bezugspunkt x € E . Es sei UX
die Standgruppe von x und Eo ihre Fixpunkt-Mannigfaltigkeit.

Eg ist totalgeod&dtisch in E - als Fixpunktmenge einer Gruppe



(13)

von Isometrien - und schneidet jeden Orbit Uy mit y € E . Da nédm-
lich nach dem vorstehenden Abschnitt Uy = u_1 UX u flir ein u € U
gilt, haben wir U =u U u_1 =0 und daher uy € E_ . Wir

uy y X o

betrachten die Untergruppe UO von U, welche EO invariant 1&Bt;

dies ist der Normalisator N (Ux) von UX in U. Denn da E_ =

U o)
{y € E ; UY = UX} , folgt aus ul(y) € Eo fir e in y € EO
T N -1 -1
schon UX = Uu(y) =1 Uy u = 1 UX u , also u € NU(UX) ~
. . -1 .
Umgekehrt, wenn u € NU(UX) , gilt Uu(y) = u UX u = UX flir

alle vy € EO , also u(y) € EO fir alle vy € Eo

Damit ist nicht nur UO = N_(U_) gezeigt, sondern auch Uy N E

U x o

= on fir alle vy € EO . Daher ist die durch die Inklusion f:
E, > E induzierte Abbildung f : EO/UO ~ E/U bijektiv, denn jeder
Orbit schneidet Eo' AuBerdem haben wir gesehen, daB die Gruppe

., fixpunktfrei auf E, operiert: Falls u(y) =y flir e i n

Yy € Eg gilt schon u(z) = z filr alle A= Eo (weil né&m-

lich u € UX). Wir k&nnen nun zeigen:
Satz 13: £ EO/Uo -~ E/U ist eine Isometrie.

Beweis: Nach Satz 11 ist nur noch zu zeigen, deB die Inklusion

f EO - E horizontale Vektoren in E_ auf ebensolche in E ab-

o
bildet. Mit anderen Worten, H§ := T Ej = Ty(UOy) muB senkrecht

Y
auf Ty(Uy) stehen, fir alle vy € EO . Dies ist richtig, denn

die Fixgruppe Uy operiert orthogonal auf TyE und 188t Ty(Uy)

invariant und TyEo fix. Ty(Uy) und H§ sind also U_-inva-

riante Teilr&ume von TyE mit Durchschnitt O und stehen somit

senkrecht aufeinander. Genauer sieht man, daR H; = H fir

Yy




(13)

fir alle vy € EO , also haben EO/UO und E/U gleiche Dimen-
sion. Nach Satz 11 ist f EO/UO -~ E/U eine isometrische
Immersion, und wegen der Dimensionsgleichheit und der Bijek-

tivitdt also eine Isometrie.

Beim Studium glatter Orbitrdume kdnnen wir uns also auf den

Fall beschrdnken, daB U fixpunktfreidi auf E

operiert, eventuell mit einem Kern U' . Dann ist die Submer-
sion nm : E - M = E/U ein Prizipalfaserbilindel mit Struktur-
gruppe U := U/U' . Ist E einfach zusammenhdngend und U zu-

sammenhdngend, so ist auch M einfach zusammenhingend, denn eine
Schleife in M k&nnen wir nach E liften und dort in einer Faser
den End- mit dem Anfangspunkt verbinden. Die so entstandene
Schleife in E 1&B8t sich zusammenziehen, also auch die urspring-
liche in M.

Wir gewinnen also durch diesen Ansatz einfach zusammenhdngen-
de Rdume, die wegen der O'Neill-Formel gute Kandidaten fiir po-
sitive Krimmung sind. Die Faserbiindel-Struktur erleichtert zu-

dem die Bestimmung des Cohomologie-Ringes (vgl. [12] und Kap.4)

14. Homogene R&ume und Doppelquotienten

Besonders interessant, weil gut zu rechnen, ist der Fall,
wo auf E eine Liegruppe G von Isometrien transitiv

operiert. Dann heiBt E ein (Riemannscher) homogener Raum.

Wir wdhlen wieder einen Bezugspunkt x € E fest. Die Stand-
gruppe von x unter der Aktion von G sei Gx . Die Abbildung

nm: G > E , n(g) := g(x) ist eine Submersion, die einen




(14)

Diffeomorphismus n des Raums aller linksseitigen Nebenklassen
G/GX auf E induziert. Man konstruiert leicht linksinvari-
ante Metriken auf G, die n 2zu einer Riemannschen Submersion

und n 2zu einer Isometrie machen. Dabei heiBt eine Metrik auf

G linksinvariant (abgekiirzt 1.i.), wenn alle Linkstranslationen

Isometrien sind. Ist eine solche Metrik sogar biinvariant, d.h.

sind auch alle Rechtstranslationen Isometrien, so heiBt E ein

normal-homogener Raum.

Ein homogener Unterraum ist eine totalgeod&dtische Unter-

mannigfaltigkeit von E, die von einer Untergruppe von G in-
variant gelassen wird, die darauf transitiv operiert.

Wir betrachten die Situation von § 13 nun fiir einen h o -
mogenen Raum E mit einer transitiven Gruppe G von Iso-
metrien und einer Untergruppe U von G, die auf E mit glattem
Orbitraum operiert. Wie in 13 sei EO die Fixpunktmenge der

Standgruppe UX von X.

Lemma 141: EO ist ein homogener Unterraum von E.

Beweis: E_ ist totalgeoddtisch. Wir zeigen, daB N := NG(UX)
auf EO transitiv operiert. - Auf G operiert die Gruppe

0 := U x G, durch (u;jg))g :=ug go_1 mit dem Orbitraum

~

G/U = E/U . Die Fixgruppe U, des Einselements e von G ist

AUX := {(u;u) ; u € UX} c U ; man beachte U n GX = UX

Die zugehOrige Fixpunktmenge von Gx ist C := CG(UX) , der

Centralisator von UX in G. Also schneidet C alle Orbiten der

U-aktion auf G (vgl. 13), und somit gilt G = U C GX .
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Ein Punkt g(x) in E liegt in EO genau dann, wenn Ug(x)

= UX . Es sei g =u c 9 mit U e U , .¢€ €€ ; 2] € GX

; N -1 3 -
Dann ist Ug(x) =g GX g nu = u (c G, ¢

glx) € Eo genau dann, wenn c G, ¢ n U = u U, u
Nun ist aber UX = . GX c_1 n U , also Ux = u U_ u und
somit u € N . Setzen wir n :=uc , so ist n € N und
g(x) = n(x) .

Andererseits ist natilirlich n(y) € EO fir alle vy € ES

und n €N , da U SUnae n =U_ .

n(y)

Zusammen mit Satz 13 erhalten wir also:

Satz 142: Es sei E ein homogener Raum und U eine Gruppe von
Isometrien mit glattem Orbitraum E/U . Dann gibt es einen
homogenen Unterraum EO von E und eine Untergruppe UO von
U, die fixpunktfrei auf EO operiert, so daB die Inklusion von
EO in E eine Isometrie von EO/UO auf E/U induziert.

Daher dirfen wir jetzt annehmen, daB die Untergruppe U von G

fixpunktfrei auf E = G/GX operiert. Setzen wir

6 := L(U) R(GX) ;, wobei L die Linkstranslation und R die Rechts-
translation
Liglg'~t= g g' |, R(g)g' :=g' g

bezeichnen, so operiert U fixpunktfrei und isometrisch auf G,
und fir den Orbitraum gilt G/U = E/U bis auf Isometrie.
Ist allgemein G eine Liegruppe mit linksinvarianter Metrik

und U eine Untergruppe von L(G) R(G) , die fixpunktfrei
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und isometrisch auf G operiert, so nennen wir die Orbit-Mannig-

faltigkeit G/U einen Doppelquotienten von G. Damit k&nnen wir

das vorige Resultat so umformulieren:

Satz 143: 1Ist E ein Riemannscher homogener Raum, G eine transi-
tive Liegruppe von Isometrien auf E und U eine Untergruppe mit
glattem Orbitraum M = E/U , so gibt es eine Untergruppe G'

von G und einen Doppelquotienten von G', der zu M isometrisch ist.

Dieser Satz gibt eine gewisse Rechtfertigung dafiir, daB wir
uns bei der Untersuchung von Doppelquotienten auf solche Metri-
ken beschradnken, die von linksinvarianten
Metriken auf der Gruppe induziert werden: Diese Struktur tritt
bei der Untersuchung glatter Orbitrdume von homogenen Rdaumen

auf.




Kapitel 2

Liegruppen mit linksinvarianter Metrik

21. Zusammenhang und Krimmung

Wir betrachten eine Liegruppe G mit zugeh&riger Liealgebra
G ; die letztere werden wir je nach Bedarf entweder als Tangen-
tialraum des Einselementes, TeG , oder als Menge der links-
invarianten Vektorfelder auffassen. Es sei ein festes Skalar-
produkt < , > auf G gegeben; dieses induziert eine links-
invariante Metrik auf G, die wir ebenso bezeichnen. Fiir eine
lineare Abbildung A : G - G bezeichne A% . G - G die ad-
jungierte Abbildung bezliglich des Skalarprodukts < , >
V seil der Levi-Civita-Zusammenhang der Metrik < , > auf
G. Wir brauchen diesen nur auf linksinvarianten Feldern zu
berechnen. Sind also X,;Y;Z € G linksinvariante Vektorfelder,
so sind ihre Skalarprodukte auf G konstant, also lautet die
Levi-Civita-Gleichung in diesem Fall (vgl. [8], S. 2)
2 <VXY,Z> = <[X,Y],Z> + <[Z,X],Y> - <[Y,Z2],X>
Daraus ergibt sich
1

(1) vXY = 5 [X,Y] + U(X,Y) ,

1
2

I

(2) U(X,Y) (ad (X)¥ v + aa (v)* x) ;

insbesondere ist VXY wieder linksinvariant.
Zur Berechnung der Krimmung verwendet man die Symmetrie
von U sowie

O = X<VGZ,W> = < VeV Z,W> + <V, 2, v,W>
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fir X,Y¥,%4,W € G .und erhdlts

(3) <R(X,¥Y)Y,X> = u(X,Yy) + % <[x,Y],P(X,¥)> + 7 H[X,Y]Hz
mit
(4) u(xX,y): = HU(X,Y)H2 - <U(X,X),U0(Y,Y)>
= 7 lladx)*y + ad (* x|~ <ad (0)*x,ad (v)* v>
(5) P(X,¥): = 3 (ad(¥)*x - ad(®*¥) - [X,Y]

(vgl. [8], S. 64 - dort fehlt irrtimlich der Faktor 1/4 im
ersten Term von (4).
Eine Untergruppe von G, deren Rechtstranslationen Isometrien

auf G sind, wollen wir rechts-isometrisch nennen. Die gr&Bte

rechtsisometrische Gruppe ist
K = 2d~'(2d(G) n 0(Q))
wobei O(G) die orthogonale Gruppe auf G mit dem Skalarpro-
dukt < , > bezeichnet. Diese Gruppe K wollen wir die Invari-
anzgruppe der Metrik < , > nennen.
Ist also K die Invarianzgruppe und K ihre Liealgebra, so ist

Ad (K) orthogonal und daher ad(X) schiefsymmetrisch fiir alle

X € K, d.h. ad(X)* = - ad(X) . Daher gilt U(X,Y) = O und
P(X,Y) = 0 fir alle X,Y € K , also
V.Y = 1 [x,Y]
X 2 14 14
1 2
<R(X,Y)Y,X> = ¢ [I[x,Y]]

Insbesondere ist K totalgeoddtische Untermannigfaltigkeit von G.
Im Falle biinvarianter Metriken ( K = G ) ergibt sich nicht-
negative Krimmung, die sich {iber die O'Neill-Formel (§ 11) auf

normal-homogene Rdume iibertrdgt.
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Qualitativ k&nnen wir uns diesen Sachverhalt so klarmachen:
Fiir die Abstandsfunktion einer biinvarianten Metrik auf G gilt

dg2,h2) = am g, gn™") < amlg, e) + d(e, gh”

IIA

)

= 2 dlg,h) =
Da Ein-Parameter-Untergruppen Geoddtische sind, liegen e, g
und g2 auf einer gemeinsamen Geod&dtischen, ebenso e, h und h2 .
Daher folgt: Verdoppeln wir in einem gleichschenkligen Dreieck
in G die Schenkel-Ldngen, so ist die neue Grundseite h&chstens

doppelt so lang. Dieser geometrische Sachverhalt ist dquivalent

zu der Aussage, daB G nicht-negative Krimmung hat.

22. Metrischer Tensor und Invarianzgruppe

Wir wollen jetzt annehmen, daB auf G ein Ad(G)-invariantes
Skalarprodukt ( , ) existiert, das im Moment noch nicht posi-
tiv definit zu sein braucht; wir setzen also voraus, daB G re-
duktiv ist. Dann 14Bt sich jedes positiv definite Skalarprodukt
< , > auf G durch eine symmetrische, umkehrbare lineare Ab-

bildung © : G - G beschreiben, die wir metrischen Tensor

nennen wollen:

<X,Y> (e(x), Y)

flir alle X,Y € G . Damit gilt

(1) ad @l = =8 o ad(%) 0 O .

Einen Teilraum V von G wollen wir metrisch invariant

nennen, wenn ©6(V) =V . Ist K die Invarianzgruppe der Metrik

< > , so ist jeder irreduzible Ad(K)-invariante Teilraum V

S

von G metrisch invariant, genauer ein Eigenraum von © nach dem
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Lemma von Schur, sofern es keinen dquivalenten K-Modul in G gibt,.
Ist N c G eine metriseh invariante abelsche Teilalgebra,

so ist [X,Y] = O und ad(Xﬁ'Y = 0 nach (1) fir alle X,Y € N.

Aus der Krimmungsformel 21(3) ergibt sich also, daB die Schnitt-

Krimmung auf jedem 2-dimensionalen Unterraum von N verschwindet.
Das folgende Lemma gibt einen weiteren Spezialfall, in dem

sich die KrlUmmung leicht berechnen 1&8Bt:

Lemma 22: Es sei V © G ein Eigenraum von 6 zum Eigenwert t,
und V seli invariant unter der Invarianzgruppe K, also ein Ad(K)-

Modul. Dann gilt fiir alle X € K , Y €V

(2) <R(X,Y)Y,X> = % £72 H[e(x),Y]H2 .
Beweis: Es genigt, den Fall t = 1 2zu behandeln. Dann ist
ad(x)*v = - o7 ([x,6(¥)]) = - [x,¥Y] und ad(V)¥x = - [Y,6(X)] ,

da [K,V] € V . Aus 21(2) und 21(5) ergibt sich in diesem Fall

(3) U(X,Y)

Il

(4) P(X,Y)
und aus 21(3) wegen ad(Y) Y =0 :
<R(X,Y)Y,x> =+ || [X - 6(X), Y]

1 llte),¥1|?
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23. Eine Schar von normal-homogenen Metriken

auf einer kompakten Liegruppe

Ist G eine kompakte Liegruppe, so gibt es stets eine (posi-
tiv definite) biinvariante Metrik ( , ) auf G, die man z.B.
durch Mittelung iber Ad(G) aus einem beliebigen Skalarprodukt

auf G erhdlt. Fir eine Untergruppe K von G sei X = Xk + Xp

4
die Zerlegung eines Vektors X € G mit Xk & K ; Xp € P 2= K .
Das Skalarprodukt
(1) <X,Y> := (Xk,Yk) S I (Xp,Yp) r B e,

flir X,Y € G definiert eine Metrik auf G mit Invarianzgruppe K.
Diese Metriken wurden schon verschiedentlich untersucht (vgl.
[2, 24, 9] ; sie sind normal-homogen bezliglich der Gruppe G x K
(siehe § 36), haben also nicht-negative Schnittkrimmung.

Wir sind hier nur an dem Fall interessiert, daB (G;K) ein

symmetrisches Paar ist, daB also [P,P] <« K gilt (vgl. [17]).

Zur Abkirzung setzen wir in diesem Abschnitt
XY := ad(X)Y = [X,Y] , XY :=adx)y

Setzen wir noch s := 1/t , so erhalten wir

(2) X'y = Yka + t Ypo + s YkXp + YpXk
und also mit r := s(t-1) = 1-s € (0,1)
= £ a2
U(Ks%) = & kap prk) €EP ,
2 2
<U(X,X),U0(Y,Y)> =r <kap’YkYp> =r t (XkXp,YkYp)
Nun ist (XkXp,YkYp) = (XkYk’Xpr) + (XkYp’YkXp) , und wegen
X, Y + X Y, = (XY ilt (vgl. 21(4):
ks ook ( )p g (vg (4)
12 2 2
u(X,¥) = zr ][(XY)pH - Tt <X Y, X Y >
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(23)
Weiterhin ergibt sich aus (1):
o
P(X,Y) = - = (XY + Lk X Y
(3) ( ) > ( )p pip
Somit erhalten wir aus der Krimmungsformel 21(3)
1 2 2
(4) <R(X,Y)Y,x> = 1S ]](XY)pH + t g(X,Y)
wobei q(X,Y) = - r? <x. ¥ ,X. ¥ > - r <X Y_,(XY),> + =L [[(xY) ”2.
! k"k""p'p pp’ k 4 k

Um zu sehen, daB q(X;Y) nicht-negativ ist, substituieren wir

Xpr = (XY)k - XkYk r SO daB wir erhalten
(5) (X,Y) = rzflx Y HZ - (r? 4+ 1) <xy (XY)., >
e k' k k k' k
1 2
+ g (1 + 3z) ”(XY)ﬁf ’
Nach der schwarz'schen Ungleichung gilt fir a := ”XkYk”’ b :=
H(XY)kH , daB
a(X,¥) z q(a,b) := r’a® - (r? 4+ rjap ¢ 1F 30,2

4

und q ist eine positiv definite quadratische Form, da 4 det g
= =7 + r} positiv ist fir @ ¢ ¥ < 3 , d.h. fir € > 1 .

Die rechte Seite von (4) verschwindet also genau dann, wenn
(XY)p ; XkYk 7 (XY)k gleichzeitig Null sind. Als Ergebnis

erhalten wir somit:

Satz 231: Es sei (G,K) ein kompaktes, symmetrisches Paar.
Dann hat G mit der durch (1) definierten Metrik nicht-negative
Schnittkrimmung K, und fir orthonormale Vektoren X,Y € G

gilt K(X,Y) = O genau dann, wenn [X,Y] = [Xk,Y =0

i)
Uns interessiert besonders der Fall, wo (G,K) ein symmetri-
sches Paar vom Rang 1 ist. Dies bedeutet: Sind X,Y € P mit

[X,Y] = 0, so sind X und Y linear abhdngig. Ist daher E ein
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2-dimensionaler Unterraum von G mit Krimmung K(E) = O , so
gilt nach Satz 231 fir beliebige X,Y € E , daB [X_,Y ] =0

p P

und somit Xp und Yp linear abhdngig sind. Die Projektion von
E auf P hat also htchstens eindimensionales Bild und daher
nicht-trivialen Kern, d.h. E schneidet K . Daraus erhalten

wir mit Satz 231:

Korollar 232: Ist zusédtzlich (G,K) vom Rang 1, so gilt fir

jede Ebene E 1in G: Genau dann ist K(E) = O, wenn E von Vekto-

ren X,Y aufgespannt wird mit

YER, X *Y, [X,Y]s= [Xp,Y] =0 .

24, Beispiele solcher Metriken

241. G =SU(3) , K={A ; A€ U(2)} mit

O o

~ r 7 -
A = LA O , 4 =geta”

A
Dann besteht die Liealgebra K aus Matrizen der Gestalt

¢ N 5
i‘[—g _2 , s E€m(2,C) , S =-S, Spur S = s ,

wobei hier S° die konjugiert—-transponierte Matrix bezeichnet.

AuBerdem gilt

-x O
(Dabei fassen wir Vektoren in K" stets als Spalten auf.) Der
Raum G/K = ¢P2 ist symmetrisch vom Rang 1. Wir haben
[r 1 ( 3 § 3
% iS O] 0O x| _ O* Y |
L | _ ¥ - |

mit vy := Sx + sx ; dieser Kommutator verschwindet also genau
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(24)
dann, wenn es ein A € U(2) gibt mit
N _ 2s O =1

x = A e2 7 S = A 0 -s A b
denn der zweite Eigenwert ergibt sich aus Spur S = s . Wir
setzen

1 ) -2
Y = 1 1 Y = i | 1
3 _7 4 1 i 1

und erhalten fir die Metrik 23(1) auf G = SU(3) aus Kor. 232:

Lemma 241: Ist E ein 2-dimensionaler Unterraum von G mit

K(E) = 0 , so gilt Y3 € E oder Ad(k)Y1 € E flir ein k € K

Beweis: Ist E < K, so enthdlt E das Zentrum von K, das von

Y erzeugt wird. Ist E & K , so ist E = Span {X,Y} mit

3

Y € K und Xp # 0 und [Y,Xp] = O . Die letztere Gleichung

bedeutet nach den voranstehenden Bemerkungen, wenn wir s zu 1

normieren: Y =k Y, £ Bir edm k& K

242. G = Sp(2) , K = Sp(1) x Sp(1)

In diesem Fall ist G/K = ZHP1 = S4 ;, also ein symmetrischer
Raum vom Rang 1. Wir haben
= u
_.IS i & { V] H u,v € Im@H) } ’
P = { — =i X €EH }
e =[x

und es gilt:

u ( X{I _ y]
v " =X J‘J R 2
Yy = ux - xv . Der Kommutator verschwindet also genau dann,

mit

wenn u = xvx_1 (vorausgesetzt x # O ). Flir die Metrik 23(1)
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gilt dann mit Korollar 232:

Lemma 242: Ist E < G eine Ebene mit K(E) = O , sO ent-

hdlt E entweder die Matrizen

mit u,v € Im(IH) oder die Matrizen

A _’I
X = ( 9 XJ , v = {xvx ]
=X k7 . v

mit x €MH , v € Im(H) , tceEIR .

25. Kompakte Liegruppen

Wir erinnern jetzt an einige wohlbekannte Tatsachen Uber
eine kompakte Liegruppe G, von denen wir wiederholt Gebrauch
machen werden (vgl. etwa [1, 17, 18]). Jede maximale zusammen-
hdngende, abelsche Untergruppe T von G ist abgeschlossen, also

ein Torus, genannt maximaler Torus von G. Jedes Element von G

liegt in einem maximalen Torus, und je zwel maximale Tori sind
zueinander konjugiert. Die Dimension des maximalen Torus heiBt
der Rang der Gruppe G. Ist G zusammenhdngend, so ist das Zen-
trum von G der Durchschnitt aller maximalen Tori.

Jede reelle Darstellung eines Torus zerfdllt in 2-dimensio-
nale irreduzible Darstellungen; dies gilt insbesondere fiir
die adjungierte Darstellung von T auf G. Also zerfdllt G in
die Liealgebra T von T und eine Summe von 2-dimensionalen Dar-

stellungsmoduln von T, genannt Wurzelrdume. Das Differential

der Darstellung von T auf einem Wurzelraum E sieht so aus:
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Es gibt eine Linearform r : T » IR und linear unabhdngige

Vektoren X,Y € E , so daB filir alle D € T gilt:

[D,X] = - (D) Y
(1)
[D,Y] = r(D) X
Geht man zur komplexifizierten Liealgebra gc = GXC iber
und setzt 7 := X+iY, Z = X-1iY , so ist (1) zu
[D,Z2] = i r(D) Z
(1) 3 _
[D,Z2] = =i r(D) Z
dquivalent. Wir setzen E =: E(r) . Die dabei auftretenden Line-

arformen, d.h. diejenigen r € 2* , fir die linear unabhdngige
X,Y existieren, so daB (1) gilt, heiBen Wurzeln. Mit r ist auch
-r Wurzel, und es gilt E(r) = E(-r) .

Wir wdhlen nun ein Ad(G)-invariantes Skalarprodukt ( , )

auf G und identifizieren damit T und 2*. Dann gilt auBerdem

(2) X+y, (X,X) = (Y,y) ,
(3) [X,Y] = - (X,X) ¢ ’
(3), [2,2] =21 (X,X) T .
Gilt zusdtzlich (X,X) = 1 , so nennen wir {X,Y} eine orientier-

te Orthonormalbasis von E(r).

Sind r,s Wurzeln, so gilt

(4) [E(r),E(s)] « E(r+s) + E(r-s)
wobei wir E(t) = O zu setzen haben, falls t € T keine Wurzel
ist. Die Menge R c T aller Wurzeln von G heift das Wurzel-
system von G. Wurzelsysteme lassen sich axiomatisch kennzeichnen
und klassifizieren. Jedes Wurzelsystem zerfdllt in zueinander
orthogonale einfache Teil-Wurzelsysteme. Dies sind die bekannten

Wurzelsysteme An, Bn’ Cn’ Dn der klassischen Gruppen SU(n+1),



= 96 -
(25)

SO(2n+1), Sp(n), SO(2n) sowie die Ausnahmetypen E6, E7, E8,

F4, G2 (vgl. [5]). Entsprechend zerfdllt die Liealgebra G in
eine orthogonale direkte Summe
—
G = 2z 2. G,
= = : =i
i=1

wobei Z das Zentrum und Ei einfache Algebren sind, und eine
analoge Zerlegung gibt es flir eine endliche Uberlagerung g

von G.




Kapitel 3

Doppelquotienten kompakter Liegruppen

31. Doppelquotienten

Wir betrachten wieder eine Liegruppe G mit linksinvarianter
Metrik; K sei die zugehdOrige Invarianzgruppe. Diese enthdlt
insbesondere das Zentrum Z von G. Das Produkt G x K ope-
riert isometrisch auf G durch

(g;k)x == g-x-k_1 ;
und der Kern dieser Operation ist die Diagonal-Einbettung des
Zentrums AZ := {(z;z) ; =z € Z} . Die Gruppe I'(G) := (G xK)/AZ
ist also eine Untergruppe der Isometriegruppe I(G) von G. Es
ist bekannt, daB I'(G) die Zusammenhangskomponente von I (G)
ist, falls G zusammenhdngend und einfach ist [22].

Nun sei U eine Untergruppe von I'(G) und U ihr Urbild

in G x K . Die Projektionen von U auf den linken bzw.
rechten Faktor (G bzw. K) bezeichnen wir mit Ul bzw. U_ .
Wir fordern, daB U fixpunktfrei auf G operiert: Ist u € G
und u(g) := U g ur— =g fir ein g € G , sind also Uy
und u in G zueinander konjugiert, so gilt u; = u E 7 .
Der Orbitraum M = G/U trdgt in diesem Fall eine natiirliche
Riemannsche Struktur und die Projektion mn: G - M ist eine
Riemannsche Submersion (vgl. Kap. 1). Einen solchen Orbit-
raum hatten wir Doppelquotient von G genannt.

Wir bestimmen zundchst die vertikale Distribution auf G;

diese ist unabhdngig von der Wahl der linksinvarianten Metrik.
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Die Faser durch einen festen Punkt g € G ist Fg :=
=1

{ u; g ou. ; (ul;ur) € U} . Ist u(t) := exp tX mit
_ ] . -1 . .
X = (Xl’Xr) € U, so ist ul(t) g ur(t) eine Kurve in Fg
und
L w)gu " = ar(@)x, - AL(9)X_ =: v_(X)
dt 1 g Yr 1 r ° g

(@]

ein typischer vertikaler Vektor. Das so definierte Vektorfeld
v(X) auf G ist das zu X gehO6rige Killing-Vektorfeld. Wir ver-

schieben den Vertikalraum Vg = vg(g) nach e durch Links-

translation und erhalten
-1

V. :=dL \Y = v _(U
L (9) . _g(_)
mit
a1 -1 _ -1 _

zg(X) := dL (qg) vg(X) = Ad(g) X4 X
Entsprechend setzen wir

H := dL( )_1H — v

=gl 4 g =~ ’
Die Schar {Yg ; g € G} ist eine Familie von Unterrdumen von

G, die natlrlich i.a. keine Liealgebren sind. Da die Links-
translationen Isometrien sind, spielt der Ubergang von Vg
und H_zu V_ und H_ keine Rolle.
g9 —9 -9
Die Gruppe U dlirfen wir in der linken Komponente um einen
inneren Automorphismus abdndern: Ist g € G und u = (ul;ur)
g -1

€ U , so setzen wir u” = (gulg ;ur) . Auch die Gruppe ud

operiert fixpunktfrei und isometrisch auf G, und die Links-
translation L(g) : G - G ist eine Isometrie mit uwd o L(g)
= L(g) o und induziert daher eine Isometrie der Orbit-

rdume G/U und G/Ug . Eine entsprechende Abdnderung in der

rechten Komponente, u - (ul;gurg_1) , ergibt eine unter R(g)

dquivariante Operation; der zugehtrige Orbitraum ist also
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diffeomorph zu G/U und sogar isometrisch, falls g € K .
Eine dhnliche Situation ergibt sich beim Ubergang von U
zu g° := { (ur;ul) : (ul;ur) € U} . Die Operationen von
U und U° sind dquivariant unter dem Diffeomorphismus «t :
G~>G, t(g) := g_1 , aber dieser ist nur dann eine Isometrie,
wenn die Metrik auf G biinvariant ist. Im allgemeinen sind
G/U und G/UO also diffeomorph, aber nicht isometrisch.
Uber die Isometriegruppe von G/U kann allgemein nicht
viel gesagt werden. Ein Element £f der Isometriegruppe I (G)

induziert genau dann eine Isometrie von G/U, wenn £ U f_1

= U . Die Isometriegruppe von G/U enthilt also die Gruppe
NI(G)(a) / U , kann aber wesentlich grdBer sein, wie das

Beispiel Nr.2 in Tabelle 101 zeigen wird.

32. Krimmung

Die Krimmung des Doppelquotienten M = G/U ergibt sich
aus der O'Neill-Formel (§ 11): Es seien a,b € G linksinva-
riante orthonormale Vektorfelder senkrecht zu Yg flir einen
festen Punkt g € G , also af(g), b(g) € Hg . Weiterhin seien
A,B horizontale Vektorfelder auf G mit A(g) = al(g) , B(g)
= b(g) . Fir die Krlmmung von M gilt nun

(1) Kyldng(a),dn (b)) = Kg(a,b) + 7 [1[2,8],(9) |7

Die Krimmung KG(a,b) von G wurde in § 21 behandelt; hier
interessiert uns der Krimmungs—-erhdhende Zusatzterm
2
(2)  z(a,big) := [ [Aa,B] (9)]

Zur Berechnung folgen wir einer Idee in [14]. Flir beliebiges
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g ET G ist
9

2 2 -2
C = <dL X) +C> v _(X ; XeU
¢yl max { (g) vy (%) vy (x)]] U }
Flir festes X€ U definieren wir die Linearform w = Wy auf G,
die zu dem Killingfeld v(X) dual ist (vgl. § 31):
wX(C) = <V(X) ,C>
Damit haben wir
2 s
(3) z(a,big) = max { wy([a,8])%(g) [lv x| ™% ; xeu )
Nun ist dw(aA,B) = Aw(B) - Bw(a) - w([A,B]) = - w([A,B]), da

w auf horizontalen Feldern verschwindet. Also haben wir
w([A,B]) = - dw(a,b) = - a w(b) + b w(a) + w(l[a,b])

an der Stelle g . Dabei ist

wib) | = <ad(g)” %

*
= <Xl’ Ad (g)b> - <Xr’b> i

= Xr'b>

wobei aAd* : G - End (G) die co-adjungierte Darstellung

ad* (g) := Ad(g_1)* bezeichnet. Diese hat als Differential

d(Ad*)e = ad* mit ad*(X):= - ad(X)* fir X € G . Daher ist
*
a w(b)[g = a <X;, Ad" (9)b>
= fl] <X,, Ad" (g exp(ta))b>
dt'o 1Lr
= <Xy, ad”* (g)ad™ (a)b> ,

und wir erhalten schlieflich

(4)  wy([a,B]) | = <Ad(9)”'Xq, ad(a)*b - ad(®)"a - [a,b)>
- <Xrl [alb]> ’
und mit 21(5):
(4)"  wy([A,B])] = - <Ad(9) Xy, 2 P(a,b) + [a,b]>

- <Xr, [a,b]>

Aus (3) und (4) 148t sich der Zusatzterm 2z bestimmen.
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Im homogenen Fall U = Ur entnehmen wir daraus =z (a,b;qg)
= H:a,b]uH2 , wobei der Index u die Projektion auf U bezeich-
net. Dies folgt auch unmittelbar aus der O'Neill-Formel,
weil im homogenen Fall die linksinvarianten Vektorfelder
senkrecht zu U Uberall horizontal sind.

Im Falle der Metriken 23(1) ergibt sich aus 23(3) und
Satz 231, daB z(a,b;g) = 0 falls K. .(a,b) = 0 , denn in

G

diesem Fall ist [a,b] = [ak,bk] = [ ] = 0 und damit

a ,b
p P
auch P(a,b) = O . Die Ebenen mit Krimmung Null in G/U sind
also genau die Bilder der horizontalen Ebenen mit Krimmung
Null in G.

Im allgemeinen Fall liefern die KrUmmungsformeln hier und

in § 21 drei nilitzliche hinredichende Kriterien

flir die Existenz von Nullkrimmung auf G/U:

(N1) Es gibt eine metrisch invariante abelsche Teilal-
gebra N von G mit dim(N n H ) z 2 flr ein gE€G

(N2) Es gibt zwei metrisch invariante Teilrdume W1 und
W2 von G mit [W1,W2] = 0 , und flr ein g € G
gibt es linear unabhdngige Vektoren X € W1 N Eg 7
Y € W2 N Eg und [Y,6(Y)] € W2

(N3) Es gibt eine rechts-isometrische Untergruppe K von

G und einen Ad(K)-invarianten Eigenraum V des me-
trischen Tensors © mit V + gr und linear unab-
hdngige Vektoren X € K N Eg und Y € V. n Eg flir

ein g € G, so daB [©6(X),Y] =0 gilt.
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Satz 32: Falls G/U eine der Bedingungen (N1), (NZ)’ (N3)

erfiillt, gibt es Nullkrlimmung auf G/U.

Beweis: Ist E ein 2-dimensionaler Unterraum von N N Hg
im Fall (N1) oder E = Span {X,Y} im Fall (N2), (N3), so
gilt KM(dng(E)) = 0 . Dies folgt fiir (N1), (N2) aus (3)

und (4) und 21(3). Fir (N,) beachte man dabei, dap ad (X)" X
), da mit [Y,8(Y)] € W, auch ad (Y) v € W, und

also [X, ad(Yer] =0 . - Fir (N3) benutzen wir 22(2) und

L ad(y
ersehen aus 32(3) und 32(4)', daB der Zusatzterm z(X,Y;q)

in der O'Neill-Formel verschwindet, da wegen 22 (4) gilt:

2 P(X,Y) + [X,Y] = [6(X),Y] = O und auBerdem [X,Y]€EV & gr

33. Maximale Tori und Rang-Bedingung

Von jetzt an setzen wir voraus, daB G eine kompakte Lie-
gruppe ist. Dies ist eine Einschrédnkung; wir behaupten nicht,
daB ein Doppelquotient G/U einer nichtkompakten Gruppe G kein
P-Raum sein k&nne. Die Situation ist hier anders als bei homo-
genen Rdumen mit U = Ur; dort ist G Isometriengruppe von G/U
und damit automatisch kompakt, wenn G/U kompakt ist.

U ist als abgeschlossene Untergruppe von G2 := G x G
ebenfalls kompakt. Wir wédhlen einen maximalen Torus S von U
und erweitern ihn zu einem maximalen Torus T x T' von G2
Da T und T' beide maximale Tori in G sind, gibt es ein g € G

mit T =g T g_1._Dann hat UY einen maximalen Torus s9 c T2 7
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und G/Ug ist isometrisch zu G/U (vgl. § 31). Also diirfen
wir gleich S c T2 annehmen. Ist S := S/(UNAZ) der zu-
gehdrige maximale Torus von U, so gilt

dim S = dim S - dim (UNnAZ) < dim T ,

denn wegen der Fixpunktfreiheit gilt SN AT < AZ . Also ist

IIA

rg U rqg G .
Eine Abschdtzung der Rdnge in der anderen Richtung im Fall
positiver Krimmung liefert der untenstehende Satz unter der

folgenden Bedingung (T) an die Invarianzgruppe K von (G, < , >):

(T) sz U n K2 enthdlt einen maximalen Torus S von U.

Satz 331:% Es sei G eine kompakte Liegruppe mit linksinvari-
anter Metrik und M = G/U ein Doppelquotient mit Bedingung
(T) . Dann gibt es eine kompakte Gruppe H mit linksinvaranter

Metrik und eine totalgeoddtische isometrische Immersion

f: H-M ,sodaB rgH=rgG - rgU .

Beweis: Wie oben kOnnen wir annehmen, daB es einen maxima-
len Torus T' wvon K gibt mit Sl = T'2 . Wir erweitern T'
zu einem maximalen Torus T von G. Es sei C = C.(T') , der

Centralisator von T' in G. Da T c< C , ist rg C = rg G .

Da die inneren Automorphismen Ad(t) mit Ad(t)g = tgt_1

fiir alle t € T' ¢« K Isometrien von G sind, ist C als Fix-

punktmenge dieser Gruppe von Isometrien totalgeoddtisch in

G. Die Gruppe S < T'2 148t C invariant, und C/S ist der

homogene Raum H = C/S' mit S' = Se = {Slsr_1 ; SES).

Dieser ist sogar selbst wieder eine kompakte Liegruppe, da
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S' im Zentrum von C liegt, und wegen der Fixpunktfreiheit
ist dim S' = dim S = rg U , also rg(H) = rg(G) - rg(U)
Die Inklusion f : C - G induziert eine Abbildung &
C/S - G/U . Nach Satz 11 ist dies eine totalgeoddtische
Immersion, falls f die horizontalen Distributionen inein-

ander abbildet. Dazu ist zu zeigen: C - §' 1 V fiir alle

c€E€C.Esgilt U=8S® = EU(r) , wobei Uber alle Wurzeln

r des Wurzelsystems von U zu summieren ist. Ist X € S ,

so ist zc(x) = Xl - Xr = §' . Es sei also X € EU(r) fir
' U

eine Wurzel r von U (vgl. § 25). Dann gibt es Y € E (r) , so

daB 25(1) erfillt ist. Wir wdhlen ein Element D = (Dl;Dr)
€ S mit r(D) =1 . Dann gilt X_ = ad(D_)Y_ , also X_ €
= r 54 Tin r
Bild ad(Dr) . BAndererseits ist C < ker ad(Dr) , und da
ad(Dr) schiefsymmetrisch ist (wegen Dr & K}, gilt Xr + C

Weiterhin gilt flir 2 € € und ¢ € C :

<Z,Ad(C)Xl> = <Z,Ad(c)[Dl,Yl]> = <Z,[Dl,Ad(C)Yl]>

= <[z,D,],Ad(c)Y,> = O ’

1 1

da D, € T' mit C vertauscht. Also gilt C & ZC(X) , und

il
es folgt die Behauptung.

Bemerkung: Ein dhnlicher Beweis ist m&glich, wenn die Be-

dingung (T) durch die Voraussetzung "gr enthdlt einen regu-
lédren Vektor" ersetzt wird. (Ein Element X € G heiBt

reguldr, wenn sein Centralisator CG(X) ein maximaler Torus

ist.) In diesem Fall wlirden wir C = CG(Sr) = T setzen. Die

Orthogonalitdtsbedingung von Satz 11 ist erfillt, weil die

Wurzelrdume von U senkrecht auf T2 stehen.
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. )
Wallach [24] hat gezeigt, daB die Gruppen SO(3) und S

als einzige eine linksinvariante Metrik mit streng positiver

Krimmung zulassen. Nur wenn die Zusammenhangskomponente von H
eine der Gruppen {e}, S1, SO (3) oder S3 ist, kann also G/U

unter den Voraussetzungen von Satz 331 positive Krimmung

haben. Da die Wurzelrdume alle 2-dimensional sind, ergibt

sich insbesondere:

Korollar 332: Ist M = G/U ein Doppelquotient mit posi-

tiver Krimmung und Bedingung (T), so gilt:

rg(G) - rg(U) = 0 falls dim M gerade,

rg(G) - rg(U) 1 falls dim M ungerade.

34. Torus-invariante Metriken

Ist G eine kompakte Liegruppe mit linksinvarianter Metrik

und Invarianzgruppe K, so heiBt die Metrik Torus-invariant,

falls rg(K) = rg(G) , d.h. falls es einen maximalen Torus T
von G in K gibt.

Ist die Metrik von G Torus-invariant, und ist M = G/U ein
Doppelquotient von G mit U< G x K , so gibt es zu jedem
maximalen Torus S von U ein Element (g;k) € G x K , so daB
Ad((g;k))Ss < T2 , und nach § 31 sind die Operationen von U
und Ad((g;k))U isometrisch dquivariant. Wir diirfen also U
durch die Gruppe Ad((g;k))U ersetzen, flir die die Bedingung
(T) erfillt ist. Im Fall rg(U) = rg(G) gilt auch die Um-

kehrung:
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Lemma 3417: Ist G/U ein Doppelquotient mit Bedingung (T)

und ist rg(U) = rg(G), so ist die Metrik von G Torus-invariant.
Beweis: Es sei T' ein maximaler Torus der Invarianzgruppe

K und S ein maximaler Torus von U mit S c K2 (Bedingung
(T)). Wie frlher k&nnen wir S c T'2 annehmen. Da S N AT <
AZ und dim S = rg(G) , folgt dim(T') = rg(G) , also ist

T' maximaler Torus von G.

Bemerkung: Die gleiche Folgerung gilt auch fiir rg(G) = 2 ,

rg(U) = 1 , falls S einen Vektor X = (Xl;Xr) mit linear

unabhdngigen Komponenten Xl’ Xr enthdlt (vgl. Theorem B.).

Ist eine Metrik auf G Torus-invariant, so stehen die Wur-
zelrdume als irreduzible Darstellungsmoduln von T aufeinander
senkrecht und sind Eigenrdume des metrischen Tensors 6. Daraus

ergibt sich die folgende Aussage:

Satz 342: G sel eine kompakte Liegruppe mit maximalem Torus

T und Wurzelsystem R. Weiterhin sei U eine kompakte Unter-

gruppe von G2 mit maximalem Torus S c T2 7 U operiere fix-
punktfrei auf G. Es gebe Wurzeln r,s € R, r * g ¢ R,und Vektoren
XEE(r), YEE(s) ungleich Null, die beziiglich einer biin-
varianten Metrik senkrecht auf Yg stehen fir ein g € G .

Dann induziert jede linksinvariante Metrik auf G, deren In-
varianzgruppe sowohl Urals auch T umfaBt, eine Metrik mit

Nullkrimmungen auf G/U. Ist sogar g € N.(T) , so gilt das-

G

selbe fir UO 5
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Beweis: Da X und Y Eigenvektoren von © sind, ist N :=

Span {X,Y} metrisch invariante abelsche Teilalgebra (vgl.

§ 25) und auBerdem senkrecht zu Yg flir jede T-invariante
linksinvariante Metrik auf G. Damit hat G/U Nullkrimmung
nach dem Kriterium (N1). - Ist Y; der Vertikalraum der
Aktion von UO, so gilt zg = Ad(g)yg . Falls Ad(g) den Torus
invariant 1d8t, falls also g € NG(T) , trifft dieselbe

]

Aussage auf Y; zu, denn die mit Ad(g) zurlickgeholte

Metrik ist wieder T-invariant.

35. Uberlagerungsgruppen

Wir betrachten eine Liegruppe G mit Uberlagerungsgruppe

~

é ; die Uberlagerungsabbildung sei p : G - G . Sind Z und

7 die Zentren von G und G, so gilt 2 = p_1(Z) . Weiterhin
sei p2 : 62 > G2 die Produkt-Uberlagerung. Ist U eine Unter-
gruppe von G2 , SO setzen wir 0 := (p2)_1(U) .
Satz 35: Falls U auf G fixpunktfrei operiert, so operiert
0 auf G fixpunktfrei.
Beweis: Es sei u€U , g€G mit g = u(g) = ulgur_1
Dann gilt fiir u := pz(ﬁ) und g = p(g), daB ulgur_1 = & 3
also u; = u € Z wegen der Fixpunktfreiheit von U auf G.

-~ ~ A~ A_AAA_ AA_’]
Es folgt Uy, U € Z und daher g = gu u,. , also uqu,
= e , also 4. = u._ € Z , was zu zeigen war.
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Die Umkehrung ist i.a. nicht richtig (vgl. das Beispiel
in 812): Ein G € U kann eine Faser p_1(g) permutieren.

Da die Abbildung p : ¢ » G eine Uberlagerungsabbildung
der Doppelquotienten 5 $ 6/6 -~ G/U induziert, genlgt es,
zur Bestimmung aller einfach zusammenhidngenden Doppelquoti-
enten eine geeignete Uberlagerung von G zu betrachten. Jede
kompakte Gruppe besitzt eine endliche Uberlagerung, die ein

Produkt aus einem Torus und einfachen Gruppen ist.

36. Nicht-einfache Gruppen

Jetzt sei G eine kompakte Gruppe und M = G/U ein Doppel-
quotient mit Bedingung (T) und rg(U) = rg(G) . Wir nehmen
1 G2 ein echtes Produkt ist. Nach Lemma 341

enthdlt die Invarianzgruppe K von G einen maximalen Torus

an, daB G = G

T von G. Wir k&nnen wieder annehmen, daB es einen maximalen

Torus S von U gibt mit S < T2 3

Lemma 3617: Falls es X € 91

so erflillt G/U die Bedingung (N

and ¥ € G gibt mit X,Y * Ye

2

2)'

Beweis: Es sei Ti =T N Gi fir i =1, 2. Die Rdume Wi =

gi(f)gi sind Ad(T)-invariant, also metrisch invariant, und

es gilt [W],Wz] =0 . Ist Y € W2 » SO0 gilt fiir alle D € T :

wegen der Schiefsymmetrie von ad (D)

<ad (¥)*yY,D> =

<Y,[D,Y]> = 0 . Also ist ad(Y)"Y € G, 5T = W, und damit

[6(Y),Y] € W, . Damit ist die Bedingung (N2) erflillt,

2
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denn wegen der Rang-Bedingung gilt ze(g) =T , also T < ze
und damit X € G,(9T =W, und Y € G, ()T =W, .

Ist G/U also ein P-Raum, so k&nnen wir ohne Einschran-
kung annehmen, daB pr2( ye ) = 92 , wobei pr, , Ppr, die

Projektionen auf die Faktoren von G und auch G bezeichnen.

Fir i =1, 2 setzen wir g; & = pri(g) fir g € G und
U, = { (a5 u) 5 uw=(up5u) €U0}

U operiert durch U2 auf G2, und pr2( Ye ) 1ist der Tangen-

tialraum an den Orbit U2e . Da pr2( ye ) = 92 , ist diese

Operation transitiv. Das bedeutet, daB jeder U-Orbit in G
die Untergruppe G1 = G1 x {e} schneidet. Es sei

Uu' = {ue€evu; = u

Y12 ro )

Ein Element wu € U 1ist in U' genau dann, wenn u(g) € G1 x {e}
fir ein (und damit fir alle) g € G1 x {e} . Daher induziert

die Einbettung £f : G, » G einen Diffeomorphismus f : G,/U"

\

1

- G/U , der aber i.a. keine Isometrie ist. Da U; immer

noch fixpunktfrei auf G1 operiert, ist G1/U' = G1/U; ein
Doppelguotient von G1, der zu G/U diffeomorph ist. Wir haben

also gezeigt:

Satz 362: Ist der Doppelquotient G/U ein P-Raum gerader

Dimension mit der Bedingung (T), und ist G = G1 X G2 7

so ist G/U diffeomorph zu einem Doppelquotienten von G1

oder G2 5
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Von besonderem Interesse ist der Spezialfall, daB die
Metrik auf G = G1 X G2 eine Produktmetrik ist. In diesem

Fall operiert U durch Ui auch auf den Faktoren Gi isometrisch,
und es gilt:
G/U = Gy x4 (U/U") '

wobei U' auf G1 fixpunktfrei operiert. Rdume dieses Typs
sind vor allem im Fall U' = {e} untersucht worden (cf [7]).
Hat die Metrik auf G1 und G2 = U/U' nicht-negative Krim-
mung, so wird beim Ubergang von G1/U' zu dem diffeomorphen
Raum G/U Nullkrimmung abgebaut, ohne daB anderswo neue

Ebenen mit Nullkrimmung auftreten. Dazu einige Beispiele:

1. G sei eine kompakte Liegruppe mit biinvarianter Metrik
und K eine abgeschlossene Untergruppe. K operiere auf G durch
Rechtstranslation und auf sich selbst durch Linkstranslation.
Der Raum G XK K 1ist isometrisch zu G mit einer normal-
homogenen, G x K - invarianten Metrik, bei der die Lé&ngen
in K gegeniiber der biinvarianten Metrik um den Faktor 1/V2
verkirzt sind. Es handelt sich also bis auf den Vorfaktor %
um die Metrik 23(1) mit t = 2 . Jede andere Verkiirzung in K

kann durch Wahl einer anderen biinvarianten Metrik auf

dem rechten Faktor von G x K erreicht werden.

2. Es sei G, K wie in 1. und H eine abgeschlossene

Untergruppe von K. Der Raum G x_ (K/H) ist isometrisch zu

K
dem homogenen Raum G/H , wobei die Metrik von der in 1.
beschriebenen auf G induziert wird. Alle homogenen P-R&ume

sind entweder normal-homogen oder von diesem Typ [2, 24]

und lassen sich daher als Doppelquotienten von (eventuell
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nicht-einfachen) Gruppen mit biinvarianter Metrik schreiben.

3. Die Metriken in 1. erhdlt man auch, indem man G und
U := G x K mit einer geeigneten biinvarianten Metrik ver-

sieht und den zu G diffeomorphen Raum G x__ U betrachtet,

1]
wobei U auf G durch L(G)-R(K) ' operiert. Nun sei U' eine
abgeschlossene Untergruppe von U, die fixpunktfrei auf G

operiert. Dann ist G x__ (U/U') isometrisch zu einem Doppel-

U
quotienten von G mit der in 1. beschriebenen linksinvarianten
Metrik. Die in den folgenden Abschnitten 41, 42 besprochenen

P-Rdume sind von diesem Typ.

Wir notieren also die Beobachtung: Alle bekannten P-Rdume
lassen sich als Doppelquotienten kompakter Liegruppen mit
biinvarianter Metrik darstellen.

Das Studium von Doppelquotienten nicht-einfacher Gruppen
sollte an anderer Stelle ausfiihrlich geschehen. Wir werden

uns im wesentlichen auf den Fall einfacher Gruppen beschridnken.




Kapitel 4

Beispiele von Doppelquotienten

Beispiele dieses Typs wurden schon in [12] wuntersucht.
Da U als abelsch vorausgesetzt wird, kdnnen wir ohne Ein-
schrankung U c T2 voraussetzen, wobei T der maximale Torus

der Diagonalmatrizen von SU(3) ist. Dann gilt also

(1) U={ (A B) ;i tER) '
wobei
/a1 Y
- . 1
At = exp 2nit a, N
‘ .
(2) ) ¥
‘b1 T
Bt = exp 2nit b2
1 b3‘
L A
mit a.s bi € 7 und > a; = z bi =:s . So definiert, liegt
U nur dann in SU(3)2 ;, wenn s = O 1ist, aber die Gruppen-

operation dndert sich nicht, wenn wir (At; Bt) durch

(zAt; th) mit 2z == e2nls/3 ersetzen; das letztere Paar

liegt in SU(3)2. Die so entstandene neue Gruppe wird dann

durch die Zahlen a! :=3a. - s , b! :=3b, - s flir i =
i sl i i

1, 2, 3 definiert. Also kénnten wir ohne Einschridnkung der
Allgemeinheit s = O annehmen, miiBten dabei aber in Kauf

nehmen, daB die Gruppe U nicht mehr effektiv operiert.
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U operiert fixpunktfrei auf G genau dann, wenn die Eigen-

werte von At und Bt nur in dem Fall bis auf Permutation ilber-

einstimmen, daB sie alle gleich sind. Daraus ergibt sich:

Satz 411: U operiert fixpunktfrei genau dann, wenn flir alle
Permutationen o € S3 und flir alle positiven ganzen Zahlen n
gilt: n teilt a; - bo(i) fir jedes i € {1, 2, 3} nur dann,

wenn alle a, und bj fir i,j € {1,2,3} in derselben Rest-

klasse modulo n liegen.

Dieses Kriterium ist z.B. dann erfiillt, wenn a1 = a2 = a3 =
dies ist der homogene Fall. Nicht-homogene Beispiele werden
in [12] angegeben (siehe auch Lemma 421).

Wir wollen jetzt untersuchen, welche dieser Riume eine Me-
trik positiver Krlmmung haben. Zur Vereinfachung der Bezeich-
nung identifizieren wir die Diagonalmatrizen der Liealgebra

U(3) mit IR3 mit Hilfe der Abbildung

i b ) N
= 1) .
i X, | - x2i = (x1,x2,x3)
23 (%3]
Wahlen wir auf U(3) die Spurmetrik (X,Y) := Re Spur Xy" ,

so ist diese Identifizierung isometrisch.

Das folgende Lemma ist wohlbekannt:

Lemma 412: Sind X , ¥ € G und g € G so, daB die Funk-
tion g' - (Ad(g")X , Y) stationdr ist bei g' = g , dann

ist [Ad(g9)X,Y] = O
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Beweis: Flir beliebiges Z € G ist
0 =2 (ad(g exp tz)X, ¥) = (Ad(9)[X,¥], ¥)
= ((z,x], 2d(e) ') = (z, [x,ad(9)""¥]) ,
also [Ad(9)X,Y] = Ad(g)[X,Ad(g)_1Y] =0

Die Extrema der Funktion X - (X,Y) , definiert auf einem
Ad (G) -Orbit, werden also auf einer (und damit auf jeder)
maximal abelschen Teilalgebra angenommen, die Y enthdlt.

Wir nehmen jetzt s = O an (siehe Eingangsbemerkung) und

e T L t ,
setzen a := (a1,a2,a3) ;s b := (b1,b2,b3) . Die durch

(1) und (2) definierte Gruppe heiBe U = Uab = SU(3)2 . Wir

setzen voraus, daR (a;b) das Kriterium von Satz 411 er-
fillt, daB U also fixpunktfrei operiert.

Wir versehen G = SU(3) zundchst mit der Metrik 23 (1) mit

K = ¢1% ; A€ U(2) , o =det A
o

I's

(vgl. 241). Da K den maximalen Torus T der Diagonalmatrizen

L

von SU(3) enthdlt, operiert U isometrisch, und auf G/U wird

eine Riemannsche Metrik nicht-negativer Krimmung induziert.

Satz 413: Mab = G/Uab hat positive Krimmung, falls
b3 < a1,a2,a3 < b1,b2 oder b1,b2 < a1,a2,a3 < b3
Beweis: Dazu miissen wir nach 241 nur nachweisen, daB Y3

und Ad(k)Y1 niemals senkrecht auf yg stehen, flir belie-

bige g € G, k € K . Dabei setzen wir Yi = e - 3ei fur

i=1, 2, 3, wobei e := (1,1,1)% = = e, -
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Nach dem vorstehenden Lemma 412 liegt fiir jeden Vektor
X € T das Skalarprodukt <Ad(g)X, Yi> zwischen der klein-
sten und der groBten der drei Zahlen <X,Yj> tur 3 = 1;2;3 ;
man beachte ndmlich <X,¥> = (X,Y) fir alle X € G ; Y EK

Also gilt fir alle g € G und i =1,2,3

- 3 &

IIA
IA
I
w
Q

<Ad (G) a, Yi> <
mit a := max {a;ra,,a5) , a := min{a,,a,,a;} . Andererseits
erhalten wir flir die Diagonalelemente der Matrix Ad(k)Y1 fiir
beliebiges k € K die Werte

-2 +3t , 1 =3t , 1
mit t € [0,1]. Daher ergibt sich

<b, Ad(k)Y1> = -3 ((1—t)b1 + tb2) € [—3b2, —3b1]

wobei wir ohne Einschrdnkung b1 < b2 vorausgesetzt haben.

Also erhalten wir insgesamt

3(by - a) < <ad(g) 'a - b, Y,> s 3(b, - a) ,
'a - b, 2aK)Y,> < 3(b, - a)
Ist by < a und a < b, = b, , so ist das erste Skalarpro-

dukt negativ, das zweite positiv; im Fall b1 < b2 < a und

a < b3 ist es umgekehrt. In beiden Fillen sind Y3 und Ad(k)Y1

I

S, = a) < <Ad(qg)~

niemals horizontal, was zu zeigen war.

Satz 414: Auf G gibt es genau dann eine Torus-invariante

Metrik, so daB Ma = G/Uab positive Krimmung hat, wenn

b
(%) bl Z [éra] fir 1 = 1;2,3 ’

wobei a := min {a1,a2,a3} , a = max {a1,a2,a3}
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Beweis: Da X bi = X a; = O , kObnnen nicht alle bi auf
einer Seite des Intervalls [g,a] liegen. Daher ergibt sich
aus (¥*) - eventuell nach Umnummerierung der Komponenten -
die Voraussetzung von 413, und daher existiert eine Metrik
positiver Krimmung von der gesuchten Art.

Ist (%) nicht erfiillt, so konnen wir z.B. b3 € [g,a]
annehmen. Nach Lemma 412 existiert dann ein g € G so daB
(ad(g) 'a, ¥3) = - 3b, = (b,¥;) , also ist Y i= o™ (v
senkrecht zu zg(a;b) bezliglich der vorgegebenen Metrik mit
metrischem Tensor © . Da die Metrik als Torus-invariant
vorausgesetzt war, ist der Wurzelraum E(e1—e2) , der von

den Matrizen und iG12 (siehe S.147) aufgespannt

Trg
wird, ein Eigenraum von ©, und es gibt darin einen Vektor
O # X ¢ Yg , weil Yg eindimensional ist. Wegen O = [X,Y3]

= [X,8(Y)] und weil Y € T und E(e -e2) ein T-Modul ist,

1
ist K(dng(X), dng(Y)) = O nach dem Kriterium (N3), Satz 32

Bemerkung: Ist b ein reguldrer Vektor in SU(3), so ist die

Einschrédnkung "Torus-invariant" in Satz 414 lberfliissig.

415. Die Cohomologie-Berechnung wurde in [12] nur fir
effektiv operierende Gruppen Uab’ welche in SU(3)2 liegen,

durchgefiihrt. Wir skizzieren hier die Verallgemeinerung

fir beliebige Uab . Wir dirfen uns zundchst auf den Fall
S = O beschranken. Operiert Uab nicht effektiv, so haben alle
Differenzen ai—aj ’ ai—bj einen grdBten gemeinsamen Teiler

n > 1 (vgl. 411). Ersetzen wir (a;b) durch

a' = 1 (a - a

n 1e) ’ b' =

(b - a,e)

1
n 1
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mit e = (],],1)t wie vorher, so sind a', b' ganzzahlig

operiert effektiv mit U = aller-

a',b' ~ Ya,p ’
Pop nicht mehr Untergruppe von SU(3)2
3

Wir dirfen daher voraussetzen: a,b €% mit X a, =

und Ua',b'

dings ist U
a

b3 bi , und es gibt keinen gemeinsamen Teiler aller Diffe-
renzen a., - a. , a. - b, flr 1 24 <9 2 3 .

1 J 1 3
Setzen wir

so induziert die Inklusion SU(3) - U(3) einen Diffeomor-
phismus von SU(3) auf U(3)/H . Die Operationen von Uab
und von H (durch Rechtstranslationen) sind vertauschbar.

: e . ; . ;
Setzen wir Uab H , so ist Uab eilne Untergruppe von

]
Uab J
U(3)2 , die fixpunktfrei operiert, und es gilt Mab =

1
U(3)/Uab

In dieser Darstellung kénnen wir die Cohomologie von Mab

leicht nach dem Vorbild von [12] berechnen. Es ergibt sich:

k 0 1 2 3 4 5 6 7
Hk(M) 7 0] 7z 0] Zr Z @ 7
Erzeugende 1 \ w2 2 wZ

mit den Relationen
2 3 2 2

rw- =0, w =0, zw =0, Z- =0
wobei
(+) r := [(aja, + aja; + aja;) - (b;b, + b,by + b3b1)|
1 2 2
= 5 [dall® = el | .

In [12] wurde schon bemerkt, daB im homogenen Fall a = 0 ,

> b, = 0 die zugehdrige Zahl ey, == (b1b2 + b2b

i = gbig )=

3
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bf + bg + b1b2 einer Reihe von Einschrédnkungen unterliegt.

So dist rh nicht in der Restklasse von O modulo 2, 2 modulo 3
O und 4 modulo 5, 2 und 4 modulo 7 usw. Wann immer eine Zahl
r von der obigen Form (+) eine dieser Bedingungen verletzt,
ist der zugehdrige Raum Mab zu keinem Riemannschen homo-

genen Raum homotop (vgl. [12]).

42. G = SU(3) , U©

I
0
X
9]

Wir betrachten folgende Untergruppe von U(3)2 :

U= {(A B_.) ; s, t eER )}

st’ st
mit R
Ast = exp 2mwi @ s+t 3 5
‘\/ t/i
ro ]
BSt = exp 2mi 0
2t |
driit .. . - .
Da det Ast = e = det BSt ; kOnnen wir beide Matrizen
. -4mnit/3 . . s : . ..
mit e multiplizieren, ohne die Operation zu verin-

dern, und erhalten Matrizen in SU(3). Die Operation ist fix-
punktfrei, denn Ast und BSt sind nur dann konjugiert zuein-
ander, wenn zwei Eigenwerte von Ast gleich 1 sind, wenn also
s und t ganzzahlig sind. Aber dann ist schon Ast = BSt =1
Die zugehdrige Liealgebra U wird aufgespannt durch
V= (0,1,1% ©,0,2% , w= (-1,1,0% o)

wobei wir die Diagonalmatrizen in U(3) wie in 41 mit ZR3
identifiziert haben. Ersetzen wir V durch

VI =3V -2 (eje) = ((-2,1,0) % (<2,-2,8%) |

SO erhalten wir die gleich Operierende Gruppe U' < SU(3)2
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Jede abgeschlossene Untergruppe von U mit Dimension 1 hat

als infinitesimalen Erzeuger ein Element der Form
(a;b) == kV + 1w

mit ganzen Zahlen k und 1 und k =2 O . Die zugehdrige Grup-
pe operiert immer noch fixpunktfrei; wir wollen sie Ukl
nennen.

Wir versehen G = SU(3) wieder mit der Metrik von 241,
die auch in Satz 413 benutzt wurde; die Gruppe U und alle

Untergruppen operieren isometrisch bezliglich dieser Metrik.

Lemma 421: G/Ukl hat genau dann positive Krimmung, wenn
- 3%k <1<oO0

t

y& b = (—2k,-2k,4k)F .

Beweis: Es gilt a = (-2k-1, k+1, k

Nach Satz 413 hat G/Ukl = G/U dann positive Krimmung,

ab
wenn -2k < a, < 4k fir i =1,2,3 , woraus sich die Be-

hauptung ergibt.

Da die natlirliche Projektion G/Ukl + G/U eine Riemann-
sche Submersion ist, erhalten wir als Folgerung aus der O'-

Neill-Formel

Satz 422 M6 := SU(3)/U hat positive Krimmung.
Bemerkung: Keine Torus-invariante linksinvariante Metrik
auf G induziert eine Metrik positiver Krimmung auf SU(3)/Uo .

Dies folgt aus dem Bewelis von Satz 414.
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423. Der Cohomologiering von M6 s

Zur Berechnung der Cohomologie ist es wieder bequem, die
Operation einer Erweiterung von U auf U(3) zu betrachten.

Wir setzen also

U' = {(A ; B ) ; 8, £, n€ R }

stu
mit

u-s
:= exp 2ni s+t

z
Astu ti
L J
Wie in 415 erhalten wir U(3)/U' = SU(3)/U = M6 , und filir
die erweiterte Gruppe gilt U' = U' , d.h. die Gruppe ope-

riert effektiv.

Fir jeden Torus A = A/L mit Einheitsgitter L = exp—1(e)
kénnen wir die erste Homologiegruppe H1(A) = H1(A;Z ) mit
dem Gitter L und die erste Cohomologiegruppe H1(A) mit sei-
nem Dual L° identifizieren. Mit S(H1(A)) bezeichnen wir
die Algebra der symmetrischen Tensoren (Polynom-Algebra)
Uber H1(A). Ist B ein zweiter Torus, so induziert jede line-
are Abbildung f: H1(A) > H1(B) einen Homomorphismus

1

£f : S(H (A)) -~ S(H1(B)) . Ist insbesondere A der maximale

Torus einer kompakten Liegruppe, so operiert die Weylgruppe
W (vgl. § 51) auf H'(A) und damit auf S(H (A)) . Die Fix-

menge dieser Operation heiBe Sw(H1(A))

Es sei p : U' ~» T2 die Inklusion, wobei T der maximale
Torus von U(3) ist. Diese induziert eine Abbildung p* s
H1(T2) - H1(U'). Wir definieren die Abbildung § : H1(T) >
B (T) @H'(T) = B'(T%) , &(x) = (x;-x) . Dann erhalten wir

mit der in [12] benutzten Spektralsequenz fiir den Cohomologie-

ring von M6
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H (Mg) = s )/ ss ()
wobeli W = S3 die Weylgruppe von U(3) ist.
Wahlen wir (V, W, (eT;O)} als Basis von LU' = H1(U')
und flr H1(U') die dazu duale Basis {x,y,z}, so ergibt

sich flr die nicht-verschwindenden Cohomologiegruppen:

k 0 2 4 6
Hk(M6) 7 Z . Zz Z
. 2 2 2
Basis 1 X,y X,y X7y

mit den Relationen
z =0, y2 + Xy - x2 =0 , x2y + xy2 = 0

Vergleicht man diese Ergebnisse mit dem Cohomologiering
der Fahnenmannigfaltigkeit von EPZ , ndmlich V6 = U(3)/T
(ein homogener P-Raum), so ergibt sich nur ein Unterschied:
Die zweite (quadratische) Relation ist durch

y2 + xy + x2 =0

Zu ersetzen. Die quadratischen Formen y2 + xy + x2 und
y2 + xy - x2 sind schon iber R (erst recht iiber % ) indqui-
valent: die erste ist positiv definit, die zweite indefinit.
Daher kann es keinen Isomorphismus zwischen den IR-Algebren

H (V6;IR) und H (M6;ZR) geben. Da V6 der einzige 6-dimen-

sionale homogene P-Raum ist, gilt

Satz 423: M6 ist zu keinem homogenen P-Raum homotop.
Bemerkung: Wir kdnnen U zu einer immer nodch fixpunktfreien
Gruppe 0 erweitern mit SU(3)/G = ¢P2 (vgl. Tabelle 101,

Nr.2). Daher ist M6 wie V6 ein Sz—Bﬁndel iber ¢P2
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43. G = Sp(2), U = Sp(1)

Wir betrachten folgende Untergruppe von Sp(2)2

U = {(Aq; Bq) i g € sp(1)}

mit

A

q (q qJ ! Bq - [q 1

L

j S

Dieses Beispiel wurde von Gromoll und Meyer [14] untersucht.
Die Matrizen Aq und B_ sind offensichtlich nicht konjugiert
fir g # 1 , denn Aq = g+I hat keine Fixvektoren, Bq dagegen

hat H e als Fixraum. Also operiert U fixpunktfrei. Aus

2
der Berechnung der Cohomologie analog zu [12] ist leicht zu
sehen, daB der Quotient G/U den Cohomologie-Typ einer S7

hat; in [14] wird gezeigt, daB es sich um eine exotische 7-

Sphdre handelt.

Satz 431: Fir jede linksinvariante Metrik auf G, bezliglich
derer U isometrisch operiert, gilt: Die induzierte Metrik

auf M = G/U besitzt Ebenen mit Nullkriimmung.

Beweis: Die Invarianz-Untergruppe K von G muB die Gruppe
Ur = { Bq ;g € S3 }  enthalten. Die Darstellung Ad(Ur)
auf G - gr zerfdllt in den Fixraum
v =¢[° 1, veim(m)
o) v] '

und den irreduziblen Darstellungsmodul

X} ;. X €EH }
/(
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Also ist G = gr + VO + V1 eine direkte Summe metrisch in-

varianter Teilrdume. Insbesondere gilt fiir

- [a 7 _ [o
X_(OJ’Y_ébt;’

~

X € gr , Y € VO , mit beliebigen a,b € Im (H), daB (a,b)

he
= O (Kriterium (N2)). Fir

_ 1 (1 i
9 T v2 i 1

gilt
-1 (v . v=ivi [v,1i]
J [ VJ g9 T 3 [[v,i] v—ivi}
also
_ o o] (i k) k3]
L A
Waéhlen wir a = i b so, daB

S

bezliglich der gegbenen Metrik, so sind X,Y & yg und daher

KM(dng(X), dng(Y)) = O nach dem Kriterium (N2) in Satz 32;

Als ndchstes wollen wir die Gruppe UO = {(Bq; Aq) : quS3}
betrachten. Hier gibt es viel mehr Metriken, beziliglich derer
Ug invariant operiert, denn die irreduziblen Darstellungs-

o . ;
moduln von Ur , die aus Matrizen der Form

"G
r | i |
(0] L v) (v

mit v € Im(H) bestehen, gehdren zu &quivalenten Darstellun-
gen und miissen daher nicht metrisch invariant sein.

Wir beschrédnken uns daher zundchst auf Metriken, die auch
unter dem maximalen Torus
T = { (a w ; a,b € S1 c T}
L b

von Sp(2) invariant sind, also auch unter der von Ug und T
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erzeugten Gruppe

N
K = { P i pPig E S3 I
L q
Daher sind
51 - { 9 O, ’ vV € m(]H) { 4
O N
K, =H L v ; Vv € Im(H) } ’
X
P = {{_g | 7+ X €EH }

Eigenrdume des metrischen Tensors. Es sei X = Xp + X1 + X2

flir X € G die zugehdrige Zerlegung. Ist also < , > eine

K-invariante Metrik auf G = Sp(2), so k&nnen wir annehmen
<X, Y¥Y> = t1(X1,Y1) + t2(X2,Y2) ot (Xp,Yp) ’
wobeil t1,t2 > O und (X,Y) := Re Spur(XY*) . Die Metrik

ist von dem in [9] diskutierten Typ.

Nach dem Kriterium (N3) in Satz 32 gibt es Nullkriimmung
auf G/U, falls es X €K, YE€P, ge€G gibt mit
[6(X),Y] = 0 und (©(X),2) = (Y,Z) = 0 fiir alle 2Z € yg ,

wobei © der metrische Tensor ist. Nach 242 muB gelten:

(qvg™! q
e(X) = 7 ’ ¥ = —(i

@ b] € Sp(2)
g = " a p ’
und setzen wir 4 = (ul,ﬁr) mit
A _ u -~ _ {u
B [ O} ‘ Yy - L IJ
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(G(X),Xg(ﬁ)) = <qvq_1, aua - u> + <v, bub - u>

1

<aqvq_15 = qvq— + bvb - v , w

wobei das Skalarprodukt auf der rechten Seite der Gleichung
das innere Produkt in H = 324 bezeichnet. Entsprechend ist

(Y, Xg(ﬁ)) = 2 <agb, w

Die beiden Skalarprodukte verschwinden genau dann fiir alle

u € Im(H) , wenn

o

(2) aqqqa-mqq + bvb - v
(3) Im (agb) = 0

Aus (3) ergibt sich, daB r:= aqE mit jeder Quaternion ver-
1 2

tauscht, also gilt aqvq 'a = bvb~ |a| , und damit sind
(2) und (3) &dquivalent zu

(2) " pvb™ ! = qug ! + v

(3)°! a = s b& mit s € 1R
Dabei haben wir noch ]a[2 + ]blz = 1 verwendet, was wegen

g € Sp(2) gilt. Geometrisch bedeutet die Gleichung (2)°',
daB der Vektor v von Ad(b) um 60° wund von Ad(g) um 120°
in derselben Ebene gedreht wird. Eine L&sung der Gleichungen

(2)Y und (3)' ist z.B.
v=73, b= 72 e y, g9g=2Db", a=>b .

Damit haben wir bewiesen:

Satz 432: Eine T-invariante linksinvariante Metrik auf G,
bezliglich derer U° isometrisch operiert, induziert auf G/UO

stets eine Metrik mit Nullkrimmungen.
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Der maximale Torus Sg = {zI ; z € S1} von U° = {gqI ;

r
q € S3} liegt noch in weiteren maximalen Tori von G = Sp(2).
Wir werden in § 95 (S.151) sehen, daB es geniigt, auBer T noch

den Torus T' zu betrachten, dessen Liealgebra von den Matri-

SR O

erzeugt wird; alle Ulbrigen derartigen Tori erzeugen ndmlich

zen

zusammen mit Ug Gruppen, die Untergruppen enthalten, die zu
den von Ug und T bzw. T' erzeugten Gruppen konjugiert sind.
Ug und T' erzeugen aber die Gruppe K' = Ug T' ; diese ist

zu U(2) konjugiert unter dem inneren Automorphismus Ad (g)

mit

1 (1 -4
g = V3 = K ’

(&)

- auf SU(2) abbildet. Das Ad(K')-invariante Komple-

der U
ment von von K' sei V . Dies ist ein irreduzibler K'-Modul,
da Sp(2)/U(2) ein irreduzibler Symmetrischer Raum ist. gg
ist ein dazu indquivalenter irreduzibler K'-Modul. Daher

sind V und Hg Eigenrdume jeder Ad(K')-invarianten Metrik.

Satz 433: Jede Metrik auf G/Uo , die von einer T'-invari-

anten linksinvarianten Metrik auf G herkommt, hat Nullkriimmung.

Beweis: Wir k&nnen filir den metrischen Tensor 6 auf G annehmen:
eiv =I, 6|, 0=tI.Esseien v,w € Im(H) mit v + w .

Wir setzen

IR P F A
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Die Matrix X € V kommutiert mit Y, € U und Y, €V ,
da wv = - wv . Sind daher X und Y := Y1 + Y2 in Eg

fir ein g € G , so gilt die Eigenschaft (N2) mit W1 = RX

und W2 = E{Y1 + E{Yz . Ist
= a b € Sp(2)
g - c d p ’

so gilt mit (1):
(X, gg(a)) =< -ava + bvb , u > ,
(Y, Xg(ﬁ)) = % £ [(ava + bvb ~ 2v) + 2 awb , u >

X steht also senkrecht auf Yg , wenn ava = bvb , also
-1

la] = |b|] = 1/V2 und [a 'b,v] = O . Dann ist Y senkrecht
Zu Yg ; wenn

(4) bvb™ ! - 2v + bw'b~! = o0
mit w' :=t b 'aw ; wegen [b_1a,v] =0 ist w' L v
Gleichung (4) ist &dquivalent zu 2v

_1 ,///ﬂ . ‘
(4)' w' = 2b vb - v . ’ Mg
N

Diese Gleichung ist 18sbar fiir N

w' L+ v , falls Ad(b) eine Dre-

hung von v um 60° bewirkt. Eine L&~

sung ist z.B.:

V:jl a=b=%e_ln/6l

1

w' =tw=25b 'vb -v = %; k .

Die Behauptung folgt jetzt aus Satz 32.

Bemerkung: Man kann zeigen, daB es eine Metrik auf G gibt
(Ug—invariant, aber nicht Torus-invariant), so daB die Teil-
menge von G/UO , auf der Nullkrimmungen auftreten, durch

zwel Gleichungen beschrieben wird.
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2 ~ 3
44, G = Sp(3) , U = sp(1)
Wir betrachten die folgende Untergruppe von Sp(3)2
i . ) 3
U = { (Aq, Brs) ;7 Jg#Eps E 8§ }
mit
(@ ) = )
Aq = 5 q ‘ ] qI " Brs = E = 1l .
L q/‘ { /
Aq hat keinen Fixvektor auf I{3 , im Gegensatz zu Brs ; des-

halb sind Aq und Brs nicht zueinander konjugiert, und U ope-

riert fixpunktfrei. Der Orbitraum M := Sp(3)/U 1ist eine

12
12-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der gleichen Cohomologie

2 , die Fahnenmannigfaltigkeit von IIPZ

wie Sp(3)/Sp(1)
(ein homogener P-Raum); dies zeigen wir in 444. Vermutlich
sind die beiden Rdume aber nicht diffeomorph.

G = Sp(3) =zerfdllt in filinf irreduzible Darstellungsmoduln

\Y% \Y zu indquivalenten Darstellungen von

11* Vaar Viger Yq37 Vag

Ur sowie den Fixraum V Also ist V metrisch invariant, und

33" 33
die Darstellungsrdume sind Eigenrdume jeder Ur—invarianten

Metrik auf G.

Satz 441: Fir jede Ur—invariante linksinvariante Metrik

auf G hat G/U Nullkrimmungen.

Beweis: Die Rdume
5 \
Viy = o 0 | 3 veEeIm(H)} ,
V)
| x
v = {|=-X ’ ;7 X € H )}
12 OJ




(44)

sind metrisch invariant, senkrecht zu gr’ und sie kommutie-

ren. Wir setzen

1T O O 1 _
0O b a
und g} - 4
' 1] f(o )
X = f_1 | € V12 ;y 6(Y) = z 0 | € V33
‘ O] : J|
7/ N #

wobei © der metrische Tensor ist. Zu zeigen ist X,y & g—1glg.

Dabei ist 91 ={vl ; v € Im(H)}) . Wir diirfen annehmen, daB
die Metrik auf V12 mit der Spurmetrik

(U,V) = Re Spur UV"
Ubereinstimmt. Fiir v = i ergibt sich (g—1ig, X) = (iI,X)

=0 ,da g € U(3) mit iI vertauscht. Fir v + i ist

1 1

(gvg™!, X) = (vI, gXg~ ') =0 , da gXg | € U(3) t vI

Weiterhin ist

<g_1vg, Y> = (g_1vg, e(Y)) = <bvb + ava, j>
= <v, bj5-+aj5> = 0 v
da bijb = - aja . Damit ist die Behauptung bewiesen.
Bemerkung: Fir die Metrik 23(1) auf G mit
K =( 2 %, aespz), ges?)

0 g
ldagt sich zeigen, daB die induzierte Metrik auf M12 = G/U
strikt positive Krliimmung auf einer offenen und dichten Teil-

menge von M hat.

12
Wir betrachten als ndchstes die Gruppe UO = {(Brs; Aq) ;

q,r,s € S3}. Aus dhnlichen Griinden wie in § 43 beschrianken

Wir uns zundchst auf die Metriken, die unter Ug und dem maxi-

malen Torus T der komplexen Diagonalmatrizen in Sp(3) und
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damit unter der davon erzeugten Gruppe

P
2 (7 q ; p,d,r € S° = sSp(1) )
X

K = Sp(1)

invariant sind. Die Gruppe K operiert irreduzibel und in-
dquivalent auf <Aw~ <dw~ <Nw . Wir kOnnen wieder das Krite-
rium AZuv von Satz 32 auf X € K, Y € <Nw anwenden. Dazu

setzen wir

u [o )
e(X) = v r Y = . q
. w SC U
Es gilt Y < MM und X & MM , falls u + v + w = 0O , und
[6(X),Y] = O genau dann, wenn Vg = gw . Ist
a b og
g = c d © 0
lo o 1)
so steht Y senkrecht auf wmﬁavlé MM , und dasselbe gilt

fiir X genau dann, wenn

aua + bvb = cuc + dvd = 0O .

1

Dabei ist u = -(v + w) = -(v + g 'vq) . Es ergibt sich also

abcd # O und

a ‘ovba ! = o lavde ! .

u

Die letzte Gleichung ist wegen ab -cd richtig, wenn

|al] = |c| . Dann sind die Betr&dge von a,b,c,d alle gleich,

und zu l1lOsen ist nur noch

-1, -1 1

- a bvb 'a = v +q vg ,

dies geschieht analog zu 43(2)'. Eine LOsung ist z.B.
5 = mIAU _ mH:\m e

und wir kénnen a =c¢ = 1/V2 , b = -d = q/V2 setzen.

Wir haben damit bewiesen:
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Satz 442: Jede T-invariante linksinvariante Metrik auf G,
bezliglich derer U° isometrisch operiert, induziert eine Metrik

mit Nullkriimmungen auf G/Uo .

Wie in 43 gibt es noch weitere maximale Tori von G, die

den maximalen Torus S? = {zI ; zeES1} von U? enthalten.

Wieder genligt es, neben T einen weiteren Torus T' zu unter-
suchen, dessen Liealgebra T' von den Matrizen

i 1 0
it ’ -1 v 0]
0] 0] i

=

aufgespannt wird. Die von T' und Ug erzeugte Gruppe ist

| [
Y = KK,
mit
d 3
K, = q ; g, € 8} ’
r
’A O\
K = ; A SO (2 .
> {.o 1 € SO(2)}

Die Gruppe K' ist konjugiert zu U(2) x Sp(1) .

Ahnlich wie in 43 ist

; v,w € Im(H)}

<

Il
=g <
o< g
eje e

N

ein Eigenraum des metrischen Tensors © Jjeder K'-invarianten
Metrik; wir kOnnen also elv = I voraussetzen. Flir v,w €
Im(H) , v +w , setzen wir

- w v

N

und Y := Y1 + Y2 . Dann gilt X,Y <+ gr und [X,Y] = [6(X),Y]
=0 . Ist also Xx,Y <+ g—19§ g flir ein g € G , so erzeugen
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die Projektionen von X und Y Nullkriimmung auf G/U° (Kriterium

(N2) von Satz 32; vgl. 433). Es sei

a b c
g=|d e f € Sp(3)
9 h m
Dann ist "f } ara + dsd arb + dse *
Ad(g)-1 s = bra + asd brb + ese %
O % * crc + fsf

Das Skalarprodukt mit X verschwindet fir alle diese Matrizen,
d.h. fir beliebiges r,s € Im(H) , falls

(1) ava = bvb , dvd = eve
Setzen wir dies voraus, so verschwindet das Skalarprodukt mit
Y, d.h. das biinvariante Skalarprodukt mit ©(Y) , falls

(2) cve - bvb = bw'b , fvf - eve = ew"e
mit w' := b_1aw , w" = e_1dw ; wegen (1) ist w',w" & v .
Eine LO6sung von (1) und (2) erhalten wir z.B., wenn wir g €

U(3) wdhlen und w' = w" sowie |a| = |d| annehmen. Dann

folgt ad = be , und wegen der Orthogonalitdt der Zeilen von g

muB dann cf = - 2be gelten, insbesondere [c[z = 2|b]2 = 2]e[2
= |£f]|° . Damit erhalten wir aus (2)
(2)" 2 b_1cvc_1b - v =w' , 2 e_1fvf_1e -v =w' ’

was nach dem Muster von 43 geldst wird. Eine L&sung ist z.B.

v=3, w=w'= %; k ,a=b=d=e=1/2 |,
- _f 1 _din/6
c = -f = 73 © .

Damit haben wir bewiesen:

Satz 443: Jede T'-invariante linksinvariante Metrik auf G,
bezliglich derer U° isometrisch operiert, induziert eine Metrik

mit Nullkriimmungen auf G/UO
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444, Flir den Cohomologiering von M12 = G/U ergibt sich
nach dem Vorbild von [12] (vgl. 423):
i) = 8P wls)) s0%s VO @)

wobei W die Weylgruppe der betreffenden Liegruppe und S den

maximalen Torus von U bezeichnet. Als Basis von H1(S) = LU

wdhlen wir {(e;0), (O;e1), (O;ez)} , Wobei wir die Liealge-

bra des Torus T < U(3) < Sp(3) der komplexen Diagonalmatrizen

wie in 41 mit I23 identifiziert und e = % ey gesetzt haben.

Als Basis von H1(S) wdhlen wir die dazu duale Basis {u,v,w}
2 2 2

und setzen x =u” , y=v"° , 2z = w° . Damit ergibt sich

fir die nicht-verschwindende Cohomologie:

k o 4 8 12
Hk(NHZ) V74 7 X 7 Z X 7 ZZ

. 2 2
Basis 1 X , v X", xy X7y

mit den Relationen
2 2
z =3x -y , IX™ +y~ = 3xy =0 , xT =0
Denselben Cohomologie-Modul hat auch der homogene P-Raum
Vi, = Sp(3)/Sp(1)> (Fahnenmannigfaltigkeit des HP2), und
die Relationen-Algebra wird erzeugt durch
Z=-Xx-y , X +%+%° =0 , -0,

wobei x, y die Erzeugenden von H4(V12) bezeichnen. Die % -
4

lineare Abbildung f : H (M12) - H4(V12) mit
f(x) =x, f(y) =x-y
1dBt sich also zu einem Ring-Isomorphismus f : H*(M12) - H*(V12)

fortsetzen. Somit gilt:

Satz 444: M und V

12 haben dieselbe Cohomologie und Homo-

12

logie.
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Problem: Sind V12 und M12 homotopiedquivalent, homdomorph

oder sogar diffeomorph?

Bemerkung: Wir kdnnen U zu der immer noch fixpunktfrei ope-

-~

rierenden Gruppe U := Ul X Sp(2) erweitern, und der Quoti-

ent Sp(3)/ﬁ ist diffeomorph zu H{PZ (Tabelle 101, Nr. 18).

Also ist M12 wie V12 ein S4—Bﬁndel Uber ZHPZ .




Kapitel 5

Fixpunkt-Freiheit

51. Torus und Weylgruppe

In diesem und den folgenden drei Kapiteln betrachten wir
ausschlieBlich den Gesichtspunkt der Fixpunkt-Freiheit; Metri-
ken werden dabei keine Rolle spielen. Wir setzen daher vor-
aus, daB G stets eine kompakte Liegruppe und U eine zusammen-
hé&ngende Untergruppe von G2 = GXG 1ist, die auf G operiert
vermoge

u(g) := u,gu =
: 17 r

wenn u = (ul;ur) €U, g€ G . Der Kern dieser Operation

ist UO U N AZ , wobei Z das Zentrum von G und A : G -~ G2

die Diagonal-Einbettung bezeichnen; wir setzen U = U/UO .
Die Gruppe U (bzw U) operiert fixpunktfrei genau dann, wenn
fir alle u € U

(1) U ~oug = u; = u. €2 ,

wobei ~ die Konjugiertheit in G bezeichnet.

S sei ein maximaler Torus von U. Wenn U fixpunktfrei ope-
riert, gilt dasselbe natilirlich auch flir S, aber auch umgekehrt:
Wenn S fixpunktfrei operiert, so auch U. Ist ndmlich u € U

mit u; ~ u. , so gibt es s € S mit sl ~ Uy sr ~ou

also auch S1 ~ S, - Weil S fixpunktfrei operiert, ist S, =

S, € Z und daher u; = sy = s = u, € Z , und also operiert

U fixpunktfrei, nach (1).
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Wir koénnen daher von jetzt an annehmen, daB U = S selbst
ein Torus ist. Jede Gruppe, die S als maximalen Torus enthdlt,
wird fixpunktfrei operieren, wenn nur S fixpunktfrei operiert.
Diese Erweiterungen werden wir in Kapitel 9 studieren.

Es gibt einen maximalen Torus T' X T von G2, der S ent-
hdlt. Durch eine Konjugation im linken Faktor kOnnen wir er-
reichen, daB T' = T 1ist (Ubergang zu (g;e)S(g;e)_1 i Vol

§ 31). Wir kOnnen also € T annehmen flir alle s € S .

S175¢
Deshalb gibt es ein einfaches Kriterium, um zu entscheiden,
ob s; und srzueinander konjugiert sind:

Der Normalisator N = NG(T) von T in G operiert auf T
durch Konjugation, und der Kern dieser Operation ist T. Die
Faktorgruppe W = W(G) ist eine endliche Gruppe von Auto-
morphismen von T, genannt Weylgruppe von G. Die folgende Tat-

sache ist wohlbekannt ([1], S. 96):

Lemma 51: Ist x,y € T und x ~ vy , sO gibt es ein Element

WewWw mit x = W(y) .

Beweis: G operiert auf sich selbst durch innere Automorphis-
men. Die Standgruppe GX eines Elements x € G 1ist der Cen-
tralisator CX dieses Elements in G. Da nach Voraussetzung

X,y € T , ist T maximaler Torus sowchl in CX wie auch in Cy.

Nun liegen aber x und y im selben Orbit, d.h. x = gyg_1 fir

ein g € G ; deshalb ist CX = gcyg—1 . Also ist auch T' :=

gTg maximaler Torus von Cx und ist daher in CX zu T konju-

giert, d.h. es gibt h € CX mit
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=t e et

T = hT'h ' = hgTg h .

Somit ist hg € N , und damit reprdsentiert hg ein Element
W €€ W . Also erhalten wir

0. ~4% 1

W(y) = hgyg h ' = hxh  =x ,

was zu zeigen war.

Wir k&nnen die Bedingung (1) jetzt so umformulieren:
S ist fixpunktfrei genau dann, wenn fir alle s € S und alle
We W gilt:

(2) W(s

52. Die Bedingung in der Liealgebra

Wir m&chten jetzt die Bedingung 51(2) infinitesimal, d.h.
in der Lisalgebra ausdriicken. T sei die Liealgebra wvon T und
exp: T - T die Exponentialabbildung des Torus. Es ist zweck-
mdpig, diese umzunormieren: Wir definieren

ex = exp : T - T , ex(X) = exp(2nX) .

Die Abbildung ex ist (wie exp) ein Homomorphismus von abel-

schen Gruppen. Wir betrachten folgende Untergruppen von (T,+):
L = ex_1(e) = ker ex ,

LO = ex_1(Z)

wobei 72 « T wieder das Zentrum von G bezeichnet. Wegen Lemma
51 haben wir Z = {t € T ; Wt = t}., wobei W wieder die Weyl-
gruppe bezeichnet. L ist stets ein Gitter, d.h. L = z" mit

n = dim(T) = rg(G) ; Wir nennen L das Einheitsgitter von T oder

G. Die Untergruppe Lo ist nur dann ein Gitter, wenn Z diskret
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ist; andernfalls ist 2 < LO , aber Lo/g ist ein Gitter in
T/Z . Da wir meistens den Fall Z = 0 Dbetrachten werden,

nennen wir LO "by abuse of language" das Zentralgitter von G.

Die Weylgruppe W von G operiert wegen W(e) = e fiir alle
We W linear auf T durch Wx := dWe(x) , und es gilt ex(Wx)
= W(ex(x)). Bei dieser Operation bleibt Z punktweise fest

und L und LO invariant. Nach der obigen Kennzeichnung von 2
gilt in der Tat:
LO ={x€T; (W=-1I)x € L flir alle W e W}
Jetzt konnen wir 51(2) folgendermaBen umformulieren:
S operiert fixpunktfrei genau dann, wenn fiir alle x = (xl;x )
€ S und fir alle W e W gilt:
(1) le - X € L = Xy rX, e L X © X, e .

Im folgenden kdnnen wir ohne Einschrédnkung der Allgemein-

O

heit annehmen, daB S N Az = Eo = 0 , indem wir nétigenfalls
S durch einen zu S N AZ komplementdren Untertorus S' von S
ersetzen. Die effektiv operierenden Gruppen S = S/S N AZ und
S' = 8'/s'nAZ stimmen iberein. Also ist ohne Einschrinkung
S eine endliche Uberlagerung von S und
_ =i
LS 1= eXg (S n AZ)
ein Gitter in S.
Fir W € W definieren wir die lineare Abbildung
fw : S~>-T , f (x) :=Wx, - x_ .

Lemma 521: fw(L§) ist ein Teilgitter von L, auch wenn S

nicht fixpunktfrei operiert.




Beweis: Ist x € Lg ; SO 1st Xl = X € L . Da le - Xy

= (W-1I)x, € L, wegen x., € LO , ist auch le - X e L,

i 1

was zu zeigen war.

Die Eigenschaft (1) 1&Bt sich jetzt so beschreiben:

Flir alle x € S und alle W &€ W gilt:

(2) fw(x) €L = X € Lg

Dies impliziert insbesondere, daB fw injektiv ist, denn

der Kern dieser Abbildung miBte in der diskreten Menge L§

liegen.

Ein Teilgitter L' wvon L soll vollstdndig heiBen, wenn

(Span., L') N L = L'

R

Wir haben damit gezeigt:

Satz 522: S operiert fixpunktfrei genau dann, wenn fir alle
WeW gilt: fW ist injektiv und fW(L§) ist ein voll-

stdndiges Teilgitter von L.

Bemerkung: Nach § 35 wissen wir: Ist p : G > G eine Uber-

lagerung und = @2 ein Torus mit Liealgebra g =5 , so

ist § fixpunktfrei, wenn dasselbe fir S gilt. Dies zeigt auch

Beziehung (2): Das Einheitsgitter f, von G ist ein Teil-
gitter von L. Aus le - X, € L folgt also XqrX, € Lo ’
da S fixpunktfrei ist. Dann ist auch Ry T Eer = le - X,

= (W - I)xl e I und somit x € L d.h. 8§ ist fixpunkt-

§ ’

frei.
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Wir wollen noch den Spezialfall dim S = 1 betrachten,

also Ly = Zx mit x € 22 = AZ . In diesem Fall ist S fix-

punktfrei, falls % fw(x) ein vollstdndiges Teilgitter in L
ist flir alle W € W . Einen solchen Vektor vy € L - {0} mit
der Eigenschaft, daB Zy ein vollstdndiges Teilgitter ist,

wollen wir unteilbar nennen, denn kein Teiler ty mit O < t

< 1 ist Element von L. Ist also x = (xl;xr) € LO2 mit

X, - x. €L, so ist die Gruppe S = S1 mit S = ex(R x)

genau dann fixpunktfrei, wenn fW(x) fiir alle W € W un-

teilbar ist. Dieses Kriterium wurde in 41 schon angewendet.

53. dim(S) = rg(G) - 1

Lemma 531: Es sei L ein Teilgitter von z" mit Basis

{x1,...,x Es sei X := (x1,...,x ) € M(n,n-1;% )

n—1} -

und % € " der Vektor der (n=1)-reihigen Unterdeterminan-

n-1

ten von X. Dann gilt: L ist vollstdndig genau dann, wenn

{ # O unteilbar ist.

Beweis: Es sei L' := (SpanI{L) n z" . Das Gitter L' ist
nach Definition vollstdndig, und L ist ein Teilgitter von end-

lichem Index in L', d.h. [L' : L] =m < « ., Ist y = X tixg

€ L' , mit ti eERrR, i=1,...,n-1 , so ist my € L , also

mti =: ki e #Zz fir i =1,...,n-1 . Wir kdnnen (wenn ndtig,

durch Ubergang zu einem Teiler von y) annehmen, daB die Zah-
len k. ,;s=«s;k ;,m teilerfremd sind. Nun ist X k.x. = my
1 h=l 6

= C (mod m) , d.h. {x1,...,x 1} ist linear abhdngig modulo

n—

m, und die Unterdeterminanten missen modulo m verschwinden,
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54. dim(S) = rg(G)

Von jetzt an sei S ein Untertorus von T2, so daB fiir S :=
S/(S n AZ) gilt: dim(S) = dim(T) = rg(G) =: n . Bei der Un-
tersuchung fixpunktfrei operierender Tori kdénnen wir uns von
vorn herein auf den Fall beschridnken, daB S zu AT transver-
sal ist. Im fixpunktfreien Fall ist ndmlich S n AT < AZ ,
und wir konnen S durch einen Untertorus S' © S ersetzen

mit S' =S und S' N AZ = O . Setzen wir dies voraus, dann

ist die lineare Abbildung

fI : S =+ T ; fI(X)

I!
b
1
b

ein Isomorphismus. Jedes y € T 1&dBt sich also in eindeu-

tiger Weise schreiben als y = X - X, mit x € § ., Die Zu-

ordnung y - Xy definiert eine lineare Abbildung

=i

X = X, == (fI )l

1 : T - S, T 7

und entsprechend liefert die Zuordnung y - X, den linearen
Endomorphismus Xr = X =~ 1 won T.

Nach Satz 522 operiert S auf G fixpunktfrei genau dann,
wenn flir alle W € W die linearen Abbildungen

fW 8- T, fw(x) = le - X,

das Gitter Lg isomorph auf das Einheitsgitter L

von T abbilden. Wir setzen

P = £.8 | )

dann ist FW = (W-I)X + I ein linearer Endomorphismus von T,

und nach 522 ist S nur dann fixpunktfrei, wenn FW fiir alle

W € W =zur Automorphismengruppe des Gitters L, Aut(L) , ge-

hoért, d.h. L bijektiv auf sich abbildet.
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Daher ist folgende Definition sinnvoll: Ein linearer
Endomorphismus X von T soll zuldssig (in G) heiBen,
wenn gilt:

(1) F (X) := (W-I)X+ I € Aut(L)
fir alle W e W .

Wir setzen

ﬁ:z{(xl;x)eL2;x—x e 51 )

Fiir einen Endomorphismus X von T definieren wir die lineare

Abbildung
A 2 PN
X:T~=T ; X(y) == (Xy; Xy - Vy) .
Ist X zuldssig, so gilt
(2) L= &)
Andererseits ist fiir jeden Torus S < T2
(3) L =L NS :
Satz 54: Ist S < T2 ein fixpunktfrei operierender n-dimen-

sionaler Torus transversal zu AZ, sO gibt es einen zuldssigen
Endomorphismus X von T mit

(4) s = X(T) :
Ist umgekehrt X ein zuldssiger Endomorphismus von T, so daB
durch (4) die Liealgebra einer abgeschlossenen Untergruppe S
von T2 definiert wird, so ist S ein fixpunktfreier n-Torus

transversal zu AZ.

Beweis: Nur noch der zweite Teil ist zu zeigen. S ist nach

Definition transversal zu AT, und es gilt fI = i—1 3 S, = e

Da fI bijektiv ist und fI(Lg) = L nach (2) und (3), bildet

fI das Gitter Lg isomorph auf L ab, und wegen (4) gilt das-
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selbe filir fW fir alle W € W . Daher ist S fixpunktfrei

nach Satz 522.

Bemerkung: Ist das Zentrum Z von G diskret, d.h. G halb-

einfach, so ist die Zusatzvoraussetzung im zweiten Teil von
Satz 54 Uberfliissig. Dann ist L ndmlich ein Gitter von end-

lichem Index m in Lo. Ist also X : T - T =zuldssig, so ist

X(L) < LO2 und daher X(mL) < 1?. Daher ist ex(i(z)) abge-

schlossen in T2.

55. Eigenschaften zuldssiger Endomorphismen

Es sei G eine kompakte Liegruppe mit maximalem Torus T,
Zentrum Z, Einheitsgitter L, Zentralgitter Lo und Weylgruppe W.
Fir eine lineare Abbildung X : T - T und W € W sei FW(X)
= (W-I)X + I wie in 54(1). Die Menge der zuldssigen Abbil-
dungen im Sinne von § 54 heiBe ZA = ZA(G) . Diese Menge hat

folgende Eigenschaften, wie man sofort verifiziert:

Satz 551
(a) 0, T € zA mit F (0) =I, F (I) =W
(b) Ist X € ZA , so ist X' =1 - X € ZA und
' —_—

F X'} W FW_1(X)

(¢) Ist X€ zA und A € Aut(L) N Aut(L ) mit AWAT) = w ,
a0 ist X' = axa~ ' € zZa und
-1
F._(X') =AF _ (X) A
W( A" wa

(d) Ist X € ZA und W' € W , so ist X' = W'X FW,(X)'1 e ZA




und es gilt:

F_(X') = F (X) F.., (X)

W WwW ' W'

() Ist X € ZA und Y : T - Z eine beliebige lineare Abbil-
dung, so ist X' = X'+ Y € ZA mit
Fo(X') = F(X)

Betrachten wir die den zuldssigen Abbildungen X assoziierten
Tori S mit S = i(z) gemdB Satz 54, so gehdrt zu X = O der
Torus S = {e} x T , und zu X = I gehbért S =T x {e} . Jede
Erweiterung U mit diesen Tori S als maximalem Torus liegt also
ganz im rechten oder linken Faktor von G x G und ist in unse-
rem Zusammenhang uninteressant. Die Transformation in (b) ent-
spricht der Vertauschung von linker und rechter Komponente in S.
Der Ubergang (c) entspricht der Anwendung eines Automorphis-
mus von G und (d) der Anwendung eines inneren Automorphismus
auf die linke Komponente von S (vgl. § 31). Die Transformation
(e) schlieBlich bedeutet den Ubergang zu einem anderen Torus
s' mit §' = § ,

Zwel zuldssige Endomorphismen, die durch eine der Umformun-
gen (b) - (e) auseinander hervorgehen, sollen &dquivalent hei-
Ben. Die Aufgabe wird sein, alle Elemente von ZA(G) bis auf
Aquivalenz zu bestimmen.

Ist G eine k-fache Uberlagerungsgruppe von G und X € ZA(G),
so ist X € ZA(Q) (vgl.die Bemerkung nach Satz 522). Das Um-
gekehrte ist nur richtig, wenn FW(X) € Aut(i) N Aut(L) fir
alle W € W , wobei I c . das Einheitsgitter von G ist. Es

wliirde also an sich ausreichen, nur Gruppen der Form G = T' x G'

zu betrachten, wobei T' ein Torus und G' einfach zusammenhidn-




(55)

gend ist. Aber z.B. das Gitter der Spin-Gruppen ist nicht so
einfach wie das der Orthogonalen Gruppen zu behandeln. Des-

halb interessiert die Frage, in welchen F&dllen ZA(G) = ZA(G)
ist. Das folgende Korollar liefert ein notwendiges Kriterium

flir die Zuldssigkeit in G, das man am Gitter L ablesen kann:

Korollar 552: Ist X & ZA(@) , so gilt flUr alle W € W :
= =
(a) det FW(X) 1
(b) FW(kL) c L
Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 551, da i ein Teilgitter

vom Index k in L ist, also kI in L und damit in L liegt.

Wenn alle Endomorphismen X von T, die (a) und (b) erfillen

schon in ZA(G) sind, gilt 2ZA(G) = ZA(G) .

Wir betrachten nun eine Untergruppe G' von G mit maxima-

lem Torus T' « T . G' heiBt eine reguldre Unteralgebra von

G und G' eine reguldre Untergruppe von G, wenn jeder Wurzel-

raum von G' auch Wurzelraum von G ist, mit andern Worten, wenn

flir die Wurzelsysteme RG e T . RG‘

RG' c RG . Da die Weylgruppe einer kompakten Liegruppe durch

die Spiegelungen an den Hyperfldchen senkrecht zu den Wurzeln

<« T' von G und G' gilt:

erzeugt wird, ist die Weylgruppe W' von G' eine Untergruppe
der Weylgruppe W von G. Genauer: Ist T" = T @ T' das ortho-
gonale Komplement beziiglich einer W-invarianten Metrik, so gilt:

W'={(Wwew; w,,=1I}

Tll
Mit j : T' - T bezeichnen wir die Inklusion und mit

p : T > T' die orthogonale Projektion. Fir W € W gilt:
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(W-1I) p=p (W-1I) =W-1I . Mit L' bezeichnen wir das Ein-
heitsgitter, mit Lé das Zentralgitter von G'. Dann gilt
(B L p(Ly) = L}
Das erste ist klar. Das zweite sieht man so: Ist W € W' ,

i — = —_ — "o ' !
so ist (W I)pLo (w I)LO LNT L' , also pPL_ < LS
(vgl. § 52). Daraus ergibt sich:

Korollar 553: Ist X € ZA(G) , so ist T" fix und T' invariant
unter FW(X) fir alle W € W' , und es gilt X' := pxXj € ZA(G')
mit
1) == . v

F (&Y = FW(X)|IL fir Wew

und insbesondere gilt:
] _—

det (F, (X"') = det Fo(X) .
Beweis: Da Bild (W - I) < T' , ker (W- I) c " , isk
F.(X) =TI auf T" und Fq(X)T' € T' . Insbesondere gilt
F (X)L' = L' . Da Fie(X') = (W - I)X]z, + I = FW(X)IE, , ist
FW(X') € Aut (L) , was zu zeigen war.

Ist G eine abelsche Erweiterung von G', d.h. ist G' Normal-

teiler von G und G/G' abelsch, so ist die Zuordnung ZA(G) -~

ZA(G') : X » X' wie in Kor. 553 sogar surjektiv:
Korollar 554: Ist G eine abelsche Erweiterung von G', ferner
X' € ZA(G'") und X € End(T) mit X[ py = X' und X(L) < Ly »

so ist X € ZA(G) .
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Beweis: In diesem Fall gilt W' = W . Fiir alle W € W ist
daher (W - I)XL < (W - LyeLnT" =1L", also FW(X)L =
L' + L =L . AuBerdem ist FW(X')L' = L' , also (W - I)XL c
L' ‘= FW(X)L' = FW(X)L . Damit ist L = FW(X)L + (W - I)XL <

FW(X)L und also FW(X)L = I, . Insbesondere ist FW(X) sur-
jektiv, da T = SpanH{L , und also auch 1injektiv, somit

FW(X) € Aut(L) , was zu zeigen war.

Da im Falle abelscher Erweiterungen T" im Zentrum Z von
G liegt, ist mit X € ZA(G) auch pX € ZA(G) (Satz 551 (e))
und bestimmt einen dquivalenten Torus . Daher ist
bis auf Aquivalenz jedes X € ZA(G) eine Erweiterung von
einem X' € ZA(G') , und je zwei Erweiterungen sind &qui-

valent.
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Kapitel 6

Fixpunktfreie Torus-Aktionen von maximalem Rang

auf SU(n)

61. SU(n) und U(n)

Wir betrachten zundchst die Gruppe aller unitdren nxn-
Matrizen lUber C ,
G = U(n) = {AeMnh,c; AA=T1I} |,
mit dem maximalen Torus T der unitdren Diagonalmatrizen.
Wie schon friher (§ 41) identifizieren wir die zugehdrige

Liealgebra T der rein imagindren Diagonalmatrizen mit ®”

y \ v
#4 (x13 - (x < )t
| | = bregemeasg) e

X

5 oaes

n |

e

n i

i~

Wdhlen wir auf G die (Ad(G)-invariante) Spurmetrik
(X,Y) := Re Spur XY© ,

so ist diese Identifizierung isometrisch. Das Einheitsgitter

L von T wird dabei in %" iiberfiihrt. Lineare Endomorphismen
von T werden also durch reelle nxn-Matrizen dargestellt, und
diese sind ganzzahlig genau dann, wenn das Einheitsgitter L
invariant bleibt. Zwei Elemente x,y €T sind konjugiert genau
dann, wenn ihre Komponenten bis auf Permutation {ibereinstimmen.

Die Weylgruppe W = W(U(n)) 1ist also die Permutationsgruppe

Sn . Das Zentrum von G ist 2 = {zI ; z € S1} mit Liealgebra
Z = IRe , wobei e := X e, wie friiher. Das Zentral-"Gitter"
L = Re + " .

ist daher LO = 7 +
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U(n) 1ist abelsche Erweiterung der einfachen Gruppe G' =
SU(n) , die aus allen unitdren Matrizen mit Determinante 1
besteht. Als maximalen Torus von G' wdhlen wir T' =T n G'
mit Liealgebra T' = T (- IRe = e’ . (Wenn wir die Dimension
hervorheben wollen, werden wir Tn fiir T und Tﬁ flir T

schreiben.) Z2 = IRe ist der Fixraum von W (vgl. 554). Die

orthogonale Projektion p ¢ T = T' auf T' ist definiert

durch
L — ' » = — <X’e> =3 — _1_
p(x) := x' := x s X = (2 xi)e .
(Fir Paare (x;y) € 22 werden wir hdaufig (x;y)' statt
(Ml ) schreiben.) Das Einheitsgitter von G' ist L' =
L N T' und das Zentralgitter Lé = pLO = pL , denn Lé c
1

LO i E" = pLo (vgl. 553) .

Nach 554 ist X € ZA(G) genau dann, wenn X' := pX|T €
ZA(G') , d.h. die Bestimmung von ZA(G) und ZA(G') sind &qui-

valent. Der Vorteil von G gegeniiber G' ist, daB T eine Basis
besitzt, die unter W invariant ist, ndmlich {e.,...,e_};
1 n

dies ist fiir G' nicht der Fall.

62. Notwendige Bedingungen fiir Zuldssigkeit

Wir wollen zur Bestimmung von ZA(G) nur das notwendige

Kriterium von Korollar 552 benutzen. Genauer: Wir werden alle

rationalen (vgl. 552(b)!) Matrizen X € M(n,D) bestimmen mit
(1) det F,(X) = = 1 flir alle W e W .
Allgemein fir eine nxn -Matrix X setzen wir
1
= o= o= =
Ay = aW(X) =5 (1 det FW(X)) P
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Dann ist (1) &quivalent zu
(1) aW(X) e {0,1} fir alle W e W
Betrachten wir zundchst den Fall n = 2 . Dann brauchen
wir (1)' nur fiir W = (1 11 zu verifizieren, denn fir W = I
N Is
ist (1)' immer erfillt: aI(X) = 0 fir alle X. Ist X =
((xijn € M(2,0) gegeben und setzen wir
Bi3 T %33 T iy
SO gilt
Fo(X) = (1 - upq 1_112 “
E o T - ugg)
(1)"' ist also erfillt, wenn Uy + u12 ) ay, mit a12 =

aW(X) e {0,1}

Ist jetzt n =z 2 Dbeliebig, so kdnnen wir die Weyltransfor-

mation Wij betrachten, die nur e, und ej miteinander ver-

L

tauscht (Spiegelung an der Hyperebene (ei - ej) in T). Setzen
wir analog zu 2o
alj t= alj (X) == awl] (X) ] 1 76 J ’

so gilt entsprechend

(2) u,. +u.., = 2 a.. 7
ij J A 1]

und falls (1)"' erfdllt ist, gilt aij € {0,1} . Dies und alle
weiteren dhnlichen Schliisse sind Anwendungen von Kor. 553,

in diesem Fall auf die zu U(2) isomorphe Untergruppe von

G = U(n) , deren Elemente alle Koordinaten mit Ausnahme von

i und j festlassen.

Fir n = 3 sind 1in W = S3 auBer den Transpositionen nur
die zyklischen Vertauschungen (123) und (132) (Zykeln-

Schreibweise der Permutationen). Wir setzen zundchst
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% f
w = (123) = 1
Lo |
7z
Dann ist .
0 0 0 1 -1 _1E
W-I = S |1 =1 9] mit S =10 1 O |
\O 1 —1) \O 0] 1)
Setzen wir
v = u12 + u23 + u31 7
so ist Y N
1 0] 0
_’] _ ] _ _
S FW(X)S = | Usq 1 2a12 v 2(a31+a12)
Ru31-— Uy g 2(a23+a12)—v 1—v+2a12
Dann ist
v —-pv+g = O

mit

p = 2(a12 + 259 + a31) + 1 "

g = dlag g # Hyg8yy F dggdsg) T 2 Ay
Die Koeffizienten p und g sind also symmetrisch in a,5r 53
a,.,. AuBerdem ist mit X € ZA(G) auch I - X € ZA(G) , und

31
die Werte von aij(I—X) sind komplementdr zu denen von
aij(X) , d.h. das erste ist O genau wenn das zweite 1 ist und
umgekehrt (vgl. Satz 551(b)). Deshalb haben wir nur die Fdlle

zu untersuchen, daB drei oder zwei der aij verschwinden:

T a. . a P q p2—4q v= %(p =

iJj W + VET:ZE)
0 0 1 0 1 1 / O
@) 1 1 2 =7 nicht reell
1 0 3 0 9 3 / O
1 1 3 2 1 2 7 1

Dabei haben wir nur v € IR und (1)' benutzt.
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Die Auswerteung der anderen zyklischen Vertauschung (132)
liefert daselbe Ergebnis nach Vertauschen der Koordinaten
2 und 3, d.h. wenn wir v durch

) e
v t= u13 + u32 + u21

ersetzen (vgl. 551(c)). Andererseits sind v und v' durch die
: 1c B : s

Gleichung v' = 2(a12 + 353 + a31) v verbunden. Die LO

sungen v = 0 1im Falle X aij =0 und v =3 1im Falle

DR aij = 1 wirden also Vv' = -1 ergeben und sind daher
nicht m&glich. Die Werte fiir die Fdlle X aij = 2 und
z aij = 3 ergeben sich mit

uij(I-X) =1 - uij(X)

und daher

v(I-X) = 3 - v(X) ’ v' (I-X) 3 - v'(X)
Setzen wir fir beliebige n =z 3

vijk = uij + ujk + Uy
mit paarweise verschiedenen i,j,k , so erhalten wir analog

(vgl. 553) die folgene Tabelle:

13 + ajk +toa | @) 1 2 | 8
5 I T e B
i3k 0 O, ;24 1,2,.3 3
Dabei gelten folgende Beziehungen:
(4) vijk = 2(aij + ajk + aki) - vikj
(52 Vidk T Yiid Y Vige T Vaki - 468q F 894 * ag)

(i,j,k,1 paarweise verschieden. Die letzte Gleichung zeigt,

daB alle vijk berechnet werden kOnnen z.B. aus

(6) V.. 9= N .. =
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Im Fall n = 4 Dbehandeln wir zusdtzlich die blo<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>