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1 Einleitung

In der Algebra beschiftigt man sich groltenteils mit der Auflésung von Gleichungs-
systemen. Wahrend anfangs fiir die Gleichungen von Grad 2,3 und 4 Formeln fiir die
Losungen gefunden wurden, scheiterte man lange an dem Versuch die allgemeine
Gleichung hoheren Grades zu l6sen.

Evariste Galois (geb. 25. Oktober 1811, 130. Mai 1832) ist eine der bedeutendsten
Personlichkeiten, die uns beziiglich dieses Problems eine bis heute sehr wichtige und
zu seiner Zeit bahnbrechende Forschung hinterlieBen. Galois’ Geschichte ist traurig,
unter anderem, weil seine Arbeiten zu seiner Zeit keine Anerkennung erhielten und
groltenteils abgelehnt wurden. Seine Arbeiten befassten sich mit der Existenz von
Losungesformeln fiir Gleichungen héheren Grades.

Galois kam bei einem Pistolenduell ums Leben und schrieb eine Nacht vor seinem
Tod an seinen Freund Chevalier einen Brief, in dem er ihn bat, seine Arbeiten an Gaul$
und Jacobi weiterzuleiten. Obwohl Gauf$ und Jacobi die Arbeiten von Galois erhielten,
hérte man von Galois’ Forschungen vorerst nichts. Schliefllich erkannte Joseph
Liouville die Bedeutung von Galois’ Arbeiten und veréffentlichte sie im Jahr 1843
in seinem Journal.

In seiner Forschung ordnete Galois jeder Polynomgleichung eine Gruppe von
Permutationen zu, die heute unter dem Namen Galoisgruppe bekannt ist. Allge-
mein dient die Galoisgruppe als Mal fiir den Unterschied zwischen Grundkorper und
Losungskorper der Gleichung.

Mit ihr entwickelte Galois eine Methode, genannt Galois-Theorie, die die Frage der
Losbarkeit einer Gleichung beantwortet.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Bestimmung der Galoisgruppe eines Polynoms.
Urspriinglich wurden die Elemente der Galoisgruppe als Symmetrien der Nullstellen
beschrieben, also diejenigen Permutationen, die alle Relationen zwischen den Null-
stellen erhalten:
GU.={geS,: oHeR VYHEeR}

R ist die Menge der Relationen zwischen den Nullstellen von f. Und schon steht man
einem Problem gegentiber:

Wie bestimmen wir alle Relationen zwischen den Nullstellen?
Vergisst man eine Relation, so kann dies bereits zur falschen Galoisgruppe fiihren.
Doch auch Galois war sich dieses Problems bewusst und fand einen Ausweg:
Die Bestimmung der Symmetrien mit Hilfe eines sogenannten primitiven Elements.
Zu den unterschiedlichen Nullstellen a;,..., @, eines Polynoms f von Grad n gibt es
ein Element #, genannt primitives Element, mit dem die Nullstellen darstellbar sind:
ai,...,a, sind Polynome in ¢, also wenn ¢ in h; eingesetzt wird, ist das die Nullstelle
a;. Werden die Wurzeln des Minimalpolynoms von ¢ in diese Polynome #; eingesetzt,
so erhilt man wiederum Nullstellen von f, jedoch nicht unbedingt jeweils die i-ten.
Die Nullstellen treten in einer anderen Reihenfolge auf und diese Umordnung ist eine
Symmetrie der Nullstellen, also ein Element von Galt,
Es geht sogar weiter: Die Bestimmung der Elemente der Galoisgruppe mit Hilfe einer
einzigen Relation.
Dafiir benutzt man in dem oben beschriebenen Ausweg ein ganz besonderes primi-



tives Element, welches durch a;, ..., @, eingesetzt in einer Galois-Resolvente entsteht.
Die Galois-Resolvente ist ein Polynom V in n Variablen, sodass V (x41, ..., Xo1) fiir jedes
o € §,, einen anderen Wert annimmt:  [{V (Xy1,..., Xgn);0 € S;,}| = n!

Die Elemente der Galoisgruppe wird auch auf eine "moderne” Weise beschrieben:
Dedekind definierte die Elemente durch Autotmorphismen, die auf den Grundkorper
eingeschrinkt die Identitdtsabbildung sind.

G"%.={ogeAut(l): olx=1idg}



2 Galoisgruppe - alt

In den folgenden Unterkapiteln werden nun Bedingungen und Begriffe, die in der
Definition der Galoisgruppe eines Polynoms vorkommen, néher analysiert, um dann
die urspriingliche Beschreibung der Galoisgruppe in seiner Gesamtheit zu betrachten.
Zuerst stellen wir eine Methode vor, die die Berechnung der Koeffizienten eines Poly-
noms mit seinen Nullstellen ermdéglicht:

2.1 Elementarsymmetrische Polynome - Satz von Viete

Die meisten Mathematiker versuchten das Nullstellenproblem von Polynomen

(P(x) = apx"*+a,_1x" T+..+ap L 0) zulosen, indem sie aus den Koeffizienten Formeln
bildeten, die (méglicherweise) zur Berechnung der Nullstellen dienen. Der bedeuten-
de Mathematiker Francois Viete! begab sich auf einen neuen Weg und betrachtete das
Nullstellenproblem aus einer eher ungewohnlicheren Perspektive:

Er bestimmte aus den gegebenen Losungen die Koeffizienten des Polynoms.

Beispiel: n=2: Px)=x*+a;x'+ay
P habe zwei Nullstellen bei @; und a», also P(x) = (x — a1) (x — a2).
= xXPt+axt+ay=(x-a)(x—-a)
=x%- (a1 +a)x+ajas
=> a1=—-(a1+a) und agy=a;ay
Die Koeffizienten a; und ay stehen in einer Beziehung zu den Nullstellen a; und a;.

Seinun P(x) = x"+ a,_1x" '+ ...+ a1x+ap € K[x] mita,_1,...,a0€ Kund P(x) =0
fiir x = ay, ..., a,, € L.2 Wir zerlegen P in Linearfaktoren:

P(x) x-—a))-(x—az)-...-(x—ap)
= X'+a, X" '+ +a = x-a)-(x—-a)-..-(x—ay)

Die rechte Seite der Gleichung wird ausmultipliziert. Wie beim obigen Beispiel fin-
den sich vor den Potenzen nun Ausdriicke, die sich aus den n verschiedenen Wurzeln
des Polynoms zusammensetzen. Die Gleichheiten dieser Ausdriicke zu den Koeffizi-
enten a,...,a,—1 von P ist gegeben, da die Koeffizienten eines Polynoms eindeutig
bestimmt sind[[A]S.293]. Deshalb kénnen wir folgende Gleichungen aufschreiben:

a1 = D' tetan) = D'La;
J
an-2 = FDX@az+..tapay) = (FD*Y aa;
1<j
an—k = (—l)k‘ Z ‘ajl-ajz-...-ajk
N<-..<Jk
ap = (—1)"@1'...'0571

lpranzésischer Mathematiker, 1540 - 1603
2L ist hierbei der Losungskorper des Polynoms



Die blau hervorgehobenen Terme werden als Polynome bzw. Funktionen in den
Variablen ajy,...,a, aufgefasst und heilen elementar-symmetrische Polynome in
ai,...,an. Allgemein schreibt man fiir die k-te elementar-symmetrische Funktion :

ek(xl,...,xn) = ' Z xj1~xj2~...-xjk
J1<<Jk

Bemerkung 2.1. Die Polynome e sind symmetrisch. Die neu gewonnenen Aus-
driicke fiir die Koeffizienten sind also unabhéngig von der Anordnung der Nullstellen.
Jedes symmetrische Polynom entsteht durch ein Polynom in ey,..., e, [[B]S.30 —12.1].

Bemerkung 2.2. Um die Koeffizienten eines normierten Polynomes von Grad n wie
beschrieben darzustellen, ist die Existenz von genau n verschiedenen Nullstellen not-
wendig.

Der hier erkliarte Prozess ist in der Mathematik als Wurzelsatz von Viete bekannt, der
kurzgefasst besagt, dass man die Koeffizienten eines normierten Polynoms durch sei-
ne Wurzeln bestimmen kann: a,_; = (-1)'e;(d@).

In der Defintion der Galoisgruppe wird eine der Bedingungen an das Polynom sein,
dass seine Diskriminante ungleich Null ist. Die Bedeutung und Wichtigkeit dieser
Bedingung wird nun im nichsten Unterkapitel dargelegt.

2.2 Diskriminante eines Polynoms

Die Diskriminante® eines Polynoms wird zur Untersuchung der Mehrfachheit von
Nullstellen herangezogen. Sie ist das Produkt der Differenzen der Nullstellen.

Zur Erinnerung: Sei f ein Polynom mit Nullstellen in a;, ..., a,.
Dann kann man f als Produkt von Linearfaktoren* schreiben:
fX)=x"+a,1x" 1+, +ag=(x—-a)(x—az)-...-(x—ay)

Sei k € {1,..., n}: a ist eine einfache Nullstelle, falls (x — aj) in der Linearfaktorzeleg-
nung von f nur einmal auftritt. ay ist eine mehrfache Nullstelle, falls (x — aj) in der
Linearfaktorzelegnung von f mindestens zweimal auftritt.

Beispiel: Diskriminante eines Polynoms von Grad 2:

Die Nullstellen des Polynoms f(x) = ax? + bx + c € R[x] liefert uns die Mitternachtsfor-
-b+VDb?-4ac

mel X1/2 = 2a

und die Diskriminante ist D¢ := V' b? — 4ac. Mit D kénnen wir genauere Aussagen {iber
die Nullstellen treffen:

3Der Begriff stammt aus dem lateinischen Wort dicriminare(= unterscheiden).
4Linearfaktoren sind Polynome mit Grad 1. Kann man ein Polynom als Produkt von Linearfaktoren
schreiben, so sagt man auch: Das Polynom zerféllt in Linearfaktoren.



<0 es gibt keine Losung
D; = =0 es gibt eine doppelte Nullstelle
>0 es gibt zwei unterschiedliche Losungen

Die allgemeine Formel der Diskriminante eines Polynoms von Grad n wird folgen-
dermalflen definiert [[D]S.302 — 303]:

Dyi=(-D"T [[(ai-a))
iZ]

Man kann also sagen: Besitzt f mindestens eine mehrfache Nullstelle, dann ist min-
destens eines der Produkte der Diskriminante D¢ gleich Null, d.h. a;—a; =0 mit
i # j. Die Diskriminante ist nicht Null, falls das Polynom keine mehrfache Nullstelle
besitzt.

Dy ist ohne die Kenntnis der Nullstellen aus den Koeffizienten bestimmbar:
Da D¢ ein symmetrisches Polynom ist, ist es laut Bemerkung 2.1 als Polynom in
ey,..., e, darstellbar.

In der Definition der Galoisgruppe wird gefordert, dass Dy # 0. Wir stellen uns nun
die Frage, was passiert, falls die Diskriminante des Polynoms gleich Null ist. Diesen
Fall betrachten wir nun genauer:

Annahme: Sei f € K[x], deg(f) = n, ein Polynom mit Dy = 0.

f hat mindestens eine mehrfache Nullstelle. Sei a fiir ein festes, aber beliebiges k
eine doppelte Nullstelle: ar=arund flag) = f(age) =0

Dann ist auch f'(ay) = f'(@r41) =0 [[E]1S.53]. (x — ay) € L[x] teilt die Polynome f und
f', wobei f' die Ableitung von f bezeichnet. Uber dem Losungskérper L haben also f
und f’ einen gemeinsamen Teiler: ggT(f, f) #1

Behauptung:
f und f" haben auch einen gemeinsamen Teiler iiber dem Grundkérper K.

Beweis. Dazu nehme man an, dass iiber K ggT(f, f') = 1 gilt. Mit dem Euklidschen
Algorithmus kann man 1 schreiben als: 1 = kf + [ f’ fiir k,! € K[x]. Diese Gleichung
miisste auch tiber L erfiillt sein(K < L). Dies fithrt zum Widerspruch, denn laut Vor-
aussetzung sind f und f’ tiber L nicht teilerfremd.

Also haben f und f’in K einen gemeinsamen Teiler, d.h. ggT(f, f) # 1 iiber K. O

Fazit: Gilt Dy = 0 fiir ein Polynom f, dann hat es einen Teiler und ist also nicht irre-
duzibel® iiber K. Dann ergibt es mehr Sinn die Galoisgruppe des Teilers von f, der die
Nullstellen von f mit Vielfachheit Eins hat, zu betrachten.

Ein Polynom f € K][x], dessen irreduzible Faktoren iiber K nur einfache Nullstellen

5Ein Polynom (e K[x]) heil3t irreduzibel, falls man es durch kein anderes Polynom (€ K[x]) teilen
kann.



haben, heifSit separabel. Unser Polynom erfiillt die Bedingung D # 0, ist also insbe-
sondere ein separables Polynom, dessen irreduzible Faktoren nicht gleiche Nullstellen
haben.

2.3 Symmetriegruppe der Wurzeln

Die Galoisgruppe wird als die Symmetriegruppe der Wurzeln eines Polynoms definiert.
Dazu gehen wir nun kurz darauf ein, was tiberhaupt die Symmetrien der Nullstellen
sind.

Sei X eine beliebige Menge und S(X) := {f : X — X : fist bijektiv }. ( S(X), o) ist
die symmetrische Gruppe mit der Verkniipfung o von Abbildungen als Gruppenope-
ration. Falls X = {1,...,n} dann bezeichnen wir S(X) =: §,, als Permutationsgruppe.
Allgemein ist die Symmetriegruppe eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe
und sie enthélt nur die Permutationen, die die Relationen, welche zwischen den
Elementen von X bestehen, erhalten.

Zur Veranschaulichung betrachten wir zuerst ein einfaches geometrisches Beispiel.
Die Symmetriegruppe einer geometrischen Figur enthilt diejenigen Abbildungen un-
ter denen die Figur invariant bleibt. Drehungen bzw. Spiegelungen ordnen Ecken,
Seiten und Flichen um, aber die Figur selbst bleibt unveridndert.

Beispiel: Quadrat Qy:=[-1,1] x [-1,1]
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Wir stellen uns die Frage, aus welchen Permutationen von S(Q-) sich die Symmetrie-
gruppe der Ecken A, B,C und D des Quadrates zusammensetzt. Dabei identifizieren
wir Q2 mit der Menge {A, B,C,D}:  S(Q») = S(A,B,C, D)

Unter den Symmetrien miissen die Verbindungen zwischen den Ecken erhalten blei-
ben: Beispielsweise ist A mit D und B {iiber jeweils eine Kante verbunden, aber nicht
mit C. Die Symmetrien miissen diese Kanten erhalten, damit die Geometrie der Figur
unverdndert bleibt.

Sei s eine Symmetrie mit sA = B. Wir stellen uns die Frage wie die anderen Ecken
umgeordnet werden, sodass die Kanten zwischen den Ecken erhalten bleiben. Damit
die Kanten unter s erhalten bleiben, muss AB auf BA oder BC abgebildet werden:
Wird die Kante AB mit BA vertauscht, so ist sD = C und sC = D. Wird die Kante AB
jedoch mit BC vertauscht, so ist sD = Aund sC = D. Wenn s(AB) = ABist s=id.

Die moglichen Umordnungen der Symmetrien schreiben wir nun in eine Tabelle nie-
der:



A ~ A B C D

AB — | ABoder AD BAoder BC CBoderCD DAoderDC
cC ~ C D A B

D ~— D oder B Coder A D oder B Coder A

Acht aus 24 Permutationen des S(A, B,C,D) sind Symmetrien. Darunter sind vier
Drehungen und vier Spiegelungen.

1. Die Symmetrien 0 = (550), 02 = (4200), 03 = (5552) und o4 = (5257) sind

die Spiegelungen an den Diagonalen bzw. an den Mittellinien:
Dﬁ A Bﬁ C C TD A TB
C JB wmd A JD BL A und DL C

2. Die Symmetrien 03 = (4268), o = (44P), o = (420) und gy = (4165) = id,

drehen Q, um den Mittelpunkt M.

bzw.

Die Symmetriegruppe der Ecken des Quadrates Q» enthdlt also acht Elemente:
{01,02,03,04,05,06,07,idg,}

Anhand dieses Beispieles wird folgendes klar: Die Ecken der Figur werden unter-
einander umgeordnet, doch die Verbindungen zwischen den Ecken bleiben erhalten.
Nun liegt die Kunst darin, diese geometrische Erklarung auf die Symmetriegruppe der
Nullstellen zu iibertragen.
Die Elemente der Symmetriegruppe der Wurzeln eines Polynoms sind ebenfalls
Permutationen. Diese Permutationen ordnen die Wurzeln unter der Bedingung, dass
bestimmte Beziehungen zwischen ihnen erhalten bleiben, um.
Diese "Beziehungen” sind die algebraischen Relationen zwischen den Wurzeln.
Genauer: Relationen sind Polynome in n-Variablen und

R:={He€K[x1,..,x,]: H(a)=H(ay,..., a,) =0 <Klx,...,x;]
beschreibt die Menge aller Relationen zwischen den Nullstellen ay,..., @, des
Polynoms.

Behauptung 2.1. Rist ein Ideal® des Rings K[x1, ..., X,].

Beweis. R ist Untergruppe der additiven Gruppe des Rings K[xy, ..., X,], da:
1. 0eR:H@O)=0ftralle HeR
2. Seilen H,HeR: (H+H)(@=H@+H@=0 =H+HEeR
Und R ist dann ein Ideal, da:
3. Seien He Rund Je K[x1,...,x,]: (H-NH@=H(@)-J(@)=0-J(@)=0
=>H-JeR O

SDefinition - Ideal: Die Untergruppe eines Rings heit Ideal, falls sie abgeschlossen unter der Multi-
plikation mit Elementen aus dem Ring ist.



Die Relationen in R sollen unter den Elementen der Symmetriegruppe der Wurzeln
erhalten bleiben: R bleibt unter der Wirkung der Symmetriegruppe invariant. Was man
sich unter dieser Wirkung vorstellt, wird im folgenden Kapitel erklart.

2.4 Wirkung von Permutationen auf ein Polynom

Sei 0 € §,, eine n- stellige Permutation und f € K[xy, ..., x,] ein Polynom iiber K in n
Variablen. Wendet man o auf f an, so werden die Variablen untereinander vertauscht:
0 f(X1,00 Xn) = f(X5(1)) o Xo(m))

Behauptung 2.2. Die Permutationsgruppe S, wirkt auf die Menge K|[xy, ..., xX,].

Beweis. Um zu zeigen, dass es sich bei der Abbildung 7 : S;, x K[x1, ..., x;] = K[xy, ..., Xp]
mit (o, f) — o f tatsdchlich um eine Wirkung handelt, werden die beiden Axiome der
Gruppenwirkung’ nachgewiesen:
1. Das neutrale Element der Gruppe S, ist die Identitdtsabbildung es, = id.

Also: es, f=id f = f furalle f € K[X].
2. Firalleo,ne S,und f € K[x,...,x,] gilt (on) f =o(nf), da:

Fir o(nf)(xy,..., xn) = nf(xs1,..., Xgn) Substituieren wir mit X; := x4; ,i € {1,..., n}.

= 77f(561,---, xn) :f(xnl:---» xnn)

Mit der Riicksubstitution X;; = X4;; erhalten wir also:

F Gty Xgn) = [ (Xanty oo Xonn) = (@N) f (X1, .0 X5)
O

Erinnerung: Ein Polynom f in mehreren Variablen heil8t symmetrisch, falls f beijeder
Umordnung der Variablen unverdndert bleibt. Im Bezug auf die Wirkung von S,, auf
Klx,...,x,] ist f symmetrisch, wenn es unter allen Permutationen von S,, erhalten
bleibt: of=f VYoeS§,

Von den Elementen der Symmetriegruppe der Wurzeln wird erwartet, dass jedes
Polynom H aus R, also jede Relation zwischen den Wurzeln, erhalten bleibt:
ocH(@) =0 mitoeS(ay,...,a)

Die Umordnung der Nullstellen kénnen wir auch mit der Permutation ihrer Indi-
zes beschreiben. Die symmetrische Gruppe der Wurzeln a4, ..., @, identifizieren wir so
mit der symmetrischen Gruppe der Menge {1, ..., n}:

SHay,...,an}) = SU1,..,n}

Bemerkung 2.3. Da die Relationen im Allgemeinen nicht notwendig symmetrisch
sind, kann man nicht davon ausgehen, dass sie unter allen Permutationen aus S,, er-
halten bleiben.

"Definition der Wirkung: Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Die Abbildung 7 : Gx X — X, (g, x) —
gx, die die Eigenschaften ex = x (e ist das neutrale Element von G) und (gh)x = g(hx) fiir alle x € X und
g, h € G erfiillt, nennt man Wirkung von G auf X

10



2.5 Definition

Nachdem nun die notwendigen Begriffe erarbeitet wurden, kénnen wir die Galois-
gruppe betrachten.

Definition 2.1. Galoisgruppe

Das Polynom f(x) = x"+a,_1x""" ' +...+a; x+ag € K[x] habe die Nullstellen a1, ..., a,.
Die Diskriminante von f sei nicht Null. Und R c K[x;,...,x,] sei die Menge der Rela-
tionen der Nullstellen, R:={H¢€ K[x1,...,x,]: H(ay,...,a,) =0}

(Sn 2) SHay, ..., ay}) ist die Permutationsgruppe der Wurzeln von f. Dann nennt man
die Symmetriegruppe der Wurzeln die Galoisgruppe des Polynoms f:

Gr:={ceS,: oHeR VHEeR}

Satz 2.1. Die Galoisgruppe Gy ist eine Untergruppe von Sy,.

Beweis. Gy ist eine Teilmenge von S, dafiiralle o € Gg: 0 € Sp,.
1. ide Gf:
id-Ha)=H(@)=0 =id-HeRfiralle HeR
2. Firo,7eGyistauchoote Gy:
Da7 € Gy, ist T H eine Relation in Rund da o € Gy ist o (7 H) auch eine Relation in R.
Mit (o o1)H = 0 (1t H) € R folgt die Behauptung.
3. FiroeGyistaucho™ € Gy:
o hat eine endliche Ordnung, o* = id fiirein ke N. Laut U2 ist gogo...00 € Gy.
N——— —

k-1 mal
Mit 0~ = 0%~ folgt die Behauptung. O

Die Galoisgruppe Gy ist eine Gruppe, da: Gr < S, und die Elemente der Permuta-
tionsgruppe S, erfiillen die Eigenschaften: Assoziativgesetz, idoo = 0 = 0o id und
ooo l=0"loo=1id8

Bemerkung 2.4.

1. Mit der Definition der Galoisgruppe wird die Notwendigkeit der Bedingung D¢ # 0
deutlicher.

2. Je groBer die Menge der Relationen ist, desto kleiner ist die Galoisgruppe, da die
Anzahl der Permutationen, die alle Relationen zwischen den Wurzeln erhalten, kleiner
wird.

3. Zwei unterschiedliche Polynome, deren Nullstellenmengen verschieden sind,
konnen die gleiche Galoisgruppe haben. Denn damit die Galoisgruppen gleich sind,
miissen die Relationen der Nullstellenmengen nicht gleich sein, sondern nur die Per-
mutationen, die diese Relationen erhalten.

An dieser Stelle fragen wir uns, wie es moglich ist, alle Relationen zwischen den Null-
stellen zu finden. Eine Idee wire, die Erzeugenden des Ideals R zu bestimmen. Da uns

8Verkniipfungen von Abbildungen erfiillen die Assoziativitit. o' ist das inverse Element zu o, wel-
ches eine endliche Ordnung hat: o* = id fiir ein k € N. Dann gilt: 0~! = g*~1 1 k=1

=0 o0=0 og =
g¥=id=coc*1=gooL.

11



jedoch nicht alle Elemente von R bekannt sind, ist keine Sicherheit dariiber gegeben,
dass wir alle Erzeugenden erfassen. Falls zur Bestimmung der Galoisgruppe nur die
uns bekannten Relationen herangezogen werden, besteht die Gefahr, dass die Galois-
gruppe zu klein oder zu groQ ist.

Im folgenden wird ein Verfahren vorgestellt, welches dabei hilft, fehlende Relationen
zwischen den Nullstellen zu finden.

2.6 Relationenmenge

Sei Ry die Relationenmenge, die alle "bekannten” Relationen, einschlie8lich die
Viéte-Relationen, die wir aus den elementarsymmetrischen Polynomen erhalten (Sie-
he 2.1), enthélt.

Bestimmen wir die Galoisgruppe mit Hilfe von Ry, besteht folgende Gefahr: Sei H € R.
Falls fiir ein o € S,, die Relation o H mit 0 H = 0 nicht ein Element von Ry ist, konnte die
Galoisgruppe, welche nur die Relationen aus Ry erhilt, zu klein sein. Mit folgendem
Verfahren werden diese fehlenden Relationen ergénzt.

Verfahren:
Sei 01 € S, eine beliebige Permutation mit Ui = id, | € N und sei
Uy :=<0,>= {01,0%, ...,ai =id} c S,, die davon erzeugte Untergruppe.
Mit dieser Untergruppe erweitern wir Ry:
R1 = U TR()

Tel;

FALLS (R)) = (1) = K[X], "fallt” o, weg und Ry wird mit Hilfe einer anderen
Untergruppe <o>, 0 # 01, erweitert.
FALLS (R;) # (1) = K[X], dann wihlen wir ein weiteres 0, € G U; und erweitern Ry zu
einer Menge
Rg = U TRI = U TR()

7€l 7€l
mit U := <o> UU, fiir ein beliebiges o, ¢ U, .

Diese beiden Fille spielen wir dann fiir die Erweiterung R, von R; durch.

Nach einer endlichen Anzahl von Schritten endet dieser Vorgang: Sei k, 1 < k < nl,
die Anzahl der Schritte, dann ist R := | TRj_; nicht mehr erweiterbar.

TeUj
Uy erhilt alle Relationen in Ry.
Man beachte, dass es weitere, noch nicht erfasste Relationen geben kann, die von Uy
nicht erhalten werden. Folglich ist G¢ eine echte Untergruppe von Uy.

Beispiel: Fiir Ry = (Viete-Relationen) endet das Verfahren sofort und U; = S,,.

Bemerkung 2.5. Den ersten Fall wiederholen wir solange, bis wir eine Permutation
finden, sodass (R;) # (1). Gibt es eine solche Permutation nicht, so ldsst sich Ry nicht
erweitern. Ist jede Erweiterung von R bereits der Ring K[X], dann ist R; die einzige
Erweiterung von Ry.

Um dem Problem der Bestimmung von Relationen zu entgehen, betrachten wir nun
die Moglichkeit, die Galoisgruppe mit Hilfe eines primitiven Elements zu bestimmen:
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2.7 Galois-Resolvente

Der Begriff "Resolvente” stammt von Lagrange und bezeichnet Hilfsgroflen zum
Losen einer Gleichung. Doch die Lagrangen Resolventen waren fiir Galois‘ Arbeit nicht
geeignet. Er suchte nach einer Resolvente, die ihm half die Losungen einer Gleichung
zu analysieren.

Das Polynom f € K[x] habe getrennte Nullstellen ay,...,a,. Sei t € K(a;,...,a,) ein
primitives Element von K(ay,...,a,), d.h. K(t) = K(a;,...,a,). Die Elemente von K(¢)
werden mit Polynomen in ¢ dargestellt: Insbesondere existiert fiir a; € K(1), i € {1, ..., n},
also ein h; € K[x], sodass a; = h;(1).

Sei t ¢ K ein beliebiges Element und m; sein Minimalpolynom iiber K mit
deg(m;) = s € N. Neben t hat m; genau s — 1 weitere Nullstellen fy,..., f;. Diese
Nullstellen 1y, ..., t; heien die Galois-Konjugierten zu ¢.

Setzen wir eine Galois-Konjugierte ¢ zu t in die Polynome h; ein, erhalten wir die
Nullstellen von f, jedoch in einer anderen Reihenfolge:

Satz 2.2. Seien a,,..., a, die getrennten Nullstellen eines separablen Polynoms f € K|[x].
Seit:=V(ay,..., ap) ein primitives Element mit V € K[X]. h;, fiiri € {1,..., n}, seien Poly-
nomein K mita; = h;(t).
1) Dann existiert fiir jedes zu t Galois-Konjugiertes t' genau eine Symmetrie o € Sy, der
Nullstellen, sodass:

oa;=h;(t") fiiralleiel,...,n}
2) Es gilt auch die Umkehrung: Zu jeder Symmetrie o der Nullstellen, gibt es genau ein
zu t Galois-Konjugiertes t', sodass: oa;=h;(t') fiiralleie{1,...,n}
3) Mit dieser bijektiven Zuordnung gilt:

t'=V(oay,..oay)

An dieser Stelle wird nur der Beweis zur ersten Behauptung angefiihrt. Den Beweis
findet man auch in [E] S. 129f.

Beweis. Sei also t’ eine galoissche Konjugierte von t. Sei ¢ := f o h; fiir ein beliebiges
i €{1,..., n}. tist eine Nullstelle von ¢, da ¢(¢) = f(h;(t)) = f(a;) =0.

Dann ist auch ¢’ eine Nullstelle von ¢, da:

Sei m; das Minimalpolynom von ¢, also das normierte, irreduzible Polynom, welches
t als Nullstelle besitzt. Da ¢ eine Nullstelle von ¢ ist, ist m; ein Teiler von ¢. Fiir ein
g € K[x] ist also ¢ = m; - g. Die Nullstellen von m; sind auch Nullstellen von ¢, insbe-
sondere ¢(t') = 0.

Mit 0 = ¢(t') = f(h;(t)) ist h;(t") eine Nullstelle von f. Die Nullstellen von f sind
bereits gegeben und deshalb gilt:
hl(t,) € {al)"-) al’l}

Sei h;(t") = hj(¢) fur i,j € {1,..,n}. Dann ist ¢’ eine Nullstelle von h; — h; € K[x].
Wie oben ist m; ein Teiler von h; — h; und damit sind die Nullstellen von m; auch
Nullstellen von h; — h;

= h;(t) = h;(1) = a;=hi(t) =hj(t) = a;
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Die Nullstellen von f sind unterschiedlich, also ist i = j. Aus h;(t') = h;(¢') folgt
also i = j. Da jedem h;(t") eine Nullstelle von f eindeutig zugeordnet wird, ist
hy(t),..., h,(t") eine Permutation von ayq, ..., @ ,:

Es existiert also ein o € S,, mitoa; = h; (') fiiralle i € {1, ..., n}.

Eindeutigkeit von o:

Sei 7 auch eine Permutation mit Ta; = h;(¢') fiir alle i € {1, ...,n}. Daoa; = h;(¢') und
wegen der eindeutigen Zuordnung von h;(t'), ist Ta; = h;(t') = oa;. Also folgt T = o
und damit die Eindeutigkeit der Permutation.

Dieses Permutation o ist eine Symmetrie der Nullstellen:

Sei H € K[X] eine Relation zwischen den Nullstellen von f, H(ay,...,a,) = 0. Mit a; =

h; (1) istauch H(hy(2),..., h, (1)) = 0. Dann ist ¢’ eine Nullstelle von H(h;(x), ..., h,(x))
=>0=H(h(t"),...h,(t))=H(oay,....oa,)

Also erhdlt o die Relationen zwischen den Nullstellen von f und ist eine Symme-

trie. O

Bemerkung 2.6. Zur Bestimmung der Symmetrien zwischen den Nullstellen ist
es nicht ausreichend, nur die Relationen H;@) = 0 Vi € {1,..,n}, mit
H;(X) := x; — h;(V(X)), zu betrachten. Zusitzlich ist die Kenntnis tiber die Galois-
Konjugierten t/,t”, ... zu V(@) notwendig.

In Satz 2.2 ist t ein primitives Element ¢ := V(ay,...,a;) mit V € K[X]. Nun werden wir
ein primitives Element ¢ betrachten, wobei V ein ganz besonderes Polynom ist:

Eine Galois-Resolvente ist ein Polynom V € K|[x,..., x,;] mit folgender Eigenschaft:
oV(ay,..., a,) hat fiir alle o € S,, unterschiedliche Werte

Jede Permutation der Nullstellen dndert also den Wert von V(ay,...,a;) und

HV (X515 .m0 Xgn); 0 € Sy} = nl .

Insbesondere ist V(ajy, ..., @) ein primitves Element von K(a;, ..., @) [[E]S.135].

Satz 2.3. Das separable Polynom f habe n verschiedene Nullstellen a;,...,a,.
V € KI[X] sei eine Galois-Resolvente von f. Dann ist t := V(ay,..a,) ein primitives
Element. Sei g das Minimalpolynom von t undt € S,,. Dann gilt:

1€ Gy = gtViay,...an)=0

Beweis. ” <7 Sei g(tV(ay,...,ap)) =0.
Dann ist TV (ay,...,a,) =: t; ein Galois-Konjugiertes zu t. Mit Satz 2.2 gibt es fiir je-
des Galois-Konjugiertes t’' zu t genau eine Symmetrie o € S, der Nullstellen, sodass
t'=oV(ay,..., ay). Es existiert also eine Symmetrie o mit t; = o V(ay,...,an).
Da V eine Galois-Resolvente ist, sind die Werte oV (ay,...,a;) fir alle ¢ € S,, unter-
schiedlich. Deshalb gibt es nur eine Permutation, die ¢; = oV (ay, ..., a,) erfiillt. Also ist
7 =0 und 7 eine Symmetrie der Nullstellen von f: 7€ Gy

"= "SeiteGy.
7 ist also eine Symmetrie der Nullstellen ay,...,a,. Laut Satz 2.2 gibt es genau ein
Galois-Konjugiertes t' von ¢, sodass ' =tV (ay,..., ay).
Also: 0=g(t") =g V(ay,..,an). 0O
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Die Fiille der Relationen reduziert sich also auf eine einzige Relation, mit der die Per-
mutationen der Galoisgruppe bestimmt werden:

H(al) ) an) = g(V(al)---) al’l)) =0

Das Minimalpolynom eines primitiven Elements V(&) ist nicht immer leicht bestimm-
bar. Zur Bestimmung des Minimalpolynoms gehen wir folgendermalien vor:

Verfahren:

gx) := [JI (x—oV(a)) ist ein Polynom mit Nullstelle in V(&). Wir suchen eine
o€S,

Untergruppe U von S,, sodass das Polynom [] (x —oV(a)) Koeffizienten aus den
oeU

ganzen Zahlen und eine Nullstelle in V(&) hat. Dann suchen wir eine Untergruppe U’
von U, sodass [] (x—oV(d)) ein ganzzahliges Polynom ist und Nullstelle V(&) hat.

oel’
Diesen Prozess wiederholen wir solange, bis wir die kleinste Untergruppe

U™nr = N U, gy:= [l (x-—0oV(a)), erhalten, sodass [] (x—oV(@) ein irre-
SUu€EZ[x] oeU geymin
duzibles Polynom mit Nullstelle in V(&) ist.

Dieses Polynom ist dann das Minimalpolynom von V(@) und die Permutationen in
U™" sind die Symmetrien der Nullstellen von f.
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2.8 Beispiele

Beispiel 1:  f(x)=x*+1 €eQ[x]

In diesem Beispiel kénnen wir die Nullstellen des Polynoms einfach bestimmen.
Die Nullstelle a; := v/i sieht man leicht. Weitere Nullstellen sind: -
az:=Vi{4,a3:=Vi{3und as:= Vi3 mitly:= er

Mit Vi =V0+i-1=+cos@/2)+i-sin(m/2) = \/eTTl e gibt es die Moglichkeit die
Nullstellen von f mit der e-Funktion darzustellen:

Qpyy = €15k fiir ke {0,1,2,3)

Diese Darstellung liefert uns eine Beziehung der Nullstellen von f zu der ersten Null-
stelle a;. a», a3 und a4 sind ungeraden Potenzen von a;: a, = a?, a3 = a“;’ und a4 = “Z
Diese Beziehungen sollen unter den Permutationen der Galoisgruppe erhalten blei-
ben.

Wie zuvor geschildert wurde, besteht hier das Problem, dass wir nicht wissen, ob die
bekannten Relationen alle Elemente von R ={H € Q[X]: H(a,a»,as,as) =0} erzeu-
gen. Dieses Problem umgehen wir, indem wir die Permutationen mit Hilfe des Satzes
2.2, S. 13, bestimmen:

Wir nehmen an, die Nullstellen von f seien uns unbekannt. a ¢ @ sei solch eine
Nullstelle von f: a*=-1.
Dann sind ungerade Potenzen von a wieder Nullstellen: fiir jede ungerade Zahl k € N
gilt (@t =(aH*=(-1k=-1.
a erfiillt die Gleichung a® = 1, insbesondere also a® = a. Drei weitere Nullstellen von
f sind dann a3, @® und a’. Diese sind verschieden, da:
Seik,l€{1,3,5,7}, k<lI

al=a* o al-afF=0 o af@*-1)=0 o af=0odera’*=1
Dann wire, aber a* # —1.

Die Nullstellen von f nummerieren wir: a; := a, az := a°, a3 := @’ und a4 := a’

Sei V € Q[X] mit V(xy,...,x4) = x;. Ein primitives Element von K(ay,...,a4) ist
a=t:=V(ay,..aq). Da f tiber Q irreduzibel ist und eine Nullstelle in ¢ hat, ist es
bereits das Minimalpolynom von ¢. Dann sind a3, a3, a4 die Galois-Konjugierten zu t.
Die Nullstellen von f sind Polynome h; € Q in a;:

a1 =hi(a1), az=hy(a1), as=hs(a;) unday=hy(ay)
mit h;(x) = x*"71,i €1{1,2,3,4}

o sei fur alle j € {1,2,3,4} eine Permutation mit o;1 = j, also @; = oja;. Die Sym-
metrie zwischen den Nullstellen ist durch folgende Gleichungen bestimmt:
Qo ji— hi(a;)=0firalle i €{1,2,3,4}

In folgenden Rechnungen beachten wir, dass eine Nullstelle a ; die Gleichung a‘; =-1,
also auch a?. =1 erfiillt:

= a5 und mit

(le ]
2j -1@i-1) = 2k—1 fiir k:=2ij—i—j+1 ist dann ay; = a?*"'. Also gilt

- j— j— 2j-1\2j— (2j-1(2i-1)
Qoji = hi(0 V@) = hilag,1) = a7 = a5 = (@] ) = a)”
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oja;=0j(hij(a)) =hi(a;)=a, und oji=k mod4.
Bei festem ¢ ;1 = j berechnen wir ¢ ji und erhalten folgende Symmetrien der Nullstel-

. . (1234 _ (1234 _ (1234
len: o1=id, o>= (2143)' 03 = (3412)’ 04= (4321)

Also lautet die Galoisgruppe von f: Gr=1id,02,03,04}
Beispiel 2:  f(x)=x*-10x*+1 €eQ[x] [[E]S.127 — 128]

Aus der biquadratischen Gleichung x* — 10x? + 1 = 0 erhalten wir durch die Substituti-
on u := x? die Gleichung u? — 10u + 1 = 0. Die Lésungen dieser Gleichung bestimmen

wir mit der Mitternachtsformel:
+10++v100—-4

Uy = 5 =5+2v6 = x? = 5+21/616st die Gleichung u? —10u+1=0
Da5+2v6 =2+3+2v2y3 = (vV2+/3)?, sind die Losungen u; und u, die Wurzeln von
(v2+v/3)? und (v2 — v/3)2. Also sind die Nullstellen von f:

a13:\/u_1:\/§+\/§’ az;:_\/u_lz_\/__\/i a3::\/u_2:\/_—\/§
und  ay:=-Uz=-V2+V3

Die Symmetrien der Nullstellen bestimmen wir mit Satz 2.2:

Hier ist ¢ := a; = V24 V3 mit V(xy,..., X4) = Xx; ein primitives Element. Wir konnen
v/3 und v/2 mit Polynomen in ¢ darstellen:
2=5+2V6 =>16= %(t2 —5),alsoist V6 € Q)
Und mit £3 = 11v2 +9v/3 ist
2-9t=2v2-0v3 und -£3+111=0v2+2V3,
also folgt
V2=1(-90€eQ®) und V3=3(-£+110€Q(1)
Da f iiber Q irreduzibel ist und eine Nullstelle in a;, ist f das Minimalpolynom zu «a;.
Dann sind a3, a3 und a4 die Galois-Konjugierten zu «; .

Die Nullstellen von f sind Polynome h; € Q, i €{1,2,3,4},in a;:
ay=hi(a1), az=hy(a1), az=hz(a;) unday=hs(ar)
mit 1y (x) = x, hy(x) = —x, h3(x) = x3 —10x und hy(x) = —x> +10x

0 j sei eine Permutation mit o1 := j, j € {1,2,3,4}, also oja; = aj. Diese Symme-
trie zwischen den Nullstellen ist durch folgende Gleichungen eindeutig festgelegt:
aO’ji:hi(aj) Vl€{1’2)3y4}

Wir berechnen nun fiir festes j die Umordnung der Nullstellen unter o ; genau:
j=1 h(a1) =ay, ha(ay) = az, hs(a1) = as

und hy(ay) = ag =>01=id

J=20 hi(az) = ay, ha(az) = —az = a1, hs(az) = a3 — 10, = ay
und hy(az) = —aj +10a, = a3 =0y = (gig)

j=31 hi(as) =as, holas) = —as = au, h3(az) = a3 —10as = a;
und hy(az) = —a3 +10a3 = a, = 03 = (;i‘;’g)

J=4 M(ay) = ag, ho(as) = —aq = a3, hs(@q) = a3 - 103 = @
und hy(as) = —aj +10as = a3 =04= (}ég;})
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Also lautet die Galoisgruppe von f*: Gr={id,02,03,04}

Beispiel 3: f)=x"-1 €eQ[x]

Die Potenzen(eins bis n) der n-ten Einheitswurzel (,, := ez%i sind die verschiedenen
Nullstellen von f, die fiir ein k € {1, ..., n} folgendermalien definiert werden: aj:=( ',§
Also ist jede Nullstelle eine Potenzvon a;: aj = (Z = ((}1)’“ = (apk

Mit Satz 2.2 bestimmen wir die Galoisgruppe von f:

Ein primitives Element ist in diesem Fall die Wurzel ¢ := a; mit V(X) = x; € Q[x]. Um die
Galois-Konjugierten von a; zu bestimmen, miissen wir zuerst das Minimalpolynom
finden. Das Minimalpolynom einer n-ten Einheitswurzel ist das n-te Kreisteilungspo-
lynom

bn:= Il (x—af).

B 1<k<n,ggT(k,n)=1
¢y, istirreduzibel tiber Q. [[A]S.452]

Sei s — 1 die Anzahl der Elemente von {k e N: 1 < k < n,ggT(k,n) = 1}. Dann gibt es
genau s — 1 Galois-Konjugierte £, ..., s Zu a;:
tj = ag; mit ggT(kj,n) =1, j€{2,..,s}

Die Wurzeln ay, ..., @, von f sind die Polynome h; € Q[x], i € {1,...,n}, in a1,
. ay=hi(a1), az=hy(ay), .. ,a,=hylay),
mit h;(x) = x.

0j, j €12,...,s}, sei eine Permutation zwischen den Nullstellen mit o1 := j. Fir je-
de Galois-Konjugierte a; = o ja; bestimmen wir die zugehorige Symmetrie zwischen
den Nullstellen aus den Gleichungen

Aoji = hi(t;) firalleie({l,..n}

Wir kénnen nun o ;i errechnen:
kji kji modn
1 =4
= oji=kji modn
Also permutiert o; jede Nullstelle auf ihre kj-te Potenz unter der Bedingung
ggl(kj,n)=1.

Qo i = hilt)) = (g’ = (@) =

Die Galoisgruppe von f lautet:
Gr={i—k;ji modn|ggT(kj,n)=1,k;j<n}

2ni

Beispiel 4: f)=x"-a e€QUIxImitl{:=en

Eine Wurzel von f ist {/a, also sind die anderen Nullstellen ¢ kva. Sei ay = (*¥a
und sei {/a@’ firalle j € {1,..., n— 1} irrational.

Mit Satz 2.2 bestimmen wir die Galoisgruppe von f tiber Q({):
t:= a, = {aist ein primitives Element mit V(X) = x,,, V € Q({)[x]. Das Minimalpoly-
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nom von «a, ist f, da keine kleinere Kombination de; Linearfaktoren (x — (¥ {/a) von
f ein Polynom in Q({)[x] ist (weil die Potenzen {/a’ mit j < n in den Koeffizienten
auftauchen) und f also irreduzibel ist. Die Galois-Konjugierten von «, sind die Null-
stellen a,...,a;—_1.
Die Wurzeln von f sind Polynom h; € Q({)[x], i €{1,...,n},in a,:

o ar=hlan), ax=h(an), .. ,an=haa)
mit  h;(x):={'x

o sei fir alle j € {1,..,n} eine Permutation der Nullstellen mit o;n := j. Fiir jede
Galois-Konjugierte a j = o ja; bestimmen wir die zugehdorige Symmetrie aus den Glei-
chungen

Qgji = hi(a )

Unter Beachtung von (" = 1 errechnen wir o/ i:
aaj,« = h,—(aj) :(laj :Clcj W:CH] W:(H] mod n {z/a

= o0ji=i+j modn

Die Galoisgruppe von f lautet also:
Gr={i—i+j modnl|jell,.., n}}

Zuletzt betrachten wir nun die Verallgemeinerung der Beispiele 1 und 2:
Beispiel 5:  Biquadratische Gleichung f(x) = x*—2ax*+b

Sei f ein irreduzibles Polynom. Wir bestimmen die Nullstellen dieser Gleichung mit
der Substitution u := x?:

W -2au+b=0 firu,=—— =a+Va’-b
Mit u = x? folgt f(x) =0 fiir x=+V a+Vva®-b.

Die Nullstellen von f sind also:

aj=Va+va*-b, ar»=-Va+vVa’-b
as=Va-Vva*-b, as=—-Va-va*-b

Beh.:  ist ein primitives Element genau dann, wenn VbeQ.

Beweis.

" =" Sei a; ein primitives Element. Und sei w := V' a? — b.

Dann ist a3 € Q(a;) und
aaz=va+rwya-w=vVa>-w?*=va>-a>+b=vb

Alsoist Vb e Q.

"<"SeivVbeQ.
Mit der ersten Nullstelle von f kdnnen nun alle anderen Nullstellen erzeugt werden:
vb VDb
ar,=—-a;, az3=— und ag4=-——
o ay
Daalso ay,as, a4 € Q(ay), ist a; ein primitives Element. O
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Sei Vb € Q. Mit Satz 2.2 bestimmen wir nun die Elemente der Galoisgruppe: t := a;
ist ein primitives Element und V(X) = x;. Da f irreduzibel ist, sind a», a3 und a4 die
Galois-Konjugierten zu a;.
Die Wurzeln a;, a», a3, a4 sind Funktionen h; in a;,

a1 =hi(a1), az=ha(a1), asz=hs(a1), as=hs(a)
mit hy = id, hy(x) = —x, h3(x) = Vb/x und ha(x) = —VDb/ x.

Sei 0j, j € {1,2,3,4}, die Permutation mit o;1 = j, also oja; = a;. Die Unordnung
der Nullstellen unter o ; wird durch folgende Gleichungen eindeutig festgelegt:

Fiir festes j € {1,2,3,4} erhalten wir also folgende Umordnungen:
J=1 h(a1) =a, ha(ay) = az, h3(ay) = as
und hy(aq) = as >01=id

j=22 hi(az) = ay, ho(ay) = —ax = ay, hs(az) = \/E/a22(14
und hy(az) = —Vbla, = az =02= Gﬁg)

j=3 mas)=as halas) = ~az = as, h3(az) = Vblaz = a
und hy(az) = —Vblaz = ay = 03= (éﬁg)

j=4 hi(ag) =ay, holay) = —ay = as, h3(ay) = Vblas = az

und hy(ay) = —Vblay = a; = 04= (}é;l)

Also lautet die Galoisgruppe von f:
Gf = {id,02,0'3,0'4}

Hierbei ist in den Beispielen 1und 2 b =1.
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3 Galoisgruppe - neu

Die urspriingliche Beschreibung der Galoisgruppe in Kapilel 2.5 findet man heutzu-
tage in den algebraischen Arbeiten seltener. Diejenige Beschreibung der Galoisgrup-
pe die heute im Gebrauch ist, fithrte Dedekind in seiner Vorlesung 1855/56 ein. Er
beschrieb nicht die Galoisgruppe eines Polynoms, sondern viel allgemeiner die einer
Korpererweiterung.

Zum Verstdndnis ist es nun wieder notwendig sich an einige Begriffe zu erinnern.

3.1 Einige Begriffe
3.1.1 Automorphismus

Der Automorphismus eines Korpers K ist eine Abbildung ¢ : K — K mit folgenden
Eigenschaften:

- ¢ ist bijektiv, also umkehrbar

- ¢$0)=0und (1) =1

- VabeKgilt: ¢(ab)=¢(a)p(b)und ¢(a+ b) =d(a)+ p((b)

Ein Automorphismus ist also ein bijektiver Homomorphismus, dessen Definitions-
und Wertebereich derselbe ist.

Die Komposition und die Umkehrung von Automorphismen sind ebenfalls
Automorphismen, deshalb ist die Menge aller Automorphismen eines Korpers K
eine Gruppe. Dabei ist die Gruppenoperation die Hintereinanderschaltung o von
Abbildungen.

Die Automorphismengruppe wird mit Aut(K) bezeichnet.

3.1.2 Korpererweiterung

Sei K < L ein Teilkérper? von L. Dann nennt man L Erweiterungskérper von K und
L o K Korpererweiterung. Beispielsweise ist C ein Erweiterungskorper von R und R ist
Teilkérper von C: Also ist C o R eine Kérpererweiterung.

Der Korper K(a) entsteht durch die Adjunktion eines Elements a ¢ K an einen
Korper K. K(a) ist der kleinste Korper, der K und a enthilt. Bei der Adjunktion wird K
nicht nur um ein einziges Element erweitert, sondern bereichert sich auch durch die
Elemente, die aus Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division von a mit allen k € K
entstehen.

Die Elemente von K(a) beschreiben wir durch rationale Funktionen in a:

K@ ={5%: f,ge Klx),g@ #0}

Mit dem Ring K[a] bezeichnt man die Menge aller Polynom von K|[x] in a:!°

Klal =1{g(a): geK[x]}
Sei a ein tiber K algebraisches Element, d.h. es existiert ein Polynom (0 #) f € K[x] mit

9Ein Teilkoérper K von L erfiillt die Eigenschaften: fiir a, b € K sind auch a + b,a— b, ab und blek
190ft wird es auch als Bild des Einsetzungshomomorphismus beschrieben: K[a] :=im(y ). Sei L > K
eine Korpererweiterungund a € L. ¢, : K[x] — L mit g(x) — g(a) heilt Einsetzungshomomorphismus.
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f(a) =0.Dann ist K[a] ein Koérper und K|[a] = K(a). [[A]S.376]

Es ist auch die Adjunktion einer Menge A := {a,...,a,} ¢ K an den Kérper K mog-
lich. K(A) = K(ay, ..., a,) ist dann der kleinste Korper, der K und {a,, ..., a,} enthdlt.
Die Darstellung von K(ay, ..., a,) mit Polynomen begriindet sich aus der schrittweisen
Adjunktion von ay, ..., a, an K:
Seien a,, ..., a, liber K algebraisch. Fiir ein beliebiges a;, [ € {1, ..., n}, ist die Gleichheit
K(ay,..., a;) = K(ay, ..., a;-1)(a)) = K(ay, ..., a;-1) [a]

erfiillt.[[A] S.374;[B]S.82]
An K adjungieren wir Schritt fiir Schritt die Elemente a; bis a, und erhalten mit der
obigen Gleichheit:

K(ay,...,a,) =Klay,...,a,] ={g(ay,...a,): geKIX]}

Wir werden die Galoisgruppe einer Korpererweiterung, die speziell der Zerfallungs-
korper eines Polynoms ist, betrachten:

3.1.3 Zerféallungskorper

Sei f € K[x] ein normiertes, separables Polynom mit deg(f) = n. f habe n unter-
schiedliche und einfache Nullstellen ay, ..., ;. Man nennt einen Erweiterungskoérper
L o K Zerfillungskorper von f, falls er der kleinste Korper ist, in dem f iiber L in
Linearfaktoren zerféllt. Also:

1. A1y @ € I:: f=x—-a) - (x—az)-...-(x—ay)

2. ALmitKc LC Lindem f in Linearfaktoren zerfallt.

Fazit: L ist der kleinste Korper, der K und {a;, ..., @,} enthdlt.
L=K(ay,...,a,) = K(a) [[A]S.415]

3.2 Definition

Nachdem wir einige in der Definition gebrduchliche Begriffe eingefiihrt haben, konnen
wir die Galoisgruppe betrachten.

Definition 3.1. Galoisgruppe

Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung L > K bildet sich aus denjenigen Au-
tomorphismen der Korpers L, die die Elemente aus dem Korper K fix lassen. Die
Galoisgruppe wird mit Gal(L, K) bezeichnet:

Gal(L,K) := {oe€Aut(l): olg=idg}

Beispielsweise bestimmen wir die Galoisgruppe der Kérpererweiterung C > R [[B]S.82]:
Die Automorphismen der Galoisgruppe Gal(C,R) lassen R fix.
Sei ¢ € Gal(C,R), da ¢(i)? = p(i?) = p(—1) = -1 ist
¢(i)=+i oder ¢(i)=—i.
Und mit ¢p(x+iy) = Pp(x) +d(D)P(y), x, y€R, ist
o(x+iy)=x+iy oder ¢Px+iy)=x-1iy.
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Also ist ¢ die Identitdt oder die komplexe Konjugation:
Gal(C,R) ={id, ¢} mitPp(x) =%

Wir betrachtetn nun die Galoisgruppe von L o K fiir ein Erweiterungskorper L, der
Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € K[x] ist. Es besteht die Moglichkeit,
dass zwei oder mehrere irreduzible Faktoren von f die gleiche Nullstelle haben.
Unsere Forderung an f ist mehr: Wie im vorherigen Kapitel betrachten wir Polynome,
die nur einfache Nullstellen haben. Seien also a;,...,a;, getrennte11 Nullstellen von f
und L = K(ay,...,a).

Wir stellen uns die Frage: Was genau machen die Elemente von Gal(K(a@),K)?

Da o € Gal(L,K) ein Automorphismus ist, bildet o die Nullstellen von f bijektiv auf-
einander ab:

Satz 3.1. Die Menge der Nullstellen bleibt unter der Wirkung der Galoisgruppe inva-
riant. Fiir o € Gal(L, K) gilt also:
o(Wp) =Wy mit We={ay,..., an}

Beweis. Seien ay,...,a, die Nullstellen von f, f(a;)=0mitie{l,...,n}.
n ;

Fir f(x):= Y a;jx' gilt (0o f)(x) = f(ox) VxelL:
i=0

i-mal
o(fx)=0(Y aix )=y ola) o)
i=0 i=0 ~—~—
=a;,dao|x=idg

:%mqu:ﬂmm
1=

i —
o(x)=0(X"...- X)=0(x)-....0(x)

oAutom.

Da f(o(a;)) =o(f(a;))=0(0) = ""0folgt also:

o({ay,...ayh) cl{ay,..., a,} (**)
Ein Automorphismus ist umkehrbar: 0~! := 7 ist wieder ein Automorphismus.
Dann ist wie in (**) T({ay,...,ay}) cl{ay,...,a,}

= g(T({al)---y an}))JCO-({alv---) an}) = {alw--y an}CU({al)---) al’l})

={a1t.,an}
Folglich erhalten wir die Gleichheit: olay,...a,}) ={ag,...,ay} O

Damit haben wir gezeigt, dass die Nullstellenmenge eines Polynoms unter den Ele-
menten der Galoisgruppe erhalten bleibt. Also: G wirkt auf die Nullstellenmenge W.

Jedes Element der Galoisgruppe o € Gal(L, K) ist durch seine Wirkung auf die Wurzel-
menge eindeutig bestimmt, da L = K(ay,...,a,). Mit der Eindeutigkeit von
o(ai1),...,0(ap) € Wy und o|x = idg wissen wir, wie L = K(ay,..., @) unter o abge-
bildet wird.

ist ein Gruppenhomomorphismus:

| Galw, k) — Sy,
0 —0lws

Fiir ein separables Polynom, das nur einfache Nullstellen hat, sprechen wir von getrennten Nullstel-
len.
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Firo,7e€ Gal(L,K) isty(ogot) =w(0)oy(1):
Y(oot)=(00oT)lw; =0lw,oTlw, =y(0) oy (1)

Im folgenden identifizieren wir die Permutation der Nullstellenmenge Wy unter o
mit der Permutation der Menge {1, ..., n}, SWf = S, Fur O'|Wf : Wy — Wy definieren wir
og:=vw(O)€ES,mitg:{1,..,n}—11,..,n} =o0(a;)=as

Behauptung 3.1. Der Homomorphismus v ist injektiv und Gal(L, K) ist isomorph
zu einer Untergruppe von S,,.

Beweis. Firo,7 € Gal(L,K)und v (o) =y(1)isto =1:

vo)=y(r) =06=T =o0(a;)=1(a;) Viell,.., n},dh. ound 7 stimmen auf der
Wurzelmenge {a;, ..., @} liberein.

Die Elemente von K werden von den Automorphismen der Galoisgruppe fix
gelassen, o|x = idg = 7|k. Also stimmen ¢ und 7 auf K und auf der Nullstellenmenge
tiberein.

Alsogilt: o=t aufganzL=K(ay,..., a,) und damit folgt die Injektivitdt von v

v : Gal(L,K) — S, ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus und damit eine
Einbettung von Gal(L,K) in S,. Fir eine Isomorphie zwischen Gal(L,K) und S,
ist die Surjektivitit von ¥ nicht gegeben. Jedoch wird y surjektiv, wenn wir die
Bildmenge von vy verkleinern, sodass diese nur die Elemente y(Gal(L,K)) < S,
enthilt. Die neue Bildmenge ist eine Untergruppe'? von S, und v : Gal(L,K) —
w(Gal(L, K)) ist bijektiv. O

Bemerkung 3.1. Zwei unterschiedliche Polynome in K[x] haben die selbe Galoisgrup-
pe, falls ihr Zerfallungskorper L gleich ist.

Der Losungsweg, der zur Bestimmung der Galoisgruppe in den Beispielen verwendet
wird, setzt eine wichtige Grundkenntnis iiber die Fortsetzung von Kérperhomomor-
phismen voraus. Wir bestimmen die einzelnen Elemente der Galoisgruppe, indem wir
ein Isomorphismus auf den Erweiterungskorper fortsetzen.

3.3 Fortsetzung von Kérperhomomorphismen

Einschub: Seien K und K’ zwei unterschiedliche Kérper und sei f ein Polynom, des-
sen Koeffizienten in K liegen, f € K[x]. Mit einem Ringhomomorphismus bildet man
f auf ein Polynom ab, dessen Koeffizienten in K’ liegen, indem man die Koeffizienten
von f nach K’ abbildet. Fiir einen Kérperhomomorphismus p : K — K’ sei dieser Ring-
homomorphismus dann folgendermafen definiert:
K[x] — K'[x] mit  f(x) — fH(x)
anx"+..+ay — play)x"+...+ u(ap)

Zuerst zeigen wir, dass die Fortsetzung eines Kérperhomomorphismus Nullstellen
auf Nullstellen abbildet:

12Allgemein gilt: Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann ist im(¢) = ¢(G) = {p(g)|g € G}
eine Untergruppe von H. [[A]S.141]
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Lemma3.1. L> K und L' > K’ seien Korpererweiterungen. ¢ sei ein Homomorphis-
mus von L nach L' und die Fortsetzung von i : K — K'. Fiir ein algebraisches Element
a € L sei mq, € K[x] das zugehdrige Minimalpolynom. Dann ist auch ¢(a) € L' eine Null-
stelle von mh,(x) € K'[x].

j Plk= j oHom

Beweis. mh(p(a)) = fo,u(aj)(p(a) K=H fo(p(aj)(/)(a) o -(p(foajaf) =¢0) =0
Jj= j= Jj=

n .
mit mH(x) = ¥ p(aj)x’ O
j=0

Im folgenden zeigen wir nun die Existenz eine Fortsetzung ¢ fiir jede weitere Nullstelle
p von m, mit ¢(a) = B

Satz 3.2. Fortsetzungssatz
Sei u ein Kérperhomomorphismus von K nach K'. L > K und L' > K' seien algebrai-
sche Korpererweiterungen. Fiir ein « € L sei my € K([x] das Minimalpolynom mit
deg(mg) > 1. Eine Nullstelle des Minimalpolynoms ml, € K'[x] sei Be L'.
Dann existiert eine Fortsetzung ¢ von p:

¢:K(a)— K'(B) mitdlg=pundd(a)=p

Beweis. Seien die Voraussetzungen aus dem Satz gegeben. Man definiere eine Abbil-
dung ¢: K(a) — K'(8) mit ¢(g(a)) := g"(pB).

1. ¢ ist wohldefiniert: Sei g(a) = g(a)

= (g-8)(a)=0, daaber m, daskleinste Polynom in K[x] mit « als Nullstelle ist,
gilt: mgyteiltg—g

Dann existiertein t € K[x] mit my-t=g—-8§ = mZ th=(g-H

Mit S als Nullstelle von ml, istauch (g—&)"(B) = m4(B) t*(B) =0 = ghp) =gHPp)
Alsoist ¢p(g(a)) = p(g(a))

2. ¢ istein Homomorphismus: Sei a,b € K(a), a=g(a) und b = g(a)

pla+Db) = Pp(gla) + g@) = Pp((g+ 8 (@) = (g+HH(B) = g*(PB) + gH(B) = Pp(g(a)) +
P(g(a)) = p(a) + p(b)

¢plab) = p(g(a)g(a)) = p((gQ) (@) = (gDH(B) = g(B)F§H(B) = p(g(a)Pp(§(a) = Pp(a)p(b)

Mit ¢p(a) = p und ¢(k) = u(k) fir k € K( d.h. ¢plx = p) ist ¢ die gewiinschte Fortset-
zung von L.
(Siehe auch [[A]S.426 —429]) O

Bemerkung 3.2. Ist der Kérperhomomorphismus p aus dem Satz ein Isomorphismus,
so ist die Fortsetzung von p auch ein Isomorphismus:

¢lx = pistbijektivund mit der Eindeutigkeit von ¢ (a) bildet ¢p den Kérper K (a) bijektiv
auf K'(p) ab.

Was hinter diesen Fortsetzungen im Bezug auf die Galoisgruppe steht, wird in den
folgenden Beispielen im ndchsten Kapitel deutlicher.
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3.4 Beispiele

Beispiell:13 fx) = x3-2 € Q[x]

Die Linearfaktorzerlegung von f ist f(x) = (x — v/2)(x — \E;/ze%i)(x - \S/E(e%i)z) und
der Zerfallungskorper von f iiber Q lautet:

L=@(\3/§,\3/§ez%i,\3/§(e%i)2)=@(\3/§,a) mit a = {3:e%

Mit Satz 3.2 bestimmen wir die Elemente der Galoisgruppe. Zuerst finden wir nun
die Fortsetzungen von p : Q — Q mit p = idg:

Minimalpolynom von v/2 iiber Q:
M5 o(X) = x° =2 ist irreduzibel'* in Q[x] und ist das Polynom kleinsten Grades

mit Nullstelle in v/2. Wir zerlegen m Y20 = 81 in Linearfaktoren:

g1(x) = (x— V2)(x — vV2a)(x — V2a?) und v2a?, v2a und /2 sind die Nullstellen des
Minimalpolynoms.

Minimalpolynom von « iiber Q(v/2):
Das erste Polynom kleinen Grades mit a als Nullstelle, das uns dabei in den Sinn
kommt, ist das Polynom p(x) = x> — 1. Jedoch ist dieses nicht in Q(v/2)[x] irreduzibel,
daes x—1 € Q(v/2)[x] als Teiler hat.

m, oz X) = x% + x + 1 ist irreduzibel in Q(+/2)[x] und das Polynom kleinsten Grades

iy G2 1 V3: 1, V3 -
mltma@(\/—)(a) (e3)°+e3 +1= 3-S5 l—5+% i+1= 0D1esesm@(\/—) ‘82

zerlegen wir in Linearfaktoren: g»(x) = (x — a)(x — a:2). a und a? sind die Nullstellen
von go.

Die Fortsetzungen von p kénnen wir nun an folgendem Baumdiagramm ablesen:

RN

V2 o Ve e
P+x+1 P+x+1 XP+x+1

ANANAY

Man beachte, dass p:Q — Q mit yu = idg und gg =g.

Die Isomorphismen aus dem Baumdiagramm schreiben wir in einer Tabelle nieder:

13Dje in diesem Beispielen verwendete Methode lehrte Arturo Mancino, ein ehemalige Mitarbeiter der
Mathematischen Fakultit der Universitdt Augsburg.
" Diejenigen Polynome, die m 5 o teilen wiirden, sind nicht in Q[x] enthalten, da V2¢Q.
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$1 (GF) $s3 P4 ¢s s

QWV2,0) — | Q(V2,0) Q(V2,a?) Q(W2a,a) Q(2a,a?) QW2a%a) Q(H2a?a?)
V2 — V2 V2 V2a vV2a V2a? vV2a?

a — a a? a a? a a?

Da Q(v2,a) =Q(V2,0%), Q(v2a,a) = Q(V2,a) und Q(v2a?,a) = Q(v/2, ), sind diese
sechs Fortsetzungen von p auf den Koérper L Automorphismen, also die Elemente der
Galoisgruppe der Koérpererweiterung L o K.

Also lautet die Galoisgruppe:
GQWV2,),Q) = {id = $1,¢2,$3, P4, P5, ds}

Beispiel 2: L=Q\2,v?2)
Man beachte, dass L kein Zerfallungskorper eines Polynoms in Q[x] ist.

Zur Bestimmung der Automorphismen der Galoisgruppe ziehen wir uns wieder Satz
3.2 zur Hilfe und bestimmen zuerst die Fortsetzungen von p : Q — Q mit y = idg auf

den Korper Q)(\/E, v2):

Minimalpolynom von v'2 iiber Q:
m f,o(X) = x% -2 ist das Polynom kleinsten Grades mit /2 als Nullstelle und ist irredu-

zibel, da es in Q keine Nullstellen hat. g1 (x) := m, 5 o (x) = (x+v2) (x— v'2) zerfillt iber
Q(v/2) in Linearfaktoren und hat die Nullstellen v/2, —v/2 € Q(v/2).

Minimalpolynom von v'2 iiber Q(v/2):
& (x) = M5 0/3) (x) = x% — V2 ist irreduzibel in @(\/E) [x], da es in @(\/E) keine Null-
stellen hat. g» zerfillt iiber @(\/Z v/2) in Linearfaktoren.

Wie in dem vorherigen Beispiel lesen wir die Fortsetzungen von p an unserem Baum-

diagramm ab:
/ xz _ 2\
V2 -V2

V2 —

g2(x) — 7 (x) = 8 () =x2 = (-V2)
/ \ /N

V2 V2 iv2 —iv2

Wir erhalten folgende Isomorphismen:
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o1 07 P3 P4
QW2,v2) — | QW2,v2) QW2,-v2) Q(-V2,iv2) Q(-v2,-iv?2)

V2— V2 V2 —V2 —V2
V2~ V2 -2 iv2 —iv2

Nicht jede dieser vier Isomorphismen ist auch ein Automorphismus von @(\/Z, v2):
Da Q(v2,v2) # Q(v/2,iv/2) sind ¢3 und ¢, keine Automorphismen. Mit Q(v'2, v2) =
Q(v2,-v/2) sind ¢ und ¢, die einzigen Automorphismen.

Also lautet die Galoisgruppe der Kérpererweiterung Q(v/2, v'2) > Q:

Gal@Q(V2,V2)) = {¢p1, P2}

Beispiel 3:  f(x) =x*+1€eQ[x]

flx) = 1= x-Vikx- ﬁ(4)(x— \/f(i)(x— \/7(2) mit {4 := e% ist die Linear-
faktorz_erlegung und @(\/f) der Zerfallungskorper von f. Man beachte: {4 € @(ﬁ), da
Vi=e7r und {4 = \/fz.

Aus den Fortsetzungen von y : Q — Q mit u = idg, die wir mit Satz 3.2 erhalten,
bestimmen wir die Elemente der Galoisgruppe der Korpererweiterung Q(v/i) > Q.

Minimalpolynom von v/ iiber Q:
m.; o(x) = x* + 1 ist das Polynom kleinsten Grades, welches /i als Nullstelle hat und
es ist irreduzibel:
Wir betrachte zunéchst die Irreduzibilitdt des Polynoms f(x+1) = (x + D*+1.

fx+D =2 +2x+ D)2 +2x+D+1=x*+4x3 +6x* +4x+2
Fir p:=2 € Qist f(x+ 1) nach dem Eisenstein-Kriterium (Siehe [[A]S.337]) irreduzi-
bel, da p die Koeffizienten 4,6,4,2 teilt und p? den letzten Koeffizienten 2 nicht teilt.
Da f(x+1) irreduzibel ist, ist auch f(x) irreduzibel in Q[x], [[E]S.90].
Wir kénnen gy :=m Vion Linearfaktoren zerlegen:

g1%) = (x = V) (x = Vily) (x = Vit (x = Vi) und Vi,vif4,Vi(i und Vi(3 sind die

Nullstellen von g;.
//x4 + 1\\
Vi Vids

Vi Vi Vi

Aus diesem Baumdiagramm lesen wir die Fortsetzungen von p auf den Korper Q(v/7)
ab. Diese Isomorphismen schreiben wir nun in eine Tabelle:
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(O] (7] ¢3 o

QWD — | QWD QWily) QWi QWild)
Vi— Vi Vi, Viea Vi
Da @(ﬁ(4%@(ﬁ(i%@(ﬁ(i) = Q(V1), sind ¢y, 2,3 und ¢4 Automorphismen und

die Elemente der Galoisgruppe.

Also:
GalQ(V1),Q) = {¢1, 2, B3, Pa}

Setzt man die Nullstellen von f in diese Automorphismen ein, so sieht man einge-
schriankt auf der Nullstellenmenge die Gleichheit der Automorphismen zu den Per-
mutationen aus dem Beispiel 1 in Kapitel 2.8.
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4 Gleichheit der Definitionen

Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung stimmt mit der Galoisgruppe eines Poly-
noms,die in Kapitel 3.2 beziehungsweise 2.5 definiert wurden, iiberein. Genauer ist
¥ (Gal®) = Gal™®". Dies wird im folgenden Satz bewiesen [[B]S.84]:

Satz 4.1. Gleichheit der Definitionen

Das Polynom f € K|[x] habe getrennte Nullstellen a1, ...,a, und L = K(&) sei der Zerfiil-
lungskorper von f. Die Menge der Relationen zwischen den Nullstellen sei
R :={H € K[X]|H(@) = 0} und G := Gal(L,K) sei die Galoisgruppe der Korpererwei-
terung Lo K. v : G — S, ist die Abbildung mit o — ¢. Dann gilt:

v(G)=Gr:={0€S,l| 6HeER VHER}

”» ”»

Beweis. "c SeiceGundy(o)=0€S,
Dannist (cay,...,.oa,) = (@51, ..., X5n)
Da die Koeffizienten der Relationen H € R unter den Automorphismen von G fix gelas-
sen werden, gilt: o(H(ay, ..., @) = H(@s1, ..., X51n)
= (oH) ((,_f) =H(oa,...0a,) = Has,..., asp) =o(H(ay,...,ay)) =0(0) =0
Also ist: & € Gg und damit ¥ (G) > Gg

"7 Sei g € G
Zu zeigen: Esgibteino € G,sodass o(a;)=as; Viell,..,n}undolx=idg.
Uns ist bekannt, wie die Elemente von L = K(&) aussehen: Sei g(@) mit g € K[X] ein
solches Element. Dann definieren wir o(g(@)) := (6g) (&) wobei (6g)(a@) = g(oa) ist.
Da unter ¢ die Nullstellenmenge {ay,...,a,} erhalten bleibt, ist g(od) € L und damit
0 :L— L.Da ¢ nur die Nullstellen permutiert, ldsst o die Elemente des Korpers K fix.

Wir miissen die Wohldefiniertheit von o zeigen, d.h. verschiedene Beschreibungen
eines Elements in L werden mit o auf den selben Wert zugewiesen: Sei g(d) = g(d) mit
g,g € K[X].

Dann definieren wir mit g(d) — g(@&) = 0 eine Relation zwischen den Nullstellen
ai,...ay: H:=g—-g €R.Daoc € Gristauch ¢ H eine Relation in R.

= (GH)(@) = H(as1,- A5n) = (@51, A5n) — §(A51, ey X5p) = 0

= (6g)a)= (08 a) = o(gl@)=o(g@)

Also ist o ist wohldefiniert.
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5 Vergleich

Sei G"% := {o € Aut(L) : olg = idg} und G¥*' :={oc€S,: oHeR VH € R}.
In den vorherigen Kapiteln haben wir die Galoisgruppe betrachtet und die Gleichheit
von G** und G"¢* gesehen. Nun sollten wir G*? und G™** gegeneinander abwigen.

Ein Unterschied liegt in der Verstdndlichkeit der beiden Beschreibungen der Ga-
loisgruppe: Die Fiille der Begriffe, die notwendig sind, um G zu beschreiben, ist
umfangreich. Nachdem wir die elementar-symmetrischen Polynome und den Begriff
Diskriminante eingefiihrt haben, musste fiir das richtige Verstindnis von G die
Symmetriegruppe und der damit verbundene Relationenbegriff genau betrachtet wer-
den. Zudem war es notwendig die Wirkung der Permutationen auf die Relationen zu
analysieren.

Hier ist G"°* deutlich im Vorteil, da es fiir ein richtiges Verstdndnis ausreichend war
die Begriffe Automorphismus, Kérpererweiterung und Zerfallungskorper einzufiihren.

Die Verfahren zur Bestimmung von G** und G™** weisen einige Vor- und Nachtei-
le auf:

Bei der Bestimmung mit G"°" ist es notwendig, zuerst den Zerfallungskorper des
Polynoms zu finden. Die Unkenntnis iiber die Nullstellen bereitet uns hier gewisse
Schwierigkeiten.

Eine weitere Schwierigkeit ist folgende: Die Reihenfolge, in der wir die Elemente
adjungieren, muss geschickt gewédhlt werden, damit die Bestimmung der zugehori-
gen Minimalpolynome so einfach wie méglich wird. Zudem ist die Irreduzibilitédt der
Minimalpolynome nicht immer einfach zu zeigen.

Vorteilhaft ist jedoch, dass nach einer geschickten Wahl und der Bestimmung der Mini-
malpolynome der adjungierten Elemente eine sehr schnelle und einfache
Bestimmung der Elemente von G"¢* folgt. Aullerdem ist ein weiterer Vorteil, dass
alle Polynome, die iiber dem gleichen Korper zerfallen, die gleiche Galoisgruppe ha-
ben.

Mit G bestimmen wir nicht nur die Galoisgruppe eines Polynoms, sondern viel
allgemeiner die Galoisgruppe einer beliebigen Kérpererweiterung, siehe Beispiel 2 in
3.4.

Zur Bestimmung von G* brauchen wir zuerst die Relationenmenge und hier tauchte
die Schwierigkeit auf eine vollstindigen Relationenmenge festzulegen.

Die Aussage iiber die Gleicheit von G*/! zweier unterschiedlichen Polynome ist nicht
unbedingt trivial: Trotz unterschiedlicher Relationenmengen besteht die
Moglichkeit einer Gleichheit, falls die Permutationen, unter denen die Relationen
erhalten bleiben, gleich sind.

Die Notwendigkeit der Kenntnis iiber die Nullstellen liefert uns einen weiteren
Unterschied: Die Relationenmenge in G ist auch ohne Nullstellen bestimmbar,
wohingegen die Bestimmung des Zerfallungskorpers L einer Kenntnis bedarf.

Bei der Bestimmung von G/ mit Hilfe eines primitiven Elements kénnen Schwie-

rigkeiten dabei auftreten, das Minimalpolynom eines primitives Elements und seine
Galois-Konjugierten zu finden. Es ist nicht unbedingt einfach ein Polynom iiber einen
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bestimmten Korper zu finden, welches ein primitives Element als Nullstelle hat, und
dessen Irreduzibilitdt nachzuweisen.

Es stellt sich nun folgenden Frage:

Welche Art die Galoisgruppe zu bestimmen ist nun die Bessere?

Nachdem in dieser Arbeit ein Einblick in beide Verfahren gewdhrt wurde, kann
jeder diese Frage individuell beantworten. Die Beschreibung von G ist fiir das Ge-
biet der Geometrie passend. Vor allem das Beispiel x” + 1 stellt man sich gerne geo-
metrisch vor: Die Nullstellen dieses Polynoms liegen auf dem Einheitskreis. Verbindet
man jeweils benachbarte Nullstellen, so erhédlt man ein n-Eck. Die Permutationen der
Galoisgruppe ordnen die Nullstellen, also die Ecken des Vielecks um, ohne die Verbin-
dungen zwischen den Ecken zu verdndern.

Die Beschreibeung von G"°“ hingegen ist eine algebraische: Die Elemente der
Galoisgruppe beschrieben als bijektive Automorphismen, die die Nullstellenmenge
eines Polynoms in ihrem Bild nicht verdndern.

Fazit fiir mich: Auch wenn die Bestimmung von G"°* mir leichter fiel, hatte ich mehr
Gefallen an der Bestimmung von G*/!. Denn bei dieser tauchten immer wieder Schwie-
rigkeiten auf, doch man hatte einen Weg sie zu beheben. Und es ist beeindruckend,
dass Galois sich diesen Schwierigkeiten bereits bewusst war und sie 16sen konnte.
Zudem ist es fazinierend, dass Galois’ Erfindung die heutigen Mathematiker immer
noch beschiftigt und bis heute noch ein aktuelles Thema ist.
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