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1 EINLEITUNG 3

1 Einleitung

Das Ziel der theoretischen Physik ist die Formulierung physikalischer Gesetzméfligkeiten mit
mathematischen Mitteln. Wie einige kleine Beispiele zeigen, ist dafiir die Beherrschung um-
fangreicher mathematischer Mittel Voraussetzung.

Beispiele:

2. Newtonsches Gesetz:

Maxwellsche Gleichungen:

physikalische Groflen = “Zahlenwert+Einheit*
Finige fiir Physiker zentrale Bereiche der Mathemtik sind:

e Funktionen (einer oder mehrere Variablen), reelwertig, komplexwertig
e Komplexe Zahlen(“i*)

e Vektoren, Felder

e Differentialrechnung

e Differentialgleichungen (auch partielle)

e Integration

e Koordinatentransformationen

o Integralsiitze

e Spezielle Funktionen

e Funktionsreihen

e Transformationen in Funktionsrdumen (z.B.: Fourier-Transformationen)

2  Grundlagen

2.1 Menge

Die Definition nach Georg Cantor (1845-1918):
“Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen
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Objekten unserer Anschaung oder unseres Denkens (Elemente der Menge M) zu einem Gan-

zen.“

Diese Definition fiihrt in der Praxis schnell zu Widerspriichen. Diese werden duch die formale
Mengendefinition vermieden.

Definition:
1. x € M : x ist Element von M
2. x ¢ M : x ist nicht Element von M

3. Aufzéhlende Charakterisierung: M = {z,y,z,... };
Natiirliche Zahlen N = {1,2,3,...}

4. Beschreibende Charakterisierung: M = {z :x hat Eigenschaft E}

Vergleich von Mengen

Definition:

1. Gleichheit:
My = M> gilt, wenn beide Mengen dieselben Elemente haben

2. Inklusion:
M7 heifit Teilmenge von My: My C My, fiir x € My = x € My
Wenn M nicht Teilmenge von Ms ist, schreiben wir My & My

M2 M2

M1§ZM2 M1CM2

Satz:

1. Reflexivitit:
Fiir jede Menge M gilt: M C M

2. Transitivitét:
Mengen My, Mo, Ms: My C My, My C M3 = My C M;

3. Identitét:
Mengen My, Ms: My = My & My C My, My C My
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Verkniipfung von Mengen

Definition: beliebige Mengen My, Mo

1. Vereinigung
My UMy ={z:x € M; wund/oder x € My}

2. Durchschnitt
MlﬂMQZ{l‘Zl’GMl und l‘GMg}

My U Mo My N My

3. Komplement
CMQ(Ml) = {x cx € My, x Q Ml}

My

4. Leere Menge
Die leere Menge () ist die Menge, die keine Elemente enthélt.

Gesetze:

1. Kommutativgesetz
My U My = My U M,

My N My = MyN M
2. Assoziativgesetz
M; U (Ms U Ms) = (M; U Ms) U Ms
M N (M N Ms) = (M UMs)N Ms
3. Distributivgesetz
My N (Ma U Ms) = (M N M) U (M N Ms)

My U (M2 N Mg) = (Ml U Mg) N (Ml U Mg)
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2.2 Abbildung

Definition: X7,X5: beliebige Mengen

1. Eine Vorschrift A, die jedem Element ;1 € D(A) C X; eindeutig ein Element zo =
A(z1) C Xy zuordnet, heifit eine Abbildung aus X; in Xo: A: X1 — Xy

2. D(A): Definitionsmenge von A

3. B(A): Bildmenge von A

B(A) = {x9 : x9 = A(z) fiir 21 € D(A)}

4. Ist X C D(A), so heifit A(X), A(X) = {z2 : 2 = A(x1) fiir z; € X}, Bild von X
unter A

Definition: Menge X1,X5,X3

A1 . X1 — X2
A2 : Xo — Xg, B(Al) C D(AQ)
Dann heif3t:

A2 o Al : Xl — X3
D(A2 o) Al) = D(Al)

Ag o Al = Ag(Al(xl))
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Gesetze:

Assotiativgesetz: X1,X9,X3,X4

A X1 — Xy
Ay X9 — X5 B(Al) - (AQ)
Az X3 — Xy B(Ag) - (Ag)

Dann gilt:
(A3 0 (A20 A1) (z1) = ((A30 A2) 0 A1) (z1) = A3 (A2 (A1 (71)))

Definition: Eine Abbildung A : X7 — X, heifit eineindeutig, wenn aus A(z1) = A(77)
immer folgt z1 = T7. Gegenbeispiel:

L1
L2

Nicht eindeutig!!

X1

Definition: Umkehrabbildung: A : X; — X5 sei eindeutig. Dann ist die Umkehrabbildung
A—l
A7 Xy — Xy mit D(A™Y) = B(A)

mit B(A~! = D(A) gegeben durch

A_l(l’Q) =x1 mit x9= A(l’l)

Gesetze:
1. A7YA(z) =2 x € D(A)
2. A(A () =y y € B(A)
3. (A Y)Y (z) = A(z) x € D(A)

X ={x1,22,23,...,2,} Méchtigkeit n
Y = {yla Y2,Y3, ... 7ym} M&Chtlgkelt m

Definition: Zwei Menge X,Y heiflen von gleicher Méchtigkeit, wenn es eine eineindeutige
Abbildung A : X — Y gibt mit D(A) = X, B(A) =Y
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Beispiel:

X ={1,2,3,4,...}
Y =1{2,4,6,8,...}
AX)=2zx ze€X
Al (z)=32 z€Y

X und Y haben also dieselbe Méchtigkeit.

Definition: Eine Menge M heifit abzéhlbar, wenn sie von der gleichen Michtigkeit wie
die Menge der natiirlichen Zahlen ist.

2.3 Zahlenbereiche

1. Natiirliche Zahlen: N={1,2,...}
2. Ganze Zahlen: 7Z ={0,£1,4+2,...}

3. Rationale Zahlen: Menge der Briiche B = {z : x = g;p, q € Z;q#0}
Gleichheit: Z—i = ‘Z—; S piga = pag1 = Q
Q ist die Menge aller Driiche, fiir die p und ¢ teilerfremd sind.

4. Reelle Zahlen: R = Q U“{Menge aller Folgen in Q}“

5. Komplexe Zahlen:C = {z = a + ib;a,b € R;i*> = —1}

Vergleich der Zahlenbereiche:

N — A — Q — R — C
7N 7 T 7
0 neg. gebrochene irrationale i

Zahlen Zahlen Zahlen

\/57 \/gaeaﬂ

Definition: Gruppe: Eine Menge M mit mindestens 2 Elementen bildet eine Gruppe
beziiglich einer Verkniipfung o, wenn fiir alle Elemente x,y € M die folgenden Eigenschaf-
ten gelten.

1. Abgeschlossenheit: z oy € M
2. Assozativgesetz: x o (yoz) = (xoy)oz
3. Neutrales Element: Es gibt e € M mit zoe==x

4. Inverses Element: zu jedem x € M gibteseinT € M mit xoT =e

Definition: Abel’sche Gruppe:
Eine Gruppe M mit o heifit Kommutativ oder Abel’sch, wenn fiir alle x,y € M gilt:
roy=yox
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Definition: Korper:
Eine Menge M mit mindestens 2 Elementen bildet einen Kérper wenn gilt:

1. M bildet eine Abel’sche Gruppe beziiglich der Addition mit dem neutralen Ele-
ment“1

2. M /{0}(Man schreibt auch:(Cj/0) bildet eine Abel’sche Gruppe beziiglich der Mul-
tiplikation mit dem neutralen Element*“1¢

3. Distributivgesetz: z,y,e € M
(x4y)sz=xxz+yx*z

Definition: Geordnete Korper:
Ein Korper K heifit geordnet, wenn eine Beziehung “>0“definiert ist mit:

1. Fiir jedes z € K gilt genau eine der Beziehungen

X positiv

—N—
z=0,2>0,—2>0
——

X negativ

2.2>0y>0=2+y>0

3.2>0y>0=z*xy>0

T fir >0
2| =

—x fir <0

Satz:Dreiecksungleichung

] vl

|z + y|

r,y e K
[z +y| = ||z — [yl

Daraus folgt
] = [yl < o =yl < ||+ [y]
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1. d(z,y) =0 =y
2. d(z,y) = d(y, z)
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir z€¢ M

d(z,y) heifit Abstand der Elemente x,y
relle Zahlen:d(z,y) = |z — y| = |y — z|

Definition: metrischer Raum: Eine Menge M heifit metrischer Raum, wenn fiir jedes Paar
x,y € M eine nichtnegative Zahl d(z,y) definiert ist, mit

3 Funktionen

3.1 Grundlegende Eigenschaften

Unterschied zur Abbildung: Funktionen F': X — Y

X: Metrischer Raum
Y: Korper

Offen ist allerdings die Dimension
Beispiel: Temperaturverteilung in einem Hochofen:

T'(7): Temperaturverteilung

X: Dreidimensionaler Raum

Y: Temperatur in K: Reelle Zahl
T:R®*—R

Definition:f : R — R Graph: Gy = {(z,y) : « € Dy),y = f(x)}

Beispiele:

L. D(f) =R, f(z) = 2%
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2. D(f) = Cr{0}.f =

1 fur 2€Q
0 fur xGC’R{Q}

1 foooooooooooom

3. D(f) = [0.1], f(z) = {

3.2 Stetige Funktionen

Definition: e-Umgebung
Es sei M ein metrischer Raum mit einer Abstandsfunktion d, zg € M
Fiir ein beliebiges € > 0 heifit die Menge U (z9) = {z : x € M,d(x,z9) < ¢} e Umgebung

von Io
Ue (xO)

I .
g — € .’E!O Z —|—i6
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Definition: Stetigkeit einer Funktion:
Es seien X,Y, metrische Rdume f: X — Y

1. f heifit stetig an x¢/inDy, wenn zu jedem € > 0 ein A, > 0 existiert, so daf} fiir alle
x € Dy NUA, (z0) folgt: f(x) € Ue(f(x0))

2. f heifit stetig auf X € Dy, wenn f stetig ist in allen Punkten zg € Xo

f(wo) +€ 7
f(xo) 1
f(xo) —€ 1

wol— e i xb =+ de

Definition: Die Funktion f : R — R heifit stetig an xg, wenn zu jedem € > 0 ein d5 > 0
existiert, so dafl aus |v — xg| < 0,z € D(f) stets folgt: |f(x) — f(z0)] < €

3.3 Reellwertige Funktionen

R

O

Definition: Sei X ein metrischer Raum, f,g: X — R

1. Summe von Funktionen D(f + g) = D(f) N D(g)
(f +9)(@o) = f(z0) + g(0)

2. Produkt von Funktionen D(f x g) = D(f) N D(g)
(f *g)(xo) = f(xo) * g(w0)
3. Quotient von Funktionen D(g) = D(f)NCp,{z: g(x) =0}/

(5)(ao) = T2

Satz: X sei ein metrischer Raum,f,g: X — R
f,g ist stetig an ¢ € D(f) N D(g)

1. f + g ist stetig an zg
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2. f * g ist stetig an xg
3. 5 ist stetig an x, falls g(xg) # 0
Funktionen f: R — R

13

Definition:

1. Eine Funktion P : R — R, welche durch D(P) = R und
P(:E):Zau*aj a, € R, p,n € No; No = N U{0}
n=0

gegeben ist, heifit Polynom. Ist a, # 0, so heifit n der Grad des Polynoms.

Q(z) =0}, R(x) = gg% gegeben ist, eine (gebrochen—) rationale Funktion.

flz) ==

2. Sind P,Q Polynome, so heiit die Funktion R : R — R, welche durch D(R) = Cr{z :

Satz:
Rationale Funktionen sind auf ihrem gesamtenDefinitionsbereich stetig.

Satz:

f sei definiert und stetig auf dem Intervall [a,b] und es gilt f(a) * f(b) < 0. Dann
gibt es mindesens ein &,

§€ (a;b) mitf(§) =0

——

Ja; b[
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3.4 Monotone Funktionen und Umkehrfunktionen

Definition:

1. Eine Funktionf : r — R heifit auf X C D(f) monoton wachsend/fallend, wenn fiir
alle x1, 29 € X mit x1 < xo gilt: f(z1) < f(z2)/f(x1) > f(22)

2. Gilt unter 1. sogar “<“/ “>“ so nennen wir die Funktion streng monoton wachsend
/ fallend.

3. f heifit monoton, wenn f auf X entweder monoton wachsend oder monoton fallend
ist.

Satz:

Die Funktion f sei streng monoton wachsend / fallend. Dann gilt
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1. Die Umkehrfunktion f~! existiert.

2. f~1 ist ebenfalls streng monoton wachsend / fallend.

Satz:

f sei streng monoton und stetig auf D(f) und D(f) sei kompakt. Dann ist die
Umkehrfunktion f~! stetig auf B(f).

4 Wichtige Funktionen

4.1 Potenzen mit ganzen und rationalen Exponenten

15

Definition: Es sei b € R,m € Z. Wir setzen

Lom=1]b falls m > 0
pn=1
2. bm:ﬁ falls b # 0,m < 0

3.0 =1 ; b: Basis; m:Exponent
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Satz: Es sei 0 # b,b1,b2 € R;my,mo,m3 € Z
1. b™ % pm2 = prmatme
2. b1 kb = (by * by)™
3. (b)™2 = plmarma)
Satz: Essei 0 < b, b0 € R;0<me”Z
bi™ < b & by < by

Satz: Esseil <be R;0<mi,mo € Z

bt < V'™ & my < Mo

Satz:
Wurzel: 0 < b € R;n € N: Dann existiert genau ein x > 0 mit z" = b: Wir
schreiben: .
f@) =vz
flx) = a?

Satz: 0 < bj,b0 € Rine N
1 1
bin < bgn & by < by
Satz: 1 <be R;ni,ng € N
1 1 1 1
b <bm & — < —
niq ng

Satz: 0 <b € R,p € Z,q € N. Dann gilt fiir alle A € N
(ba)” = (b

))\*p

Definition:
Seio<beR;reQmiw=g,pez,qu.
Wir schreiben: )

b =ba = (ba)F

Satz: 0 < b,01,02 € R;r, 71,10 € Q
o bl x pr2 = p(ritra)
o b1 xby" = (by xbo)"
° (bm)Tz — b(rl*m)
Satz: 0 < by, e R;0<r€Q
blT < bQT <~ bl < b2

Satz: 1 <beR,r,m €Q
b < b2 sy <ry
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4.2 Potenz- und Exponentialfunktion

Potenzen b" mit 0 <b € R,r € Q

17

Definition:

1. Potenzfunktion:

2. Exponentialfunktion:

Sei r € Q: Die Funktion f(x) = 2" mit D(f) = (—o0, 00) heiit Potenzfunktion.

Sei b > 0: Die Funktionf(z) = b* mit D(f) = Q heifit Exponentialfunktion.

Satz

1. re@: f(x) =x" ist stetig auf (—oo, 00)
2. 0<beR: f(x) =" ist stetig auf Q

D(f) laBt sich auf R erweitern = Exponentialfunktion auf R
Die Funktion f(z) = 0" fiir z € R ist stetig auf R.
Rechengesetze:

Satz: Es seien 0 < b,b1,b0 € Ry, 21,20 € R

1 bot s po2 = portas
2. blm * bgm == (bl * bg)x
3. (le)wQ — b(xl*xg)

Satz: Monotonie der Potenzfunktion
O0<z,z0 € R,O0<reR

:L'1T < $2T =11 <22

Satz: Monotonie der Exponentialfunktion

l<be R;x1,20 € R

b < b & 21 < 19

4.3 Logarithmusfunktion

[ @) =logyx

Es ist D(log, z) = (0; 00)

Definition:1 < b € R Die Umkehrfunktion von f(x) = b* heift Logarithmus zur Basis b:
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logyx

B

/

Rechengesetze:
0<z,z1,29 € R

1. logy(x1 * x2) = logy(x1) + logy(x2)
2. logy(1) = 0,log,(b) = 1,1og, (%) = — logy ()

3. logy(z") = r x log,(x) (r e R)

Spezialfille
b=10 »Logarithmus decimalis® ldx :=loggz
b=e~2,71828... ,Logarithmus naturalis® ldz :=log,z
b=2 ,Logarithmus dualis® Ibx :=logyx

4.4 Hyperbolische Funktionen

Defniniert auf R

. T__,—T

e sinhx = ¢ 26
xT —x
e coshz = %

e tanhz = cosh x

e cothz = wshe (definiert auf Cr{0})

18
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coth z

Satz: Additionstheoreme:

Sei x1,x9 € R. Dann gilt:

oth =

sihh z

1. sinh(x1 + x2) = sinh 21 * cosh x5 + cosh 21 * sinh 9

2. cosh(zy + x2) = sinh 21 * sinh z9 4 cosh x1 * cosh xo

Satz: Sei z € R. Dann gilt

Umkehrfunktionen:

fz):

cosh?z —sinh?z = 1

f—l

sinh x

arsinhx = In (x + \/m>

cosh x

arcoshxr = In <:p + m>

tanh x

coth x

_ 1 142
artanhz = 5ln <1_m>
1
2

_ +1
arcothx = 5in (%)

BB | B B|g

Bl RE| B B
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ar¢oth =
arcosh
arsinh x arcoth x
rfanh x
5 Differentialrechnung
5.1 Motivation
[k
P,
f(woy / f(x)
d i) 33 b

Sekante:

L. (z0, f(%0)), (z, f(x))
2. (w07f(1'0))7mp _ J@)—f(=0)

T—x0

Tangente: lim
P—Py

20
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Tangente: Steigung an pg

li =f
S [ (o)
5.2 Definition der Ableitung
Definition: Es sei f : R — R, D(f) = I beliebig
1. f heifit differenzierbar an zp € I, wenn der Grenzwert lim %ﬁgwo) = %(mo)

r—x0
existiert. Ist xg rechter bzw linker Endpunkt von I, so heifit f an xq linksseitig bzw.

rechtsseitig differenzierbar.
2. Die Funktion f': R — R mit D(f’) = D(f) N {w : %(mo) existiert} und f'(x) =

%(ajo) heifit Ableitung von f. Ist f’ stetig auf einer Menge X C D(f), so heifit f
stetig differenzierbar auf X.

Hohere Ableitungen sind rekursiv definiert..

fo= o
[

Nomenklatur p
f(zo) = % (x0) Ortskoordinate

d
g(to) = d_i(to) Zeitkoordinate
Einfache Funktionen:
1. flx)=a
f(zo) = lim O o lm0=0
T—To T — X T—x0
2. f(z)=axx
f'(z0) = lim ar —aro _ .

r—ro T — ':UO
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:E2 — ZE20

f/(:E(]):limi:
r—x0 T — X
. T T —T*To+ T *xTyg— To*Tg
= lim =
T—T0 Tr — X

. r — X r — X
= lim (m* + *;1;0>:

T—X0 Ir — X r — X

= lim (z+ z9) =2 *

T—To

4. f(z) = 2™ = f'(x) = nz"': Beweis mit vollstindiger Induktion:

(a) Induktionsbeginn n = 1:
fla) == f(z)=1

(b) Induktionsannahme n — 1 — n. Es gelte fiir

1 , xn—l _ JE(]n_l )
g(x) =2""" : ¢ (xg) = lim =(n—1)xxy""
T—T0 T — X0
(¢) Induktionsschlufl: Wir berechnen
Looxt —xo"
f(z0) = lim “—""— =
rT—x0 T — X
ool — " Y xag+ 2" P w g — 2™ kg
= lim =
T—T0 Tr — X
. x—x9 x2"—1 _
= lim (z"! + 2" P xaxg ) =
T—T0 T — X —
= lim (2"7' + (n — 1)m" ?a0)
T—x0
= 2"+ (n— Va" !
= nay" !

Satz:

Die Funktionf(z) = |z|, D(f) = R ist differenzierbar auf Cr{0}. Es gilt:

Fl(z) = 1 fir x >0
-1 firz<0
Beweis:
1. < 0,29 <0
f'(zo) = lim —riro -1
T—x0 T — XIQ
2. 2>0,y0 >0
F(zo) = lim 20 =1

T—xo T — X(

22
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Satz:

Die Funktion f sei definiert auf I und differenzierbar an xg € I. Dann ist f stetig
an xop.

5.3 Ableitungsregeln

Satz: Die Funktionen f und g seien definiert auf I und differenzierbar an xg € I. Dann gilt:
1. Summenregel: f + g ist differenierbar an zq
(f +9) (w0) = f'(x0) + g’ (w0)
2. Produktregel: f * g ist differenierbar an xg

(f *9)'(x0) = f'(x0) * g(x0) + g’ (20) * f(0)

3. Quotientenregel: 5 ist differenierbar an g

<i> (zo) = g(xo) * f'(z) — f(20) * g'(0)

l9())?
.. NAZ—ZAN  Nenner*Ableitung Zihler - Ziahler*Ableitung Nenner
Merkhilfe: =
N2 Nennerquadrat
Beweise:

1. Summenregel:

(f +g)/($0 — lim (f —|—g)(l‘) — (f +g)(m0) _

Tr — X
_ iy @) = flao)] + [9(x) — g(@o)] _
z—x0 T — xo

= f'(x0) + ¢ (o)
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2. Produktregel:

(f5g) (wo = lim 9@ = (F*g)@0) _

T—0 T — X
i L) 5 9() = F(wo) * 9(2) + f(0) # 9(w0) — F(wo)g(wo) _
=0 T — Tg
= lim <g(ac0) * M +f(x0)w> _
T T — Tg T — Xp

= g(o) * f'(x0) + f(z0) * ¢'(x0)

W)= (1) o) =

= lim =

T—xQ T — X

1 _ _1

— lim 9(z) g(@o) _

T—To T — X0

rT—=zT0 T — X0 g(w) * g(xo)

-1
/
=g (wo) *
[9(960)]2

<§>,($0) = <f * ;)l(ﬂfo) =

= f'(wo) * h(wo) + f(xo) * B (x0) =
_ gy« 9(%0) ooy s [~ 9 @)\ _
g T ( [g<m0>12>
_ J'(xo) * g(zo) — f(zo) * g'(x0)

l9(x)]?

Satz:

n
Ein Polynom P(z) = )_ a,x” ist differenzierbar auf R und es gilt:
v=0

n
P'(w):ZV*aV*x”_l
v=1

P(z) = ap + a17 + azz® + - - - + aza”

P'(z) = a1 + 2a9z + - - - + apz™ !
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Satz: Kettenregel:

Es sei h = go f definiert auf I. Ist f differenzierbar an x¢ und g differenzierbar an
yo = f(xp), so ist h differnzierbar an xy und es gilt:

dg df

W(x) = (go f)(x0) = g (y0) * f'(x0) = a0 g0

Beispiel:h(z) = (322 + 7z)3 definiert auf ganz R

W(x)= 3322 +7)2% = (6z4+7) = (18z+ 21)(32 +7)*

AuBere Ableitung Innere Ableitung
Satz:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I C R stetig und streng monoton, f sei
differenzierbar an zg € I. Gilt f/(xq) # 0, so ist f~! differenzierbar an yg = f(xo).

Es gilt:
1
—1y/ _
(f ) (yO) f,(xO)
Beweis: zg,y0 € R
-1, ¢—-1
(f—l)/(yo) — lim f Yy f (yO) _
y—Yo Y—1Y
— lim Y~
v=z0 f(z) — f(z0)
T on, T@ I @)
xr—x0
1
I (xo

5.4 Ableitungen wichtiger Funktionen

Satz:

Es sei {x,} eine Folge von Zahlen, z, € Rmit 0 < |z,| < 1 und lim z, = 0
n—oo

(Beispiel:z,, = 1). Dann gilt

n

lim (1+a2,) =e  (~2,71828...)

n—oo

Satz:

x>0,z € R (logyx)' = Llogye
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Beweis: 0 < |hy| <z hy —0
[ —1
(logp(zp)) = lim LO0T — L0960 _ hy = — 20
T—x0 Tr — X

lim logy(xo + hyn) — logy(zo)

n—oo hn
. 1 o + hy,
= lim — xlogy =

n

1 n
= lim —*i*logb<1—|—h—>:
o

n—o0 I hn

1 B \ P
= lim — xlogy | 1 + — =

1 I,
= lim — *logy <1+—> =
n—oo f Z

1
= — xlogpe
x

Speziell fiir b=e:
Satz: x € R. Dann gilt (e”) = ¢*. Beweis:

y=f(z)=¢€"

x=f"Hy) =Iny

/ _dy _ 1 _ 1 _ . _ oz
F@) =4 =gy =Gy =¥=¢

Satz
reR,b>0= (b*) =b"*Inbd

Beweis:

/
(b) = (e7P) = e s b = b Inb

Hyperbolische Funktionen

1. sinhx = ¢
xT —T
(sinhz)" = ¢ +2€ = cosh(x)
2. coshz = #
el‘ —T
(cosh ) = = sinh(x)
_ sinh
3. tanhx = Z%
, _ (coshz)? — (sinhz)? 1

(tanh z)

= =1 — (tanh z)?
(cosh x)? (cosh x)? (tanh z)

26
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4. cothg = coshz

sinhx
inh x)? — (cosh )2 1
th) = 0 = — =1 — (coth z)?
(coth.z) (sinh z)? (sinh z)? (coth.z)
Die Umkehrfunktionen:
1. arsinhz = In(z + Va2 + 1
1 1 1
inh)(z) = —— (1 4+ ~(2® +1)"2 % 22) =
(arsinh)’(x) :E—l—sqrtx2+1( + 2(:1: +1)72 % 2z1)
R e
o+ Vo2 +1 B
Va1l +4a . 1 B
r+vVael+1 VaZ+1
B 1
x2+1
2. arcosh als Ubung
3. artanhz = § In(HZ)
11 (1—a)%1—(1+a)*(-1)
(artanh)’(z) = 3 T * (L =
(1—x)*2
21+ 2)(1 — 2)2

C (T+2)(1—2) T 122

4. arcoth als Ubung

5.5 Mittelwertsitze der Differentialrechnung
Satz:

Es sei f definiert auf [a, b] und differenzierbar an g € (a,b). Hat f an z( ein lokales
Maximum/Minimum, so gilt notwendig f’(z¢) =0
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Beweis:

f hat an zg ein lokales Maximum. Dann gilt fiir geniigend grofles xg € N:

l— X
flao+ 1) < flag) = lim Lot lon) <
n—oo

|
1
n

:>f/(X0):O
ro—1)— f(x
f(xo_%)ﬁf(xo) = nliﬂéomwii)xﬁ((ﬂzo

N——

|
1

n

Satz von Rolle:

Die Funktion f sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Es gilt: f(a) = f(b).

Dann gibt es wenigstens ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

28
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Beweis:

Ist f(z) = f(a) fir alle z € [a,b], dann gilt fiir jedes £ € (a,b); f/(§) = 0.
Ist f nicht konstant, dann gibt es mindestens ein & mit f'(&) > f(x) fiir alle
x € [a,b] — f(£§) = 0.

- f(b)

m = f(§)
if(a

& &5

Satz: 1.Mittelwertsatz:

Die Funktion f sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es
mindestens ein & € (a,b) mit f/'(§) = %

Satz:

Eine Funktion f sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und es gelte
f'(x) = 0 auf (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis: x( € [a,b],& € [a,x0]

[ =19 — i) =0

= f(z0) = f(0)Vxo € [a, ]
Satz:

Die Funktionen f und g seien stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Es gelte
f(z) =4 (z) Vz € (a,b). Dann gilt:

flx)=g(x)+c Va € (a,b)

Beweis: Definiere h(z) = f(x) — g(x).
B (z) = f'(x) — ¢'(x) = 0 — h(x) = ¢ = konstant
f@)—glx)=c



5 DIFFERENTIALRECHNUNG 30

Satz:

Die Funktion f sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b).

1. f'(z) > OVz € (a,b) = f ist streng monoton wachsend.
2. f'(x) < OVzx € (a,b) = f ist streng monoton fallend.

Beweis:

1. f'(z) > OVzx € (a,b)
a < x1 < x9 < b Dann gibt es ein £ € (x1,x2) mit

f(xa) = f(x1) = (&) (w2 — 1) > 0= f(22) > f(21)
M~ N—

>0 >0
2. f'(x) < OVz € (a,b)
a < x1 < x9 < b Dann gibt es ein £ € (x1,x2) mit
f(xa) = f(x1) = f'(€) (w2 — 1) < 0= f(22) < f(21)
= %

Satz: 2. Mittelwertsatz:

Die Funktionen f und g seien stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und
ferner sei ¢'(x) # 0 fiir z € (a,b):
1. g(a) # g(b)

Dt e o £
2. Es gibt ein £ € (a,b) mit iG]

f(b)=f(a)
9(b)—g(a)

5.6 Die Regeln von de I’'Hospital

Grenzwerte von Quotienten h(z) = % fiir den Fall, da8 f(x), g(x) — 0 oder f(x),g(x) — oo
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Satz:

Es sei —00 < a < b < +o0o und —oo < [ < +00. Ferner seien f,g stetig differen-
zierbar auf (a,b) und es sei

/
lim f(z) =
z—b g (x)
Dann folgt aus
1. lin%7 f(z) = lirr%)g(:n) =0 oder
2. lin})g(a:) =00
die Aussage
)
z—b g(x)

(Analog flir lim>

r—a

Beispiel:
_ _ f(@)
lim f(z) = lim g(z) = 0 lim 765 = L
L (@).(z) i)
!/ . / _ T
lim  flz) =lim - g@) =0 lim oy = L
| | |
lm  F(z) =lm Gz) =0 lim &5 = L
2.F'(z),G'(z) 0
lim F'(z) # 0, lim G'(z) # 0 = lim g,g% L
Beispiele:
L. lim S22 — Jjy €52 — ]
z—0 z—0
. In(l4=z .
2 Jig 25 = i e =1
1
3. lim zlnz = lim 22 == lim -2 = lim —z=0

z—0+ z—0t = r—0t T2 r—0t
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5.7 Kurvendiskussion

Satz:

Sei f definiert auf [a,b] und zweimal differenzierbar an x¢ € (a,b)

1. Gilt f'(zg) = 0 und f”(x¢) > 0, so hat f an z ein lokales Minimum.
2. Gilt f(xo) =0 und f"(x¢) <0, so hat f an z( ein lokales Maximum.

Mlax Min

(%)
Mwin

Definition: f sei definiert auf [a,b] und differenzierbar an xy € (a,b). f hat an xy genau
dann einen Wendepunkt, wenn f’ an xq ein lokales Extremum besitzt.

Satz:

f sei definiert auf [a,b] und zweimal differenzierbar an x¢ € (a,b). Hat f an
einen Wendepunkt, so gilt notwendig f”(zq¢) = 0.
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Satz:
f sei definiert auf [a,b] und n-mal differenzierbar an zq € (a,b). Gilt f*)(z¢) =0
fir k =2,...,(n — 1)undf(™(zq) # 0 fiir n > 3, n ungerade, so hat f an z( einen

Wendepunkt.

Ablauf der Kurvendiskussion

1. Bestimmung der Nullstellen
2. Bestimmung des Definitionsbereichs, der Stetigkeits— und Differenzierbarkeitsintervalle

3. Klassifikation der Unstetigkeitsstellen von f und Untersuchung des Verhaltens von f an
den Réndern des Definitionsbereichs und im ,,im Unendlichen “.

4. Untersuchung der Paritdt (des Symmetrieverhaltens)

5. Bestimmung der lokalen Extrema und der Wendepunkte
6. Bestimmung der Monotonie

7. Berechnung geeigneter Funktionswerte

8. Skizzierung der Funktion

Beispiel: f(z) = 23 — 322 — 10z + 24 D=R
1. T = 2
Polynomdivision:

(23322 —102+24)/(z —2) = 2% — 2z — 12
3 =222
—22—10x
— 2242
122424
122424
0

Uber die Losungsformel fiir Polynome 2. Grades erhilt man:

-bt+tvD 1 149
xg;gziz—i — = xo=—-3;x3 =4
2a 2 4

2. fist stetig und differenzierbar auf D(f) =R

3.

lim f(z)=—o0

Tr——00

lim f(z)=+o0

Tr——400
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4. Symmetrie dauert hier zu lange.
5. f/(2) =322 =62 —10=0=a], =14 /3
ff(z)=6z—-6=0=2=1

1—.,/13

" Minimum bei 3
f(z12) #0 = 3
Maximum bei 1+ 5

f"(6) = 0 = Wendepunkt bei 1

6. —co<r <1 — \/13—3: f ist monoton wachsend
1— %—3 <xr<l-+ \/%:f ist streng monoton fallend

144/ %—3 < x < 4oo:f ist streng monoton wachsend

/ \/

—o0 < x < 1: fist rechtsgekriimmt
1 < x < 400 : fist linksgekriimmt

7. Einige wichtige Punkte

x f(z)
—2 24
1—/2 | 30,04
0 24
1 12
L4+ /% | —6,04
5 24

34
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6 Integralrechnung

6.1 Idee des Riemann—Integrals

Punktmenge F in der Ebene

Punktmenge F, die durch eine

Transgmation auf einem Intervall [a,b] po-
sitive, beschrankte Funktion f
definiert ist

f(x A=c(b—a)

1 fiir x rational
-]

0 fiir x irrational

. Die Zahl||P|| = max {Az} heifl Norm von P

0
Definition: Gegeben sein das Intervall [a, 0]

1. Jen+1 Zahlen P = {xg,x1,22,..., 2y} mit a =20 < 21 < 23 < --- < ,, = b bilden
eine Partition (Zerlegung) von [a, b]

2. Fir 1 < k < n heifit Iy = [xg_1,2k] k-tes Teilintervall mit der Linge Axp =
T — Tp—1 >0

a = Tg1 1"'2 T3-b=1o4
3

ZAwk:(wl—$O)+(w2—x1)+(w3_x2)+"'+(xn_xn—1):xn_x():b_a
k=1
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Definition: Es sei f beschrénkt auf [a,b] und P = {xq, ..., z,} eine Partition auf [a, b].
Wir setzen:
Lomi(f) = inf f(z), My(f) = S}lpf(x)
k
2.

| Supremum=Kkleinste obere Schranke
|

[
Infimum= grofite untere Schranke

m(z) = inf f(z), M(x) = sup f(z)
[a,b] [a,b]

3. Sp(f) = > mi(f) * Az heifit Untersumme von f beziiglich P.
k=1

Sp(f) = Z My(f) * Axy, heifit Obersumme von f beziiglich P.
k=1

Sp(f) < Se(f)

6.2 Riemann-Darboux-Integrale

Satz:

Fiir jede Partition P gilt m(f)(b—a) < Sp(s) < Sp(f) < Mg(b— a).
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»Beweis “: m(f) < my(f) < Mi(f) < M(f)

m(f)(b—a) =Y m(f)Ax

k

<> my(f)Azy = Sp(f)
k

<> My(f)Azy, = Sp(f)
k

Definition: Eine Partition P’ = {z(, 2], 25,...,2;,} von [a,b] heiBt Verfeinerung einer
Partition P = {zg, x1,

..., Zp}von [a,b], wenn gilt:

{xo, 21,29, ... &} C {x(, 2, 2h, ... 1)}

Satz:

Es sei P’ eine Verfeinerung von P. Dann gilt

Satz:

Fiir zwei beliebige Partitionen P, P, gilt:
§P1 (f) S §P2

Beweis:

Es sei die Partition P = P; U P». P ist eine Verfeinerung sowohl von P; als auch
von P». Dann gilt:

Sp, (f) < Sp(f) <Sp(f) <Sp(f)

Definition:

1. Als unteres Riemann-Darboux-Integral bezeichnen wir

b
/ f(@)dz = sup Sp(f)
J P

2. Als oberes Riemann-Darboux-Integral bezeichnen wir

f(x)dx = iI}l)fﬁp(f)

Q\Icr
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Satz:

b
Es gilt: [ f(z)dx <

8 — =

f(z)dz

Satz:

Es sei b < ¢ < a. Dann gilt:

b c b
L [ f(z)dz = [ f(z)dz + [ f(z)dz
b ¢ b
2. [f(x)dz = [ f(z)dz + [ f(z)d=
Satz:
Ist P = {xg,x1,...,2,} eine beliebige Partition auf [a, b], so gilt

—_

N
R—j> Sl—
Ee
Il
—
i3]
bl
L

6.3 Das Riemann-Integral

Definition: Die Funktion f sei beschriankt auf [a;0]. Gilt

b b
/f(:n)d:c:/f(az)dm

so heifit f Riemann-integrierbar (R-integrierbar) auf [a, b] und der gemeinsame Wert heifit
b
das Riemann-Integral von f auf [a,b]: [ f(z)dz

a

Beispiele:

1. f(z) =1, definiert auf [a, b]
Fiir jede Partition P gilt: Sp(f) =b—a = Sp(f)

Dann folgt:
b

1dm:(b—a)*1:/1d:n

a

b
:>/1dx:b—a

Sl—__ .
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2. fz) = {1 fir z € [a,b] NQ

0 firx € [a,b] N CrQ

Fiir jede Partition P auf [a, ] gilt:

Sp(f) =0, Sp(f)=(b—a)
b

:>_/b:07é/:(b—a)

a

f(z) ist also nicht R-integrierbar.

Satz: Riemann-Integrabilitdtskriterium:

Die Funktion f(x) ist auf [a,b] genau dann R-integrierbar, wenn zu jedem € > 0
eine Partition P existiert mit

Sp(f)—Sp(t) <e

Satz:

Die Funktion sei monoton auf [a,b]. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a, 0]

Beweis:

Es sei 0.B.d.A f streng monoton wachsend. Fiir jede Partition
~—

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

P von [a, b] gilt:

n

Sp(f) = Sp(f) =Y _[Mi(f) — mp(f)] Az <

k=1
<P 1 () = flae — 1)) =
k=1
=[P [(f(@n) = f(@n-1)) + (f(@n-1) — f(zn-2))+

o (Fle2) — f@n) + (Fa1) — flao)] =
= |PIILfF(b) — f(a)
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1. f(a) = f(b), es folgt fiir jedes P:Sp(f) = Sp(f)

2. Fir f(z) < f(b) wéhlen wir ui € > 0 eine Partition derart, daf§ ||P|| <
i P — fa) < e
= Sp(f) —Sp(f) <e

Satz:

Die Funktion f sei stetig auf [a,b]. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a,b].

Verwendeter Wert ist beliebig

~

Riemannsche Summen: b

6.4 Eigenschaften des Riemann-Integrals

1. Ist a = b und f(a) definiert, so setzen wir
/f(:n)d:n =0

2. Ist a > b und f R-integrierbar auf [b, a], so setzen wir

/bf(w)dx = —/af(l")div
a b

Satz: Homogenitét des Integrals:
Sei f Riemann—integrierbar auf [a, b] und ¢ € R. Dann ist auch die Funktion cx f(x)
R-integrierbar auf [a,b] und es gilt:

b

/bc*f(w)dw:c*/f(x)dx

a
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Satz: Additivitdt des Integrals:

Seien f und g R-integrierbar auf [a,b]. Dann ist auch (f + ¢g) R-integrierbar auf
[a, b] mit:
b

l/U+@@Mm=/f@Mm+ig@Mw

a

Satz: Monotonieeigenschaft:

Seien f und g R-integrierbar auf [a,b] und g < f(z) auf [a,b]. Dann gilt:

b

/ﬁmesjf@Mw

a

Sei f auf [a,b] definiert. Wir setzen fiir x € [a, b]

f(z)  wenn f(z) >0

[ = {O wenn f(z) <0
.\ J—f(x) wenn f(x) <0
fe) = {O wenn f(z) >0
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Satz:

Ist f auf [a,b] R—integrierbar, so sind auch f* und f~ R-integrierbar.

Satz:

Ist f auf [a,b] R—-integrierbar, so auch |f|. Es gilt:

b b

[ t@as| < [ 1f@)as

a a

Satz:

Seien f, g auf [a, b] R—integrierbar. Dann ist auch (f*g) R-integrierbar.

Satz:

Ist f R-integrierbar auf [a,b], dann ist f R-integrierbar auf jedem Teilintervall
[e,d] C (a,b).

Satz:

Ist f beschriankt auf [a, b] und R—-integrierbar auf jedem Teilintervall [¢,d] C (a,b),
dann ist f R-integrierbar auf [a, b]

6.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es sei I ein beliebiges Intervall und f R—-integrierbar auf jedem Intervall [a,b] C I. Ist
x

zo € I, so heiBit die Funktion F mit Dp = I und F(z) = [ f(t)dt ,Integral von f als
o

Funktion der oberen Grenze“
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Satz:

F ist stetig auf I.

Satz: Hauptsatz:
Ist f stetig an x € I, so ist F differenzierbar an x und es gilt F'(z) = f(x)

Sei I ein beliebiges Intervall, f und F seien definiert auf I und F differenzierbar auf I. Gilt
auch I F(z) = f(z),dann heift F Stammfunktion von f auf I.
Jede stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion, denn

Flz) = / F(t)dt

ist differenzierbar auf I mit F'(x) = f(z)

Satz:

F,F; seien Stammfunktion von f auf I. Dann gibt es eine Konstante ¢ mit Fj(z) =
F(z)+c¢

Satz:

Sei f R-integrierbar auf [a,b] und F Stammfunktion von f auf [a, b]. Dann gilt

/ f(t)dt = F(b) - F(a) = Fx)[ = [F(x)]}

6.6 Das unbestimmte Integral

x
F(z) = / f(t)dt : ,Integral als Funktion der oberen Grenze*
Zo

Fl(ﬂj‘) = Fg(l’) +c
Definition: Es sei I ein beliebiges Intervall:

e S(I)={f: f besitzt Stammfunktion auf I}

e Fiir f [ S(I) definieren wir das unbestimmte Integral
[ f(z)dz = {F : FistStamm funktionvonfaufI}

o Ist f € S(I),Fy1 € [ f(z)dz, so schreiben wir
[ f(x)dz = Fi(z) + ¢ ceR
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Beispiel:

I={0,00},a0 # —1
Jatde = 25 +e
Satz:

Es sei f,g € S(I). Dann ist auch f+ g € S(I) und es gilt: [(f + g)(z)dx =
[ fx)dz + [ g(z)dx

Satz:

Es sei f € S(I), A # 0. Dann ist auch A% f € S(I) und es gilt: [(Ax* f)(z)dz =
Ax [ f(z)dx

Satz: Substitution

Sei 1(§) stetig differenzierbar auf I¢, f(x) stetig auf I, = ¢(§).

AN

Ie

L[ F@(€) 5 (€)dE = [ f(@)da]amy(e)
§) #

2. Falls @(

J f(x)d

0 auf Ig
[ F((€)F(§)de]emyp1 ()
Beispiel:

1w = le) = 3
/ cosh(3£)d¢ =

—

cosh(3§)d¢ =

/ cosh a:dx) =
=3¢

sinh x + c> =
=3¢

Il
oo|)—~/—\/—\c,o|»—~
ool»—k Wl =

sinh(3¢) +

2.z =1(€) =1 &
1 -2

5 - > —
/ et T Tt
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T 14 &2 )
dx = x 2€
x—1 < VE? _——
=(2 [0+ 2d> =
</< ene)
2
=26+ + ) =
<£ 36 ‘ E=vzr—1
:2*\/1—x+§*(w—1)%+c

Satz: partielle Integration:

Seien f,g stetig differenzierbar auf I. Dann gilt:
J f(@)x g'(z)dz = f(z) * g(z) — [(f'(z) * g(z)dz

Beispiel:

1. [z xgoshzydr=_x *ginhz— [ 1 ssinhzdr =axsinhz — coshx

< =~ < = IR
f g’ f 9 f g

2. [lnzder = [1xlnadz =x*lnz —x+c
6.7 Bestimmte Integration durch Substitution und partielle Integration
Satz:

Es sei (&) stetig auf [«, 5], f stetig auf [a, b] = ¥([a, F]). Dann gilt:

»(B) Ié]
/ f(2)dz = / FO(E)) = 0/ (€)de
P(a) o

Beispiel:

Loo=¢8+1=1()
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2. x=8 =),y (§)d =2

4
=2—2In-
3

Satz: Partielle Integration:

Seien f,g stetig differenzierbar auf [a,b]. Dann gilt:

Beispiel:
1.
2 2,
1
/xlnazd:n— —ln:n /x_ —dr =
2
1 1
2In2 1/ d
=2In2— = | xzdx =
2
1
1 3
= 2In2 — [szﬁ =22 -7
2.

€

In = /n(ln x)"dx = [(Inx)"]|] — /a:n(lna:)"_l * lalac =
1

X

—_
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6.8 Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz: 1. Mittelwertsatz:

b
Sei f stetig auf [a,b]. Dann existiert ein £ € (a,b) mit [ f(z)dz = f(£) x (b — a)

RN
77

b
Beweis:F(z) = [ f(t)dt

a

1.Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Es gibt ein & € (a,b) mit F'(§) =
F(b)—F(a)

b—a

[ f(@)dz = F(b) — F(a) = F'(§) * (b —a) = f(§) = (b —a)

a

(=

Es existieren noch weitere Mittelwertsétze der Integralrechnung, diese wiirden aber den Rah-
men dieses Kurses sprengen.

6.9 Uneigentliche Integrale

Bisher war I = [a, ] endlich und f war in I beschrinkt. Bei uneigentlichen Integralen ist das
nicht mehr der Fall:

1. Es sei —00 < a < b < +00. Eine Funktion f heifit uneigentlich integrierbar auf
[a,b], wenn f auf jedem Intervall [a, B] C [a,b) R—integrierbar ist und der Grenzwert

B b—
Blingf [ f(z)dz = [ f(z)dz existiert.

2. Es sel —00 < a < b < +4o0. f heifit uneigentlich integrierbar auf [a,b], wenn f auf
b

b
jedem Intervall [A,b] C (a,b] R-integrierbar ist und Alim+ [ fx)dz = [ f(z)dx
at

—at g

existiert.

3. Es sei —00 < a < b < +oo. f heiit uneigentlich integrierbar auf [a, b], wenn fiir ein
¢ C (a,b) fauf (a,c] und [c,b) uneigentlich integrierbar ist.

7 Fa)da = / + F(@)dz + 7 F(@)de




6 INTEGRALRECHNUNG
Beispiele:

1
1. [ Ldo

o+

Esgilt fir0 < A<1:

1
/i :{ In A
J o (1 _al—a)

1
lim f L dz existiert genau dann, wenn o < 1:

a—0t 4
P 1
0{ m_adx = T—a
—+00
2 “1f o du, B> 1:
f 1 InB flir a=1
Za O =
17 L x(Blm*—1) fir a#1
B
lim [ -Ldx existiert fiir o > 1
B—oo 1
o
1. 1 1
({ zodt = —1-5 = g1
1
3. [ =dux 0<B<1
0
B
[ide=[-2y/T—2]f =2-2V/1-B
0
1
of sqrtl — xdx = ma f ﬁdx =2

fir o=
fiir a#1

Satz: Vergleichskriterium

f,g seien R-integrierbar auf jedem Intervall [a, B]

b b~
g(x) aufla,b). Konvergiert [ g(z)dx, so konvergiert auch [ f(z)dx und es gilt:

b

.
[ f(@)dz < [ g(x)dx

a

C [a,b) und es gelte 0 < f(x) <

48
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Satz: Spezialfall

B
f sei R-integrierbar auf jedem Intervall [a, B] C [a,b). Konvergiert [ |f(z)|dz, so

B
konvergiert auch [ f(z)dz.

11—

7 Trigonometrische Funktionen

Wurden aus Zeitgriinden und da weitgehend bekannt iibersprungen

8 Funktionsreihen

8.1 Taylor’scher Satz

n
f(x):,/z:_oau*xl/ a, < )

Satz: Taylor’scher Satz fiir Polynome:

Ist f(z) = > ayz” Polynom und zy € Ryso hat f auf ganz R die Darstellung

v=0
n

) (z »
fla) =Y L2y (2 — a)
v=0
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Beweis:

f(l‘) = Zauﬂjy = ZGV(ZE — X +ZE0)V =
v=0 v=0

S (5 1) i) -

n=0

= Z bu(z — x0)*
pn=0

) (g
1. f({L'()) = bo = b() = (¢ 00!( o)
2. 1<k<n
fF(x) = Zk bup(pp = 1).e(pp — k + 1) (2 — xo)*
/J,:

F®) (@) = bkl & by, = L2e0)

Satz: Taylor’scher Satz:

Sei I ein beliebiges Intervall, die Funktion (n + 1)-mal stetig differenzierbar auf
I und z( ein innerer Punkt von I. Dann gilt:

1. Fiir alle z € I 148t sich f durch die Taylor’sche Formel mit der Entwicklungs-
mitte xg darstellen.

") (g y
fl@)= > L2 (g — ) + Ry (2, m0)
v=0

2. Restglied:

T

Ry (z,x0) = % /(a: —t)"f(n+1)(t)dt

o
Satz:

Fiir ein 6 € (0, 1)gilt:

1. Lagrange
S (@0 + 0(z — 20))
(n+1)!

R (2, 20) = )

(x — xo
2. Cauchy

R, (x,xg) = J o + 0fw = 20))

~ (1= 0)"(z — o)™
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Satz:

Ist f auf I beliebig oft differenzierbar, so 148t sich f an der Stelle z € f genau dann
durch die Taylorreihe mit Entwicklungsmitte zq:

© 1) (4
f(x)zzf ( 0)(1,_1_0)1/

V!

darstellen,wenn gilt: lim R, (z,x0) =0
Satz:

Sei f auf I beliebig oft differenzierbar mit x € I. Existiert ein k£ > 0 mit

max | f)(€) < k baw max |V ()] < k

[zo,x] z,%0) -
unabhéngig von v, so gilt:

infty f(V

P e

8.2 Taylorreihen elementarer Funktionen

Satz:
x v
Es gilt auf —oo, +00: e* = ) z
v=
Bewelis:
(v) no
v=0
max\f(” ( )! = e* bzw: max]f(”)(f)] =1
[0,2] [2,0]

8.3 Wiederholung der Taylor-Reihen

Polynom: f(z) = > a,a”
v=0
Taylor’scher Satz:
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n
a,xly = > by(x — x0)Y
0 v=0

Ziel: f(z) =
Weg: .

f(z) = Zn: a,xly =
v=0

n
= Zau(ac —xo+ )" =
v=0

- Z:% 3 (1) @y

pu=0

= Z by (z — xp)”
v=0

21 21 21
5+ = (z—x0) *x0 + —(33—330)2338

V=20 gt 210!

= af + 2wo(x — x0) + (& — x0)”

Satz: Fiir allgemeine Funktion:

Ist eine Funktion f(z) (n+1)-mal stetig differenzierbar, so kann sie mit der Formel

n

F¥) (o)

o) = 32000 e s
v=0

ausgedriickt werden.

Bei den meisten in der Physik auftretenden Funktionen verschwindet das Restglied

R fiir lim . Die praktische Bedeutung des Taylor’schen Satzes liegt auch in der

n—oo
durch ihn moglichen einfachen Nidherung beliebig komplexer Funktionen durch

Polynomfunktionen, die man leicht ableiten, 16sen oder integrieren kann.

9 Komplexe Zahlen

9.1 Imaginire Zahlen

Die quadratische Gleichung  +1 = 0 = 22 = —1 ist in R nicht 16sbar. Es wird eine
»Ssymbolische Losung“eingefiihrt:

r=+y—-1=+i

Definition: Imaginére Einheit:

Die Zahl i = v/—1 mit > = —1 heiBt imaginsire Einheit.

Damit ist nun jede Quadratische Gleichung der Form 22 + b* = 0 mit beR
l6sbar:
x = +ib
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9.2 Korper der komplexen Zahlen

Definition: Seien a,b € R
1. Die Zahl z = a + ib heiffit komplexe Zahl.

2. Wir bezeichen & Fez - als Realt.el%' ., von z
b= Imz als Imaginarteil

Satz:

Seien z1 = aj +1b1, 20 = as +iby komplexe Zahlen. Dann gilt z; = 2 genau dann,
wenn a; = ag und by = bs.

Definition: Sei z = a + ib eine komplexe Zahl. Dann heifit die Zahl z* = a — b die zu 2
konjugiert komplexe Zahl.

Definition: Seien z; = aq + ib1, 290 = a9 + iby komplexe Zahlen.
1. Die Summe der Zahlen z; und z9 ist gegeben durch z1 + 2o = a1 + ag + i(by + b2)

2. Das Produkt der Zahlen z; und zo ist gegeben durch z1 * z9 = a1 * ag — by x by +
i(ay * ba + ag * by)

Speziallfille fiir z = a + ib, 2* = a — ib:

l. 24+ 2"=2%a=2x% Rez
2. 2 —2"=2%ixb=2%x1xImz

3. zx 2" =a? + b2
Satz:

Die komplexen Zahlen C bilden eine Abel’sche Gruppe beziiglich der Addition
mit neutralem Element e = 0+i%0. Zu jeder Zahl z = a+ ib existiert ein Inverses
—z=—a—1b

Beweis:

1. Abgeschlossenheit: trivial

2. Assoziativitat:
21+ (2’2 + 23) =a1 + (a2 + CL3) + i(bl + (bg + bg)) =
= (al + CLQ) +as + i((bl + bg) + bg) =
= (2’1 + 22) + 23
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3. Neutrales Element
z+e=a;+ (a+ib) + (0 +1i0) =

=(a+0)+ib+0)=
=a+itb=2z

4. Inverses Element

24+ (—2)=(a+ (—a)) +i(b+ (=b)) =
= 0+i0) = e

5. Kommutativitat

21+ 29 = (a1 + ag) +i(by + ba) =
= (ag + a1) +i(by +b1) =

=20+ 21
Satz:

Die komplexen Zahlen Cc{0} bilden eine Abel’sche Gruppe beziiglich der Multi-

plikation mit dem neutralen Element e = 1 + i0. Zu jeder Zahl z = a +ib # 0

- . -1 _ a b
existiert ein Inverses 27+ = pr Al

Beweis:

1. Abgeschlossenheit
2. Assoziativitét z1(z923) = (2122)23; Beweis analog oben
3. neutrales Element:
zxe=(a+1ib)*(1+140) =
=ax1—bx0+i(ax0+bx1)=
=a+ib==z

4. Inverses Element:

z*z‘lz(a—l—z’b)< a ;b >:

212 @ tobr

1 .
:m [a2+b2—z(ab—ba)] =
=1—1x0=¢

5. Kommutativitat:

Z1 * 29 = (alag — blbg) + i(albg + agbl) =
= (agal —baby) + i(agbl +arby) = 29 % 21

Satz:

Die komplexen Zahlen C bilden einen vollstéindigen Koérper:
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1. Gruppe beziiglich ,,+“und ,,**

2. Distributivgesetz: (21 + 22)23 = 2123 + 2223

3. Vollstéandigkeit: Wenn eine beliebige Folge konvergiert, so liegt ihr Grenzwert
wieder in C

Satz: Fundamentalsatz der Algebra:

Der Bereich der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jede al-
gebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten besitzt in ihm eine Losung.

95

Definition: Zu z = a + ib heifit |z| = Va? + b> = V/zz* Betrag von z.
|z| >0, 2] =0 2=0

9.3 Gauly’sche Zahlenebene

»,Imaginédre Achse “
A

b (a,b) =z |z| = Va2 + b2
b

= |2] ¢ = arg(z) = arctan 7

,Reele Achse “

z=a+ib «—— z=/(a,b)
C — R?

Zwei Darstellungen von komplexen Zahlen:

Kartesische Darstellung Polare Darstellung
z=(a,b) =a+1ib z = |z|(cos ¢ + isin @)
z* = (a,—b)=a—1ib 2* = |z|(cos ¢ —isin ¢) = |z|(cos(—¢) + isin(—¢))
_ v 2 _ = (i)
cos(x = -1 =
(z) EO( '2) @) Eo )
: _ o v g+l & (ix)2v+1
(@) = 3 (1 g =
i2v
cosx + isinw = Z%:e”
v=0

Satz: Euler’sche Formel:

Fiir jedes z € C gilt: € = cosz + isinz

Spezialfille:
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)

wlA

: =0+4+ix1=1
e =—14+ix0=—1
mre2T =04+ix(—1)=—1i
T =1+ix0=1

wlco
3 |l

ASHIRSEIRE SIS
Il
N olw N oy

21 = [21]e®, 23 = |2aei®
e Multiplikation: 2z % 2o = |21] * |22] % ci(d1+92)

e Division: 2 = [l 4 ¢i(é1-02)
I

e Potenzierung: 2 = |21 |" * e™?
e Wurzelziehen: z{% = |z1|%e%
@2 — cos(¢ + 2n) + isin(¢p + 27n) =
=cos¢p+ising =
= Vn € Z
e =1x%¢

z = |z]et?
|z| =1 = 2z = e(alle auf einem , Einheitskreis“um den Ursprung)

Satz:
Die komplexen Zahlen C bilden einen metrischen Raum.
Beweis:

D(z1,22) = |21, 22|
1. |z1—22|:0<:>Z1:ZQ
2. |z1—22|:|22—Z1|

3. |21+ 22| < 21| + |22

o6
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2
z3
1
€| = Veite—i9 = 1 % \/cos? ¢ + isin’ p
= cos? ¢ +sin? ¢ =1
Durch Addition/Subtraktion von z/z*:
cos ¢ = 7@“’)2@7“"
. i$_go—id
sin ¢ = “—~
10 Vektoren und Matrizen
10.1 Vektoren: Grundlagen
Beispiel: T'(7)
Temperatur einer Rakete: T'(7, )
6-dimensionaler Vektor
Tensoren n-ter-Stufe
1. Tensor 0-ter Stufe
Skalar, reelle Zahl, z.B.: T, m, V
2. Tensor 1-ter Stufe
Vektor {Lénge, Richtung}
3. Tensor 2-ter Stufe Matrix
Allgemein:
Tensor n-ter Stufe A = {A;}, mit i € 1,2,...,n—1,n
X T
Die Elemente eines Vektors A; | vy werden mit einem Index unterschieden: r; = | 79 |,
z r3
ajl a2 a3
die einer Matrix: as1 a9y as3 |: mit zwel Indizes. Eine Matrix ist also ein Tensor 2.
aszyp asz2 ag3
Stufe.

| ,Definition“: Ein Vektor ist ein Element des n-dimensionalen Vektorraums R” |
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Ansicht genau von oben

Léngefon 7= |[F] =7

0 = Ursprung

Zwei Vektoren a, b sind gleich,

Addition zweier Vektoren:

Definition:

ST

+

o
S

Eigenschaften:

1. Abgeschlossenheit

-,

2. Assoziativitit: (@+b) +é=a+ (b+ &)

3. Neutrales Element: Es gibt einen Nullvektor 0, der die Linge 0 hat: @+ 0 = @
4. Inverses Element; @ + (—a@) = 0

5. Addition ist kommutativ: @ -+ b= 54— a
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Satz:
Die Vektoren bilden eine Abel’sche Gruppe beziiglich der Addition.

Multiplikation mit einem Skalar:

99

Definition: Sei @ ein Vektor, « ein Skalar € R. Dann ist « % @ ein Vektor mit
1. |axd| =|«||d]

. {TTd‘ fiirae > 0

2. axa=
Tl a firae < 0

—

Spezialfille: 1% G =a,0%xd=0,(—1)xd = —a
Eigenschaften:

1. Assoziativitit: (8 * @) = (a x 3)d = afd

2. Distributivitét:

Satz:

Die Vektoren bilden einen Vektorraum V" iiber dem Koérper R

10.2 Produkte von Vektoren

Skalarprodukt

Definition: Seien a, b Vektoren. Dann ist das Skalarprodukt

-, —.

(@,b) =d*b=d|b|cosp,  &=<(a,b)

S

Ql

bkcos o)
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Satz:

Seien da, b Vektoren. Dann gilt

1. |d@ = 0 und/oder [b] =0

Gxb=0<
ax 2. cos9p=0&0=73

Im englischen heifit das Skalarprodukt hiufig auch ,,dot product®.

axb=(ab)= <ab>
——
bra cket—Vektor

—.

Eigenschaften: G*b= |(_i||5| * COS @, mit:¢p = <(d, b)

1. Kommutativitit: @*b=b* @

Q)
+
N—
*
1]
I

Q)
*
ol
_l_
SH
*
1]

2. Distributivitat: (

S

J

bkcos ¢ bxcos ¢

3. Bilinearitét: (o @) % b = @(ab) =

4. Betrag (Norm) eines Vektors:
Fiir d =b folgt: axa =0=|d| = Vda
exe=1

L

—

)
* S
ST

5. Schwarz’sche Ungleichung;:
|d b <|a| *|b] wegen |cos¢| <1

6. Dreiecksungleichung: ||@| — |b|| < |@ + b| < |a@| + |b]

Beweis:
—axb<dxb<axbe
©a2—2ab+b2§a2—|—265+b2§a2—|—2ab+b2<:>
Sla—-b?<la+b? <(a+b)? s
Sla—bl<a+b<a+b
Spezialfall: c= @'—5: .
c=(a—0b)(@—0b)=a%—2ab+ 1’ <

&
c? = a® + b? — 2abcos <(a, 5) ,Kosinussatz“

60
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Vektorprodukt: ¢ = a x b

c=ax*bx*sing mitgb:<z(c?,5)

Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms.

Definition: Eine Rauminversion ist eine Spiegelung aller Raumpunkte an einem bestimm-
ten vergegebenen Punk (z.B. am Ursprung).

Unter einer Rauminversion gehen ,normale“Vektoren in ihr Negatives iiber.

SI
ST

-,

Wir nennen die anderen Vektoren (z.B. @ x b) ,axiale“Vektoren oder Pseudovektoren. Sie
bezeichnen einen Drehsinn.

Eigenschaften

1. Antikommutativ @ x b = —b x @

2. @xb=0<«|d =0 und/oder [b] =0 oder b = ad, o € R

=,

3. Distributiv (@ +b) x ¢=a x ¢+ b x ¢

4. nicht assoziativ @ x (b X &) # (@ x b) x&
—— N —
15,1 @, lb

'_

-

in(b,2)Ebene in(a@,b)Ebene

5. bilinear_)fﬁr o€ R_) .
(ad) x b=a x (ab) = a(ab)

6. G+b+c=0
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absin(m — ) = besin(m — «) = casin(m — f3)
Mit sin(m — ¢) = sin ¢ folgt:

sina __ sinf8 __ siny . «
=T =, ,oinussatz

Produkte mit Vektoren

1. Einfache Vektorprodukte:

axd=2>
a*xb=-c
axb=c

2. Zusammengesetzte Vektorprodukte

e Spatprodukt:
(@ X b) % &= (@ x b) * | * cos¢
mit ¢ = <(@ x b, )
Das Spatprodukt beschreibt das Volumen eines Spats bzw. Parallelepipets, das
durch die drei Vektoren a, bundé aufgespannt wird.
e Doppeltes Vektorprodukt p'= a x (5 X €=
p=pb+ne
O—p*a—ﬁ(a*l_)] = 7 x (@ *C) = B=0a(@*?),y=ax(@xDb)
—aiba*éj—c(a*b)] _
dx (bx ) =bx(ax*vecc) — ¢ (d+b) =0 Entwicklungssatz
Merkhilfe: ,,bac-cab“Regel

Jacobi-Identitat:
ix(bxd)+bx(Cxa

=
o

)+ ¢ x (dx

10.3 Basisvektoren und Komponentendarstellungen
Einheitsvektoren

€mit 6] =1

a= €, =

|=e

:>C_L’:‘C_L”*é’5

1
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a*6+65:0;

g:fy*c‘i
a*a+ﬁ*6:0:»ﬁ:%
axd—y*£3d=0
a=vy%*0

Definition: Zwei Vektoren heiflen linear unabhéingig, wenn die Gleichung o * @+ (% b=0
nur fiir «, 6 = 0 erfiillt ist.

a*d’+ﬁ*5+fy*é’:0 a,B,v#0
:>5:ad+ﬁl;
—

n
Definition: n Vektoren ay, ..., a, heifien linear unabhéngg, wenn die Gleichung " a;xd; =
i=1
0 nur fir a1 = a9 = ..., = 0 erfiillt ist.

Definition: Die Dimension eines Vektorraums ist gleich der maximalen Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren.

Satz:

In einem n—dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von n linear unabhéngi-

gen Vektoren eine Basis n : €1,...,¢e,. Jeder Vektor 14t sich in der Form @ =
n
> ay = €1 darstellen.
i=1
Beispiel:
€3
€l

Am besten als Basis geeignet ist jedoch ein Orthonormalsystem.

e Orthogonalitét:

o _{Ofﬁri;«éj

= 4ij ,Kronecker—Delta*

51*51:1 51 _)2:0 51*53:0
52*51:0 _’2 _’221 52*5320
53*51:0 53*52:0 53*53:1

Daraus kann man ableiten:

az-j =

|

(@)
O = O
= O O

Il

Sy

*

k:ml

Il

50'1

e Normierung: Linge=1
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ai

a=1 as ,Spaltenvektor®
az

a = (ay,as,a3) ,, Zeilenvektor*

Qy

Il
I —
SRS
[
le
0

s

=

)

gt

+

S

)

Dy

Ng

Il

s

=
('bl/\
= O =
|| v

a ‘2
= a; = € *a=|a x oS ¢1
——

||@| * cos <(@, €2) = || * cos P2

Richtungskosinus

Komponentendarstellung:

Basisvektoren:
1
er=1| 0 , €2
0
0
Nullvektor: 0= [ 0
0

3

e Addition: ¢=a+b= > (aiér + bi€) =

=1
:>€i5:cj:aj—|—bj

€1

3 —
> cif
=1

a1 + by

= az + by

as + b3

64
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e Multiplikation mit einem Skalar: b=axd

. 3 3
b= bi€i=a) af
=1 =1

bl a * ap
b2 = Q% a9
bg Q% asg

e Skalarprodukt:

I
=
8
S
<
D
<
[

4,7=1 6ij
3

= E aibj&-j:
i,j=1

a1b1011+  arbadia+  arbzdiz+
= Hagh1091+ aobodos+ agbzdoz+ =
+asbi1d31+ asbodso+  aszbsdss

3
= g a;b;
=1

ax by
a2 * by = a1b1 + asbs + agbs
as bg

e Vektorprodukt:

3
> biEs | =
=1
3
= Z a;bj(€; x €
ij=1

~ ——
1 1 90°
—_————
1

1 falls (7, j, k) zyklisch aus (1,2,3)
€i(xe; x €) = { —1 falls (4,4, k) antizyklisch aus (1,2,3)
0 sonst
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- 3 3
Vektorprodukt:c=ad x b= > a;bj(€; x €j) = > abje;p€r = Y cy
£ e

e Spatprodukt:

3
A €m > aibjegr | =

i k=1

3 3
= <Z dm€m> Z aibj(e; X ej) | =

i,j=1

3
= E a,-bjdm gm(gz X é})
—_——

bjm=1 €ijm
ay bl 51 a2b3 — a3b2
a9 b2 52 = a3b1 — a1 bg
az by €3 arby — azby

10.4 Matrizen

Eine Matrix entspricht einem ,,Zahlenschema*:

CL11 CL12 CL13 CL14
A = a21 a22 a23 a24
CL31 CL32 CL33 CL34

Definition einer Matrix:
ail ... an
A= : : mZeilen:(aU)izl'”m
aml ... amn j=1...n
n Spalten

Quadratische Matrix:m =n
Zwei Matrizen A, B sind genau dann gleich, wenn

1. m = n (die Matrizen haben gleich viele Spalten und gleich viele Zeilen)

200 =biV
j=1...n
1. Nullmatrix:
A:(a”)z:lm aij:OW,j

j=1...n
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2. Symmetrische Matrizen:
QAij = Qji

A=

o B
IS R
w Ut o

3. Diagonalmatrix:
A= (aij)mit {

aij = dijoi

Qi5 = Qg5 firi==34

aij:() furz;éj

4. Einheitsmatrix E

1 0 00
01 00
Eij=0i=1 090 1 0
0001
5. Matrix A = (a;5):
mx n
-Matrix
! !

Zeilen Spalten

6. Transponierte Matrix:

aT:(az;-:aj,-)
1 7 8 1 4 5
A= 4 2 9 |[;AT=|7 2 6
5 6 3 8 9 3
AT ist eine (m x n)-Matrix
7. Spaltenvektor:
1 2 3 4
A=1| 4 3 2 1
5 6 8 9
——
Spaltenvektor:

m Komponenten
(m x 1)-Matrix

8. Zeilenvektor:

1 2 3 4
A= 4 3 2 1 |: Zeilenvektor, n Komponenten, (1 x n) -Matrix
56 8 9

Rechenregeln:

67

Definition: A = (a;;), B = b;;)seien (m x x)-Matrizen.
Dann ist die Summe C' = A 4+ B gegeben durch:

C = (cij) = (aij + bij)
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Satz:

Die (m x n) Matrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Addition.

Definition: A = (a;;) sei eine (m x x)-Matrix. Dann ist AA, A € R eine (m x n)-Matrix
mit A\A = ()\a,-j)

Definition: Sei A = (a;;) eine (m x x)-Matrix, B = (b;; eine (n x r)-Matrix. Dann ist
die Produktmatrix C' = A x B = (¢;; eine (m x r)-Matrix mit C%:Z 1 @ik * Dpi

Beispiel:
13 1 0 1 4
A= (2x3)-Matrix B=| 5 -1 0 (3 x 3)-Matrix
4 5 6
0 0 1
15 -2 5 .
C= ( 95 _1 29 > (2 x 3)-Matrix
Satz:

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:

AxB# Bx A
Beweis:
13 0 1
(i3)2-(51)
13 0 1 6 4
A*B_<45 *<2 1 _<109
0 1 1 45
B*A_<2 1>*<4 5>_<6 11)

11 Felder

11.1 Grundlagen

Funktionen R — R

FoT()
R? — R ,(skalares Feld)*
Vektorfelder: R? = R3 : F(7)

? ¢(7)

& T
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@
&
<

Vektorfelder @(7) = a * 7 = alpha|7] * €z

a(r) ()]

ZN\

w T

Kanufaﬁ%g/ %

2%

Magnetfeld der Erde:

11.2 Partielle Ableitungen

3 z
f(m); F‘Z:lri*é}-(y)

z

69
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Partielle Ableitung;: 68—55)
z.B. ¢(x1, 72, 73)

. p(x1+Az,w2,23=—¢(T1,72,23) __ [ O
A£11H—1>0 Axq - <8x1)x2 - Oz1
Ableitungen (%) und (ai> werden analog definiert.
99
ox 3
N 7 I RV
=1 5 | =X oG
06 i=1
0

70

= 90 _ = 0y, ¢ = 01 = ¢5,. Die partiellen

Definition: Gradient von ¢(r):

3
=, 96 —
V¢(T) = af_iei

i=1

Rechenregeln:

L. 0i(¢1 + ¢2) = 0ip1 + Dig2
0i(¢1 * p2) = (0ip1) * P2 + $1(0i2)
3. 9(a@ * b) = (8;@) = b+ @(0;b) = 9;(arby + azbs + asbs)

Do

4. 9@ x b) = (9;d@) x b+ a x (9;D)

Hohere Ableitungen:

82(1)
8901 8mz
@ . an 1¢
oz} ™ 1

Gemischte Ableitungen:
0%¢ 0%¢

= , falls ¢ 2-mal stetig differenzierbar

6332-8:@ al’j 8332

Beispiel: ¢ = 23313

99

oz, = 3xtxdas

99

o = 2:L'§’:L’2:L’3
9 0¢ 2

— 27 _4

Oxg 011 Tt
9 0¢ 2

— 27 _4

61’1 61’2 11t

Normale Funktion:

(&) = fe() = F/(t) = f(2) xa/(t) = LEW) -

S
2E
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Skalares Feld:
¢ = [x1(t1), z2(t2), 23(t3)] = g_fi = aa_gi * ?9_9511

P(x1(t), z2(t)x3(t)) = H(7(t))

(1 (t + At), p(wa(t + At), p(z3(t + At) — ¢(w1(t), 22(t), 23(1)
At
mit Ax; = z;(t + At) — z;(t)

D=

1
D= —J[o(x1 + Azy, 20 + Az, 23 + Axz) — (21,29 + Axe, 23 + Axz)+

At[

+ ¢(x1, 9 + Az, 23 + Axg) — ¢(21, 22, 3 + Aws)+
+ ¢(x1, 22, 23 + Axz) — ¢(x1, 22, 23)] =
1 Az
=———[¢(z1 + Az, 22 + Aza, 23+ Axy) — d(w, @2 + Ay, w3 + Axy)| —t+
Aﬂj‘l At
Az
+ —[p(x1 + Azy, 29 + Axe, w3 + Axg) — ¢(z1, 22 + Azo, 23 + Amg)]—+
Al’l At
1 A
+ —[p(z1 + Az, 29 + Azg, 23 + Axs) — ¢(x1, 22 + Az, 23 + Axg)|—— 1
Aﬂj‘l At
lim D = z s o _ do Totale Ableitung*
A b+ = »
do = Z g—idaji ,Totales Differential®
i=1

11.3 Gradient

o 04
grad ¢ = <8w1’8_x28 )

VvV = o)

3w1+62* 2+63*3_903

ml

(3(21’ 3:22’ 8"23 >
¢ = Z 2 Aw; = 52 Axy + 52 Axy + 52 Azy = (Vo) » AT
An Flachen im Raum mit ¢ = const gilt:
Ap=0= (Vo) (A7) —
——
|Vg|£0 |ATIF0
ﬁ(ﬁ steht senkrect auf A7 und zeigt in Richtung des stiarksten Anstiegs.

<l
-y

>
!
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Beispiele:
. 6= i}
¢ o) =1 =

9¢

o, = 3x%x§
99

—(%Ug = 5xi’x§
99

S

8953

aqb . 22L’1
Oy \/m%—l—x§+m§
% _
O \/x%—kx%—i—w%

0 2z
2 =
O3 VT + x5 + 23
oo 2x; T
Ozi 2?4+ 2Z+a2 |7
= i
v = ==

qs |’F‘| T

- o 0 0
V= <a—wlaa—x27a—w37>

o- (2 00 00 )
N 8%17 8952’ 8953’

—'*ai 76(1:171:271:3)

,Quellenfeld“ist ein skalares Feld.

72
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Rechenregeln:

>

I
M
Q
A%

@
Il
—_

Vektorfeld a

v

X

a

div(@ + b) = diva + divb
div(yd) = vdivad
div(y x @) = V % (yad) =

.
E
g
T

@
I
—_

I
-
)

= (V§)i+ ¢Vi =
= (grad ¢)d + ¢diva
- .9 [0
990 =Y o (52 ) -

@
Il
A

I
-M“
&
I
>

@
Il
—

~—
Laplace-Operator

3

= > ik <iaj> €y =
(%ci

ij,k=1

_ (Qa Oa2) o (Om ez,
~ \Ozy Ox3) ! dr3 0z, )

=rotd Rotation, ,, Wirbelfeld*

73
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Rechenregeln:

rot(a@ + b) = rot @+ rot b
rot(ad) = arotd
rot(¢d) = ¢rotd + (grad ¢) x @
)

Beispiel:k=3

(ﬁx(%)% o 96 0 0

- 8ZE1 61’2 61’2 8ZE1 B

rot(grad(¢)) = 0]

Vektorfeld a

74
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V. Eyert, P. Schwab, F. Kalisch, T. Liick, H. Woldemariam, M. Dzierzawa
Lehrstuhl fiir Theoretische Physik II, Universitéit Augsburg

Vorkurs Mathematik fiir Physiker und Materialwissenschaftler
WS 2000/2001

Blatt 1 — Kleiner Test (natiirlich anonym)

1. Diskutieren Sie die folgenden Funktionen:

() f(2) =2 —a'

(b) f(z) = m(4w)

(c) flx) =

(d) f(z)= (1 + )

Skizzieren Sie die Funktionen, berechnen Sie die erste und zweite Ableitung, bestimmen
Sie Minima und Maxima, eventuell Wendepunkte.

2. Bestimmen Sie die Stammfunktionen der folgenden Funktionen:

(a) f(z)=

(b) flz) = (33/3)

(¢) f(x) = —cos(3x)
(d) f(z) = (3+22)~"

3. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

2 s ™
/ 3da ; / sin(z)dz ; / cos(2z)dx
0 0 0

4. Berechnen Sie das Skalarprodukt a - b sowie den Betrag von a und b fiir

= (1,5), b=(2,3) .

5. Berechnen Sie den Betrag der komplexen Zahlen zy = 1 + 2i, 20 = 5 + ¢ sowie deren
Produkt z; 2. Hier ist 4 die imaginire Einheit, 2 = —1. Bestimmen Sie 1 /z1 und 1/z;.

6. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die (normierten) Eigenvektoren der Matrix

- (31)
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Lehrstuhl fiir Theoretische Physik II, Universitéit Augsburg
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WS 2000/2001

Blatt 2

1. Gegeben sei ein Polynom

flz)= Zak(:n — x0)".
k=0

Bringen Sie die Koeffizienten {aj} mit den Ableitungen von f(x) in Verbindung.

2. Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

(a) y = (z — )

(b) y = a?,

(¢) y=a" (Beweis durch Induktion, Produktregel!),
(d) y = (22% — 1)? (Kettenregel!).

3. Die (natiirliche) Exponentialfunktion y = e” sei definiert durch die Relation

dy(x)

o —v@) Gz oy =y)

und y(0) = 1.

(a) Skizzieren Sie diese Funktion.

(b) Benutzen Sie die obige Relation, um die folgende Reihendarstellung herzuleiten:

4. Die Umkehrfunktion von e® heifit (natiirlicher) Logarithmus, y = Inz, d.h. x = e¥.

(a) Skizzieren Sie diese Funktion.
(b) Berechnen Sie mit Hilfe von (e”)’ = e” die erste Ableitung von In x.

(c) Begriinden Sie: In(zy) =Inz + Iny und In() =Inz —Iny.
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5. Leiten Sie die angegebenen Funktionen nach x € R ab.

(a) y(z) =sinh(z) = 3(e* — ™),

(b) y(a) = cosh(z) = 3(e* +e),

() y(x) = tanh(z) = 24,

(@) y(a) = tan(x) = 22,

(e) y(z) = arctan(z) (Verwenden Sie die Ableitung der Umkehrfunktion!),
(f) y(x) = arccos(x) (Verwenden Sie die Ableitung der Umkehrfunktion!),
(8) y(z) = sin(arccos(z))

(1) y(e) = sy

6. Berechnen Sie die angegebenen (unbestimmten) Integrale.
(a) / de(22 + 3)*,
(b) /da:(llx2 +7)%,

) / dm[m<x2 +3)1,

/ dx (Partialbruchzerlegung!),
1-— x2

(e) / da:— (Polynomdivision!),

(h) /da:[xel 7] (partielle Integration!)
(i) [ dxtan(x / sin(z)
cos(z)

1+ sin?(z)

dz[xIn(x)) (partielle Integration!),

dxIn(x) (partielle Integration!).

/
/
) /dxsin(x)cos(m)
/
w
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Blatt 3

1. Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die folgen-
den Beziehungen gelten:

1)
(a) 1+2+3+4+- +n_Zk_L

(b) 13423 433 443 4 ... 40 —Zk?’ Ll),
(©) k1) =
k=1

2. Es sei n eine natiirliche und x eine reelle Zahl. Zeigen Sie mit vollstéindiger Induktion,
dass gilt:

1_w+1
2
l+z+2°+-- E z" 4

3. Berechnen Sie (ohne Benutzung der Differentiationsregeln direkt aus der Definition) die

Ableitung von
142

an der Stelle g = 2
11—z

flz) =

4. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

(a) f(z) =32" (Inz)?,

(b) f(z) = V321 + 4e® - In(x?),

(c) f(z)=1In [\/ 4e2r 4+ 3 + 2ex],

(d) f(z) =I5,

(e) fla) = Smpts

(f) f(x) = sinh(e"),

(g) f(x) = arcosh(3z% — 2),

(h) f(z) = arcoth(e®)

5. Zeigen Sie, dass fiir jedes reelle « gilt:

lim _a =0
r—o0 el

6. Bestimmen Sie mit Hilfe der Regeln von de I’Hospital die folgenden Grenzwerte:



A EMPFOHLENE LITERATUR UND UBUNGSBLATTER: 81

(a) 1i 32—z —2
a) lim ——— =
a—1 22 —3x 4+ 2’

2
(b) lim w7
z—0 Yy e —1

In(1 + €")

: (z =) )
(¢) alcl—>mcx-(lnx—2)—c'(lnc—2) figr ¢ >0,

. In(z)
f) lim ——=.
®) Jim
7. Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Unter- und Obersummen (iiber-
priifen Sie das Ergebnis anhand der iiblichen Integrationsregeln):

1
(a) / 23 d,
0
b
(b) / e’ dx.
8. Berechnen Sie die folgenden Integrale:
@ [ O
a x,
1V
1
(b) / e e du,
0
o In(ln z)
(c) /C x-lnx az,
2
(d) / z2e® du,
0
2
(e) / (Inz)? de,
1

) /:2 In(Inx) d.

X

9. Bestimmen Sie Rekursionsformeln fiir die folgenden Integrale:

2
(a) / x"e” dx,
0

(b) /16 23 (Inz)" d.
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Blatt 4

1. Bestimmen Sie die Stammfunktion von

622 —x+1
(a) f(x):ﬂ
322 —z+1

(b) g(z) = 5222t o

_ 122% — 272% — 82 4 37

(c) h(z) 322 —3x —6

2. Begriinden Sie folgende Reihendarstellung der (natiirlichen) Logarithmusfunktion:

w2 w3 x4 > (_x)k
ln(l—i-ac)—x—?—l—?—z—k’”——k:l i

3. Bestimmen Sie die ersten (drei) Glieder der Reihendarstellung der angegebenen Funk-
tionen. Verwenden Sie dazu die Formel

)
IO DEACIOTPI
k=0 )

k

(Falls nicht anders angegeben, gilt xo = 0.)

(a) f(x)=sin(x) (ro =0 und zo = F!),
(b) f(z) = cos(x),

(©) flr) = .

@ f@) = .

(e) f(x) = arctan(x),

(f) flz) = (1 +2)%,

(g) flx)=V1+=x (ro =0 und zg = 1).
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4. Bestimmen Sie fiir die folgenden komplexen Zahlen Rz, Sz, |z|, arg z:

(a) 4" fiir ganze Zahlen n ,
(b) (1+0)t,

. 3
© (ﬁ) ,

(d) 22—_ 322 ’
(e)

1
302’
1+1)

(f)

5. Betrachten Sie die Funktion y = €@, z reell, i> = —1. Wie lautet ihre Reihendarstellung?
(a) Wie grof ist der Betrag |e'*|?
(b) Bestimmen Sie die Ableitung.

(c) Schreiben Sie e* = f(z) + ig(x), wobei f(z) und g(z) reelle Funktionen sind.
Driicken Sie die erste Ableitung von f durch g aus und umgekehrt.

(d) Begriinden Sie mit Hilfe der geometrischen Interpretation in der komplexen Ebene,
dass

f(x) = cos(x), g(x) = sin(z).

(e) Leiten Sie aus der Reihendarstellung von e'* die Reihendarstellung von cos(x) und
sin(z) her.

6. Benutzen Sie die Darstellung (Euler’sche Formel) el = cos z + isinz, um die folgenden
Beziehungen zu beweisen:

(a) sin(z £y) =sinzcos y £ coszsiny,

(b) cos(xz +y) = cosxcosy Fsinzsiny,

1
(c) sin®z = (sinz)? = 5(1 — cos 2x),

sin(2z) 2tanx
d) tan(2x) = = .
(d) tan(2z) cos(2z) 1 —tan?z

7. Gegeben seien die Vektoren a = (a,0,0), b = (0,b,0), ¢ = (0,0, ¢). Berechnen Sie a- b,
axb,bxa,(axb) -cund (axb)xc.
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Blatt 5

1. Gegeben sei ein beliebiger Vektor a. Zerlegen Sie einen Vektor b in einen zu a parallelen
und einen dazu senkrechten Anteil

b= b” + bJ_
und zeigen Sie, daf} gilt:
1
by = —(a-b
| = a(a-bla,
1
bJ_ = ; a X (b X a) .

2. aj, as und ag seien drei nicht in einer Ebene liegende Vektoren. Definieren Sie drei
sogenannte reziproke Vektoren by, bo und bs:

a; X ag

b; = , 1, 7, k zyklisch

a; - (a; x ag)

(a) Zeigen Sie fiir i,j = 1,2, 3:
a; - bj = (5@'

(b) Verifizieren Sie:
b1 . (bg X bg) = [a1 . (ag X ag)]_l

(c) Zeigen Sie, daB die a; die zu den b; reziproken Vektoren sind.

3. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen a—f, ﬁ, 8_f von
oz’ Oy 0z
(a) f(z,y.2) =2y’ +z,
(b) f(z,y,2) = 2*(3wy + 2)yz,
(c) flx,y,2) =sin(ay + 2%),
(d) f(z,y,2) = zlnzx,
(€) flz,y,2) =2° +y’z

4. Zeigen Sie, daf die zweiten partiellen Ableitungen des Feldes ¢(r) = x} + z3z3 die
Identitét
0% B 0%
8:@6@ N 8:@8:&

erfiillen.

5. Berechnen Sie die Gradienten der folgenden skalaren Felder:



A EMPFOHLENE LITERATUR UND UBUNGSBLATTER:

(a) p(r) =a,
(b) () = |r],

(c) olr) = ﬁ
(@) o) = ()

6. Zeigen Sie fiir beliebige 2 x 2 Matrizen A und B:
(a) det(AB) = det A - det B,
(b) Tr(AB) = Tr(BA),
(c) Tr(ABC) = Tr(CAB).
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