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Einführung

Die kompakten, einfach zusammenhängenden Riemannschen Räume

mit  posi t iver Schni t tkr t immung sind für die Riemannsche Geometr ie

von besonderem rnteresse. Zum einen j -st  es hier die Krümmung

al le ine,  d ie die Mannigfart igkei t  zwingt,  s j -ch zu schl ießen und

nicht-tr ivial-e Topologie zrt erzeugen. Zum and.eren stehen der

Geometr ie starke Hi l fsmit te l  zur verfügung, wie etwa der Ver-

gleichssatz von Toponogov: Eine Reihe geometr j -scher Größen 1as-

sen sich abschätzen durch ihre Entsprechungen auf Sphären klei-

nerer Krümmung oder Eukl id ischen Räumen. Diese Informat ion läßt

sich zu Aussagen über dj-e Topologie zuseülmensetzen, wie etwa im

sphärensatz von Berger und Kl ingenberg (cf . [8])  oder in der

Abschätzung der Bett izahlen durch Gromov [  1 5 ]  .

Neben der Entwicklung der al lgemeinen Theor ie ist  natür l ich

das Studium von speziel- len Beispielen solcher Räume von Belang.

Hier erkennt man sofort  e i -nen einschneidenden Unterschi-ed zwi-

schen dem Fall-r ü/o die Krümmungi von Nutl- wegbeschränkt ist, und

dem, wo der Kri. immungswert Nurr auftreten darf .  während für die

letztere Gruppe von Räumen sehr v ie le Beispiele bekannt s ind,

so etwa aI le normal-homogenen Räume, scheinen die Di f feomorphie-

Typen von einfach zusammenhängenden kompakten Riemannschen

Mannigfalt igkeiten mit streng posit iver Krümmung nur sehr

sporadisch aufzutreten. Diese Mannigfal t igkei ten wol- len wir  kurz

P-Räume nennen. Die bekanntesten Beispiele s ind natür l j -ch die

sphären sn. Der erste p-Raum, der keine sphäre ist ,  t r i t t  in

Dimension 4 auf und führt  zur nächsten Klasse von Beispi-e1en:
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den Projekt iven Räumen KPn ,  wobei  K eine der Div is ionsalgebren

C ,  lH oder ( j -m Fal l  n = 2 )  CIa sej-n kann. Diese Räume bi lden

zusammen mit  den Sphären die Klasse der Symmetr ischen Räume vom

Rang 1.  Dies v/aren al le bekannten Beispiel-e bj-s zum Jahre 1961 ,

als Berger l4 l  d ie normal-homogenen P-Räume kl-assi f iz i -er te.

Er fand zwei neue Typen in Dimension 7 und 13, die von El iasson

[11] und Heintze t16l  näher untersucht worden sind. Die übr igen

homogenen P-Räume wurden von Wal lach 124) und Berard Bergery [  3 ]

k lassi f iz ierL.  Sie fanden noch drei  wei tere Typen in den Dimen-

sionen 6,  1 2 und 24, näml ich die Fahnenmannigfal t igkei ten von

)))
CP- ,  TIP- ,  CaP- ,  sowie ej-ne unendl- iche Ser ie in Dimension 7 11l .

Rj-emannsche homogene Räume sind Beispiele von Orbit-Räumen

freier isometr ischer Akt ionen auf einer Liegruppe mit  l inksinva-

r ianter Metr ik (vgf .  Kap.1).  In dieser größeren Klasse Riemann-

scher Räume versuchte man nun, wei tere P-Räume z!  f inden. Da der

Übergang zu Orbi t räumen sich Krümmungs-erhöhend auswirkt  (O'Nej- l l -

Formel,  s.  S 1 1 )  ,  hat  man dafür gute Chancen. Zuerst  erwähnen

sol l te man in diesem Zusammenhang die Arbei t  von Geroch [  1 3 ]  ,  d ie

für Räume r e c h t  s sei t igerNebenklasseneinerLiegruppemit

l inksinvar ianter Metr ik ein negat ives Ergebnis erbrachte.  Es war

daher konsequent,  isometr ische Akt ionen zu betrachten, die s ich aus

Rechts- u n d Linkstranslat ionen zusammensetzen. Den ersten

Versuch dieser Art  unternahmen Gromol l  und Meyer I  t  + 1 t  Sie kon-

struj-eren auf diese Weise eine exot ische 7-Sphäre mit  e iner Metr ik,

deren Krümmung nicht-negat iv und auf einer of fenen Tei lmenge

streng posi t iv  is t  (v91. S 43).  Dieselbe Methode wurde in 112) zvr

Konstrukt ion einer unendl ichen Ser ie von P-Räumen verwandt,  d ie

keine homogene Riemannsche Metr ik zulassen; diese Räume sind
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7-dimensional  (vgl .  S 41 )  .

In der jeLzL vor l iegenden Arbei t  sol l -en solche Orbi t räume

systemat ischer unter dem Gesichtspunkt der Krümmung untersucht

werden. Ausgangspunkt ist  fo lgende Konstrukt ion:  Es sei  E eine

Riemannsche Mannigfal t igkei t  mit  t ransi t iver fsometr iegruppe I  (E) ,

a lso eln Riemannscher homogener Raum. Für best immte Untergruppen

U von I  (E) ist  der Orbi t raum E/U eine glat te Mannigfal t ig-

kei t  und die Projekt ion n:  E + E/U eine di f ferenzierbare Sub-

mersion, die auf E/U eine Riemannsche Metr ik induziert .  Zunächst

(Kap.1) wird diese Si tuat ion auf den Fal l  zurückgeführt ,  daß E

eine Liegruppe G mit  f inksinvar ianter Metr ik und U eine f ixpunkt-

f re j -  und isometr isch oper ierende Gruppe von Links- und Rechts-

transl-at ionen ist ;  der Orbi t raum G/U heißt  dann ein Doppelquot ient

von G.

Im Folgenden beschränken wir  uns auf den Fal- l ,  daß G und damit

auch U kompakt s ind.  Unter einer einschränkenden Bedingung an

die l inksinvar iante Metr j -k auf G ("Bedingung T",  s iehe 533) zeigen

wir  zunächst,  daß wie bei  homogenen Räumen t24l  d ie Ränge von G

und U entweder gleich s ind (gerade Dimensionen) oder s ich um

Eins unterscheiden (ungerade Dimensionen),  fa l ls  G/U ein P-Raum

ist .  Im Fal l  g le icher Ränge bedeutet  Bedingung T, daß ein maxi-

maler Torus von G isometr j -sch durch Rechtstranslat ionen oper ier t

("Torus- invar iante Metr ik"  )  .  Vüir  gehen nur kurz auf die Probl-eme

ein,  d i -e s ich bei  Doppelquot ienten nicht-einfacher Gruppen G

stel len (S 36);  das Haupt interesse der Arbei t  g i l t  den Doppel-

quot ienten der e i  n f  a c h e n kompakten Gruppen.

In Kap. 5 8 anal-ysieren wir  d ie Bedingung, daß U f  i  x

pu nkt  f r  e i  aufGoperiert .  Es zeigt  s ich,  daßdermaxi-

male Torus S von U al le in für  d ie Fixpunkt-Freihei t  verant-
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wort l ich ist .  Daher k lassi f i -z ieren wir  zunächst al le f re ien

Torusakt ionen von maximalem Rang durch Rechts- und Linkstrans-

lat ionen auf einfachen kompakten Gruppen (Kap. 6,  7 ,  8)  .  Dles

ist  das Kernstück der Arbei t  und kann auch al-s eigenständiges

Resul tat  angesehen werden. Ist  der maximale Torus S einmal be-

st immtr So erhal ten wir  d ie zugehör i -gen Gruppen U durch Erwei-

terung (Kap. 9) und prüfen in jedem Einzel fa l l  nach, ob G/ lJ ei-ne

Metr i -k posi t iver Krümmung mit  Bedingung T besi tzt  (Kap. 1o) .

Die dazu nöt igen Krümmungsformeln wurden in Kap. 2 und 3 berei t -

gesteI l t .

Eine Kl-assi f iz ierung in ungeraden Dimensionen ist  so nicht

mögl ich (v91. 5 53);  nur d.er Fal l  rang(G) = 2 ist  zugängl ich

(s 1o3).

Die interessantesten Beispiele werden schon vorweg in Kap. 4

diskut ier t ,  insbesondere die auf diese Weise neu gefundenen

P-Räume. Es sind dies d. ie te i lweise schon in 112) behandel ten

7-Mannigfal t igkei ten Mab (s iehe Satz 414) so\^r ie der in S 42

diskut j -er t  6*dimensionale Raum M6 .  A1le diese Räume sind Doppet-

quot ienten von der Gruppe SU(3)

Hauptresul tate der Arbei t  s ind:

Theorem A:

Es sei  G eine kompakte,  e infache Liegruppe mit  l inksinvar ianter

Metr ik und M ein Doppelquot ient  von G mit  Bedingung T. Ist  M

ein P-Raum gerader Dimensionr so ist  M di f feomorph zrr  e inem homo-

gienen P-Raum oder zD M6
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Theorem B:

Es sei  G eine kompakte Liegruppe vom Rang 2 mit  Torus- invar ianter

l inksinvar ianter Metr ik und M ein Doppelquot ient  von G. fst  M

ein P-Raum ungierader Dimension, so ist M diffeomorph z1J einem

homogienen P-Raum oder zrt einem der Räume Mab von Satz 414 .

Die Voraussetzungen von Theorem A sind noch unbefr iedigend;

vor al lem steht eine gründl iche Untersuchung der nicht-einfachen

Gruppen noch aus. Es handel t  s ich jedoch um eine echLe Veral l -

gemeinerung der Klassif izierung al1er homogenen P-Räume gerader

Dimension 14, 241, denn man sieht sofort ,  daß im homogenen FaI l

d ie Voraussetzungen von Theorem A automat isch erfül l t  s ind.

Danken möchte ich an dieser Stel le besonders Prof .  Vü. Meyer

und Prof .  E.  Heintze,  d ie durch viele Anregungien, Ideen und er-

mut igende Gespräche zu dieser Arbei t  beigetragen haben, sowie

der Max Kade Foundat ion und der Universi tät  von Kal i fornien, die

mir  durch einen Gastaufenthal t  in Berkeley v ie le Anregungen und

die nöt ige Freihei t  zur Forschung an diesem Thema verschaff ten.
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Kapitel  1

Glat te Orbi t räume von isometr ischen Akt ionen

11 .  Riemannsche Submersionen

Es sej-en E und M Riemannsche Mannigfal t igkei ten und

n: E + [ { [  e ine sur jekt ive di f ferenzierbare Abbi ldung mit  über-

al l  sur jekt ivem Dif ferent ia l  ("submersj-on") .  Eine solche Abbi l -

dung erzeugt elne Blät terung F von E: Das Blat t  durch einen

festen Punkt x € E j -st  F--  := Tr 
1 (r-(*))  ("Faser durch x") ;

d ies ist  e ine Untermannigfal t igkei t  von E. Den Tei l raum V" . :

T ( f '  )  = ker dn des Tanqent ia l raums T E bezeichnen wir  a lsx 'x '  x

Vert ikalraum in x,  sein orthogonales Komplement H* : :  T*E ,  - ,  Vx

als Hor izoqtal-raum. Offensicht l - ich ist  d.* 'H ein l inearer Iso-
x

morphismus von Hx auf Tr.(*)M, also dnl"  :  H * r l*TM ein Iso-

morphismus von Vektorbündel-n über E, wobei  wir  mit  H das hor i -

zontal-e Unterbündel  von TE mit  Fasern H* bezeichnen. Die Sub-

mersion n heißt  nun Riemannsche Submersion, wenn dnl"  e ine

Isometr ie ist .  Standardbeispiele Riemannscher Submersionen sj-nd

die in S 1 2 beschr iebenen orbi ta len Submersionen.

Zu jedem Vektorfeld X auf M ist  X o Tr ein Schni t t  in . ,*TM

und daher (dnl")- l  o X o r  = '  i  e in hor izontal-es Vektorfeld

auf E, das unter dn auf X abgebi ldet  wird,  gtenannt der hor i -

zontale Li f t  von X. Ist  c: I  *  M eine reguläre Kurve, so hei-ßt

.t

eine Kurve c:  I  *  E

vektorfeld 3 '  e in

mit c :  noc und hor izontalem Tangenten-

hor izontaler Li f t  von c.  Solch eine Kurve



(11)

wird z!  jedem Anfangspunkt StOl = x € n t ( . (O))  durch rntegra-

t ion des hor izontal-en Li f ts a '  von c '  auf  der immersierten

untermannigfal t igkei t  r - , -1 ( .  ( r )  )  ge\^ronnen. rst  c insbesondere

eine Geodät ische in Mr so ist  auch A eine Geodät ische in E.

Anwendung von n verkürzt näml-ich die Längen al- ler Kurven in E

mit  Ausnahme der hor izontalen. Wäre also d(a(t)  ,ö1t+s))  < s

für ein k le ines s > O ,  so wäre auch d(c(t) ,c1t+s))  < s und

damit  c l r ,  r r^r  n icht  Kürzeste.
LE,E+S]

rnsbesondere gi l t  a l -so,  daß eine Geodät ische in E mit  hor i -

zontalem Anf angsvektor j -m ganzen Ver lauf hor izontal  b l -e ibt .  Dies

wenden wir  im folgenden Satz an:

satz 11: s ind * i r  Ei  *  Mi Riemannsche submersionen für i  -  1,

und f  :  Et  -  E2 eine totalgeodät ische, fasertreue, j -sometr ische

Immersion mit  df  (Hx) c Hf (* ,  für  a l le x € E1 r  so induziert  f

e ine totalqeodät ische in jekt ive Immersion f :  Mt -  M2 mit

to.1=n2of

Beweis;  f  is t  wohldef in ier t  durch F(r , ,  (x)  )  := n,  ( f  (x)  )  ,  denn

ist  n. ,  (x)  = n,  (y)  r  so ist  auch n,  ( f  (x)  )  :  n2(f  (y)  )  wegen der

Fasertreue von f .  rst  c:  r  r  M1 eine reguläre Kurve mit  hor i -

zontalem Li f t  a ,  so ist  I  o c = n2 o f  o ä ,  arso erhäl t  F aie

Längen von Kurven und ist  somit  e ine isometr ische Immersion. Ist

c j -nsbesondere ej-ne Geodät ische, so ist  f  o d ej_ne hor j_zontale

Geodät ische in E'  arso f  o c Geodät ische in Mr.  Daher ist  d ie

Immersion f  totalgeodät isch.
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fst  n:  E + f l  wieder ei-ne Riemannsche Submersion, so gi l t

für  d ie Krt immungen die Formel von O'Nei l - l -  123)z Für einen Vektor

Z € TE bezeichne I  = Zh * Z,  d ie Zer legung in hor izontalen

und vert ikalen Antei l .  Sind nun X, Y Vektorfelder auf M und

X, Y die hor izontalen Li f ts auf Er so gi l t  für  d ie Krümmungs-

tensoren

(o' t t t )

RS auf E und R, auf M die fo lgende Beziehung:

aRM(X,Y)Y,X> o n <RE(i , i )?, i ,  .  f  l t  t i , i l , r l l  2

(Beweis s iehe [8,  23)) .  Die Projekt ion n wirkt  a lso auf hor i -

zontalen Ebenen (schwach) Krümmungs-erhöhend. Qual i tat iv kann

man das so verstehen: Zwei Geodät ische c1, 
"2,  

d ie vom sefben

Punkt in M starten, Iaufen nicht  so schnel l  auseinander wie ihre

hor izontalen T:EL^ ^ darM;)  
"1,  

u2t u,rör t t )  ,Fö, t t )  )  s d (41 ( t )  ,42f t )  )

12. Gl-at thei t  von Orbi t räumen

Wir betrachten nun eine Riemannsche Mannigfal t igkej- t  E,  auf

der eine Liegruppe U isometr isch und mit  abgeschlossenen Orbi ts

oper ier t .  Dabei  is t  der Orbi t  durch x die Menge Ux = {u(x);  u€U}

für  jedes x € E .  Die Menge al ler  Orbj- ten mit  der j -nduzierten

Topologie heißt  der Orbi t raum E/U Die t r ro jekt ion n l r1n:

induziert  auf  E/U einen Abstandsbegr i f  f  :  S j -nd Ux und Uy zwei

Orbi tenr so ist  d(x,Uy) = d(x ' rUy) :  d(Ux,Uy) für  aI le X,X'

€ Ux ;  d ies gi l t  wegen der Isometr ie-Eigenschaft  von U. Daher

können wir  für  t ,  t  € E/U setzen:

d ( ; , t )  := d (r , -1 ( i )  , r , -1 (y)  )

Wir werden uns für den Fal I  interessieren, daß M t= E/U eine
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di f  f  erenz j -erbare Mannigfal t igkei t  und n:  E > | f [  e ine Submersion

ist .  Ej-nen solchen Orbi t raum wof len wir  g lat t  nennen. In dj-esem

Fal- l -  is t  d die Abstandsfunkt ion einer Riemannschen Metr ik auf M:

Ist  X€TM und i€T--E mlt  An--( i )=t  und i rUx("hor i --mxx

zontales Urbi ld von X" )

X

,  so setzen wir

I

(e,  (ux) )  = B, (ux)/u -  exp ( l lu (ux) )  /u

/u = n! tux ) /ux

Diese Def in i t ion ist  von der Auswahl des hor i -zontalen Urbi ldes

unabhängig,  da zwei solche Urbi lder durch eine Isometr ie in U

aufej-nander abgebi ldet  werden und daher gleiche Länge haben.

Damit  wird Tr:  E + ! [  zu einer Riemannschen Submersion.

Wir nehmen also äD, daß U eine di f ferenzierbar und isometr isch

oper ierende Liegruppe mit  abgeschl-ossenen Orbi ts ist  (d iese sind

dann di f ferenzierbare Untermannigfal t igkei ten von E) und fragen,

wann der Orbi t raum E/U glat t  is t .  Um dies zo sehen, grei fen wir

einen Orbi t  Ux heraus. Die Gruppe U oper ier t  auf  sej-nem Normalen-

Bündel N(Ux) fasertreu durch u(v) : :  du(v) für  v € N(Ux) Die

Standgruppe des Punktes x unter der U-Operat j -on,  U* .= {u € U ;

u(x) = x \  ,  oper ier t  l inear auf der Faser N"(Ux) Für den orbi t -

raum der Operat ion von U auf N (Ux) gi l t '  N (Ux) /U = *"  (Ux), /U, ,

denn jeder Orbi t  in N(Ux) schneidet die Faser Nr(Ux) Anderer-

sei ts spiegel t  N(Ux) die Orbi t -Struktur in E nahe Ux wj-eder,  denn

eXpl^!-r , , . . ,  b i ldet  e lne e -Umgebung des Nul- lschni t tes,  NE (Ux) ,* 'N (UXl

dif feomorph und äquivar iant  auf die e-Tubenumgebung B. (Ux) ab

("Scheibensatz") .  Ist  E/U nahe n(x) glat t ,  so gi l t :

l lx  l l

B (n(x) )  = n
a

= Ne (ux)

X
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Die Ablei tung dieses Dj- f feomorphismus im Punkte n(x) ist  a lso

eine l ineare Abbi ldung von Tr_ (*  )  
(E/U) auf l l "  (Ux) /Ux aber

der letztere Raum ist  nur dann ein Vektorraum, \^/enn U" t r iv ia l

oper ier t .  Demnach ist  d ie Abbi ldung

U/Ux r  Nx (Ux) + N (Ux) :  (uU*;v)  *  du* (v)

ein äquivar ianter Di f feomorphismus. Nach dem Scheibensatz s ind

daher die Nachbar-Orbi ten Uy für y € S, ,= exp Nf,(Ux) di f feo-

morph zu Ux.

Die Fixpunktmenge Eo .= {y e E ; Uxy = y} der Untergruppe

U_, ist  e ine totalgeodät ische Untermannigfal t igkei t  durch x mitx

T*Eo :  {  v € TxE ;  U*v = v }  = N*(Ux) .  Also gi l t  S,  
-  

uo und

damit  UO. U* für  aI Ie y € S. .  Da nach der obigen über l -equng

die Orbi ten nahe Ux aI Ie äquivar iant  d i f feomorph sind, muß U,,

:  U* gel ten.

!üei l  B,  (Ux)

(Die Umkehrung

Satz " l2z Der Orbi t raum E/U ist  g lat t  genau dann, wenn al le

konjugiert  s ind.Standgruppen zueinander

1 3.  Redukt ion auf f ixpunktfreie Akt ionen

Wir betrachten nun eine Riemannsche Mannigfal t igkei t  E,  auf

der eine Gruppe von Isometr ien U mit  g lat tem Orbi t raum tvt  = E/IJ

oper ier t .  Wir  wählen einen festen Bezugspunkt x € E .  Es sei  U

die Standgruppe von x und Eo ihre Fixpunkt-Mannigfal t igkei t .

Eo ist  totalgeodät isch in E a1s Fixpunktmenge einer Gruppe

= U S- und U..--  = u U--  u-1 ,  haben wir  gezeigt :euyy

ist  e ine einfache, wohlbekannte Tatsache, vgl .  t19])
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von Isometr ien -  und schneidet jeden Orbi t  Uy mit  y € E .  Da näm-

l ich nach dem vorstehenden Abschni t t  Uy = r . r -1 U* r  für  e in u € U

gi l t ,  haben wir  Ury = u UO u-1 = U* und daher uy € Eo Wir

betrachten die Untergruppe Uo von U, welche Eo invar iant  Iäßt;

dies ist  der Normal isator NU(UX) von U* in U. Denn da Eo =

{y € E r  uy = U*},  fo lgt  aus u(y) € Eo für e i  n y € Eo

schon U* = Ur(y)  = u Uo u 1 = u U, u-1 ,  a lso u € NU(UX)

Umgekehrt ,  wenn u € NU(UX) ,  g i l t  Ur(y)  = u U* u-1 = U* für

a1le y e Eo ,  a lso u(y) € Eo für al le y € Eo

Damit  is t  n icht  nur Uo :  NU(UX) gezeigt ,  sondern auch Uy 0 Eo

= Uoy für al l -e y € Eo .  Daher i -st  d ie durch die Inkl-usion f  :

Eo + [  induzierte Abbi ldung F :  Eo/uo * g/rJ bi jekt iv,  denn jeder

Orbi t  schneidet Uo. Außerdem haben wir  gesehen, daß die Gruppe

U^ f ixpl ln] l t f re i  auf  E^ oper ier t :  Fal ls u(y) = y für  e i  n

y € Eo ,  g i l t  schon u(z) = z für  a l  l  e z e Eo (wei1 näim-

I ich u € Ux).  Wir  können nun zeigen:

Satz 1 3: =f :  E /U * E/U ist  e ine Isometr ie.o 'o

Bewei-s:  Nach Satz 11 ist  nur noch

f :  E + [  hor izontale Vektoren in

zeigen, deß die Inklusion

auf ebensolche in E ab-

zu

E

bi l -det .  Mit  anderen Vr lor ten, H: := T--E^ --  T--(U-v) muß senkrechty yo y

auf t__(Uy) stehen, für  a l - Ie y € E^ .  Dies ist  r icht ig,  dennv'  o

die Fixgruppe U-.  oper j -er t  or thogonal  auf T__E und läßt T, .  (Uy)yvv
invar iant  und T E- f ix .  T (Uv) und Ho sind also U - inva-y o y '  y y

r iante Tei l räume von tOU mit  Durchschni t t  O und stehen somit

senkrecht aufeinander.  Genauer s ieht  man, daß H: = H.,  für
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für al le y € Eo ,  a lso haben Eo/uo und E/u gleiche Dimen-

sion. Nach Satz 11 ist  f  z Eo/t to -  E/ tJ eine isometr ische

rmmersion, und wegen der Dj-mensionsgleichhei t  und der Bi jek-

t iv i tät  a lso elne Isometr ie.

Beim Studium glat ter  Orbi t räume können wir  uns also auf den

FalI  beschränken, daß U f  i  x  p u n k t  f  r  e i  auf  E

oper ier t ,  eventuer l  mit  e inem Kern uf  .  Dann ist  d ie submer-

sion n :  E *  M :  E/ tJ ein Pr iz ipal faserbünde1 mit  Struktur-

gruppe Ü := tJ/ü '  .  Ist  E elnfach zusaf l lmenhängend und ü zu-

sammenhängendr so ist  auch M einfach zusammenhängend, denn eine

Schlei fe in M können wir  nach E l i f ten und dort  i -n einer Faser

den End- mj-t  dem Anf angspunkt verbinden. Die so entstand.ene

schl-ei fe in E läßt s i -ch zusalnmenzj-ehen, also auch die ursprüng-

l iche in M.

!üj-r  gewinnen al-so durch diesen Ansatz ej-nfach zusammenhängen-

de Räume, die wegen der o 'Nei l l -Formel gute Kandidaten für po-

si t j -ve Krümmung sind. Die Faserbündel--Struktur er l -eichtert  z:u-

dem die Best immung des cohomologie-Ringes (vgr.  l lz l  und Kap.4)

1 4.  Homogene Räume und Doppelquot ienten

Besonders interessant,  weir  gut  zu rechnen, ist  der Fal l ,

wo auf E eineLiegruppe G von rsometr ien t r  an s i  t  iv

oper ier t .  Dann heißt  E ein (Riemannscher)  homogener Raum.

wir  wählen wieder ej-nen Bezugspunkt x € E fest .  Die sLand-

gruppe von x unter der Akt ion von G sei  G* Die Abbi ldung

11: G + [  ,  n(g) := g(x) ist  e ine Submersion, die einen
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Dif feomorphismus n des Raums al ler  l inkssei t igen Nebenklassen

G/G__ auf E induziert .  Man konstruiert  le icht  l inksinvar i -'x

ante Metr iken auf G, die r  zu ej-ner Riemannschen Submersion

und ;  zu einer Isometr ie machen. Dabei  heißt  e ine Metr ik auf

G l inksinvar iant  (abgekürzt  f  . i . ) ,  \^renn al le Linkstranslat ionen

Isometr ien s ind. Ist  e ine solche Metr ik sogar bj- invar iant ,  d.h.

s ind auch al le Rechtstranslat ionen Isometr ien,  so heißt  E ein

normal-homogener Raum.

Ein homogener Unterraum ist  e ine totalgeodät ische Unter-

mannigfal t igkei t  von E, die von einer Untergruppe von G in-

var iant  gelassen wird,  d ie darauf t ransi t iv  oper ier t .

Wir  betrachten die Si tuat ion von S 1 3 nun für einen h o

mo g e n e n RaumEmit  e iner t ransi t ivenGruppe Gvon Iso-

metr ien und einer Untergruppe U von G, dj_e auf E mit  g lat tem

Orbi t raum oper ier t .  Vr l ie in 13 sei  Eo die Fixpunktmenge der

Standgruppe U* von x.

Lemma 141 r  Eo ist  e in homogener Unterraum von E.

Beweis:  E^ ist  totalgeodät isch. Wir  zei-gen, daß N := N^(U_-)
QGX

auf Eo transi t iv  oper ier t .  -  Auf G oper j -er t  d ie Gruppe

0 : :  U x Q durch (u;q )c -1
x .  -o.  J '= u 9 9o mit  dem Orbi t raum

,^^
G/U :  E/U Die Fixgruppe U" des Ej_nselements e von G ist

AU, ' :  { (u;u) ;  u € U*} .  ü i  man beachte U I  G*:  U"

Die zugehör ige Fixpunktmenge von ü. .  is t  C := C^(U_-) ,  derx G'x '

Central- isator von u* in G. Also schneidet c al le orbi ten der

Ü-a:. t lon auf G (vg1. 13),  und somit  g i l t  G = U C G*
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Ein Punkt g(x) in E l iegt  in Eo genau dann, \^/enn Ug(*)

=U*.Essei  g=u"go mit  u€U, c €C, go €G*

Dannist  U 
t  

nu :  u (c -1 -1
g(x) 

= I  G* 9 n u :  u (c G* .  '  n u) u ,  a lso

g(x) € Eo genau dann, wenn c G* c-1 n u = u-1 u* o

Nunistaber U*."G*c-1 n U ,also U*:r-1U*r und

somit  u € N .  Setzen wir  n := u c,  so ist  n € N und

g(x) = n(x) .

Anderersei ts ist  natür l ich n (y)  € Eo für a1le y € Eo

und n € N ,  da Ur(y)  -  U n . ,  G* , r -1 = U*

Zusammen mit  Satz 13 erhal ten wi-r  a lso:

saLz 142: Es sei E ein homogener Raum und u eine Gruppe von

rsometr ien mit  g lat tem orbi t raum E/u .  Dann gibt  es einen

homogrenen unterraum Eo von E und eine untergruppe uo von

u, die f ixpunktfrei  auf  Eo oper ier t ,  so daß die rnkl-usion von

E^ in E e j -ne Isometr ie von Er / r r  =rrr  E/U induz j -er t .o -o '"o

Daher dürfen wir  jeLzL annehmen, daß die untergruppe u von G

f i  x p u n k t  f  r  e i  auf  n = G/G_- oper i -er t .  setzen wir'x

U := L(U) R(G-) ,  wobei  L die Li-nkstranslat ion und R die Rechts-

translat i -on

L(g)g'  : :  g g '  ,  R(g)g'  := 9 '  g

bezeichnen, so oper ier t  0 f ixpunktfrei  und isometr isch auf G,

und für den orbi t raum gi l t  c/ i  = E/u bis auf rsometr ie.

Ist  a l lgemein G eine Liegruppe mit  l inksinvar j -anter Metr ik

uncl  ü eine Untergruppe von L(G) R(G) ,  d j -e f ixpunktfrei
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und isometr isch auf G oper ier t ,  so nennen wj-r  d ie Orbi t -Mannig-

fal t igkei t  G/U einen Doppelquot ienten von G. Damit  können wir

das vor ige Resul tat  so umformul ieren:

Satz 143: Ist  E ein Riemannscher homogener Raum, G eine transi-

t ive Liegruppe von Isometrien auf E und U eine Untergruppe mit

glat tem Orbi t raum M = E/U r  so gibt  es eine Untergruppe G'

von G und ej-nen Doppelquot ienten von Gr,  der zu M isometr isch isL.

Dieser Satz gibt  e ine qewisse Rechtfert igung dafür,  daß wir

uns bei  der Untersuchung von Doppelquot ienten auf solche Metr i -

ken beschränken, die von t  i  n k s i  n v a r  i  a n t  e n

Metr iken auf der Gruppe induziert  werden: Diese Struktur t r i t t

bei der Untersuchung glatter Orbiträume von homogenen Räumen

auf.
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Kapitel  2

Liegruppen mit  I inksinvar ianter Metr ik

21. Zusammenhang und Krümmung

Wir betrachten eine Liegruppe G mit zugehöriger Liealgebra

I  ;  d ie letztere werd.en wir  je nach Bedarf  entweder a1s Tangen-

t ia l - raum des Einsel-ementes,  TaG ,  oder als Menge der l inks-

invar ianten Vektorfelder auffassen. Es sei  e in festes Skalar-

produkt

invar iante Metr ik auf G, die wir  ebenso bezeichnen. Für eine

l ineare Abbi ldung A :  G * G bezeichne A* :  G -  G die ad-

jungierteAbbi1dungbezüg1ichdesSka1arprodukts<

V sei  der Levi-Civ i ta-Zusammenhang der Metr ik < ,  > auf

G. Wir  brauchen diesen nur auf l inksinvar ianten Feldern zt

berechnen. Sind afso XrYrZ € G l inksinvar iante Vektorf  e lder,

so s ind - ihreSkalarprodukte auf G konstant,  a lso lautet  d ie

Levi-Civ i ta-Gleichung in diesem Fa1l  (vgf .  [8] ,  S.  2)

Daraus ergibt  s j -ch

(1) VxY = + [X,Y] +

(2) U(X'Y) =

insbesondere ist

Zur Berechnung

von U sowie

u(x,Y) ,

+ ad (y)*  x)  i

l inksinvar iant .

verwendet man die Slzmmetrie

I

2 (ad (x)*  y

oXY wj-eder

der Krümmung

x<vYz,w) = VXVyZ,VI> + ,VyZrV"W1
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f  ür  X,  Y, Z ,W € G und erhäIt :

(3) <R(x,y)y,x> = u(x,y)  + t r r tx,y l ,p(x,y)> -+l l  
Ix,y] l l2

mi-t

(4) u(X,Y) :

= 1 l l  ad (x)*  v + ad (v)*  x I  12- <ad (x)*  X, ad (v)*  v>
4t l

(s)  p(X,y) :  =+ (ad(v)*x -  ad(x)"v)  -  [x,v]

(v91. [8] ,  S.  64 -  dort  fehl t  i r r tüml ich der Faktor 1/4 im

ersten Term von (4).

Eine Untergruppe von G, deren Rechtstranslat ionen Isometr ien

auf G sind, wol len wir  rechts- isometr isch nennen. Die größte

rechtsisometr ische Gruppe ist

(  = Ad-1 (Ad (c)  n o (c)  )

wobei O(c) die orthogonale cruppe auf G mit  dem Skalarpro-

dukt

anzgruppe der Metr ik

Ist  a lso K dj-e Invar ianzgruppe und K ihre Liealgebra,  so ist

Ad(K) orthogonal  und daher ad(X) schiefsymmetr isch für al le

X € K, d.h.  ad(X)* = ad(X) .  Daher gi l t  U(X,Y) -  O und

P(X,Y) -  O für al le XrY € K, also

v \z 1 , -oXY = 
Z LXIYI ,

<R(x,Y) Y,x> = + l l tx ,v t l l  2

Insbesondere ist  K totalgeodät ische Untermannigfal t igkei t  von G.

Im Fal le bi invar ianter Metr iken (  K = G )  ergibt  s ich nicht-

negat ive Krümmung, die s ich über die OrNej- l l -Formel (S 11) auf

normal--homogiene Räume überträgt.
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eual i tat iv können wir  uns diesen Sachverhal- t  so k larmachen:

Für die Abstandsfunkt ion einer bi invar ianten Metr ik auf G gi l t

a@2,n2) = d(h-19, gh-1 )  s d(h-1g, e)

= 2 d(g,h)

-1+ d(e,  qh ' )

Da Ein-Parameter-Untergruppen Geodät ische sind, I iegen e'  g

)
und g- auf einer gemeinsamen Geodät ischen, ebenso e,  h und h2

Daher fo lgt :  Verdoppeln wir  in ej-nem gleichschenkl igen Dreieck

in G dj-e Schenkel-Län9enr so ist  d ie neue Grundsei te höchstens

doppel t  so lang. Dieser geometr ische Sachverhal t  is t  äquivalent

zu der Aussage, daß G nicht-negat ive Krümmung hat.

22. Metr ischer Tensor und Invar ianzgruppe

Wir wol l -en jeLzt  annehmen, daß auf G ein Ad(G) - invar iantes

Skalarprodukt (  ,  )  exist iert ,  das im Moment noch nicht posi-

t iv  def in i t  zu sein braucht i  wir  setzen also voraus, daß G re-

dukt iv ist .  Dann Iäßt s ich jedes posi t iv  def in i te Skalarprodukt

<,

bi ldung e :  G * G beschreiben, dj-e wir  metr ischen Tensor

nennen wol len:

für  a l le

(1)

(XrY)

x,Y€G

ad (x)"  =

(X),  Y)

gi l t

-1 o ad(x) o o

=(g

Damit

-e

Einen Tei l raum

nennen, wenn g (V)

von G wol len wir  metr isch invar iantV

V .  Ist  K die Invar ianzgruppe der Metr ik

von G metr isch invar iant ,  genauer ein Eigenraum von O nach dem
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Lemma von Schur, sofern es keinen äguivalenLe'n K-Modul in G gibt.

Ist  N c G eine metr isch invar iante abelsche Tei la lgebra,

so ist  lXrYl  = O und ad(Xf Y = O nach (1) für  a l le X,Y € N.

Aus der Krümmungsformel 21 (3) ergibt  s ich also,  daß di-e Schni t t -

Krümmung auf jedem 2-dimensionalen Unterraum von N verschwindet.

Das folgende Lemma gibt  e inen wej- teren Spezial fa l l ,  in dem

sich die Krümmunq le icht  berechnen läßt:

Lemma 222 Es sei  V c G ein Eigenraum von O zum Ej-genwert  t ,

und V sei  invar iant  unter der Invar ianzgruppe K, also ein Ad(K)-

Modul.  Dann gi l t  für  a l le X € K, Y € V :

(2) <R(x,y)y,x> = I  t - ' ,  l l tetx l  ,y l l l2

Bewsi j ; :  Es genügt,  den Fal l -  |  = 1 zu behandeln.  Dann ist

ad(xf  y = -  e-1 ( [x,e(y) ] )  = [X,y]  und ad(y)*x = [y,e(x)]  r

da [X,V] c V .  Aus 21 (2) und 21 (5) ergibt  s ich in diesem Fal l

(3) u(x,Y) = + [x -  e(x)  ,  Y]  ,

(4)  P(x,Y) = -+ [x-e(x),Y]

und aus 21 (3) wegen ad (Y)x Y = O :

<R(x,y)y,x> = t  l l t *  -  e(x) ,  y l l l '  -  +<[x,y] , [x -  e(x) ,y])

+ + l l f  x ,v l l l  2'  
4 l lL

1,,-  _, , )= i  l t  te (x)  ,Yl  l l -
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23. Eine Schar von normal-homoqenen Metriken

auf einer kompakten Liegruppe

Ist  G eine kompakte Liegruppe, so gibt  es stets eine (posi-

t iv  def in i te)  b i invar iante Metr ik (  ,  )  auf  G, die man z.B.

durch Mit te lung über Ad (c)  aus einem bel iebigen Skalarprodukt

auf G erhäl t .  Für eine Untergruppe K von G sei  X = Xk * Xo

die Zer legung eines Vektors X € G mit

Das Skalarprodukt

XY := ad(X)y =

Setzen wir  noch s := 1/L

(2) xxY = YkXk + t  Y X + S Y.Xpp K

1-s € (O,1)

+YX.
p pK

€P 5

(1) (X,Y):=(Xk,Yk)+t(Xp,Yp), t )1,

für  XrY € G def in ier t  e ine Metr ik auf G mit  Invar ianzgruppe K.

Diese Metr iken wurden schon verschiedent l ich untersucht (vql .

12,  24, 9l  ;  s ie s ind normal-homogen bezügl ich der Gruppe G x K

(siehe S 36),  haben also nicht-negat ive Schni t tkrümmung.

Vüir  s ind hier nur an dem Fal1 interessiert ,  d.aß (c;K) ein

s)rmmetr isches Paar ist ,  daß al-so [P,P] c K gi l t  (vgf  .  l17l) .

Zur Abkürzung setzen wir in diesem Abschnitt

[XrY] ,  xxY := ad (x)*  y

, so erhal-ten wir

und also mit  r  := s( t -1)  =

Nun ist

X.Y +
Kp "p"k 

= (XY)p

u (x,Y) =

u(x,Y)= t  (Yrxp-"n"k)€P ,

<u(x,X),u(y,y)> = 12 axoxn,ukup, = t2L (xrxp,"kup)

(XfXp,"k"p) = (XtYf r*p"p) + (XfYp,"k"p) ,  und wegen

gi l t  (vgI .  21 (4) z

12 l l  (*u) l l2 -  ,2t  <x.  Y.  ,x Y-p" K K'  p p
1
4
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lr7ei-terhin ergibt sich aus ( 1 ) ,

(3)  p(x,y)  = -  
r
Z 

(XY)p + ta *p"n

Somit  erhal ten wir  aus der Krümmungsformel 21 (3)

(4) <R(x,y)y,x> = 
I=r l l fxv lo l ;z + rq(X,y)

wobei q(x,Y) = -  t2 .XkYk,Xpyp, -  r  . "n"n,  (Xy)k> .  + l l rxvlk l l  , .

um zu sehen, daß q(xrY) nicht-negat iv ist ,  subst i tu ieren wir

*p"p = (Xv)O -  Xkyk r  so daß wir  erhal ten

(  5)  q (x,y)  = 12 1;xovol l  
2 

G2 + r)  .Xkyk,  (Xv) 
o>

+ + (r+3r l  l l rxvlnl l2
Nach der schwarz ' !schen ungle j-chung gi l t  für a , = l f  xovl l l  ,  b : =

l l txv lo11 ,  daß

q (x,Y)

und q ist  e ine posi t iv  def in i te quadrat ische Form, da 4 det ä
?-= r"  (1 + r)  posi t iv  is t  für  O < r

Die rechte sei te von (4) verschwindet arso genau dann, r /üenn
(xv)n 

'  
XkYk ,  (XY)r gleichzei t ig Nulr  s ind.  Als Ergebnis

erhal-ten wir somi_t:

Satz 231: Es sei  (GrK) ein kompaktes,  symmetr isches paar.

Dann hat G mi- t  der durch (1 )  def in ier ten Metr ik nicht-negat ive

Schnittkrümmung K, und für orthonormale Vektoren Xry e G
gi l t  K(X,y) = e genau dann, wenn ix,y l  = [Xk,yk]  = o

uns interessiert  besonders der Falrr  r^ro (GrK) ein symmetr i_
sches Paar vom Rang 1 ist .  Dies bedeutet :  s ind x,y € p mi_t

[x,y]  = o r  so s ind X und y l inear abhängig.  rst  daher E ein
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2-dimensional-er Unterraum von G mit Krümmung K (E) - O , so

gi l t  nach Satz 231 für bel iebige X,Y € E ,  daß lx^,Y'^ l  = Op'  p-

und somit  X_ und Y_ l inear abhängig s ind. Di-e Projekt ion vonpp

E auf P hat also höchstens ei-ndi-mensionales Bi ld und daher

nicht- t r iv ia len Kern,  d.h.  E schneidet K .  Daraus erhal ten

wir  mit  Satz 231 z

Korol lar  2322 Ist  zusätzl ich (GrK) vom Rang 1,  so gi l t  für

jede Ebene E in G: Genau dann ist  K(E) = O, h/enn E von Vekto-

ren XrY aufgespannt wird mit

Y € K, 
"o 

t  
" ,  

[Xu,Vi  = [Xn,V] = O

24. Beispiele sol-cher Metr iken

241 .  G = SU(3) ,  K = {Ä ;  A € U(2)}  mir

:  (n ol  _a r  _-1A=l-- l re=detA
Lo a)

Dann besteht die Liealqebra K aus Matr izen der Gestal t
r \

i . l :  o l  ,  se u(2,0),s*--s,spurs=s I-  lo -sJ f

wobei hi-er S* die konjugiert- t ransponierte Matr ix bezej-chnet.

Außerdem gi l t

p = {  [o*" . ]  i  x€ a2 ]
L-** oJ

(Dabei  fassen wir  Vektoren in IKn stets als Spal ten auf.)  Oer

Raum G/K = trP2 ist  symmetr isch vom Rang 1. Wir haben

f  /  \  /  :J 1 \

l ls  o l  i  o x l l  lo y l
l l  l l&r l  ls l

LLo -s j  ,  L-X^ o; l  [ -v"  oJ

mit y := Sx + sx ;  dieser Kommutator verschwindet also genau
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dann, v/enn es ein A € U(2) gibt  mit

x = A"2 '  s = A 
[3= : j  A-1 ,

denn der zweite Eigenwert ergibt sich aus Spur S = s . Vrl ir

setzen

23

=

nt

Lemma 241: Ist  E ein 2-dimensionaler Unterraum von G mi- t

V
-3

und erhal te

( \ f \

11 |  l -2 |
i l  |  ,  Yi  = j .  

i  1 . l|  -21 r  1 l\ / \ )

ür  d ie Metr ik 23(1) auf G = SU(3) aus Kor.  2322

K(E)-Orsoqi l t  Y:€E oder Ad(k)Yl  €E fürein k€K

Beweis:  Ist  E c K ,  so enthäl t  E das Zentrum von K, das von

Y3 erzeugt wird.  Ist  E 4 K r  so j -st  E = Span {X,Y} mit

Y€K und XplO und [Y,Xp] =O.Diel-etztereGleichung

bedeutet  nach den voranstehenden Bemerkungen, wenn wir  s zu 1

normieren: Y=kY,k-1 fürein k€K
I

242. G=Sp(2),  K=Sp(1) xSp(1)

In diesem F'al l  is t  G/X = ] t IP1 = 54 ,  a lso ein s l rmmetr ischer

Raum vom Rang 1.  Wir  haben

K = {  l "  L u,v€rmGt) }  ,'  I  v l  '

P :  {  f  -  " l  :  x €lH }'L-*  ) '
und es gi l t :

[r"  I  r  " l l  I  v]
l l  . ' l  '  l -*  1 l  = l -v - l
|  \  y '  \  ' )  \  

*  
, t

mit l  = rr*  -  xv.  Der Kommutator verschwindet al-so genau dann,

h/enn u = xvx 1 (rrorausgesetzt  x I  O ) .  Für die Metr ik 23(1)
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gi l t  dann mit  Korol lar  232:

Lemma 2422 Ist  E c G eine Ebene mit  K(E) -  O r  so ent-

hä1t E entweder die Matrizen

x = ["  ol  ,  Y = ( :  
" l\J\ )

mit urv € Im( lH) oder die Matr izen

'  -1 )
l - l ,Y=l  IA t 'g "- l  ,  v :  fxvx '
[ - t  tn j  1 L - t  vJ

mit x €lH ,  V € Im(lH) ,  t  €IR

25. Kompakte Liegruppen

Wir er innern jetzt  an einige wohlbekannte Tatsachen über

eine kompakte Liegrupp€ G, von denen wir wiederholt  Gebrauch

machen werden (v91. etwa [1 ,  17 ,  18 ] )  .  Jede maximal-e zusanrmen-

hängende, abelsche Untergruppe T von G ist  abgeschlossen, also

ein Torus, genannt maximaler Torus von G. Jedes Element von G

l iegt  in einem maximalen Torus,  und je zwei maximale Tor i  s ind

zueinander konjugiert .  Die Dimension des maximalen Torus heißt

der Rang der Gruppe G. Ist  G zusanrmenhängend, so ist  das Zen-

trum von G der Durchschni t t  a l ler  maximalen Tor i .

Jede reel le Darstel lung eines Torus zerfäI I t  in 2-dimensio-

nale i r reduzible Darstel lungen; dies gi l t  insbesondere für

die adjungierte Darstel lung von T auf G. Also zerfäl- l - t  G in

die Liealgebra T von T und eine Summe von 2-dimensionalen Dar-

stel lungsmoduln von T, genannt tVurzelräume. Das Dif ferent ia l

der Darstel lung von T auf einem Wurzelraum E sieht so aus:
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Es gibt  e ine Linearform r :  T *  IR und l inear unabhängige

Vektoren XrY € E, so daß für al le D € T gi l t :

[o 'x]  =-r(D)Y
(1)

lo,Yl  = r(D) x

Geht man zur komplexi f iz ier ten Liealgebra G. := G,I  C über

und setzt  Z z= X + i  Y ,  Z = X -  i  Y r  so ist  (1)  zu

l"o 'z l  = i  r (D) z
(1)^

v 
lo 'z l  = - i  r (D) z

äquivalent.  Wir  setzen E =:  E(r)  Die dabei  auft retenden Line-

arformen, d.h.  d ie jenigen r  € T* ,  für  d ie l inear unabhängige

XrY exist ieren, so daß (1) gi l t ,  heißen üIurzeln.  Mit  r  is t  auch

-r  Wurzel ,  und es gi l t  E(r)  = E(-r)

Wir  wählen nun ein Ad (G) - invar iantes Skalarprodukt (  ,  )

auf  G und ident i f iz ieren damit  T und Tx. Dann gi l t  außerdem

(2) XrY, (X,X)=(Y,Y) 
'

(3)  [X,Y]--(X,X)r  ,

(3)  
c fz, i l  = 2i  (x,x)  r

Gi1t .  zasäLzl ich (XrX) = 1 |  so nennen wir  {XrY} eine or ient ier-

te Orthonormalbasi_s von E(r)  .

Sind rrs l r lurzelnr so gi l t

(4)  lE (r)  ,E (s)  I  c E (r+s) + E (r-s)

wobei  wir  E(t)  -  O zu setzen haben, fa l1s t  € T keine Wurzel

is t .  Die Menge R c T al ler  Wurzel-n von G heißt  das Wurzel-

system von G. Wurzelsysteme lassen sich axiomat isch kennzeichnen

und klassi f iz ieren. Jedes V' Iurzelsystem zerfäI l - t  in zueinander

orthogonale einfache Tei l -ü lurzelsysteme. Dies s ind die bekannten

Wurzelsysteme An, Brr ,  Crr ,  D'  der k l -assischen Gruppen SU(n+1 ) ,
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SO (2n+1 )  ,  Sp (n) ,  SO (2n) sowie die Ausnahmetypen E6, E7, Eg,

E r  t<tn1 l5]) .  Entsprechend zerfäl l t  d ie Liealgebra G int  
4 '  "2 \vY! '

eine orthogonale direkte Summe

_1
c = zA >: c,

-  
i=1 

--L

wobei Z das Zentrum und G. einfache Algebren sind, und eine

analoge Zer legung gibt  es für  e ine endl iche über lagerung e

von G.
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Kapitel  3

Doppelquot ienten kompakter Liegruppen

31. Doppelquot ienten

Wir betrachten wieder eine Liegruppe G mit  l inksinvar ianter

Metr ik;  K sei  d ie zugehör ige Invar ianzgruppe. Diese enthäl t

insbesondere das Zentrum Z von G. Das Produkt G x K ope-

r ier t  isometr isch auf G durch

(g;  k)  x 3= g-x '  k-1 |

und der Kern dieser Operat ion ist  d ie Dj-agonal-Einbettung des

Zentrums LZ := {(z;z)  i  z  e Zl  .  Die Gruppe Ir  (c)  := (G x K) /LZ

ist  a lso eine Untergruppe der fsometr iegruppe I  (G) von G. Es

ist  bekannt,  daß I ' (c)  d ie Zusammenhangrskomponente von I(G)

ist ,  fa l ls  G zusammenhängend und einfach ist  1221.

Nun sei  Ü eine Untergruppe von I '  (c)  und U ihr  Urbi ld

i -n G x K .  Die Projekt ionen von U auf den l inken bzw.

rechten Faktor (G bzw. K) bezeichnen wir  mj- t  Ut bzw. U,

Wir fordern,  daß U f ixpunktfrej-  auf  G oper i -er t :  Ist  u € G

und u(g) ,= ül-  9 r ,  t  = n für  e in g € G.,  s ind ätrso 
-r I

und r ,  in G zueinander konjugiert ,  so gi l t .  11 = r ,  € Z .

Der Orbi t raum M = G/U trägt i -n diesem Fal l  e ine natür l iche

Riemannsche Struktur und die Projekt ion r :  G + ! l  is t  e ine

Riemannsche Submersj-on (vgl .  Kap. 1).  Einen solchen Orbi t -

raum hatten wir  Doppelquot ient  von G genannt.

Wir  best immen zunächst die vert ikale Distr ibut ion auf G;

diese ist  unabhängig von der Wahl der l inksinvar ianten Metr ik.
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Die Faser

{ut9r,

durch einen

-1 '  i  (ur ;  ur)

28

Punkt

.  Ist

( t )  9 t ,

is t  F :=g

= exp tX mit

eine Kurve in Fn

festen

€u)

g€G

u(r)  :

( r )  -1

und

ein typischer vert ikaler Vektor.

v(X) auf G ist  das zu X gehör ige

schieben den Vert ikalraum V^ =

translation und erhalten

Ä-1

f r  |  ur( t )  g ur( t )  '  = dR(g)x,  -  dL(s)X, =t  vo(X)
o

[=(Xr;Xr)e Ursoist  t l

-1V- := dL(9) 'V_ = v_-99-g

mit

r ln (x)  := dL (g) -1vn (x)

Entsprechend setzen wir

H^- := dL(g)-1H^ = v^ '-gs-9

Die Schar {V^ i  g € G} i .st  e ine f 'ami l ie von Unterräumen von
Y

G, die natür l ich i - .a.  keine Liealgebren sind. Da die Lj-nks-

translat ionen Isometr ien s j -nd, spiel t  der Übergang von V^
Y

und H zu Y und H keine Rol le.-g

Die Gruppe U dürfen wi-r in der l inken Komponente um einen

inneren Automorphismus abändern: Ist  g € G und rr  = (ur;ur)

€ U r  so setzen wir  ug := (gulg 1;rr)  .  Auch die Gruppe Ug

operiert  f ixpunktfrei  und isometr isch auf G, und die Links-

translat ion f , (g)  :  G * G ist  e ine Isometr ie mit  ,9 o L(g)

= L(g) o und induziert daher eine Isometrie der Orbit-

räume G/U und G/Ug . Eine entsprechende Abänderung in der

rechten Komponente,  l l  > {rrr ;OorS- i  )  ,  ergibt  e ine unter n(g)

äquivar iante Operat ion;  der zugehör ige Orbi t raur-n ist  a lso

Das so def in ier te Vektorfeld

Ki l l ing-Vektorfe1d. Wir  ver-

v^ (U) nach e durch Links-
v-

(u)

= Ad(q) 'X.  -  X
IT

Y Y
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di f feornorph zu G/U und sogar isometr isch, fa l ls  g € K

Eine ähnl iche Si tuat ion ergibt  s ich beim Übergang von U

__ozu u" := {  (ur ;ur)  ;  (ur ;ur)  € U }  Die operat ionen von

U und Uo sind äquivariant unter dem Diffeomorphismus r :

G * G ,  t (9)  ,= g-1 ,  aber dj-eser ist  nur dann eine Isometr ie,

\^/enn die Metr ik auf G bi invar iant  ist .  Im al lgemeinen sind

G/U und G/Uo also di f feomorph, aber nicht  isometr isch.

Über di-e Isometr iegruppe von G/U kann al lgemein nicht

v ie l -  gesagt werden. Ein Element f  der Isometr iegruppe I  (G)

induziert  genau dann eine Isometr ie von G/IJ,  v/enn f  ü f -1

= ü .  Die Isometr i -egruppe von G/U enthä1t also die Gruppe

N..r , - , ,  (Ü) /  U ,  kann aber wesent l ich größer sein,  wie das
a t \ f , ,

Beispiel  Nr.2 in Tabel le 1o1 zeigen wird.

32. Krümmung

Die Krümmung des Doppelquot ienten M = G/IJ ergibt s ich

aus der OrNei l l -Formel (S 11):  Es seien arb € G l inksinva-

r iante orthonormale Vektorfelder senkrecht zu 
% 

für einen

festen Punkt g € G ,  a lso a(g),  b(g) a 
"n 

.  Weiterhin seien

ArB hor izontale Vektorfelder auf G mit  A(g) = a(9) ,  e(g)

= b(9) .  Für die Krümmung von M gi l t  nun

( i  )  K*(dnn(a),dnn (b) )  = Kc(a,b) *  f  t t  [A,B].r(g) l l2

Dj-e Krümmung X"(a,b) von G wurde in S 21 behandel t ;  h ier

interessiert  uns der Krümmungs-erhöhende Zusatzterm

(2) z (a,big) ,  = l l  tA,B lv (g) l l  '

Zur Berechnung folgen wi-r  e iner Idee in 114) .  Für bel I -ebiges
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C e T^G ist
v

l lc l l  2 = max {  <dL(g)v^(x),c>' l lu^(x) l l -2;  X€u }l l -y l  |  (  - -  y y

Für festes X e U def in ieren wir  d ie Linearform r = rX auf G,

die zu dem Ki l l ingfeld v(X) dual  is t  (v91. $ 31):

w" (C) = <v (X) ,C>

Damit haben wir

(3) z(a,bis)  = max {  wx([A,Bl)2(s) l lvs(x) l l -2 ;  x€u ]

Nun ist  dw(A,B) = Aw(B) -  ew(a) -  w([a,e])  = -  w([A,B]) ,  da

w auf hor i -zontalen Feldern verschwindet.  Also haben wir

w( lA,Bl)  = -  dw(a,b) = -  a w(b) + b w(a) + w([a,b])

an der Stel le g .  Dabei  is t

-1ür (b) |  o 
= <aa 19) 'Xl  -  Xr,  b>

-  - t t ,= (X1, Ad" (q)b> <xr,b> |

wobei  Ad* :  G * End (G) die co-adjungierte Darstel lung

Ad* (g) :  = Ad (g-1 )  
*  

bezei-chnet.  Diese hat a1s Dif  f  erent ia l

"-  ' tT '  -*  mit  aax (x) := -  ad(x)x für  x € G .  Daher istCI(Ao ,e = aO ml- t  ad (X):= -  ad(X) f r

a w(b) l^  = a (X.,  aa* (g)b>
YL

d r  -  . tF ,= 
dEl"  .XI ,  aa. ' (g exp(ta))b>

= (X1, aa* (g) ad* (a) b> )

und wir  erhal- ten schl ießl ich

(4) w"( [A,e]) lg = <Ad(g)- t*r ,  ad(a)"n ad(b)*a [a,b]>

(Xrr  la,bl> ,

und mit  21 (51 z

(4) '  w"( [A,e]) lg = <Ad(g)- t"r_,2P(a,b) + [a,b]>

(Xrr  Ia,b]>

Aus (3) und (4) l -äßt s ich der Zusatzterm z best inrmen.
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Im homogenen Fal l  U = U, entnehmen wir  daraus z(a,b;g)

l r .  t t2= l l  La,birr l l  -  ,  wobei  der Index u die Projekt ion auf U bezeich-

net.  Dies fo lgt  auch unmit te lbar aus der O'Nei l l -Formel,

wej- l  im homogenen FaI l  d ie l - inksj-nvar ianten Vektorfelder

senkrecht zu U überal l  hor izontal  s ind.

Im Fal le der Metr j -ken 23(1) ergibt  s ich aus 23( l )  und

Satz 231 |  daß z(a,big) -  O fal ls f " (a,b) -  O ,  denn in

diesem Fal-1 ist  [a,b]  = [a,- ,b,- ]  = [a_,b_] = O und damitK'  K- p- p-

auch P(a,b) -  O Die Ebenen mit  Krümmung Nu1l Ln G/U sind

also genau die Bi lder der horizontalen Ebenen mit  Krümmung

Nul l  in G.

Im al lgemeinen Fall- l iefern die Krümmunqsformeln hier und

in S 21 drei  nütz l - iche h i  n r  e i  c h e n d e Kr i ter ien

für die Existenz von Null-krümmung auf G/U:

(N1 )

(Nz)

(N3 )

Es gibt  e ine metr i -sch invar iante abelsche Tei la l - -

gebra N von G mit  d im(N n En) > 2 für  e in g€c

Es gibt zwei metrisc.h invariante Teilräume W., und

WZ von G mit  Lw1,W2l = O ,  und für ein g € G

gibt  es l inear unabhängige Vektoren X € W1 n Eq r

Y e w2 n En und [Y,e(Y) I  e wZ

Es gibt  e ine rechts- isometr ische Untergruppe K von

G und einen Ad(K)- invar ianten Eigenraum V des me-

tr ischen Tensors e mit , t  r gr und l i-near unab-

hängige Vektoren X € K n 
% 

und Y e V n Hg für

ein g € c ,  so daß [e(X),Y] -  O 9i1t .
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Satz 322 Fal- l -s G/U eine der

erfül l t ,  gibt es Nul-lkrümmung

Bed j -ngungen (N1 )  ,  (N2 )  ,  (N3 )

auf G/U.

Beweis:  Ist  E ein 2-dimensionaler Unterraum von N n 
%

im Fal l  (N1 )  oder E = Span {XrY} im Fal l  (N2),  (N3),  so

gi l t  Kr(dnn (E) )  = Q .  Dies fo lgt  für  (N1 )  ,  (N2) aus (3)

und (4) und 21 (3) .  Für (NZ) beachte man dabei ,  daß ad(x)x X

r ad (v)*  ,  da mit  [Y,o (Y) ]  e w2 auch ad (y)*  v e w, und

al-so [X,  aa (  y)*  y ]  -  O Für (N3 )  benutzen wir  22 (2) und

ersehen aus 32(3) und 32(4) |  ,  daß der Zusatzterm z(X,Y;g)

in der O'Nei l -1-Formel-  verschwindet,  da wegen 22(4) gi l t :

2 P(XrY) + [x,v1 = lo(X),y]  -  O und außerdem [x,y]e v .  g,

33. Maximale Tori  und Rang-Bedingung

Von jetzt  an setzen wir  voraus, daß G ei-ne kompakte Lie-

gruppe ist .  Dies lst  e j -ne Einschränkungi  wir  behaupten ni_cht,

daß ein Doppelquot ient G/U einer nichtkompakten Gruppe G kein

P-Raum sein könne. Die Si tuat ion i -st  h i -er  anders als bei  homo-

genen Räumen mit  U = Ur;  dort  ist  G Isometr iengruppe von G/IJ

und damit automatisch kompaktn wenn G/U kompakt ist .

U ist  a ls abgeschlossene Untergruppe von G2 := G x G

ebenfal ls kompakt.  Wir  wählen einen maximalen Torus S von U

und erweitern ihn zu einem maxi-mal-en Torus T x T r  von G2

Da T und Tr beide maximale Tor i  in G sind, gibt  es ein g € G

mit  T = g Tt  g-1.  Dann hat U9 einen maximalen Torus 59 c T2 |
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und G/Ug ist  isometr isch zu G/U (vgl .

wir  g le ich S c T2 annehmen. Ist  S '=

gehör ige maximale Torus von Ü, so gi l t

d imd = dims dim (U

denn wegen der Fixpunktfreihei t  g i l t  S

r9Ü < rgc

anter Metr ik und M = G/lJ ein Doppelquot ient

(T).  Dann gibt  es eine kompakte Gruppe H mit

Metr ik und ei-ne totalgeodät ische isometr ische

f:  H+! l  ,  sodaß rgH=rgG rgü

s 31).

s/(un

(33)

Also dürfen

LZ) der zv-

n LZ)

nAm-

S dimT ,

LZ .  AIso ist

Eine Abschätzung der Ränge 1n der anderen Richtung im Fal1

posi-t iver Krümmung l iefert der untenstehende Satz unter der

folgenden Bedingung (T) an die Invar ianzgruppe K von (G, < )  >)

( r )  : U n K2 enthätt  e inen maximalen Torus S von U.

SaLz 331: Es sei  G eine kompakte Liegruppe mit  l inksinvar i -

mit  Bedingung

l inksinvaranter

Immersi-on

Beweis:  Wie oben können wj-r  annehmen, daß es einen maxima-

len Torus T I  von K qibt  mit  S c T'2 .  V, I i r  erwei- tern T'

zu einem maximalen Torus T von G. Es sei  C = C"(T')  ,  der

Central isator von Tr in G. Da T c C ,  is t  rg C = rg G

Da die inneren Automorphismen Ad ( t )  mit  Acl  ( t )  g = tgt-1

für al le t  € Tr c K Isometr ien von G sind, j -st  C als Fix-

punktmenge dieser Gruppe von Isometr ien totalgeodät isch in

G. Die Gruppe S c T'2 läßt C invar iant ,  und C/S ist  der

homogene Raum H = C/Sr mit  Sr = Se = 1 '{=t=,  i  s€S}.

Dieser ist  sogar selbst  wieder eine kompakte Liegruppe, da
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S I im Zentrum von C l iegt

ist  d im S'  = dim 3 -  rg

Dielnkl-usion f  :C+

34

,  und wegfen der Fixpunktfreiheit

,  a lso rg (H) = rg (G) -  rg (Ü)

induziert  e ine Abbi ldung f  :

(X) ,  und

ü

g

C/S G/ü .  Nach Satz 11 ist  d ies ej-ne totalgeodät ische

Immersion, fa l ls  f  d ie hor izontalen Distr ibut ionen j -nein-

ander abbi ldet .  Dazu ist  zu zeigen: C -  Sr I  V.  für  a l le

c € C .  Es gi l t  U = S O :  nulr ; ,  wobei  über al le Wurzeln

r des Wurzelsystems von U zu summieren ist .  Ist  X € S ,

so ist  v^(X) = X. -  X--  € Sr .  Es sei  a lso X € EU(r)  für-c-  I  r

e ine Wurzel  r  von U (vg1. S 25).  Dann gibt  es y € eu(r)  r  so

daß 25(1) erfül l t  is t .  V' I i r  wäh1en ein El-ement |  = (Dr;D

€ S mit  r (D) = 1 Dann gi l t  X,  = ad(Dr)y,  ,  a lso X,

Bi ld ad (Dr)  .  Anderersei ts i -st  g c ker ad (D.)  ,  und da

ad (Dr)  schiefsymmetr isch ist  (wegen D, € K) ,  9 i1t  X,  r  C

Weiterhingi l t für  ZeC und c€C:

<z,Ad (c)xt> = <z,Ad(c) lDf ,y l l t  = <z, lDI,Ad(c)yf  l>

r )

€

da

es

= <lz ,Dr LAd (c)  Yt> = o ,

D1 € Tr mit  C vertauscht.  Also gi l t  C I
I

fo lgt  d ie Behauptung.

V
--c

Bemerkung: Ein ähnl icher Beweis ist  mögl ich,  wenn die Be-

dingung (T) durch die Voraussetzungi  "9,  enthäl t  e j_nen regu-

lären Vektor"  ersetzt  wird.  (Ein Element X € G heißt

regiul-är,  wenn sein central isator c^(x)  ein maximaler Torus

ist .  )  In diesem Fal- l  würden wir C=C"(Sr)-T setzen.Die

Orthogonal i tätsbedingung von Satz 11 ist  er füI t t ,  wei l  d ie

Wurzelräume von U senkrecht auf t2 stehen.
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l r la l lach l24l  hat  gezeigt ,  daß die Gruppen SO(3) und 53

als einzi-ge eine l inksinvar iante Metr ik mit  streng posi t iver

Krümmung zulassen. Nur wenn die Zusammenhangskomponente von H

eine der Gruppen ie) ,  s1,  so(g) oder s3 ist ,  kann also G/u

unter den voraussetzungen von satz 33i  posi t ive Krümmung

haben. Da die wurzelräume a]1e 2-dimensional  s ind,  ergibt

s ich i -nsbesondere:

Korol- lar  332: Ist  M. = G/U ein Doppelquot ient  mit  posj--

t iver Krümmung und Bedingung (T),  so gi l t :

-  rg (U) = O fal ls dim

- rg (U) = 1 f  a1l-s dim

34. Torus- invar iante Metr iken

rs (G)

rq (G)

M

M

gerade,

ungerade.

Ist  G eine kompakte Liegruppe mit

und Invar i -anzgruppe K, so heißt  d ie

f  a l ls  rg (K) = rg (c)  ,  d.  h.  f  a1ls es

l inksinvar ianter Metr ik

Metr ik Torus- invar iant ,

einen maximalen Torus T

vonGinKgibt .

rst  d ie Metr ik von G Torus- invar iant ,  und ist  M = G/u ein

Doppelquot ientvonGmit  UcG xK r  sogibtes z\ t  jedem

maximalen Torus s von u ein Element (g;k)  € G x K, so daß

Ad((grk))s 
-  

T2, und nach S 31 sind die operat i -onen von u

und Ad (  (g;k)  )  u isometr isch äquivar i -ant .  wir  dürfen atso u

durch die Gruppe ad((g;k))U ersetzen, für  d ie die Bedingung

(T) erfür l t  is t .  rm Fal t  rg(u) = rg(c) gi r r  auch die um-

kehrung:



(34)

Lemma 341: Ist

und ist  rg (U) =

36

G/U ei-n Doppelquot ient  mit  Bedingung (T)

rg(G)r so ist  d ie Metr ik von G Torus- invar iant .

Beweis: Es sei  T t  e in maximaler Torus der Invar ianzgruppe

K und S ein maximaler Torus von U mit  S c t<2 (Bedingung

(T)) .  In l j -e f rüher können wir  S c , r , ,2 annehmen. Da S 0 AT c

LZ und dim S = rg (c)  ,  fo lgt  d im (T,  )  > rg (c)  ,  a lso ist

T '  maximal-er Torus von G.

Bemerkung: Die gleiche Folgerung gi l t  auch für rg(G) = 2 ,

rg(u) = 1 ,  far ]ssei-nenvektor x-  (Xr;Xr)  mit l inear

unabhängigren Komponenten Xa, Xr enthäl t  (vgf  .  Theorem B.) .

rst  e ine Metr ik auf G Torus- invar iantr  so stehen die wur-

zelräume al-s irreduzi-bl-e Darstetlungsmodul-n von T aufeinander

senkrecht und sind Eigenräume des metr ischen Tensors g.  Daraus

ergibt  s j -ch die fo lgende Aussage:

Satz 342: G sei elne kompakte Liegruppe mit maximarem Torus

T und wurzelsystem R. !, Ieiterhin sei u eine kompakte unter-
)gruppe von G" mit  maximalem Torus s c 12 ;  u oper iere f ix-

punktfrei  auf  G. Es gebe hlurzeln rrs € R, r  t  s f  R,und Vektoren

x€E(r) ,  Y€E(s) unglelch Nul l ,  d ie bezügl ich einer bi i -n-

vari-anten Metrik senkrecht auf vn stehen für ej_n q € G

Dann induziert  jede l inksinvar i_ante Metr ik auf G, deren fn-

var ianzqruppe sowohl-  urals auch T umfaßt,  e ine Metr ik mit

Nul lkrümmung:en auf G/u.  rst  sogar g € N"(T) r  so gi l t  das-

selbe für uo
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Beweis:  Da X und Y Eigenvektoren von e s ind'  is t  N :=

span {xrY} metr j -sch invar iante abelsche Tei la lgebra (vgl .

S 25) und außerdem senkrecht zlr Ug für jede T-invari-ante

Iinksinvariante Metrik auf G. Damit hat G/U Nullkri immung

nach dem Kriterium (Nt ) .  rst 
4 

der Vert j-kalraum der

Akr ion von Uo, so gi l t  
4 

= ad(V)\  .  Fal ls ad(g) den Torus

invar iant  Iäßt,  fa l ls  a lso g € Nc(T) ,  t r i f f t  d ieselbe

- o zu,  denn die mit  aa(g)-1 zurückgehol teAussage auf 
\

Metr ik ist  wieder T- invar iant .

35. Über lagerungsgruPpen

hlir betrachten eine Lj-egruppe G mit Überlagerungsgruppe

e; dieÜberlagerungsabbi ldungsei  p:  ä*C. Sind Z und

?, die Zentren von G und G, so gi l t  2 = p-1 $) .  wei terhin

sei  p2 ,  d2 -  c2 die produkt-überragerung. rst  u eine unter-

gruppe von c2 r  so setzen wir  ü := (p2) -1 (u)

SaLz 35: Fal ls U auf G f j -xpunktfrei  oper ier t ,  So oper ier t

0 auf G f ixpunktfrej- .

Beweis:  Es sei  i .ü ,  i .ä mit  !  = i t i l  = ;1; ; r -1

Dann gi l t  für  u := p2(ü) und g = p(A),  daß u19ur 1 -  g ,

a lso o1 = or € Z wegen der Fixpunktfreihei t  von U auf G.

^ 
AAAA^-14-1

Es folgt  ,1,  ür  € Z und daher g = 9u1ur '  ,  a lso t l_*,

= ä , also Ga = ü, € A 
'  

ulas zu zeigen war '
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Die umkehrung ist  i .a.  n icht  r icht ig (v91. das Beispiel

in 812):  Ein ;  € Ü kann eine Faser p-1 (g) permut ieren.

Da di-e Abbildung p : G * G eine Überlagerungsabbildung

der Doppelquot ienten p ,  Gtfr  -  G/rJ i -nduziert ,  genügt €s,

zur Bestimmung al ler einfach zusammenhängenden Doppelquotj--

enten eine geeignete Über lagerung von G zu betrachten. Jede

kompakte Gruppe besi tzt  e ine endl iche Überlagerung, die ein

Produkt aus einem Torus und einfachen Gruppen ist-

36. Nicht-einfache GrupPen

Jetzt sei  G eine kompakte Gruppe und M = G/U ein Doppel-

quot ient  mit  Bedingung (T) und rg(Ü) = rg(G) .  Wir  nehmen

äf l r  daß G = G1 ,  G2 ein echtes Produkt ist .  Nach Lemma 341

enthält  die Invarianzgruppe K von G einen maximalen Torus

T von G. Wir können wj-eder annehmen, daß es einen maximalen

Torus S von U gibt  mit  S c T2

Lemma 361: Fal ls

so erfül I t  c, iU die

es 
"  

e gt  und Y e 9Z gibt  mit  X,Y r  Ye

Bedingung (N2 )  .

Beweis:  Es sei  Ti  = T n Gi für  i  -  1,  2.  Die Räume Wi :=

9i  e t i  s ind Ad(T)- ' invar iant ,  a lso metr isch invar iant ,  und

es gi l t  lw1,Wzl.  = O .  Ist  Y € W2, so gi l t  für  a l le D € T :

wegen der Schief symrnetrie von ad (D) : (ad (y)* Y, O> =

<Y,[D,Y]> -  O .  AIso ist  ad(y)*y a 9ZC T = w2 und damit

[e(Y) ,Y]  e W2 .  Damit  is t  d ie Bedingung (N2) erfül l t t
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der Rang-Bedingung

* e grOq = wl
" 

e 9zC=r

,

(36)

denn wegen

und damit

Dimension

so ist  c/U

oder G,

gi l t

und

also

wz

Tc V
-e

Ist G/U also ein P-Raum, so können wir ohne Einschrän-

kung annehmen, daß prZ ( Y" , = gZ , wobei pr1 , pr2 die

Projektionen auf dj-e Faktoren von G und auch G bezeichnen.

Für i  -  1,  2 setzen wir  g i  :  = prr(9) für  g e G und

Ui_ = {(urr ;urr) ;  l l=(ur;ur)€U}

U oper ier t  durch U, auf G'  und prZ (  Y" )  is t  der Tangen-

t ia l raum an den Orbi t  U2".  Da prZ( y" ,  = 92, ist  d iese

Operat ion t ransi t iv .  Das bedeutet ,  daß jeder U-Orbi t  in G

die Untergruppe G1 = G1 * {e} schneidet.  Es sei

Ur = {u€Ui vL2=vr2 }

Ein Element u € U ist  in Ur genau dann, wenn u(g) € G1 x {e}

für ein (und damit  für  a1le) g € G1 * ie)  .  Daher induziert

die Einbettung f  r  G1 + Q, einen Dif feomorphismus i  z G,r /ür ,

+ G/U ,  der aber j - .a.  keine Isometr ie ist .  Da Ui immer

noch f ixpunktfrei  auf  G,,  oper ier t ,  is t  G1/V'  = cr /U] ein

Doppelquotient von G' der zu G/u diffeomorph ist. lvir haben

also gezej-gt :

Satz 3622 Ist der Doppelquotient G/U ej-n p-Raum gerader

mit der Bedingung (T) , und j-st G = G1 * G2 |

diffeomorph zu einem Doppelquotienten von G.,
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Von besonderem Interesse ist  der Spezia1fal l ,  daß die

Metr ik auf G = G1 ,  G2 eine Produktmetr ik ist .  Tn diesem

Fal- l  oper ier t  U durch U, auch auf den Faktoren G. isometr isch,

und es gi l t :

G/U = G1 *u Q/Ut )  ,

wobei  Ur auf G.,  f ixpunktfrei  oper ier t .  Räume dieses Typs

sind vor al l -em im Fal l  Ur = {e} untersucht worden (cf  t7 l ) .

Hat die Metrik auf Gi und GZ = lJ/rJ I nicht-negative Krüm-

mung, So wj-rd beim Übergang von G1/U'  zu dem di f feomorphen

Raum G/IJ Nullkrümmung abgebaut, ohne daß anderswo neue

Ebenen mit  Nu1lkrümmung auftreten. Dazu einige Beispiele:

1.  G sei  e ine kompakte Liegruppe mit  b i invar ianter Metr ik

und K ej-ne abgeschlossene Untergruppe. K oper iere auf G durch

Rechtstranslat ion und auf s ich selbst  durch Linkstranslat ion.

Der Raum G *K K ist  isometr isch zu G mit  e iner normal-

homogenen, G x K invar ianten Metr ik,  bei  der die Längen

in K gegenüber der bj- invar ianten Metr ik um den Faktor 1/r /7

verkürzt  s ind.  Es handel t  s ich also bis auf den Vorfaktor ]

um die Metr ik 23(1) mit  |  = 2 .  Jede andere Verkürzung in K

kann durch Wahl einer anderen bi invar ianten Metr i -k auf

dem rechten Faktor von G x ( erreicht werden.

2.  Es sei  G, K wie in 1.  und H elne abgeschlossene

Untergruppe von K. Der Raum G rK ß/H) ist  isometr isch zu

dem homogenen Raum G/H , wobei die Metrik von der in 1.

beschriebenen auf G induziert wj-rd. Al l-e homogenen P-Räume

sind entweder normal-homogen oder von diesem Typ 12, 241

und lassen sich daher als Doppelquoti-enten von (eventuell
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nicht-einfachen) Gruppen mit  b j - invar ianter Metr j -k schreiben.

3.  Die Metr iken in 1.  erhäl- t  man auch, indem man G und

U := G x K mit  e iner geeigneten bi invar ianten Metr ik ver-

s ieht  und den zu G di f feomorphen Raum G *U U betrachtet ,

wobei  U auf G durch t(G)-R(K)-1 oper ier t .  Nun sei  Ur eine

abgeschlossene Untergruppe von U, die f j -xpunktfrei  auf  G

oper iert .  Dann ist  c rU (U/U'  )  isometr isch zu einem Doppel-

quot ienten von G mit  der in 1.  beschr iebenen l inksinvar ianten

Metr ik.  Die in den folgenden Abschni t ten 41, 42 besprochenen

P-Räume sind von diesem Typ.

!{ i r  not ieren also die Beobachtung: Al1e bekannten P-Räume

lassen sich als Doppelquotienten kompakter Liegruppen mit

bi . invar ianter Metr ik darstel len.

Das Studium von Doppelquotienten nicht-einfacher Gruppen

sol l te an anderer Stel- l -e ausführ l ich geschehen. Wi-r  werden

uns im wesent l - ichen auf den Fa1l  e infacher Gruppen beschränken.
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Kapitel  4

Beispiele von Doppelquot ienten

41 . Q, = SU(3) ,
rad^1
u=b

Beispiele dieses Typs v/urd.en schon in 112) untersucht.

Da U als abelsch vorausgesetzt  wird,  können wj_r ohne Ein-

schränkung U c T2 voraussetzen, hrobei  T der maximale Torus

der Diagonalmatr izen von SU(3) ist .  Dann gi l t  a lso

fJ={ (At;Ba); t€ lR) ,(1)

v/obei
(^ \

Ar= exp2ni t l  1 u2 |
(2) \  "uJ

i 'a,  )
Br= exp2ni t l 'OrO^l

[ ' /

mi t  . i ,  b i  € Z und E. i  = I  b i  =:s .  So def in j -er t ,  l iegt

U nur dann in SU(3)2 ,  wenn s = O ist ,  aber die Gruppen-

operat ion ändert  s ich nicht ,  wenn wir  (At ;  
" t )  

durch

(zAri  zBa) mit  z 2= 
"2nis/3 

ersetzen; das letztere paar

l iegt  in SU(3) 2.  Die so entstandene neue Gruppe wird d.ann

durch die Zahlen al  := 3. i  s ,  b i  := 3bi  s für  i  -

1,  2,  3 def in ier t .  Also könnten wir  ohne Einschränkung der

Allgemeinheit s = O annehmen, müßten dabei aber in Kauf

nehmen, daß die Gruppe U nicht  mehr ef fekt iv oper ier t .
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U oper ier t  f ixpunktfrei  auf  G genau dann, h/enn die Eigen-

werte von At und Ba nur in dem Fal1 bis auf Permutat ion über-

einst immen, daß sie a1le gleich s ind. Daraus ergibt  s ich:

Satz 411: U operiert  f ixpunktfrej-  gfenau dann, \^renn für al- le

Permutat ionen o € S: und für al l -e posi t i -ven ganzen Zahlen n

gi l t :  n te j - l t  u i  bo ( i ,  für  jedes i  € {1 ,  2,  3}  nur dann,

wenn al le aj  und b- für  i , j  € {1,2,3} in derselben Rest-
1J

klasse modulo n l ieqen.

Dieses Kr i ter ium ist  z.B. dann erfül l t ,  wenn u1 = u2 = 13 -  O

dies ist  der homogene Fal l .  Nj-cht-homogene Beispiele werden

in l12l  angegeben (s iehe auch Lemma 421) ,

V' I i r  wol len )etzL untersuchen, welche dieser Räume eine Me-

tr ik posi t iver Krümmung haben. Zur Vereinfachung der Bezeich-

nung ident i f iz ieren wir  d j -e Diagonalmatr izen der Liealgebra

?
U(3) mit  lR" mit  Hi l fe der Abbi ldunq

[", Ii l  "z l*
[ "'j

[ " ' l
1",  I
lxel

,  .E= (x1 rx2rx3l

Wählen wir  auf  U(3) die Spurmetr ik (X,y)

so ist  d iese ldent i f iz j -erung isometr isch.

Das folgende Lemma ist wohlbekannt:

:= Re Spur XY* r

Lemma 412: Sind X ,  Y q und g€c sor daß die Funk-

t ion g '  + (Ad (gr )  X

ist  [Ad(g)X,Y] = o

'Y)
stat ionär ist  bei  gt  = g ,  dann
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Beweis:  Fürbel iebiges ZeG ist

o=91 (aa(gexptz)X,y) = (ad(g)[X,y] ,y)  i
dtro

= ( lz,x l  ,  Ad(g)-1v) = (2,  [x,ad(g)-1v])  ,

a lso tad(g)X,Yl  = Ad(g) [x,ad(9)-1v]  = o

Die Extrema der Funkt ion {  + (X,Y) ,  def in ier t  auf  e inem

Ad(G)-Orbi t ,  werden also auf elner (und damit  auf  jeder)

maximal abelschen Tei la lgebra angenommen, die Y enthäl t .

Vrl ir  nehmen j eLzt s = O an (siehe Eingangsbemerkung) und
f

setzen a := (u1,u2,.r)  t  
,  b := (b1,b2,Or)t  Die durch

(1) und (2) def in ier te Gruppe heiße U = U^. c SU(3)2 .  Wir
AD

setzen voraus, daß (a;b) das Kr i ter ium von Satz 411 er-

fü l l t ,  daß U al-so f ixpunktfrei  oper i -er t .

Wir  versehen G = SU(3) zunächst mit  der Metr ik 23(1) mit

r (={f"  I  ;  A€u(2),  s,=derA-1 }'1 .  a)  '
(v91. 241).  Da K den maximalen Torus T der Diagonalmatr izen

von SU(3) enthäIt ,  oper ier t  U isometr isch, und auf G/IJ wird

eine Riemannsche Metr ik nicht-negat iver Krümmung induziert .

Satz 4132 M
ab z= G/U*O hat posi- t ive Krümmung, fa l1s

< b1rb2 oder b1,bZ a u1ru2ru3 a b3bg

Beweis:  Dazu müssen wir  nach 241 nur nachwej-sen, daß y?

senkrecht auf V.,  stehen, für  Uef i l -

.  Dabei  setzen wiJ Y. = e 3e. für
l- l-

f

:= (1 ,111)-  = E 
" i

und aa(k)Yt niemals

bige g€c, k€K

i:  1,  2t  3,  wobei  e
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Nach dem vorstehenden Lemma 4i2 r iegt für jeden vektor

x € T das skalarprodukt <Ad (g) X, y i r  zwischen der k le in-

sten und der größten der drei  Zahlen (Xry.> für  j  = 1,2,3 i

manbeachtenämlich (Xry)= (Xry) füral l_e Xe G, y €K

Al-so qi l t  für  a l le g € G und i  = 1,2, ,3

3ä

mit  ä := nrax {a,arrar}  t  !  := min {a1ra2rar}  .  Anderersei ts

erhal ten wj-r  für  d ie Diagonalelemente der Matr ix aa (k)  yt  für

bel iebiges k € K die Werte

wobei

Al-so

mi-t

-2 +3t,  1 3t . ,  1

t  € [O,1] .  Daher ergibt  s ich

(b,  Ad(k)Y1> -  -3 (  (1- t1U1 + rb2) € l -ZAr,  -3b1 l

wir  ohne Einschränkung bt  < b2 vorausgesetzt  haben.

erhal ten wir  insgesamt

3(bt  ä l  s <Ad(g)-1a -  b,  y3) s 3(b3 g) ,

3(bt  -  ä)  s <Ad(g)-1a -  b,  Ad(k)yr>

Ist  bS

duktnegat iv,daszweiteposi t iv ; imFa11bt=bz<

ä

nj-emals hor izontal  ,  was zD zeigen \^/ar.

Salz 414: Auf G

Metr ik,  so daß

(x) bi  F

wobei a := min

gibt

M=
a.o

Le,aJ

es genau dann eine Torus- invar iante

G/Uab posit ive Krümmung hat,  vrenn

für  i  -  1,2,3 ,

,  ä = max {a, ,  ,arrar}
f 

^ 
l

\d l  td2rd3I
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Beweis:  Da

46

I b* = I  ä:  -  O ,  können nicht  aI Ie b* auf
l_ l_ r_

einer Sei te des Interval ls Ig,ä]  l iegen. Daher ergibt  s ich

aus (x) eventuell  nach Umnummerierung der Komponenten -

die Voraussetzung von 413, und daher exist ier t  e ine Metr ik

posi t iver Krümmung von der gesuchten Art .

rst  (x)  n icht  er füI l t r  so können wir  z.B. bg € tg,äl

annehmen. Nach Lernma 412 exj-st ier t  dann ein g e G so daß

(aa19)-1. ,  Y3) = -  3bg = (b,Y3) ,  a lso ist  Y := e 1(y:)

senkrecht zu 
5(a;b) 

bezügl ich der vorgegebenen Metr ik mit

metr ischem Tensor O .  Da die Metr ik als Torus- invar iant

vorausgesetzt  war,  is t  der Wurzelraum n(e. , -er)  ,  der von

den Matr izelr  EIZ und iGlZ (s iehe 5.147) aufgespannt

wird,  e in Eigenraum rron e,  und es gibt  dar in einen Vektor

O I  X t  
Yn ,  wei l  Vn eindimenslonal-  is t .  Wegen O -  [Xry3]

= [X,e (Y) ]  und wei l  Y € T und n (e. , -er)  e in T-Modul ist ,

is t  K(dnn(X) r  dnn(Y) )  = O nach dem Kri ter ium (N3),  Satz 32.

Bemerkung: Ist  b eJ-n regulärer Vektor in SU(3),  so ist  d ie

Einschränkungi  "Torus- invar iant"  j -n Satz 414 überf l_üssig.

415. Die Cohomologie-Berechnung wurde in l12l  nur für

)
ef fekt iv oper ierende Gruppen Uab, welche in SU(3) '  l iegen,

durchgeführt .  lVir  skizzJ-eren hier die Veral lgemeinerung

für bel iebige Uab .  Wir  dürfen uns zunächst auf den Fal l

s = o beschränken. oper ier t  u.o nicht  ef fekt iv,  so haben al le

Dif ferenzen 
" i - r j  

,  . i -b j  e inen größten gemeinsamen Tei ler

n

ar = 
*  

(a -  a1e),  b '  = 
*  

(n -  a1e)
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mit e = (1 ,1 ,1)L ! ' / ie vorher,  so s ind ä, ,  b,  ganzzaht ig

und Ur,  
r5,  

oper ier t  ef fekt iv mit  ü. ,  
rg,  

= ür,O ,  a l ler-

dings ist  Ua,rb,  n icht  mehr Untergruppe von SU(3)2

Wir dürfen daher vorausseLzen: a ,b en3 mit  E a-.  =

E bi  ,  und es gibt  keinen gemeinsamen Tei1er al ler  Di f fe-

renzen a.  -  a.  I  a,  -  b* für  1 s i
] -JIJ

Setzen wir
(z\ .

H- {  |  1 |  i  z  €s ' }  ,
r f

so induziert  d ie Inkl-usion SU(3) *  U(3) einen Dif feomor-

phismus von SU(3) auf U(3) /H .  Die Operat ionen von UrO

und von H (durch Rechtstranslat ionen) s i_nd vertauschbar.

Setzen wir  UjO := U_O.H ,  so ist  UjO eine Untergiruppe von
)

U(3) -  ,  d ie f ixpunktfrei  oper ier t ,  und es gi l t  Mab =

u ( 3) /uäb

In dieser Darstel lung können wir  d ie Cohomol_o9ie von M.O

leicht  nach dem vorbi ld von l lz l  berechnen. Es ergibt  s ich:

uk (u)

o1234567

z, o n o z, z o z

Erzeugende 1

mit  den Relat ionen

t*2= e r  t3 = e,  zw2= e r  12= e,

wobei

(+) r  -= l (a, ,a,  * .2.3 + a3a1) -  { .b1b2 * bZb: + b3b1 ) l

= + l r l l " l l2- l lu l l2r l
In t12l  wurd.e schon bemerkt,  d.aß i-m homogenen Fa1l a = O ,

Ib i -O diezugehör igeZaln:- .  th=- (} .b2*b2bZ +brb. ,  )  =

w2z
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))
bi  *  b;  *  b lbz ei-ner Reihe von Einschränkungen unterr iegt .

so ist  rn nicht  in der Restklasse von o modur_o 2,  2 modulo 3,
o und 4 moduro 5, 2 und 4 modulo 7 usw. wann immer eine zahr
r  von der obigen Form (+) eine dieser Bedingungen ver l  etzt ,
ist der zugrehörige Raum Mab zu keinem Riemannschen homo-
genen Raum homotop (vgl .  l lZ11.

42. G=SU(3) , u = s l  *  s l

bl i r  betrachten folgende Untergruppe von

[J = {  (A"t ;  B=t)  ;  s, t  € JR }

u(3)2

mit

Ast

Bst

Da detA. =
JL

mit u-4nj-t/3

exp 2ni

exp 2nj-

.,J '
I

,t)

(
l -s
I(
(o
I

t

s+t

o

A-: L

e=rtrL = d.et  B=a ,  können wir  beide Mat i r izen

mult ip l iz ieren, ohne die Operat ion zu verän_

dern,  und erhal ten Matr j -zen in SU(3).  Di-e Operat ion ist  f ix-
punktfrei ,  denn Ast urd Bst s ind nur d.ann konjugiert  zuein-
ander, wenn zwei Ei-genwerte von A"a gleich 1 si-nd, wenn ar-so
s und t  ganzzahl ig s ind.  Aber dann ist  schon Ast = Bst _ I

Die zugehör ige Liealgebra g wird aufgespannt durch

V -  (  (o,1 ,1) t ;  (O ,o,2)L) ,  W = (  (_. t  ,1 ,o)  
t ;  

o)
wobei  wir  d ie Diagonalmatr izen j_n U(3) wie j -n 41 mit  n l3
ident i f iz j .er t  haben. Ersetzen wir  V durch

v'  = 3-V -  2.(e;e) = ((_2,1,1)L,  (_2,_2,4)L) ,
so erhal ten wir  d ie gleich oper ierende Gruppe U! c SU(3)2
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Jede abgeschlossene Untergruppe von U mit  Dimension t  hat

als inf initesimalen Erzeuget ein Element der Form

(a;b) := kV + 1I / {

mit  ganzen Zahlen k und 1 und k > O .  Die zugehör ige Grup-

pe oper ier t  j -mmer noch f ixpunktfrei ;  wir  wol len s ie Uft

nennen.

Wir versehen c = SU(3) wieder mit  der Metr ik von 241,

die auch j -n Satz 413 benutzt  wurde; die cruppe U und al le

Untergruppen oper ieren isometr isch bezügl ich dieser Metr ik.

Lemma 421: G/UO, hat genau dann posi t ive Krümmung, wenn

3k

Beweis:  Es gi l t  a = (-2k-1,  k+l- ,  k)  t  ,  b = (-2k,-2k,4k) t

Nach Satz 413 hat C/U.I  = G/Uab dann posi t ive Krümmung,

hrenn -2k ( .i

hauptung ergibt .

Da die natür l - iche Projekt ion C/U.*L *  G/U eine Rj-emann-

sche Submersion ist ,  erhal ten wi-r  a ls Folgerung aus der Or-

Nei l l -Formel

SaLz 422 Mr := SU(3) /U hat posi t ive Krümmung.
o

Bemerkung: Keine Torus- invar iante l inksinvar iante Metr ik

auf G induziert  e ine Metr ik posi t iver Krümmung auf SU(3)/Uo

Dies fo lgt  aus dem Beweis von Satz 414.
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423. Der Cohomolo

Zur Berechnung' der Cohomologie

Operat ion einer Erweiterung von

Wir setzen also

mi-t

Uf = {(A=trr ;B=t)  isr t ,  u€lR

ingvonMU:

wieder bequem, die

U(3) zu betrachten.

= M6 ,  und für

.  die Gruppe ope-

gier

ist  es

U AUI

A
stu

fr-=
:= exp 2ni  

I  
s+t

L

I
I
t 'r l

su (3) /u

'  ,  d.h

Wie in 415 erhal ten wir  U(3)/U'  =

die erwei- ter te Gruppe gi l t  U |  = ü

r ier t  ef fekt iv.

Für jeden Torus A = A/L mit  Einhei tsgi t ter  l ,  = exp- l  (e)

können wir  d ie erste Homologiegruppe H1 (A) = H1 (A;Z )  mit

dem Git ter  L und die erste Cohomol-ogiegruppe H1 (a) mit  sei-

nem Dual-  L* ident i f iz ieren. Mit  S(H1 (a) )  bezeichnen wir

die Algebra der s lznünetr ischen Tensoren (Polynom-Algebra)

1
über H'(A).  Ist  B ein zweiter Torusr so induziert  jede l ine-

are Abbi ldung f :  u1 (a) *  H1 (e) einen Homomorphismus
11

f  :  S(H'(A))  + S(H'(B))  Ist  insbesondere A der maximale

Torus einer kompakten Liegruppe, so oper ier t  d ie Weylgruppe

W (vgl .  S 51) auf s1 (a) und damit  auf  S(H1 (A) )  Die Fix-

menge dieser operat ion heiße s0(H1 (a) )

Es sei  p :  Ur -  T2 die Inklusion, wobei  T der maximal-e

Torus von U(3) ist .  Diese induziert  e ine Abbi ldung p* :
1 2.  1 1

H'(T-)  *  H'(U') .  lVir  def in ieren die Abbi ldung 6 :  H'(T) *

114.
H'(T) @ H'(T) = H'(T')  ,  6 (x)  = (x;-x)  .  Dann erhal ten wir

mit  der in 112l  benutzten Spektralsequenz für den Cohomologie-

r ing von M6 :
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"*(M6) 
= s(H1 (u,)) /p*oso(H1 (r))  ,

wobei  0 = 53 die Weylgruppe von U(3) ist .

l r lählen wir  {V,  W, (er;O) }  a1s Basis von LU, = H1 (U')

und für n1 1u'1 die dazu duale Basis {x,y,z} ,  so ergibt

s ich für  d ie nicht-verschwindenden cohomologj_egruppen:

"K{Mo) 
n z2 z2 z

Basis ,  x ty *2 ,y2 ,2y

mit den Rel_at ionen

z=o, y2 *xy -*2 -o ,  *2y**y2 -o

vergleicht  man dlese Ergebnisse mit  dem cohomologier i_ng

der Fahnenmannigfal t j -gkei t  von CIp2 ,  näml ich V6 = U (  3)  /T

(ein homogener p-Raum) r  so ergi-bt  s i -ch nur ein unterschied:

Die zweite (quadrat ische) Relat j_on ist  durch

y2*xy+x2:o

zu ersetzen. Die quadrat ischen Formen y2 * xy *  *2 und
))

y-  *  xy '  x '  s ind schon über rR (erst  recht über % ) inäqui-

varent:  d ie erste ist  posi t iv  def in i t ,  d ie zwei- te indef in i t .

Daher kann es keinen rsomorphismus zwischen den lR-Algebren

H (vu; lR) und H (Mu; tR) geben. Da vu der einzige 6-dj-men-

sionale homogene p-Raum ist ,  g i l t

SaLz 423t M6 ist  zu keinem homogenen p-Raum homotop.

Bemerkung: hl i r  können U zu einer immer noch f ixpunktfreien

^Gruppe ü erweitern mit  SU(l)  /A = Cp2 (vgl .  Tabet1e 1o1 ,

Nr.2).  Daher ist  M. wie V. ein S2-BündeI über Gp2ob

o
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43. G = Sp(2),  u = Sp(1)

Wir betrachten f  o l"gende Untergruppe von Sp (2) z 
:

{J = {(A^;  B^) ;  q € Sp(1)}
9Y

mi-t

Dieses Bei .spiel  \^ /urde von Gromol l  und Meyer [1 4 ]  untersucht.

Die Matr izen An und en sind of fensicht l ich nicht  konjugiert

für  q I  1 ,  denn An = g. I  hat  keine Fixvektoren, Bq dagegen

hat M 
"2 

al-s Fixraum. Al-so operJ-ert  U f j -xpunktfrei .  Aus

der Berechnung der Cohomologie analog zrt  l1Z1 ist  l -e icht  zn

sehen, daß der Quot ient  G/U den Cohomologie-Typ einer 57

hat;  in [14]  wird gezeigt ,  daß es s ich um eine exot ische 7-

Sphäre handel t .

Satz 431 z Für jede l inksinvar iante Metr j -k auf G, bezügl ich

f \
_ to I
A=lqtqJ

derer U isometr isch

auf M=G/IJ besi tzt

,Bq=[trJ

oper iert ,  g i l t :  Die induzi-erte Metr ik

Ebenen mit Nullkrümmunq.

Beweis:  Die Invar ianz-Untergruppe K
?

U, = {  
"n 

r  q € S" }  enthal ten.  Die

auf 9 -  9.  zerfälJ- t  in den Fixraum

v_ = {  fo I  i  v  € rm(rH)ro \  v)

und den i r reduziblen Darstel lunqsmodul

von G muß die Gruppe

Darstel lung Ad (Ur)

v1 =, [ -o "J ;  x€]H]
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Also ist 9 = 9, * vo * vt eine direkte summe metrisch in-

var ianter Tei l räume. Insbesondere gi l t  für

x = (a I  y = fo . l-  t  oJ '  L 
L uJ '

X € 9,  I  Y € Vo ,  mJ_t bel iebigen a,b € Im (TI) ,  daß K"(a,b)

-  O (Kr i ter ium (N2) ) .  Für

t  ( t  i le -  dz [ i -  1)

gi l t

s-1 [" "J s = + [ i;:ll l:i]i ]

v_ = span {f:  ?) (t  f  l  .  tr  i l  }=s 
\-  , ) '  Lk o),  L i  o)  t  '

Wähl-en wir  a = i  und b so, daß

[o . l  r  (o )
I  bt  I  i l\ / \ /

bezügl ich der gegbenen Metr ikr  so s ind xry r  
% 

und daher

Kt(dnn(X),  dnn(Y) )  = o nach dem Kri ter ium (N2) in satz 32.

also

Al-s nächstes wollen wj-r die Gruppe Uo , r^ ?= t(Bq; An) ;  qe S")

betrachten. Hier gibt  es v ie l  mehr Metr lken, bezügl ich derer

-_ou, rnvar iant  oper ier t ,  denn die i r reduziblen Darstel- lungs-

moduln von U3 , di-e aus Matr rzen der Formr

fv l f t l f " l
L oJ 'L v) ' [ '  )

mit v € ImGI) bestehen, gehören zu äquivalenten Darstel lun-

gen und müssen daher nicht  metr isch invar iant  sein.

v' l i r  beschränken uns daher zunächst auf Metriken, die auch

unter dem maximalen Torus

T = { f t . ' ]  ;  a,b€s1 c0}.L b),  
u

von Sp(2) invar iant  s ind,  a lso auch unter der von Uf,  und f
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erzeugten Gruppe
(^ )  a

K ={ l ' "1 i  pre€S"}
\  .J

Daher s ind
(-- \

I  = 1 lv |  ;  v € Im(lH) )  ,1 ' \  oJ

K? = f  fo . ,1 i  v € rm(lH) )
")  |

r x'.]
q = { l - :  i  t  x  € lH }' \ -x )

Eigenräume des metr j -schen Tensors.  Es sei  *  = 
"n 

*  X1 * X2

für X € G die zugehör ige Zer legung. Ist  a lso <,  > eine

K-invar iante Metr ik auf G = Sp(2),  so können wir  annehmen

(X,Y) = t .1 (x1 ,Y1 )  *  L2(x2,y) + (xp,yp) ,

wobei  L1,t2 > O und (XrY) := Re Spur (XY*) .  Die Metr ik

ist  von dem in l9 l  d iskut ier ten Typ.

Nach dem Kri ter ium (N3) in Satz 32 gibt  es Nul lkrümmung

aufG/U,fal lses X€K, Y€P r  g €G gibtmit

[s(X),Y] -O und (e(X),2)=(y,Z) -O füral- le reyS,

wobei O der metr ische Tensor ist .  Nach 242 muß gel ten:

iq"q-l ) r s)e(x)= |  _.1 ,  Y- l -  - l
[ " j [ -q)

mi- t  q € lH ,  v € rm(lH) rst

(a bl
s = l^  o l  € sp(2) ,

\" ")

und setzen wir  ü = (ür;ür)  mit

^ (u ''l ^ (u lt l -  := 
L oj '  ür := 

L " l
für  u € Im(lH) = Sp(1) r  so ist

_ [äua-u _äub 
' l

-g ' - '  I  bua bub -  uJ

Also ist
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(e(x) ,vo(ü))  = (9ve-1,  äua -  u> + <v,  6ub -  u>

= <agvq 1ä 
-  qvq-1 + bv6 -  v,  ü)

wobei das skalarprodukt auf der rechten sei te der Gleichung

das i -nnere Produkt in lH = lR 4 bezeichnet.  Entsprechend ist

(Y, vo{ i ) )  = 2 <aq6, u)

Die beiden skalarprodukte verschwinden genau dann für al le

u € Im(JH) ,  h/enn

(2) aqvq-1ä -  qrrq-1 + b,r6 -  , ,  = o

(3) rm laqE) = o

Aus (3) ergibt  s ich,  daß r t= aq6 mit  jeder euaterni-on ver-

tauscht,  a lso gi l t  .qrrq-1ä = bvb-1 lu l2 ,  und damit  s ind

(2) und (3) äquivalent zu

(2) '  bvb-1 = qvq 1 + v

(3) '  a = s bA mj- t  s € lR

Dabei haben wir  noch l" l2 + lAl2 = 1 verwendet,  \^ /as wegen

g € Sp(Z) 9i1t .  Geometr isch bedeutet  d ie Gleichung (2)r ,

daß der Vektor v von Ad(b) um 600 und von Ad(q) um 12Oo

j-n derselben Ebene gedreht wird.  Eine Lösung der Gleichungen

(2) '  und (3) '  is t  z.B.

v= j ,  b=#"Ln/6 ,  9= 2b2, a=E

Damit haben wir bewi-esen:

saLz !32: Eine T- j -nvar iante l inksinvar iante Metr ik auf G,

bezüg1ich derer uo isometr isch oper ier t ,  induziert  auf  G/uo

stets eine Metr ik mit  Nul l_krümmungen.
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Der maximale Torus S: = {zI  i  z  € S1 }  von U: = {qI  i
?

q € S")  l iegt  noch in wei teren maximalen Tor l  von G = Sp(2).

wir  werden in S 95 (s.151) sehen, daß es genügt,  außer T noch

den Torus Tr zu betrachten, dessen Liealgebra von den Matr i -

zen

l i  I  f  -1' lI
L i j  '  L1 )

erzeugt wird;  a l le übr igen derart igen Tor i  erzeugen nämlich

zusarnmen mit u! Gruppen, die untergruppen enthalten, die z!

-a)den von uf  und T bzw. Tr erzeugten Gruppen konjugiert  s ind.
ö

U; und T'erzeugen aber dj-e Gruppe K, = Ul  r '  ;  d j_ese ist

zu u(2) konjugiert  unter dem inneren Automorphismus Ad(g)

mit

der u;  auf  su(2) abbi ldet .  Das Ad(Kr)- invar iante Komple-

ment von von Kr sei  v .  Dies ist  e in i r reduzibler Kr-Modul,

da sp(2) /u(2) ein i r reduzibler symmetr ischer Raum ist .  g:

ist  e in dazu inäquival-enter i r reduzibler K'-Modul.  Daher

sind V und u!  e igenräume jeder Ad(Kr)- invar ianten Metr ik.

Satz 433: Jede Metr ik auf C,/Uo , die von ei-ner T t  - invar i -

G herkommt, hat Nul l_krümmunq.

1 (  1 - i ls = Vz L-i kJ ,

anten l inksinvar ianten Metr ik auf

Ber,r 'e is:  Wir

eiv r  ,  e l

Vtir  setzen

für den

f.Es

"] 
,  Y1

metr i -schen

seien v rhr €

(v I
L"J

Tensor e

rm (lH )

annehmen:

rw

können

^-+uv-u
-r

('v
I
t

auf

mit

(
lw

v

r'l
I,  Y2



Die Matrix X € V kommutiert mit y1 a gl und yZ € V ,

da v/= .  s inddaher x und y t=y1 *y2 in 
"n

für ein g € c r  so 9i1t  d ie Eigenschaft  (N2) mit  Wt = IRX

und WZ = RY1 + lRY2 .  Ist

(  a bl
s = 

| . "  dJ €sP(2) '
so gi l t  mit  (1 )  :

(X,  vn (ü) )  -

(Y,  yn (ü1 )  =

X steht also senkrecht

l " l  = in l  = 1/Vz und

\ , , / l  r  v ,  fa l ls

hung von v um

sung j -st  z.B. z

r i  -  - lv-J, a:b=

2 b 'vb

z1J V_ , \^/enn_Y

(4) bvb-1 2v + bw,b- l  = O

mit  w'  := t  b-1ar;  wegen [b-1arv]

Gleichung (4) ist  äquivalent zt)

(4) '  ür '  = Z b-1vb v

Diese Gleichung ist  lösbar für

Ad(b) -1 
eine Dre-

600 bewirkt .  Eine Lö-

57
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auf y^ , wenn avä = bv6 , also_Y

-1
[a 'brv]  = Q .  Dann ist  Y senkrecht

=Q ist  wt l -v

2v

\a/t = t\nl =

^- in/  
6

t

r iTv =+k

aus Satz 32.

1
w

Die Behauptung folgt  je luzt

Bemerkung: Man kann zeigen, daß es eine Metr ik auf G gibt

(u|- invar iant ,  aber nicht  rorus- invar iant) ,  so daß die Tei l -

menge von G/uo ,  auf der Nul lkrümmungen auftreten, d.urch

zwei Gl-eichungen beschrieben wj_rd.
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44.

58

G = Sp(3) , u = sp(t)3

Für jede U.- lnvar iante l inksinvar iante Metr ik

G/U Nul lkrümmungen.

Wir betrachten die fo lgende Untergruppe von Sp(:)2 :

[J = {  (Ao; Br=) ;  qrrrs € 53 }

mit

Ao hat keinen Fixvektor auf l t l  3 
,  im Gegensat z zu Br,  ;  des-

halb s ind A_ und B--_ nicht  zueinander konjugiert ,  und U ope-qrs

r ier t  f ixpunktfrei .  Der Orbi t rau* M1 2 .= Sp(3)/U ist  e ine

1 2-dimensionale Mannigfal- t igkei t  mit  der gleichen Cohomologie

wie Sp (3) /Sp (1 )  
3 

,  d ie Fahnenmannigfal t , igkei t  von TfIP2

(ein homoqener P-Raum); dies zeigen wir  in 444. Vermut l ich

sind die beiden Räume aber nicht diffeomorph.

G = Sp(3) zerfäl1-t  in fünf  i r reduzible Darstel lungsmoduln

V11, V22, V12, V13, VZZ ztr  inäquival-enten Darstel lungen von

U, sowie den Fixraum Vrr.  Also ist  V* metr isch invar iant ,und

die Darstel lungsräume sind Eigenräume jeder Ur-invarianten

Metr ik auf G.

(u, I [' Ion = 
t  

q 

- ,1 

=q'r  '  Brs= 
L "  , )

Satz 441 z

auf G hat

Beweis:  Die

vl :  =

Räume

/\
lo !

{ l  o I  ;
I I
I  VI\ /
t ' )

lx l
) l -v l .r l  I  t

I  o l\ /

v € Im(lH))

V"^
tz

x € rH)
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sie kommutie-

J. i \  -  L
I  LI  _ 

U"=S(r

59

sind metr isch invar iant ,  senkrecht zu

ren. Wir  setzen

U_, und
-I

A € sp(2) , q€s3)

f t  o o)
s = io a b1

Lo b a)
und(\(o)

x- l -1 
t . , ,  

l  ru. , r ,  e(y)=j  o I  .v33
( o) t i)

wobei g der metr j_sche Tensor ist .  Zu zeigen ist  Xry r  n- ,qrn.

Dabei  ist  Ut = {vI  i  v  € Im(JFI)}  .  V, I i r  dürfen annehmen, daß

die Metr ik auf V., ,  mit  der Spurmetr ik

(U,V) = RE SPUr UV*

übereinst immt.  Für v = i  ergibt  s j -ch (g-1ig,  x)  = ( i r rx)

-O,da g €U(3) mi_t  i I  vertauscht.Für yr i  is t

(grrg-1 ,  x)  = (vr ,  gxg-1) -  o ,  da gxg-1 e u(3) r  vr

Weiterhin ist

<g- l tg,  y> = (g-1rrg,  e(y)  )  = <5vb + äva ,  j>

= (v,  b j6+ajä> = O ,

da bj6 = ajä .  Damit  is t  d ie Behauptung bewiesen.

mi-t

Bemerkung: Für die Metr ik 23(1) auf G mit

(n n't
K=t l"

'Lo q) '

läßt s ich zeigen, daß die induzierte Metr ik auf , lZ = G/I l

str ikt  posi t ive Krürf fnung auf einer of fenen und dichten Tei l -

menge von M, hat.

W'r  betrachten als nächstes die Gruppe Uo = {  (Brs,  Aq) i
grrrs e s3).  Aus ähnl ichen Gründen wi-e in S 43 beschränken

wir uns zunächst auf die Metriken, d.ie unter uf, und dem maxi-

malen Torus T der komplexen Diagonar-matr izen in sp(g) und
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SaLz 4422 Jede T- i -nvar iante

bezügl ich derer Uo isometr isch

mit Nullkrümmungen auf G/Uo

(44)

l inksinvar iante Metr ik auf G,

oper ier t ,  induziert  e ine Metr ik

I
-rt)

l

Vtie j-n 43 gibt es noch weitere maximale Tori von G, die

den maximalen Torus S: = {zI  i  z  e S1 |  von U: enthal ten.

wieder genügt es,  neben T einen weiteren Torus Tr zu unter-

suchen, dessen Liealgebra Tt  von den Matr izen

[ i  ]  f  1 )  fu ' l
I  i  |  ,  l -1 i  ,  I  o I
\  oJ I  o)  t  i )

aufgespannt wj-rd.  Die von Tr und U! erzeugte Gruppe ist

Kr = K.rKZ

mit [q] .

K1 = { l  q |  ;  9,r  € s ' }  ,
l ' /

Kz = , [ä ?]  ;  A€so(2) i

Die Gruppe Kr ist  konjugiert  zr t  U(2) x Sp(1)

Ahnl ich wie in 43 ist

[ -v w oj
V = { l  w v O |  ;  v,w € Im(lH)}

Io o o )
ej-n Eigenraum des metr ischen Tensors e jeder Kr- invar j -anten

Metr ik;  wir  können also glV = voraussetzen. Für vr \^r  €

Im(lH) ,  v r  w ,  setzen wir

( -" l f r^r)("
x = |  v l ,  y1 =lw l ,  o(yr)=l  

"t "J 'Lo) zt
und Y t= Y1 * Y2 .  Dann gi l t  Xry t  

9r  und lXryl  = [e(X),y

-O.Istalso Xryrn-tg?n fürein g €c,soerzeugen



Satz 4432 Jede T |  - i -nvariante

bezügl ich derer Uo isometr isch

mit Nu1lkrümmungen auf G/Uo

62

Null-krümmunq auf G/Uo (Krj-terj-um

Es sei

sp(3)

l inksinvar iante Metr ik auf G,

oper ier t ,  induziert  e ine Metr ik

Projekt ionen von X und y

von Satz 32; vgl .  433).

("b". ]
s- la e f l  €

lq h ml
\-  )

(44)

die

(Nz )

Dannist  / -  = \
(- ' l  I  ara + dsd arb * dse .,8 I

ad(g)-11- = l= 16rc+äsd 6rb+äse , ,  I
t "J l . , ,Fr (  "  

{E crc + fsf  J

Das Skalarprodukt mit  X verschwindet für  a l le diese Matr izen,

d.h.  für  bel i -ebiges r ,s € Im(lH )  ,  fa l1s

(1) avä = bv6 ,  dvd = evä

setzen wir  d ies voraus, so verschwindet das skalarprodukt mj- t

Y,  d.h.  das bi invar iante Skalarprodukt mit  O(y) ,  fa l ls

(2) cvö -  bv6 = bw'6 ,  fvT -  evä = ehr"ö

mit  \nrr  ,= b-1aw ,  w,,  = 
"-1dr 

i  hregen (1) ist  w, rw,,  r  v

Eine Lösung von (1) und (2) erhal ten wir  2.8. ,  wenn wlr  g €

u(3) wählen und \nrr  = w" sowie l " l  = la l  annehmen. Dann

folgt äa = 6e , und wegen der orthogonalität der Zej- len von gl

muß dann öf  = -  26e gel ten,  insbesondere l " l2 = z ln lz = Zl" l2

'  , )= l f l -  .  Damit  erhal ten wir  aus (2)

(2) '  2 b-1cvc 1U 
-  v = v i r  r  2 e-1f . r f -1.  -  v = \ar ,  ,

was nach dem Muster von 43 gelöst  wird.  Eine Lösung ist  z.B.

v= j ,  v/=wt =S:, .  r  ä=b=d,=e= 1/2,z

c-- f  -  1 
^Ln/6-v7=

Damit  haben wir  bewiesen:



(44)

444. Für den Cohomologier ing von M.tZ = G/IJ ergibt  s i_ch

nach dem Vorbj- ld von LlZl  (vgl .  423) l

H (r tz)  = s0 (u) (H1 (s)  )  /p" ö sü/  (G) (rr1 (r)  )  ,

wobei u die l{eylgruppe der betreffenden Liegruppe und s den

maximalen Torus von u bezeichnet.  AIs Basis von H1 (s)  = Lu

wählen wj-r  {  (e;O) ,  (O;e. ,  )  ,  (O;er)  }  ,  wobei  wir  d j -e Liealge-

bra des Torus T c U(3) c Sp(3) der komplexen Diagonalmatr izen

wie in 41 mi- t  R3 ident i f iz ierL und e = r  
" i  

gesetzt  haben.

Als Basis von H1 (s)  wäh1en wir  d ie dazu duale Basis {urvrw}

undsetzen *=u2 t  y=u2, z=*2.Damitergibts ich

für die nicht-verschwindende Cohomologie:

63

a

n xz

X tY

B

n x7)

2xtxY

k o

z

1

12

Z"

2xy

Hk {1,t.,, )

Basis

mit  den Relat ionen

z= 3x-y ,  3*2*y2 3xy=g ,  x3-o

Denserben cohomologie-Modul hat auch der homogene p-Raum

v.tZ := Sp(3)/Sp(1)3 (Fahnenmannigfal t igkei t  des ]Hp2),  und

die Relat ionen-Algebra wird erzeugt durch

Z=-7- i  ,  72 +; i+ i2 =e ,  i3-o ,
wobei i ,  f  a ie Erzeugenden von 94 Nn) bezeichnen. Die z -

l ineare Abbi ldung f  ,  H4 ( t lz)  *  H4 (v lz)  mit

f  (x)  = ;  ,  f  (y)  = ;  -  i

läßt s ich also zu ej-nem Ring-rsomorphismus f  :  H* (Mlz) *  H* (v lz)

for tsetzen. Somj_t gi l t :

saLz 444t M1, und ' r12 haben dieserbe cohomorogie und Homo-

1ogie.



'64

(44)

Problem: Sind V, und M.,, homotopieäquivalent, homöomorph

oder sogar diffeomorph?

Bemerkung: Wj-r können U zu der immer noch f ixpunktfrei ope-

r ierenden Gruppe ü r= UI x Sp(2) erweitern,  und der Quot i -

ent  sp (3) /ü ist  d i f  feomorph zu l r -p2 (Tabel le 1o1 ,  Nr.  18) .

Also ist  M, wie V'  e in S4-Bünde1 über l tP2
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Kapitel  5

Fixpunkt-Freihei t

51.  Torus und Weylgruppe

In diesem und den folgenden drei  Kapi te ln betrachten wir

ausschl ießl- ich den Gesichtspunkt der Frxpunkt-Freihei t ;  Metr i -

ken werden dabei  keine Rol l -e spielen. Wir  setzen daher vor-

aus, daß G stets eine kompakte Liegruppe und U eine zusarnmen-

hängende Untergruppe von G2 = G x G ist ,  d ie auf G oper ier t

vermög:e

u(g) := ulgur 1

\^Ienn u = (ur;ur)  € U, 9 € G .  Der Kern dieser

ist  Uo = U 0 AZ ,  wobej-  Z das Zentrum von G und

di-e Diagonal--Einbettung bezeichnen; wir  setzen

Die Gruppe U (bzw ü) oper ier t  f ixpunktfrei  genau

füral le u€U

(1) r l -  o,  :+ 11 = ur € Z ,

wobei  d ie i (onjugierthei t  in G bezeichnet.

Operat ion

A:G-G2

= U/Uo

dann, wenn

ü

S sei  e in maximaler Torus von U. Wenn U f ixpunktfrej_ ope-

r ier t ,  g i l t  dasselbe natür l j -ch auch für S, aber auch umgekehrt :

Wenn S f ixpunktfrei  oper ier t r  so auch U. Ist  näiml ich u € U

mj-t  11 -  ur ,  so gibt  es s € S mit  
" l , r I ,  

sr  r ,  r

a l  so auch =1 =,  .  Wei l  S f ixpunktfrei  oper ier t ,  is t  
" l  

=

='  € Z und daher r l  = =1 = s.  = r ,  € Z I  und also oper ier t

U f ixpunktfrei ,  nach (1 )  .
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(s1)

tr{ j-r können daher von jetzt an annehmen, daß U = S selbst

ein Torus ist .  Jede Gruppe, die S als maxi-malen Torus enthäl t ,

wird f ixpunktfrei  oper ieren, wenn nur S f ixpunktfrei  oper ier t .

Diese Erweiterungien werden wir  in Kapi te l  9 studieren.

Es gibt  e inen maximalen Torus Tt  x T von G2, der S ent-

häIt .  Durch eine Konjugat ion im l inken Faktor können wir  er-

reichen, daß Tr -  T ist  (übergang zu (g;e) S (g;e)-1 ,  v91.

S 31).  Wir  können al-so 
" l_r=,  

€ T annehmen für al le s € S

Deshal-b gibt  es ein einfaches Kr i ter ium, um zu entscheiden,

ob sl_ und srzueinander konjugi-ert  s ind:

Der Normal isator N = N"(T) von T i -n G oper ier t  auf  T

durch Konjugat ion,  und der Kern dieser Operat ion ist  T.  Die

Faktorgruppe f iJ = f i /(G) ist eine endliche Gruppe von Auto-

morphismen von T, genannt Weylgruppe von G. Die folgende Tat-

sache ist  wohlbekannt ( [ t  ] ,  S.  96)z

Lemma 51: Ist xry € T und

w (y)

x -  y ,  so gibt  es ein Element

Beweis: G oper ier t  auf  s j -ch selbst  durch innere Automorphis-

men. Die Standgruppe G* eines Elements x € G ist  der Cen-

tral- isator C* dieses Elements in G. Da nach Voraussetzung

Xry € T ,  is t  T maximaler Torus sowohl in C, wie auch in CO.

Nun l iegen aber x und y im selben Orbi t ,  d.h.  x = gyg 1 füt

-1C-- -  qC q Al-so ist  auch Tr :=x -y-

C-,  und ist  daher in C__ zu T konju-xx

mit
x

W€W mit  x=

ein g€G;deshalbist

gTg 1 ,nari*.ler Torus von

gi-ert ,  d.h.  es gibt  h € C
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T=hT,h-1 =hgtg-1h-1

ist  hg € N ,  und damit  repräsent ier t

.  Al-so erhal ten wir

-1 -1 -1W(y) =hgyg'h '=hxh'=x I

zeigen war.

( f ,  t /

hg ein El-ementSomi-t

we(/ /

was zu

D

W

Wi-r können die

ist  f ixpunktfrei

€ 0l  g i l t :

(2)  W(s,)  =
-L

Bedingung (1 )  jeLzt  so umformul ieren:

genau dann, wenn für al le s € S und al le

s.  = s € Z .
IT

52. Die Bed j -ngung in der Liealgebra

Wir möchten jeLzL die Bedingung 51 (2) inf in i tesimal,  d.h.

in der Liealgebra ausdrücken. T sei  d j -e Liealgebra von T und

exp: T *  T die Exponent ia labbi ldung des Torus.  Es ist  zweck-

mäßig,  d iese umzunormieren: l r l i r  def in ieren

ex=exTt!rTl ex (X) = exp (  2nX)

Die Abbi ldung ex ist  (wie exp) ein Homomorphismus von abel-

schen Gruppen. Wir  betrachten folgende Untergruppen von (Tr+):

L = ex-1 (e) = ker ex ,

-1
Lo = ex ' (Z)

wobei Z c T wieder das Zentrum von G bezeichnet.  Wegen Lemma

51 habenwir  l= { t  € T i  W t  = t } . ,  wobei  f t /  wieder dieWeyl-

gruppe bezeichnet.  L ist  stets ein Git ter ,  d.h.  L :  Zn mit

n = dim(T) = rg(c) ;  Wir  nennen L das Einhei tsgi t ter  von T oder

G. Dj-e Untergruppe Lo ist  nur dann ei-n Git ter ,  \^ /enn Z diskret
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(sz1

is t ;  andernfal ls isL z.  Lo ,  aber Lo/L ist  e in Gj- t ter  in

y/Z.  Da wir  meistens den Fa11 Z = O betrachten werden,

nennen wir  Lo "by abuse of  language" das Zentral-gi t ter  von G.

Die Weylgruppe f i /  von G operlert wegen V'I (e) = e für al1e

w € u) l inear auf T durch wx := dw"(x) ,  und es gi l t  ex(wx)

= !V (ex (x)  )  .  Bei  d j -eser Operat j_on blei l : t  Z punktweise f  est

und L und Lo invar iant .  Nach der obigen Kennzeichnung von z

gi l t  in der Tat:

L = {x € T ;  (V, f  -  f )x € L für  a1l_e W € W}o

Jetzt  können wir  51 (2) fo lgendermaßen umformul_ieren:

oper ier t  f ixpunktfrei  genau dann, \^/enn für al le x = (xr ;x.)

g und für aI le W € 0t  g i l t :

(1) W*l_-xr€L + *1r*raLo, x l -*r€L

Tm folgenden können wir ohne Einschränkung der Alrgemein-

hei t  annehmen, daß S n AZ = !o = O ,  ind.em wir  nöt igenfal ls

s durch einen zu s n LZ komplementären untertorus s I  von s

ersetzen. Die ef fekt iv oper ierenden Gruppen 5 = S,/S )  LZ und

$r = sr  /st  I  Lz st immen überein.  Also ist  ohne Einschränkung

S eine endlj-che überlagerung von 5 und

e

ein Git ter

.F'Ur W

LS := exs 1 (s n Lz)

= {(x. , ;x_) e S i_L- r '

def in ieren wir

:S*T, f ,  (x)

Lemma 521: f r^r(L6) ist  e in
WD

nicht f ixpunktfrei  oper ier t .

in

-  
l t l

-W

*lr" .aLo, x l -xr€L)

die l ineare Abbi ldung

:= Vüx, -  xr

Tei lg i t ter  von L,  auch wenn S



B.eweis:  Ist

= (W-I)x.  €
I

\^ /aS ZU Zeigen
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(52)

x € Lg, so ist  * l  -  xr  € L .  Da W*l  -  x l

L \^regen *1 € Lo , ist auch W*l - *, € L ,

war.

Die Eigenschaft  (1)  läßt s ich jetzL so beschreiben:

Für aI le x € S und al l -e W € U) gi l t :

(2) f r (x)  € L + x€Lg

Dies impl iz i -erL insbesondere, daß f ,  in jekt iv ist ,  denn

der Kern dieser Abbi ldung müßte in der diskreten Menge Lg

l iegen.

Ein Tei lg j - t ter  L I  von L

(Span*Lr)  n L =

Wi-r  haben damit  gezeigt :

so1l  vol lständig heißen, wenn

Tl
!

Satz 522: S operJ-ert  f ixpunktfrei genau dann, h/enn für al le

f*  ( r ,g)  is t  e in vol I -W € W 9i1t t  fW ist  in jekt iv und

ständiges Tei lg i t ter  von L.

Bemerkung: Nach S 35 wissen wir :  Ist  p :  G * G eine Über-

lagerung und 3 .  G2 ein Torus mit  L iealgebra 3 = S r  so

ist  3 f ixpunktfrei ,  \^renn dasselbe für S gi l t .  Dies zeigL auch

Beziehung (2) z Das Einhei tsgi t ter  i  , ror ,  ä ist  e in Tei l - -

g i t ter  von L" Aus W*l_ -  * ,  € i  fo lgt  a lso * l r* ,  € Lo ,

da S f ixpunktfrej-  is t .  Dann' ist  auch 'x,  -  xr  = W*I -  xr

(w -  r )x. ,  e i  und somit  x e i ; ,  d.h.  3 ist  f ixpunkt-
l_D

f re i .
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(52)

V' / i r  wol len noch den Spezial fa l - l -  d im 5 = 1 betrachten,

also L;=Ex mit  xef2 LZ.IndiesemFaI l is tSf ix-
D

punktfrei ,  f  a1ls n f*G) ein vol- Iständiges Tei lg i t ter  in L

ist  füra1l-e I^r€ W. EinensolchenVektor y€ L- {O} mit

der Eigenschaft ,  daß Zy ein vol Iständj-ges Tei lg i t ter  is t ,

wol len wir  untei lbar nennen, denn kein Tei ler  ty mit  O < t

< 1 ist  Element von L.  Ist  a l_so x = (xr ;xr) L2 mito

= ex ( lR x)

Vü€W un-

angewendet.

51 mit

s3. dim (5) = rg (d) 1

€

St l  -  x.  € L ,  so ist  d ie Gruppe S =

genau dann f ixpunktfrei ,  wenn fW(x)

tei lbar ist .  Dieses Kr i ter ium wurde

für al l -e

in 41 schon

Lemma 531: Es sei  L ein Tei lg i t ter  von zn mit Basi-s

{x1 , . .  . ,xrr_1} .  Es sei  x := (x1 , . . .  r*rr_1) € M(Drr-1iz )

und i  e nn der Vektor der (n-1 )  - re ih igen Unterdeterminan-

ten von X. Dann gi l t :  L ist  vol lständig genau dann, wenn

?lO untei lbar ist .

Beweis: Es sei  Lr  .= (Span*L) n Zn .  Das Git ter  Lr  ist

nach Def in i t ion vcl lständig,  und L ist  e in Tei lg i t ter  von end-

l ichem Index in Lr,  d.h.  [Lt  :  L]  = m < @ .  Ist  y = I  t i * i

€ Lr ,  mit  t i  € lR, i  -  1r . . . rn-1 ,  so ist  my € L ,  a lso

*t i  =:  k i  € z für  i  = 1r---rn-1 .  lv i r  können (wenn nöt ig,

durch Übergang zu einem Tei ler  von y) annehmen, daß die Zah-

1en k1 r . . .  rkn_1 rm tei ler f remd sind- Nun ist  I  krx,  = my

- C (mod m) ,  d.h.  {x 1, . . . ,xn_1} ist  l inear abhängig modulo

m, und di-e Unterdeterminanten müssen modulo m verschwinden,
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54. dim (5) = rg (G)

Von jetzt  an sei  S ein Untertorus von T2, so daß für S '=

S/ (S n LZ) gi l t :  d im(s) = dim(T) = rg(G) : '  n Bei  der Un-

tersuchung f ixpunktfrei  oper ierender Tor i  können wir  uns von

vorn herein auf den Fal l  beschränken, daß S zv AT transver-

sal  j -st .  Im f ixpunktfreien FaI l  i -st  näml j -ch S n AT c.  LZ ,

und wir  können S durch einen Untertorus S'  c S ersetzen

mi-t  3 '  = S und S'  n Lz = Q .  Setzen wir  d i -es voraus, dann

ist  d ie l ineare Abbi ldunq

f - :S+fr f - (x)=xr-x--
I_IJ.L

ein Isomorphismus. Jedes y € T Iäßt s ich also in eindeu-

t igerVteise schreibenals y=xl-xr  mit  x€S. Die Zu-

ordnung y *  x l  def in ier t  e ine l j -neare Abbi ldung

X 3= X-,  .= ( f - -1) . ' ,  :  T + Sr c T ,
f I I_- I

und entsprechend l iefert  d ie Zuordnung y *  X- den l inearen

Endomorphismus Xr=X I  vonT.

Nach Satz 522 oper ier t  S auf G f ixpunktfrei  genau dann,

hrenn für al le W € Ul die l j-nearen Abbildungen

f  :  S + J,  f - - (x)  = !VX, -  x-^-w'  -  '  w' \ " '  "" I  " r

das Git ter  tS- i  s o m o r  p h auf das Einhei tsgi t ter  L

von T abbi lden. !ü i r  setzen

-1r l \7 
-w-r  '

dann ist  F, . ,  = (W - I )X + I  e j -n l - inearer Endomorphismus von T,
w 

.nn f  ixpunktf  rei ,  vrenn F.--  ,u.  al- Ieund nach 522 ist  S nur dann f ixpunktfrei ,  vrenn FVV ft

vü € U) zur Automorphismengruppe des Git ters L, Aut(L) ,  9e-

hört ,  d.h.  L bj- jekt iv auf s ich abbi ldet .
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Daher ist  fo lgende Def in i t ion s innvol l :  Ein l inearer

Endomorphismus x von T soI l  zulFFsig ( in G) heißen,

hrenn gi l t :

(1) Fw(X) := (W - r)X + r  € Aut(L)

füral1e W€{/J

Wir setzen

f := {  (X, ;  x--)
LI

Für einen Endomorphismus X

Abbi ldung
a)

x:! ' ! -  ,

Ist  X zulässigr So gi l t

^-1(2) L = X ' (L)

Anderersei ts ist  für  jeden

(3) L;  = i  n S
D

(s4 )

')
€Lo i  * l -xr€L)

von T def inieren wi-r  die l ineare

i fv l  := (xy;  Xy -  y)

)
Torus S c T-

SaLz 54t Ist  S .  f2 ein f ixpunktfrei  oper ierender n-d. imen-

sionaler Torus t ransversal  zu LZr so gibt  es einen zulässigen

Endomorphismus X von T mit

(4) c -  v/m\9 -  A\r /

Ist  umgekehrt  X ein zulässiger Endomorphismus von !r  so daß

durch (4) die Liealgebra einer abgeschlossenen Untergruppe S

_2von T- def in ier t  wirdr so ist  S ein f ixpunktfreier n-Torus

transversal  zu LZ.

Bewgis:  Nur noch der zweite Tei l  is t  ztr  zeigen. S ist  nach

Def in i t ion t ransversal  zu AT, und es gi l t  f r  = i -1 ,  S *  T

Da f ,  b i jekt iv ist  und fr(Lr)  = L nach (2) und (3),  b i ldet

f ,  das Git ter  Lg isomorph auf L äb, und wegen (4) gi l t  das-
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selbe für f,-. . ,  für al le W € U) . Daher ist S f ixpunktfrei
W

nach Satz 522.

Pemes.kung: Ist  das Zentrum Z von G dj-skret ,  d.h.  G halb-

einfachr so ist  d ie Zusatzvoraussetzung im zweiten Tej- l  von

SaLz 54 überf lüssig.  Dann ist  L nämlich ein Git ter  von end-

l ichem Index m in Lo. Ist  a lso X :  T *  T zuIässigr so ist

^)^)i t l , l  c  L^a und daher i t* l , l  c  L".  Daher ist  ex( i ( t ) )  abge-o

schlossen in t2.

55. Eigenschaften zu1ässiger EndomorphJ-smen

Es sei G eine kompakte Liegruppe mit  maximalem Torus T,

Zentrum Z' ,  Einhei tsgi t ter  L,  Zentralgj- t ter  Lo und bleylgruppe W-

Füreinel ineareAbbi ldung X:T*T und VI€0 sei  F!ü(X)

= (W - I )X + I  wie in 54(1).  Die Menge der zulässj_gen Abbi l -

dungen im Sinne von S 54 heiße ZA = ZA(G) .  Di-ese Menge hat

folgende Eigenschaften, wie man sofort  ver i f iz j -er t :

SaLz 551

(a) O, I  €

(b) rst  X

(c) Ist  X

so ist

ZA mit  FW(O) = T ,  r*( I )  =

€ZArsoistXr=I-X€ZA

F$i(X')  = W F,. , -1 (X)
r tw

e ZA und A € Aut^(L) n Aut(Lo)

xr = AXA-1 e zA und

Fr^r(x ' )  = A F--1---  (X) A-1
VY A 'VüA

€ ZA und V, l r  € W r so ist  Xr

mit Ai lA 1 = W ,

= wrX Fr,(X)- 'e zA

W

und

(d) Ist  x
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und es gi l t :

Fw(X')  = F*,  (X) Fw, (X) -  |

(e)  fst  X€ZA und Y.!*Z einebel iebigel ineareAbbi l -

dung, so ist  Xr = X-* Y € ZA mj- t

F!ü(X, )  = Fr(X)

Betrachten wir  d ie den zulässigen Abbi ldungen X assozi ier ten

Tor i  S mit  g = i ( r )  gemäß SaLz 54, so gehört  za X = o der

Torus S = {e} x T,  und zrr  f ,  = I  gehört  S = f  x {e} Jede

Erweiterung U mit  d iesen Tor i  S als maxj-malem Torus l iegt  a lso

ganz im rechten oder l inken Faktor von G x G und ist in unse-

rem Zusammenhang uninteressant. Die Transformation j-n (b) ent-

spricht der Vertauschung von l inker und rechter Komponente in S.

Der Übergang (c) entspricht der Anwendung eines Automorphis-

mus von G und (d) der Anwendung eines inneren Automorphismus

auf die l inke Komponente von S (v91. S 31 )  .  Die Transformat ion

(e) schl ießl ich bedeutet  den Übergang zu einem anderen Torus

srmit$t=S

Zwei zulässige Endomorphismen, di-e durch eine der Umformun-

gen (b) (e) auseinander hervorgehen, so1len ä,quiyalent hei-

ßen. Die Aufgabe wird sein,  a1le Elemente von ZA(G) bis auf

Aquivalenz zu bestimmen.

Ist  a eine k-fache über lagerungsglruppe von G und X € ZA(G),

so ist  X € ZA(a) (vgl .  d ie Bemerkung nach SaLz 522) .  Das Um-

gekehrte ist  nur r icht ig,  wenn Fw(x) € Aut( i )  n Aut(L) für

al le W € Ul ,  wobei  i  c f ,  das Einhei tsgi t t " r  ror ,  ö ist .  Es

würde also an sich ausreichen, nur Gruppen der Form ä = Tt  *  f , r

zu betrachten, wobei  Tr ein Torus und ö'  e infach zusammenhän-
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gend ist .  Aber z.B. das Git ter  der Spin-Gruppen ist  n icht  so

einfach wie das der Orthogonalen Gruppen zu behandeln.  Des-

halb interessiert  d ie Frage, in welchen FäIIen ZA(ö) = ZA(c)

ist .  Das folgende Korol lar  l iefert  e in notwendiges Kr i ter ium

für die Zu1ässi-gkei t : -n 6,  das man am Git ter  L ablesen kann:

Korol lar  552:

(a)

(b)

Bew.eiF:  Dj-es

vom Index k in

Ist  X€ZA(c) rsogi l t füra1le w€1uJ:

detF,.(X)- t1
W

F..(kL) c L
W

fo lgt  sofort  aus Satz 551, da i  e in Tei lg i t ter

L ist ,  a lso kL in i  und damit  j -n L l iegt .

Vüenn al le Endomorphismen X von T, die (a) und (b) erfüI len

schon in zA(c) s ind,  9 i1t  zA(a) :  zA(c)

Wir betrachten nun eine Untergruppe Gt von G mit maxima-

lern ' Iorus Tr c T .  G'  heißt  e ine Leguläre- Unte. fa lgebra von

g und G' ej-ne re,quläre Untgrgruppg von G, ürenn jeder lr lurzel-

raum von G_r auch Wurzel-raum von G ist, mit andern Worten, wenn

für die l {urzel-systeme R^ 
-  T ,  RGr c Tr von G und G' gi l t :

d ie Spiegelungen

erzeugt wird,  is t

der Weylgruppe W

gonale Komplement

RG, 
- 

RG . Da die Weylgruppe einer kompakten Liegruppe durch

l t l  I

Tr -  T bezeichnen wir  d ie Inklusion und mit

die orthogonale Projekt ion.  Für W € f i /  g i l t :

an den Hyperf lächen senkrecht zu den Vüurzel-n

die Weylgruppe UJt von G' eine Untergruppe

von G. Genauer:  Ist  q" = T O T| '  das ortho-

bezügl ich einer f i / - invar ianten Metr ikr  so gi l t :

{w€ft , ;  wlr , ,=r}

Mit

n.rF+

J:

ml
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(w -  f )  p = p (w -  I )  = f i /  -  I  .  Mit  L '  bezeichnen wir  das Ein-

hei tsgi t ter ,  mit  L j  das zentralgi t ter  von G'.  Dann gi l t

Lr=lnT. i  r  p(Lo)-L;

Das erste i -st  k lar .  Das zweite s ieht  man so: rst  vü € wt ,

so ist  (W - f )p lo = (W - I )Lo = L n !"  = Lr,  a lso plo .  Lä

(v91. S 52).  Daraus ergibt  s j_ch:

Ko_ro. l la-{-  55,3:  Ist  X e ZA(G) r  so ist  T" f ix  und T'  invar iant

unter Fw(x) für  a1le w € f i / '  ,  und es gi l t  x '  := pxj  € zA(G')

mit

F!ü(x ' )  =Fvü(x) l r ,  für  w€ft l '

und j-nsbesondere gi l t :

det  (F!ü (X'  )  = det Fvü (X)

9ewe.Ls:  Da Bi ld (W - I )  c g '  ,  ker (W - I )  
-  I "  ,  isL

FW(X) = f  auf  I "  und FW(X)T'  c T'  .  Insbesondere gi l_t

FW(X)Lr = Lt  .  Da FW(X')  = (W - I )Xlr ,  + r :  FW(X)lr ,  ,  is t

FW(X')  € Aut(L) ,  was z\r  zeigen war.

rst  G eine abel .s_c-he, Erwel. terung von G',  d.h.  is t  G'  Normal-

te i ler  von G und G/G' abelschr so ist  d j -e Zuordnung zA(G) +

ZA(Gt) :  X *  Xr wie in Kor.  553 sogar sur jekt iv:

Korql . l -ar  .554: rst  G eine abersche Erweiterung von Gr,  ferner

Xr € ZA(G')  und x € End(T) mi_t  Xl  r ,  
= X'  und x(L) .  Lo ,

soist  X€ZA(c)



78

(ss)

Beweiq:  fn diesem Fal I  g i l t  Wt = W .  Für aI le Vt € W ist

daher (w -  r )XL c (vü -  r )Lo c L n T'  = L ' ,  a lso F*(X)L c

I ! '  *  L = L.  Außerdem ist  FW(X')L '= L '  ,  a lso (W - I )Xf ,  c

T" '=,Fl f  (x)L '  
-  

Fv{(x)r .  .  Damit  is t  L = FInI(x)r ,  + (w -  r )x l ,  c

FW(X)L und also FW(X)L = L .  Insbesondere ist  F*(X) sur-

jekt iv,  da T = Span*L ,  ünd also auch in jekt iv,  somit

Fw(x) € Aut(L) ,  was zu zeigen war,

Da im Falle abelscher Erweiterung:en g" im Zentrum Z von

g l iegt ,  is t  mi- t  x € zA(G) auch pX € zA(c) (SaLz 551 (e) )

und bestimmt einen äquivalenten Torus .  Daher ist

bis auf i tquivalenz jedes X e ZA(G) eine Erweiterung von

einem Xr € ZA(G|)  ,  und je zwei Erweiterungen sind äqui-

valent.



= {A€M(nrc;  fA=I}  ,

Torus T der unj- tären Diagonalmatr izen.

(S 41) j -dent i f iz ieren wir  d ie zugehör ige

rein imagi-nären Diagonalmatr izen mit  IR'n :

)  (* .J
I  *  i , ' l  = (x1,  . . ,*r)

x- l  l :  int I  I
'  l. "nj

Wir betrachten

Matr izen über 0 ,

c = U(n)

mit dem maxi-malen

Wie schon früher

Liealgebra T der

l '  x ,
. l lr - ' l

I
I
l
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Kapitel  6

Fixpunktfreie Torus-Aktionen von maximalem Ranq

auf SU (n)

61 . SU (n) und U (n)

zunächst die Gruppe al ler  uni tären nxn-

Wähl-en wir  auf  G die (aa 161 - invar iante) Spurmetr ik

(x 'Y) '= Re sPur XY* ,

so ist  d j -ese Ident i f iz ierung isometr isch. Das Einhei tsgi t ter

L von T wird dabei  in nn überführt .  L ineare Endomorphismen

von T werden also durch reel le nxr-Matr izen dargestel l t ,  und

diese sind ganzzahl ig genau dann, h/enn das Einhei tsgi t ter  L

invar iant  b le ibt .  Zwei El-emente xry €T sind konjugiert  genau

dann' \^/enn ihre Komponenten bis auf Permutat ion übereinst immen.

Die Weylgruppe U) -  f i /  (U (n) )  ist  also die permutat j_onsgruppe

Srr.  Das ZentrumvonG ist  t -  {zt  i  z  € S1} mitLiealgebra

Z = lRe ,  wobei  e := I  
" j_ 

wie f rüher.  Das Zentral-"Git ter"

ist  daher L :  Z *  L = R.e + Zn
o
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U(n) ist  abelsche Erweiterung der einfachen Gruppe G' =

SU (n) ,  d ie aus al len uni tären Matr izen mj- t  Determinante 1

besteht.  Als maximalen Torus von G' wählen wir  Tr = f  n G'

mj- t  L iealgebra T'  = TOIRe = 
" t  

.  (Wenn wir  d ie Dimension

hervorheben wol len,  werden wir  T '  für  T und Ti  für  T '

schreiben.)  Z = IRe ist  der Fixraum von (r /  (v91. 554).  Die

orthogonale Projekt j -on p :  T *  Tr auf T '  is t  def in ier t

durch

p(x) := x '  := x -  Sx'S2 e = x -  1 (r  x.)e(€r€) n

(Für Paare (x;y)  e T2 werden wir  häuf ig (x;y)  '  s tat t

(x ' ;  y ' )  schreiben. )  Das Einhei tsgi t ter  von Gr ist  Lr  =

L n Tr und das Zentralgi t ter 
"ä 

= pl ,o :  pL ,  denn Lä .

L^ n Tr c pL^ (vgl .  553) .o

Nach 554 j -st  X € ZA(G) genau dann, \^renn Xr 3:  pxl f  €

ZA(c')  ,  d.h.  d ie Best immungl von ZA(G) und ZA(G')  s ind aqrr i -

valent.  Der Vortei- l  von G gegenüber G'  is t ,  daß T eine Basis

besi tzt ,  d ie unter W j-nvar iant  ist ,  näml ich {e1 , . . . rerr} ;

d ies ist  für  G'  n icht  der Fal l - .

62 Notwendige Bedingungen für Zulässigkei t

Wir  wol len zur Best immung von ZA(G) nur das notwendige

Kri ter ium von Korol- lar  552 benutzen. Genauer:  Wir  werden al- le

rat ionalen (vg1. 552(b) ! )  Matr j -zen X € M(n,(D) best immen mit

(1) det.Fr(x)- t1 füral Ie W€Ul

Al lgemein für  e ine nxn-Matr ix X setzen wir

.vü : :  ar(X) ,= |  
(1 -  det  F!ü(x) )
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Dann ist  (1)  äquivalent zu

(1) '  ar(X) € {O,1}

(621

füral le W€t l /

FaI l  n:2 Dannbrauchen

ver i fLzieren, denn für W = f

= Q für aI le X. Ist  f ,  =

Betrachten wir  zunächst den

I  r l
wir  (1) '  nur für  [4/  = 

! , f  
'  
)  

zu

is t  (1) '  immer erfül l t :  aI(X)

((  x.  - .  ) )  € M (2 ,  Q) gegeben und setzen wir
LJ

t i j  '= * j j  -  x i j  
'

so gi l t
( t  -  u21

F!ü(X) = 
|  . ,  

4
n[v21 1

(1) '  is t  a lso erfül l t ,  wenn u21

ar(x) € {o,1}

t12 
l

-  v12)

* o12: 2 u12 mit  u12 .=

Ist  jetzL n > 2 bel iebigr so können wir  d j -e Vüeyl t ransfor-

mat ion W.- betrachten, d. ie nur e.  und e-:  mj- te inander ver-r- l  a )

tauscht (Spiegelung an der Hyperebene (e.  -  e. ,  )  
t  

in T) .  Setzen
LJ

wir analog zu a12

ä.- :  := a-- , (X) 3= är. ,  . (X) ,  i  t  j  ,l - l  r l  wi i

so gi l t  entsprechend

(2) t i j  *  o j i  = ,  ut)  ,

und fal- l -s (1) '  er fü l - l t  is t ,  g i l t  ä. ;  € {O,1} .  Dies und al le
LJ

weiteren ähnl- ichen Schlüsse sind Anwendungen von Kor.  553,

i -n diesem Fal l -  auf  d ie z!  U(2) isomorphe Untergruppe von

C :  U(n) ,  deren Elemente al le Koordinaten mit  Ausnahme von

i  und j  fest lassen.

Für n : 3 sind i-n W - S: außer den Transposit ionen nur

die zykl ischen Vertauschungien (123) und (132) (Zykeln-

Schreibweise der Permutat ionen).  Wir  setzen zunächst
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Dann ist

Setzen wir

so ist

W (123)

W-I

z\

I  t i
= 11 l l

I I

t1 i\ l '

-1 I
I

ol
I

n l
l l

r1
lo
\o

(oo
= s l1 -1

\o1

(

I
t

L

n\- t
ol

I
mit S=

-1
I

o

v ,= u12

s-1r*(x)s =

* u23 + u3 1 '

10

u21 1-2a.r ,

r31- r21 Z(aZr+a.,r)-v

o
v-2 (^31*u1Z)

1-v+2a,r ,

Dann ist

-pv+q

mit

2(a12 * u23 + 
"3t)  

+ 1 ,

A(a,rat1 + u23u12 *.3i^23) + 2 uw

Die Koeff iz ienten p und q s ind also symmetr isch in a,2,  u23,

ä. . .  Außerdem ist  mit  X € ZA(G) auch f  -  X € ZA(G) ,  und
JI

die Werte von ar, (I-X) sind komplementär zu d.enen von

a.-(X) ,  d.h.  das erste ist  O genau wenn das zweite 1 ist  und
l_ -l

urnlefefrr t  (vg1. Satz 551 (b) ) .  Deshalb haben wir  nur die FäI le

zu untersuchen, daß drei  oder zwei der a. ,  verschwinden:

o

p=

q:

I  a.  a--  p
] .J W

o01

o11

103

113

Dabei haben wi-r  nur

1,v: 2tn t r6"Eql

1/o

nicht  reel- l

q

o

2

o

2

.)
p ' -4q

1

-7

9

1

3/o

2/1

vEIR und (1) '  benutzt .
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Die Auswerteung der anderen zykl ischen Vertauschung (132)

l iefert  daselbe Ergebnis nach Vertauschen der Koordinaten

2 und 3,  d.h.  rn/enn wir  v durch

v'  r= o13 + u32 + u21

ersetzen (v91. 551 (c)  )  .  Anderersei ts s ind v und v '  durch dj-e

Gleichunq v '  = Z(al2 *  u23 * r31 )  -  v verbunden. Die Lö-

sungen v = O im Fal le I  ä=: -  O und v = 3 im Fal ler_J

I  a.  = 1 würden also v '  = -1 erqeben und sind daherr_l

nj-cht  mögl ich.  Die Werte für  d ie Fäl le I  ä.-  = 2 undr_l

I  ä-  
-  

= 3 ergeben sich mitr_l

u, _,  ( r -X) = 1 -  u* _,  (X)
i - l  r-J

und daher

v(t-x1 =3-v(X) ,

Setzen wir  für  bel iebige n > 3

v. . ,=u..+u.,+u,
alK r- l  lK Kl-

mit paarweise verschiedenen i , j rk ,  so erhal ten wir  analog

(vgl .  553) die fo lgene Tabel le:

(3)

Dabei gel ten fo lgende Beziehunglen:

(4) t i j t  -  2(at t  *  t j t  *  
" t  i )  -  t i t  j

(s)

( i ' j ,k , l

daß al le

(6) v=naJ

t i j t  = t l i j  *  t l j r  *  t rk i  z (at i  *  
" t j  

+ 
" t t  

)

paarweise verschieden. Die letzte Gleichung zei-EL,

r i j l *  bet 'echnet werden können z.B. aus

\7 .  =

r- l V.aJn
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fm Fal- l  11 =

Vertauschung'en,

w-r

84

LJ

4
I

l  t  -11"32 "12

u41

die bl-ockweisen4

z.B

ln wir  zusätzl ich

(121 134), .  Dann ist

o o ol
o o o |  , .
ö- i  ö lmit  s
1o-1 )

behande

ü7-
.  Yt

lot r \
c lve 

l1
Io

1

o
t31

v41-u21

1 o-1 ol
o 1 o-1 |
o o 1ol
o o o 1)

Wir erhal ten

-1s 'Fw(x)s

tJ

o
1-2a^ ^IJ

2 (arr+ar4 ) -ur

o
o

s/-2 (  
^4f  

u23)

1-2arn

mit

Aus der

*=u12

Berechnung

2
w +pw

* o23 + u34 * t4 1

der Determinante von S 1ur{*)s

+q = o

ergibt  s ich

mit

* 
^23 

+ a34 + tat)

*  
"34)(an 

+ .4 i )  + 4^13u24

Z(al3 + uZl  *  2rW

Daraus errechnet s ich

1?,)
ae'  -q =((ulZ+.ga) (^zz*u41 ))-+z-Za*

mit

z{a. t3 + uzl  4 u13u24

Dieser Ausdruck z kann nur die Werte O oder 2 annehmen, also

kann z -  Za* nur die lVerte 2,  O, -2 annehmen, \^/enn (1) '

gel ten sol l .  Damit  w rat ional  is t ,  muß die ganze ZahL * -  q

ei-ne Quadratzahl  sein.  Da der Abstand zweier Quadratzahlen

niemals 2 isL, kann das nur r ichtig sej-n, \^/enn z - 2rW = O

ist .  Demnach ist

p = z(al2

q = n(u1,
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\^r  = (ulz * .34 *  u23 *.41)

t  Glz *  .34 a23 -  rat  )

al-so

w = Z(a. t2 + . :a)  oder \^/  = Z(aZg + tat)  1

Für bel iebiges n > 4 und vier paarweise verschiedene Indizes

ir j rkr l  zwi-schen 1 und n setzen wir  analog

wi i r r  := uj- j  *  t jk  + ukr *  t l i

Dann ist

(7) t i i t  t  
= t i jk  + v ikr  2t ik = t jkr  + t i j t  

'u j t

und es gi l t

(8)  r i ik l  = Z(ai j  *  rk l )  oder * i ik l  = Z(ai I  *  
" jk

Für

wit t j  = z(ai i  *  t jk  *  tkt  *  t r i )  -  t i l t t

g i l t  d ie jewei ls andere Al ternat ive.  Insbesondere erhal ten

wir  mit  der Def in i t ion (6) aus (7) und (8):

1
(9) 

;  
(v i j  * t jo)  €1ai j+" j r ,* tkr , ,  

" j t  
* . i r ,*ujr , )

Wir  haben bisher die s ich aus (1) '  ergebenden notwendigen

Bedingungen für al le V' f  € f t ,  = S'  mit  Rang(W-I)

Let und dabei  nur benuLzL, daß X rat ional  sein sol I .  Wir

werden zeLgen, daß diese Bedingungen zur Best immung von ZA(Gr )

schon ausreichen"

A1s Basis des Einhei tsgi t ters Lr von Gr= SU(n) verwenden wir

b.  := e.  -  e--  für  i  = 1r. . . ,n-1
r_an

Ist  X € ZA(c) r  so qi l t  für  d ie Komponenten (Xbi) ,  des

Vektors Xbi € T, = R.n :
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(xbi)n = Xn'  -  Xr* r

(xbi)r  (xbi)r ,  = x i i  
- i_r ,  

-  xni  *  * . r '

= u,  + ul_n nr-

2 uin

nach Gleichung (2),  und für j  f  i ,n

(xbi) j  -  (xbi)n = * j i  _ * j r ,  -  xni  *  *r , r ,

= -  lL, .  + u.  + u
I r_ ln nl_

t i j  
'  

ut j

hach (6) und (2).  Also erhal ten wlr

(1o) Xbj_ = ,2. i r r" i  + I '  (v*_,  2a.- , )e_,  + (x-- ,
j  r l  ' i j ' - j  '^nj-  

t r r r r ) '

wobeidieSumme Er überal le j€{1r. . . rn-1},  j *  i  rz l r

nehmen ist .  Da die r i j  und . i j  für  zulässige X ganze

Zahlen sind (v91. (3) ) ,  is t  automat isch pxbi  € pL = Lä ,

ohne daß wir  d ies vorausgesetzt  haben. wir  können ohne Ein-

schränkung Xni  = Xnn annehmen für i  -  1 r . . .  rn-1 ,  da

dies nichts an pX ändert  (vgl .  554);  damit  is t  x l r ,  ganz-

zahl ig.

Als erste Folgerung aus (1o) und (3) sehen wir ,  daß Xr :=

^rzl  -    €^ 'pxl t ,=o tal lsalLe . i j -Orund X,=f  fa l lsal le

t i j  1 Dj-es gi l t  insbesondere im Fa1l  n = 2 i  in SU(2)

gibt  es also kej-ne echten Doppelquot ienten.
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63. Graphen

Aus 62(1o) ersehen wir  schon, daß die Menge ZA(G')  end-

l - ich ist .  Durch Fal lunterscheidung für die Werte der 
" i j

€ {o,1} sowie der r i j  e {o,1,2,3} können wir  a l le Kandi-

daten zulässi-ger Abbildungen ermitteln.

um diese Fal lunterscheidung übersicht l icher zu gestal-

ten, führen wir eine Menge G' von Graph.en ein. Jeder

Graph besteht aus n Punkten, die den fndizes 1, . . . ,n ent-

sprechen, sowi-e gewissen verbj-ndungen zwlschen diesen punk-

ten: Zwei verschj-edene Punkte i  und j werden genau dann mit-

einander verbunden, wenn 
" i j  

= 1 ist .  Zum Bej-spier bedeu-

tet der Graph 
-a 3

1o'<l
\4

a23 = 434 = uAZ = 1,  u12 = a13 = ul '  = e .  Die Menge G'

entspr icht  a lso bi jekt iv der Menge der mögl ichen Bewertungen

der . i j  mi t  O oder 1.  Ein Graph g a G'  soI l  z. l : tässig

heißen, vrenn es ein X € ZA(G) gibt  mit

a-.(s)  = a-u(X) für  1 s i  < j  (  n ,LJ TJ

Kurzschreibweise: g = g(X).

Essei  W :={W..  z 1<i<jSn} dieMengederSpiege-oj . l

lungen in w = sr,  .  f t /o ist  eine Konjugiertenkl-asse von f i / ,

sogar von NArt( l )  ( f t1) .  Daher oper ier t  W auf Grr:  Ist  A € 0

und g a G.,  r  so ist  gA € G' def ini-ert  durch

a, (sAl : = a^ro-t (s)
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Zwei solche Graphen in einem Orbi t  sol- len l iguivalent hei-

ßen. Offensicht l ich s ind Graphen genau dann äquivalent,

wenn sie bis auf die Nummerierung übereinst immen; eine

Aquivalenzklasse ist  a lso ein Graph ohne Nummerierung der

Ecken. Das KomplemenJ cg = cng eines Graphen g € G' ist

der Graph in Grr, bei dem genau die in g unverbundenen Eck-

punkte verbunden werden. fst  g -  g(X) zulässj-gr so ist

cg = g(I-X) nach 551(b),  da det !V = -1 für  a1le W € 0o ,

-1 n
und g(A 'XA) = g^ für  a l le A € f t /  nach 551(c).  Deshalb

brauchen wlr  d ie zulässigen Graphen nur bis auf Aquivalenz

und Komplement-Bildung zu bestimmen. Deshalb betrachten wj-r

Graphen ohne Nummerierung mi-t bis ztt f  n (n-1) Verbindun-

gen (die Häl f te al ler  mögl ichen Verbindungen).

Ein Tei tg{aph g'  e ines Graphen g € Gn besteht aus

m Punkten in {1, . . . rn}  mit  a l len ihren Verbindungen in g,

s ind diese Punkte i1r . . . r i *  (m < n) r  so schreiben wir

g '  = g o { i1 ' . . . , i * } .  Beispiel :

g: ^lY

ein Teilgraph von g, aber nicht [.  Nach Umnummerierunqr

;N 4

f

?

ffi
214

gr ist

ist g'  € G* .  Nach Kor.  553 ist  jeder Tei lgraph eines zu-

lässigen Graphen zulässig.  Umgekehrt  heißt  g eine Erwgiterung

von g' ,  \^renn g'  e in Tei lgraph von g ist ;  wir  schrei-ben daf,ür

g 'cg

Auf G'  g ibt  es elne Tei lordnung (  ;  Es sei  g1 .  g2

genau dann, vrenn aIle Verbindungen von 91 auch in 92 vor-

kommen. Wj-r fassen Gn_1 als Teilmenge von G' auf mit der

Inklusion
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gt + g = gt  

:

(d.h.  ar ,  (s)  = ar,  (9 ' )  für  L, i  (  n-1 und atrr(s)  = o) .

Ist  g '  € Gn_1 ,  so ist  cr"rr_19'  € G'  d ie größte Erwei-

terungr von g' in Grr: Sie enthält alle Verbindunglen von g'

und al le Verbindungen mit  n.  Deshalb gi l t :

Lemma 63: g € G'  is t  Erweiterung von g'  a Grr_1 genau

dann, \^renn gi l t :

g '=gS"rr"rr_19

Wir werden induktiv vorqehen und zulässige Erweiterun-

gen von zulässigen Graphen best immen.

64. su (  3)

Wir untersuchen zunächst den in mancher Hinsicht  spe-

ziel len Fal I  n = 3,  .  Die einzige zu betrachtende Kl-asse

von Graphen ist  H o ,  repräsent ier t  durch

H O

132

also .13 = 1 ,  u l2 = u23 = O .  Aus 62(3) ergibt  s ich

u1Z3 =: u12 € {O,1,2} ,  v21 = 2 -  u, l2 .  Damit  erhal ten wir

aus 62(1o) fo lgende Lösungen Xn, Xrr  X,  :

xt bt  
" t  

bz

1 (2,o,o) t  (2,o,o)L

2 (2 ,1 ,O)t  (  1 ,O,O) 
t

3 (2,2,O)E (O,O,O)t
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Die zugehör igen Tor i  ergeben sich aus 54(4

s.k := span {  (xurr ;  xrbj  -  o j )  ,  i
also

\2 l '
1t )

-1 |

-1 |
1 l  )  r
ol '

\ol
1l)

-1 |  
j

ol
1l  )

-1 |  '

2
o
o

o
n

U

o
o

o
o
o

1 l ,
-1 I  )

t -

1l

r \ t lv l
. l \zl  j  

-ol

1
o
o

o
1
1
I

(  2t  1) '  (
s. i  =spant lg lg l , l

(  ot  1)  t

=span,f  3 l  J l ' ,  I
(  ot  1)  t

s3 =span,I i l  )J ' ,  I(  o l  1 j  i

= span , I B I 
-J 

i ', I
(  -2 |  -1 J (

Vertauschen der ersten und drit ten

wi-r ,  daß St und S, äquivalent s ind.

sz =span,I  i l  ] l ' ,  I(  o l  1J t ,

=span, lJ l  :1,  I
l -1 lo l  I
\ t \

Komponente ttr g:

Ferner ist

f ixpunktfrei

{e} "  rä

vertauscht man auf der rechten sei te die 2.  und 3.  zei le

und vertauscht anschrießend die rechte mit der J_i-nken

Seiter so s ieht man, daß auch S, zu S.,  äquivalent j_st .

st  is t  aber bj-s auf Äquivalenz der in 42 untersuchte Torus

U ;  insbesondere ist  X. ,  (a1so auch Xr,  
"a) 

zulässig.

lVir  haben also gezeigt :

Durch

sehen

s+Fz 64

auf SU(3)

und der in

Die einzigen 2-Tor i  in Su(3)2 ,  d ie

oper i_eren, s ind bis auf Aquivalenz

S 42 behandel te Torus U.
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65. Zulässige Graphen und Endomorphismen

(65)

Für k € {1, . . . ,n-1}

12

9k

betrachten wir den Graphen

k k+1 n-1
oo

mit arr, (SO) = 1 für

übr igen Paare ( i , j ) .

1 = i  S k und . i i (SU) = Q für at- Ie

Satz 65: gk ist  zulässig in G'  für  k = O 11,. . .  rn-1 .

gk gibt es zweL zulässige Endomorphismen Xft undZu jedem

xlrz mit

Xk1 (ba) = 2un

": . t  
(bp) = o

für  1Si<n-1

Setzen wir  Or j  r= ei  -  e j  r  so haben die z i lgehör igen Tor i

b is auf Aquivalenz die fo lgenden Liealgebren:

9tt  = Span {  (2eni  e1*err) ' ,  (o; ' ,b" . ,  )  r  (O; On.r)  i

2s a<k, k+1Sp<n-1i  ,

grz = span {  (2ek i  2ek + brr . , )  , ,  (o;  b i t )  ,  2 s i  sn-1

für 1 < k s t i l  ,  wobei  noch S,, . ,  und S., ,  äquivalent s ind,

und Xt i  is t  äquivalent zu Xn_k, i  für  i  -  1,2.  Ist  n = 2m

gerader so ist  insbesondere

9mt = sPan {  (er . t  o) ' ,  (o;  b"1),  (o,  onr)  i

2Sa<krk+1=pSn-1),

9mz = span i  (b. , r .+ur,n_1*. . .*o*-r ,*r  o)  ,  (ot  b i t  )  i

2s i<n-1 )

für 1sa<k

für  k+1spSn-1
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Fgj^reis:  Da 9o = g(O) ,  dürfen wir  k > 1 und wegen $ 64

auch n > 4 voraussetzen. Für den ganzen Beweis seien

hr i r j  € {1r. . . rn-1},  1 s arbrc s k < p,Qrr S n-1

Nach 62(3) gi l t

vab € {1 ,2,3} ,  t .p ,  tp.  € {o,1,2) ,  tpq = O ,

und nach 62(9) wegen . i j  = Q :

1
; 

(vi j  * t jrr) € { . i . ,  * r jr ,  ,  . jr ,  + .hr, }

Daraus ergibt  s ich

(a) vab*tb"=4 ,  vab*tbpe {4,2}

(b) t rp *  tpb = 2 ,  rpa + rab € {4,2}

(c)  tp.* t .q=2 ,  t .p*tpq€ {2,o)

(d) tpq *  rqr = o ,  vpq * rq.  a {2,a)

Aus (a) und (d) l i -nks lesen wir  ab:

(e) vab=2 ,  tpq=O

Damit erhalten wir aus den rechten Gleichungen

(f  )  tp. ,  t .p € {o,2}

Ist  k = n-1 ,  so ist  X'  nach 62(1o) durch (e) eindeut ig

best immmt:

Xrb.  = 2(en-1; '  = -  2"n '

Diese Abbi ldung ist  zulässig:  Ist  W € 0 r  so ist  WX'bi  =

2"r '  für  e in r  € {1r. . . r r r } ,  a lso ist  ( ! f - I )X'b.  = -  2b, . .

( fa l ls  r  f  n)  oder (W-f  1Xrb, = O ( fa l1s r  = n).  Im zweiten

FaI l  is t  FW(X')  = I  I  und im ersten gi l t  ebenfal ls FW(X')

€ Aut (L '  )  ,  denn

(b1-2bk),r . . .n(-b, . )A. . .n(bn_{2bk) -  -  b1^. . .^brr_1 .
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Vüir können also ieLzL k { n-2

Fäl le unterscheiden:

(6s)

annehmen. Wir werden zwej-

1.Fal1: V;= = 2 für  e in gewisses ä und P
ap

Nach Glei-chung (b) ist  tBf  = Q für al le b,  nach (c)  dann

v,__ = 2 für  aI Ie q ,  und wieder nach (b) oder 62(4) gi l t
Dq

dann auch tqb = o .  Somit  g j - I t  mit  (e)  nach 62(1o)

Xtb.  = 2(en-1; '  = -  2"n '  t  x 'On = O

Diese Abbi ldung ist  zulässig nach einem ähnl ichen Argument

wie im FaI l  k = n-1 oben. Nach 54(4) hat der zugehör ige

Torus die Liealgebra

er't 
= ,r": I ,r":, "".",;:' , ;",r,,,i:",";",:1" ,u'un ='r, .

Durch Vertauschen der Komponenten 1 und n auf der l inken Sei-

te s ieht  man, daß Stt  und Sn-k,1 äquivalent s ind.  Dj-es

gi l t  ebenso für k = 1.  Dj-ese Aquivalenz-Umformung ist  von

dem j .m Begr i f f  "Aquivalenz von Graphen" nicht  berücksich-

t igten Typ von 551(d),  ebenso wie die Umformungen in S 64.

2.Fa1I:  v^-  -  O
ctP

mit (e) erhal ten

X'b.  = 2
I

für  a l le

wir  aus 62

("k) '  =

arp.  Dann folgt

(  1o)

2 (e-ek) '

v=2,undpa

Diese Abbi ldung ist  zulässig:  Ist  W",  = eo (r)  für  e ine

Permutat ion o € S. r  so ist

u := (W-I)Xrb,
a

wobei die erste Summe

nehmen ist .  Setzen wir

= 2(t '  bo(a) -  f  b.)
aa

f |  über al le a mit  o(a) t  n zr t

u=Iorbrrsogi l t
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(b. ,+u1 A.. .A(bn_1+u) = ( t  + r  r r )  b1n.. .nbrr_1 |

und I  o,  is t  entweder O ( fa l ls  o (a) *  n für  a l le a) oder

2 Daher ist  det  r r (X')  -  t  1 und damit  FW(X')  € Aut(L,) .

Der zugehör ige Torus hat gemäß 54(4) die Liealgebra

$tz = span {  (2ek; 2ek-brrr) '  ;  aI le i  }

=Span {(2ek;2ek+brr , , ) , ,  (o;  b i t )  ;  i  >2 }

= span {  (  2 (e-ek;  2 (e-ek) +b --  ,  A\v e , ,u1n) ' ,  (O;br. ,  ) ;  i>2 )

Die l -etzten beiden Zei len zei-gen, daß StZ und Sn-kr2

äqui-valent s ind,  wobei  man l inks die Komponenten 2, . . . ,k

blockweise mit  den Komponenten k+l , . . . ,n-1 und rechcs

die Komponenten 1,  . .  .  rk blockweise mi- t  den KomponenEen

k+1,.  .  .  ,n zu vertauschen hat.

Ist  k=m=n/2 rsoi-st

(2em1, -  (2em - e),  = blr ,  *  b2rrr_1 + + b*_1r*

und (Zem)'  *  br-r1 € Span {bi t  ;  2 s i  <n-1} .  Außerdem ist

("1 + err) '  = 
*  b lz +. . .*  b1m + bnrm+1 +.. .*  brr ,n_1)

also (" t  + err) '  € Span {ba1 ,  On, ,  2 sa sk <p sn} .  Damj_t

ist  d ie Behauptung bewiesen.

66. Die übr igen Graphen

wir  wor len zunächst den Fal t  E-=_4 betrachten. Nach $ 63

haben wir Graphen mit bis zu drei verbi-ndungen zu untersu-

chen. Diese sind:

o o o-o = g1 r H H ,
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O ffi = 92 I o--o-----&-O t

o
I  n" ,  o {1

^ 

= 937 o

6b' \

Die Graphen gk wurden im vorigen paragraphen untersucht,

und die letzten beiden Graphen sind komplementär.

I lemmjl: o_o o... .o istunzlässig
1234

Bewgi.s j  Aus 62(3) erhal ten wir  u12, u23, r31 e {O,1,2}

und aus 62 (9)

(a) u12 * u23 ,  {4,o} ,  (b)  u23 * t31 = 2 ,

(c)  t31 *ui2€ {4ro}

vtegen (a) '  und (c)  s ind al le r i j  *  1 .  rst  uz3 = e r  so

ist  ,12 -  O nach (a) und r31 = Q nach (c) ,  im Wider-

spruch ztr  (b) .  Ist  u23 = 2 ,  so ist  u12 -  2 nach (a)

und 131

steht.  Also ist  der Fa1l  unmögI ich.

Lem{na: o_.o--.rc.-.{ j-st unzulässiql
1234

Beweis:  Aus 62(3) erhal ten wir  u12, r31 € {O,1,2} ,

u23 e {1 ,2,3} und aus 62 (9) z

(a) v. , r  + v.a € {2r4) ,  (b)  V-, ,  + va,r  € {2,4}tz z5 z3 31
(c) v31 * u12 e {o,4}

Schl ießl ich fo19t aus 62 (5) und 62 (3)
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(d) u12 * u23 + r31 € {3,4,5}

Ist  u12 -  O r  so ist  r31 -  O nach (c) ,  a lso u23 -  2

nach (b),  im Widerspruch zu (d).  Der Fa11 u12 = 1 ist  un-

mögl ich \^regen (c)  und wegen r31 € {Or112).  Ist  ,12 -  )  ,

so ist mit (c) auch r31 - ) und u23 - O , im Vtiderspruch

zu u23 € {1,2,3}.  Daher ist  der Graph unzulässig,

lVir haben damit gezeigt:

SaEz 66J: Nur die Graphen 91, g2, g3, go und ihre Komple-

mente s i -nd zulässig in Gn. Die Graphen

H
O'---oo.. . . .o;G-O-4-OrLJ

sind unzulässiq.

Jetzt  gehen wir  über zum Fa1l  ! -=_g .  Da * n (n-t  I  = 5 ,4

sind' arle Graphen mit bis zw 5 verbindungen zu betrachten.

Diese sj-nd, g'eordnet nach der Anzahl der verbindung€hr dj-e

folgenden:

o o o H =91 1 o H H (1) ,

o o H =92 7 FO o-o (2) ,

= e3 1 o o <1 (3) ,
\

>< =s4' **< (6) ,
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(7) , (8) f (e) ,

(1o) , (11) , (12) ,

(13), (1+1 , (1s).

(Die Vol- lständigkei t  der Liste s ieht  man durch Aufsummieren

der Mächt igkei ten der Aquivalenzklassen. Ein Graph g € G.,

hat eine Aquivalenzklasse der Mächt igkei t  n!  /k ,  fa l ls  d ie

Symmetriegruppe von g die Ordnung k hat. )

Al le diese Graphen enthal ten unzulässige Tei lgraphen mit

v ier  Punkten gemäß Satz 661, mit  Ausnahme von 91 t . . .  tg4 sowie

den Graphen (3),  (9) ,  (12),  (15).  Die beiden letztgenannten

Graphen sind zueinander komplementär (ebenso wie (1 1 )  und

(1a11, \u i r  brauchen also nur einen von beiden zu untersuchen.

Lemma: Die Graphen-Kl-assen (3),  (9)  , (12) s ind unzulässig.

Beweis:

1c-
t>

2V3

lV i r  repräsent ieren diese Klassen folqendermaßen:

1q-
t - \

l - )o----o o,
26 3 4 5

oot
45

o
5

In al len FäI len ergibt  s ich aus 62

i , j  € {1,2,3},  i l j  ,  sowle u14 =

hal ten wir :  u12 * u23 :  v23 + t31

sich u12:u23=v31 :1 ergibt .

v41 * u12 € {O,2) ,  a lso v41 = 1

(3):  v*+ € {O,1,2}
LJ

u41-O.Aus62(9)

= t3 1 1v12: 2 ,

Außerdem gil t  nach

, Widerspruch!

für

er-

woraus

62 (9) z
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Wir haben damit bewi-esen:

Satz 6622

Komplemente

phenklassen

(3) und (9)

Nur die Graphenklassen 91, ,  g4 und ihre

sind zulässig in Gn. fnsbesondere s j -nd die Gra-

(3),  (9) ,  (12),  (15) sowie die Komplemente von

, näimlich

(16) , (17 )

unzulässiq.

JetzL können wir uns dem al lgemeinen Fal l -  zuwenden:

Satz 663 z Jeder zuIässige Graph in G'  für  n > 2 ist  zrr

einem der Graphen

9o, 91,

äquivalent.

,  9n-1 t  cn9o, . . .  ,  cn9n-1

B-eweis:  (durch Indukt ion über n) Die Behauptung ist

r icht ig für  n < 5 .  Sie sei  für  e in n > 5 bewiesen.

Al le in Gn+1 zulässigen Graphen sind also Erweiterungen

von gk oder 
"rr9k 

mit  O = k < n .  Außerdem dürfen die

in Satz 661 und 662 angegebenen unzulässj-gen Graphen nj_cht

al-s Tei lgraphen auftreten.

Es sei  a lso g eine zulässige Erweiterung von gk.  V' I i r

dürfen k > 1 vorausseLzen, denn jede Erweiterung des

l-eeren Graphen go ist  vom Aquivalenztyp g, für ein r  €

{o, . . . ,n}  .  wir  wol len zeigen3 g = gk oder 9 -  gt  +t
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1._ECI]1 n+1 sei  mit  keinem der Punkte 1 , . . . ,k verbunden.

Dann ist  n auch mit  keinem Punkt p € {k+1,. . .  rn-1 }  ver-

bunden, denn andernfal l -s enthiel te g einen der nach 661 un-

zulässigen Tei lgraphen

H H oder o-{-O-{
1 nn*1 p 1 nn*1 p

Z:_Eglh- n+1 sei  mit  e j -nem der punkte 1 , . . ,  tk verbunden,

etwa mit dem Punkt 1 lr l i r  betrachten zunächst den Fall

E = 1 Ist  n+1 nicht  mi_t  n verbunden, so kann n auch nicht

mit  p > 2 verbunden sein,  denn sonst enthiel te g den un-

zu1ässigen Tei lgraphen

o_cF--€|_{)

1 nn*1 p

Also ist  in diesem Fal le

e=ff i*1 92

wäre aber n* l  auch mit  n verbunden, so enthiel te g einen

der nach 662 unzulässigen Tei lgraphen

dies ist al-so unmöglich. !{ i-r gehen daher über zum Fa1l

E-=-? -  Dann muß n+1 auch mit  n verbunden sein,  denn sonst

enthierte g einen der nach 661 unzulässigen Tei lgraphen

2 o--o n+1
o-.o-o--o oder I I
2 n 1 n+1 n&-6 1

Nehmen wir  zunächst an, daß l j1__l_igb!-1_i l_Z_ygfbg!gg! isr .

Der Punkt 3 kann nur mit  n und mit  n+1 verbunden sein,  mit

keinem weiteren Punkt.  rst  3 nur mit  n+i  verbund.en, so er-

gibt  s j -ch der nach 661 unzulässige Tei lgraph

O.......-*O

2 nn+1 3
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übr ig bleiben dle Fä1le

die al le nach 662 unzulässig s i_nd.

Nehmen wlr  jetzt  an,  daß n+l_U1!-?_ygfbgl4gl  is t .  Dann gnthälr

cJ einen von den Tei lgraphen

dj-ese sind nach 662 unzulässig.

Der 2.  FaII  is t  a lso für  k > 2 gänzt ich unmögl ich.

wir  haben damit  gezeigL: Jede zulässj-ge Erweiterung von

9p € G'  in Gn+1 ist  äquivaLent ,u gr (mit  r  = k oder r  =

k+1 fal- Is k > O) .  Nun sei  g € Gn+1 eine zulässige Er-

weiterung von .rr9k . Nach Lemrna 63 gi l t  also

"rr9k 
s I  s cn+1trr"rr9k = cn+19k

Dann ist  auch q := cn+19 zulässig,  und es gi l t :

gk s q s cn+1"rr9k ,

a lso ist  $ eine zurässige Erweiterung von gk,  und damit  haben

wir  q -  gr  und also g -  cn+19r .  Damit  is t  der Satz

bewiesen.

Das Ergebnis dleses Kapi te ls können wir  a lso so zusammen

fassen:

sat3 664: Die auf Gr = su(n) f ixpunktfrei  oper ierenden

(n-1)-Tor i  in G'  x G'  s ind zu den in satz 65 angegebenen

äquivalent.

n+1
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Kapi-tel  7

Fixpunktfreie Torus-Aktionen von maximalem Rang

auf SO (n) ,  Spj-n (m) ,  Sp (n)

71 SO(m), Spin(m) ,  Sp(n) und u (n)

wir betrachten al-s nächstes die orthogonalen Gruppen

O(m) := {  A € M(m,lR) i  AtA = I  }  ,

SO(m) . :  {  A € O(m) i  det  A :  1 }

Für n - :  I  T I  können wir  U(n) als Untergruppe von

SO(2n) g SO(m) auffassen: Wir  ident i f iz ieren (Dn = {x + iy

x,y€ n 'n)  mit  R2t = {  ( ; )  i  x ,y€ nt}  undeinekom-

plexe nxn-Matr ix C = A + iB ,  wobei  A,B € l4(n, IR),  mit

der Matr i -x

ö.= l ' l  
- : l  €M(2n,1R)

\B AJ

c ist  uni tär  genau dann, \^/enn ö ortrrogonal  is t .  rm folgenden

werden wir  c und ö nicht  mehr unterscheiden. wir  haben daher

die Einbettungien

U(n) c SO(2n) c O(2n) c SO(2n+1)

Der maximale Torus t  :  t '  von u(n) ist  auch maximaler

Torus in SO(2n) und SO(2n+1).  Wie in S 61 wird T wieder mit

R.n ident i f iz j .er t :  rst  x = (x1 , . . . ,*r)a e lRn und

_f\ lD = I  ' . . .  |  ,
l.. ""J

so idenr i f iz ieren wir  x mit  to = [3 
-1 ' l . ,  

.  Das Einheirs-
\D O. l
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Git ter  1st  wieder L -  nn .  Zwei Elemente in T s ind genau

dann unter O(2n) konjugiert ,  wenn ihre Koeff iz ienten (Eigen-

werte von D) bis auf Reihenfolge und Vorzeichen überein-

st immen, und sie s ind schon unter SO(2n) konjugiert ,  v/enn

die Anzahl  der dabei  auft retenden Vorzeichenwechsel  qerade

ist .  Hieraus ergeben sich die Weylgruppen

CI(SO(2n+1 ))  = S'  Vr,  =:  Wn

ft ,  (So (2n) ) =$Vt: :Wt
nnn

wobei S_ die Permutat ionsgruppe, V* die Gruppe der Diagonal-nn

matr izen mit  Koeff iz ienten t  1 und Vi  d ie Untergruppe der

Matr izen in V'  mit  Determinante 1 bezeichnen. (V91. t5 l )

SO (m) ist  n icht  e infach zusammenhängend, sondern besl tzt

eine zweiblät t r j -ge Über lagerung, die einfach zusammenhän-

gend ist :  Spin(m).  Deren Einhei tsgi t ter  i  wird.  durch die

Vektoren e.  t . "  € T = IR'n aufgespannt.  Wir  werden die zu-
aJ-

1ässigen Abbi l -dungen von Spin(m) (vgl .  S 54) nach dem not-

wendiqen Kr i ter ium von Korol lar  552 best immen und zeigen,

daß zA(Spin(m) )  = zA(So(m) )  g i l t .  Außerdem ist  natür l ich

ZA (SO (2n+1 )  )  e j -ne Tei lmenge von ZA (  SO 1Zn) )  ,  da die zu-

gehör ige Weylgruppe größer ist .

Die Gruppe der symplekt ischen unj- tären Matr izen läßt s ich

darstel len als

Sp(n) .= {  A € M(n, lH) i  A*A = I  }

Dabei  is t  IH die Quaternionen-Dj-v is ionsalgebra,  deren Basis

wir  wie übl ich {1 r i , j ,k}  nennen. Die so def in ier te Gruppe

Sp (n) enthäl t  in natür l icher Weise U (n) :  Sp (n) n U (n,CI)

als Untergruppe, und der maximale Torus T von U(n) ist  auch

-1maximafer Torus von Sp(n).  Da j i j  '= - i  ,  s ind Elemente
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von T konjugiert  unter sp(n),  wenn ihre Koeff iz ienten bis

auf Reihenfolge und vorzeichen übereinst immen. Die weyl-

gruppe ist  a l_so dieselbe wie bei  SO(2n+1):

0(Sp(n))  = Sn Vr,  = Un

(vgl .  t5 l ) .  Daher 9i1r zA(Sp(n))  = zA(so(2n+1 ))

über lagerungen brauchen wir  h ier  n icht  zu betrachten, denn

die Gruppe sp (n) ist  e infach zusammenhängend für al le n > i  .

Es sei  U eine Untergruppe von GL(n,Z )  = Aut (nn )  ,  und

für eine Matr ix X € M(n,(D) und W € U def in ieren wir

Fvü(x) : :  ( t^ I - r )x + r  € M(n,( ! )

Die rat ionale nxn-Matr ix X heiße u-zurässig ,  wenn

detFr(X)=11, alsowenn

ar(x) ,= !  ( t  -  der Fw(x) )  € {o,1}
für  a l l -e w € u .  Die Menge der u*zur-ässigen Matr izen be-

zeichnen wir  mit  ZM(U) rst  x € ZA(G) für  c € {Sp(n),

SO(2n+1 ) ,  Spin(2n+1 ))  r  so ist  X € ZM((/ ' )  ;  is t  dagegen

x € zA(G')  für  c '  € {so(2n) ,  spin(2n)}r  so isr  x € zM(w;) .

rn S 54 haben wir  gezeigt ,  daß das umgekehrte auch r icht ig

ist ,  wenn Fw(x) stets ganzzd' l l ]  is t ,  a lso z"B. dann, wenn

X ganzzahl ig ist .

fm Fa1l  n = 1 ist  U)1 = { t  I }  .  Eine ZahL x € e :

M(1,Q) ist  a lso genau dann f i / r -zulässig,  wenn

-2x + 1 -  t  1 ,

a lso x € {O,t1 .  Für bel iebige n > 1 fotgt  analog mit
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Korol tar  553: Fat ls X =((xrr))  e ZM(UJJ ,  so ist

(1) * i i  € {O,1} für  i  -  1, . . . ,n

Im Fal l -  n = 2 hat man in W) dj_e Matr izen
/ \<\
)  1t  I  -1 |v\r  -  1. ,  ' l  ,  vü '  = l_,  ' l  ,  w" = r
{ '  , l  ( - '  )

zu betrachten. Wir  setzen

t i j  = * j j  -  t i j '  = i j  :  * j j  *  
" i j

Dabei  is t  
" r j  

( "1 = ui j  (AiXAi- l  )  ,  wobei  A, die Spiegelung

an der Hyperebene senkrecht zr t  
" i  

bezeichnet.  wir  erharten

/. ., r' \

Fr{(x)  = 
[ ' ; ; ;  

,  . , : :?,r) ,  Fw, (x)  = 
[ :=; ,  ,_: ] ; j

und die Berechnung der Determinanten ergibt  für  x € zv(w)) :

u12 *t21=2a ,  s12 +'21 =2a'

mit  a :  ar(X),  a '  = ar,  (X) e {Or1} .  Daraus folgt

(a) *11 * *22 = a!  + a ,

(b)  * i2*t21 =a'-a

Ferner erhal ten wir

FW,,(X) = -2x + I  
'

a l -so mit  (a)  und a":= ar, ,  (X)

(c)  2( t11*22 -  *12*21) = a '  + a -  a"

Daraus ergibt  s i_ch

(d) 2* j2 = af  a + q ' ,  2*21 = a '  -  a -  q ,

(e)  q2 :  (a,  -  u)2 + 2(a + a,  -  a, , )  -  4*11*22 .

Ist 4t l1*22 eine ganze Zalni-, so muß q2 eine euadratzahl

sein,  damit  X rat ional  is t .  Im Fatt-  X € zMft))  g i l r  (1) ,

und damit  fo lgt  aus (a) auch *11*22 :  a 'a ,  und \^/egen

u2 = a ,  a '2 = a '  g i l t  mi t  (e) :
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( f )  q2 = 3(a'  ü2 2a"

rst  a lso a '  = a,  so muß a, ,  = e und q2 -  o gel ten;

j -st  at  I  a r  so fo lgt  a" = 1 und q2 = 1,  andernfal ls

wäre q2 keine euadratzahl .

Analoges qi l t  für  bel iebige n > 2 .  Es sei  *r j  d ie

vertauschung der Koordinaten i  und i ,  d.h.  d ie spiegelung
t

an der Hyperebene (ei  -  er)- ,  und * i :  sei  d ie Spiegelung
Ian der Hyperebene (ei  + er)- .  Al le diese Matr izen l iegen in

w;.Für x€zM(w;)  sei

t t j  := a '  .  (X) t= . rn i r ,  {x)  '  
. i j  := ai ,  (X) .= ar l  .  (X)

Dann erhal_ten wir :

(2)  =r j  + =j i  = 2a: i  ,  t i j  *  t j i  = ,ur)  ,

(3)  * j - i  *  * j  j  
= 

" i :  
*  r r j  ,

(4)  * i j  *  * j i  = . i j  *  . i j

Setzen wir

" i j  '= 
t i j  *  

- i j  
€ {O,1,2} ,

so ergibt  s ich im Fal I  n > 3 für  drei  verschiedene rndizes

i , j rk zwischen 1 und n äüs (3):

(5) 2tL. '  = 
" i j  

+ . ik  -  . j t

rnsbesondere ist  2* i i  ganzzahl ig.  Aus (d) und (e) fo lgt

(6) 
' * t i  

= t i j  -  t i j  + 9i- j  ,  2*) i  = t i j  -  a i j  -  q i j  ,

(7) qü :  (a i j  -  a i l  + z(aü * . i j  -  . i i )  n*rr* j  j

mit t i j  € {o,1} .  Da qi j  ganzzahl ig ist  für  n}3 ,  muß
2qi j  e ine Quadratzahl-  sein,  damit  X rat ional  is t .  Daher ist

2X ganzzahl ig.
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Gil t  auch X. .  X.  _,  = ä. !  
-ä.  -  

,  z.B. im Fal lr r_ JJ r l  r_ l

erhal- ten wir  f  o lgende Tabel le:

x € zM(w) ,

a..  a! .  x. ,  x.  ix .  x. .r_J l_ l  r_r_ l l  :  l - l  J l_
s, s, .  iu,  u.

r - l  la,  L l  J l_

o

o

o

o

o
(8)

o

o

o-1 -1

o o-1

-1

o-1

fnsbesondere sehen wi-r ,  daß X ganzzahl ig ist .  Ist  a lso X

zM(On) r  so ist  X € zA(G) für  G e {Sp(n),  SO (2n+1) ,

Spin(2n+1 )  )  ,  und ähnl iches gi l t  für  t / i  und c '  € {SO(2n) ,

Spin(2n) )  unter der obigen Zusatzbedingung.

Für t1 = 2 speziel l  ergeben sich außer O und I  die fol-

genden Kandidaten für . ldr-zuIässige Matr izen:

(o 9'l _ x = f" 1l _ x : (t 1l .,. : ltx1 =l i  1)  ,x2=[ö i )  ,X3:[ 'ö ö) ,x4: | ' i

sowie die Komplemente I  -  Xi  ,  i  = 1, . . . ,4 .  Die Matr izen

X3 und Xn entstehen aus X., und X, durch Vertauschen der Ko-

ordinaten. Xt ist  zu1ässig,  denn (W - I )e2 =.  u € {O, -2e2r

t"1 -er\ ,  a lsoist  detF*(X)=1+ur*o2€{1,-1 } .

Für den zugehör igen Torus gi l t  nach 54 (4) :

(^ l -r l  [o I  ol  ,sr = span * i ;  I  j ) ,  
\1 ioJ)

ooooo

11n1^t tv lu

oo

-1

oo

o

o

oo

1
I
o

1 iO 1
'

1 'o 1 -1

1

1

1

1

1

oOo

oooo

-1o

o

ol
ot
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= span , l3
Auch X, ist  zulässig,

-1 I  lo lo l ,
1l '  11 lOl '

) l

denn der zugehörige Torus mit

\ / , \1l .  l1 |  1 l i
ol '  11 lo l '

/ \ t )

\ / , \
1l 11 lo l ,
ol l i  lö l t) \

I{an vertausche rechts und l inks sowie

und ändere i-n einer Koordinate d.as

sich also

sz = span , [3

= span , 
[3

is t  äquj-val-ent zu S.,  :

d ie beiden Koordi-naten

Vorzeichen. Es ergibt

SaLz 72: Die Tor j -  52 und {e} "  f  s ind bis auf Aquiva-

Lenz die ej-nzigen auf Sp(2) f ixpunktfrei-  oper ierenden 2-Ior i -

)
in Sp (2) -

Im Fal- l  n = 3 können wir  d ie fsomorphie von SU(4) und

Spin(6) ausnutzen: Die Zuordnung

(9) ei -"4 + 
" j* .k

mit i  i ,  j  ,  k)  = {1 ,2,3} def i -n ier t  e ine l ineare Isometr ie

E z T:  = R.4 O ne + 11.3 = T-
-J

mit

(9) '  1(et  t j )  = t j  e i  für  i , i  € {1,2,31

AIso bi ldet  f  dasVrlurzelsystem Ag = 1{ek -  e1 i ' l=k<1<4}

von su(4) isometr isch auf das v ' Iurzelsystem D3 = t  {e i  t  e j  i

1 < i  < j  s 3) von Spin(6) ab. Ist  daher Xr € ZA(SU(4) ) ,  so ist

x := fx ' f -1 e zA(spin(6) )  .  wenn wir  d. ie zulässigen Abbi l -

dungen von SU(4) bezügl ich der Basis bi  = 
" i  "4 

,  i  =

11213 ,  aIs Matr izen darstel len,  so erhal ten wir  (vgf .  65166)



. ,  l t  o ol  ,  ( t  1 ol  ( t  r  r lxi=;  l :  g gl  ,  x)=* l l  I  g l ,xä= l t  1 1l11 o o) (r  '  
oJ "  [ . -1 -1 - t )

wobei x i  zum Graphen 91 und xj ,  x j  zum Graphen g,  gehören.

Die Abbi ldung t i  hat  in der Basis f i  = 
" j  

*  
"k 

,  { i , j ,k}

= {1,2,3} ,  d ieselbe Matr ixdarstel lung, also gi l t  in der

S tandard-Basi  s -Dars te 1 lung :

;  j l '1  l l l  -  [q9r l  :  [ooolx1 =;  11 1 1l  ,  x.> =lo o 1l  ,  *"= lo o ol
11 1 1l  -  [o o 1) ,  

| . r  r  t )

x2 und i3 s ind ganzzat-Li .g,  a lso auch rr{ I r ) ,  FW(x3) für

bel iebiges W € W\,  und We = (+1,11,*1)t  ,  a lso ist
1

(w -  r )  ( )  e)  ganzzahr ig und damir auch Fw(I1 )  ganzzaht ig.

Daher s ind al le I  auch in 2A(50(6) )  und also 2A(50(6) )

= ZA (Spin (  6 )  )  (Vgl .  552 .  )  Zulässige Matr izen analog zr l

V2 und 13 werden wir  in bel iebigen Dimensionen wieder-

f inden (cf  .  74);  der zu -x. ,  gehör ige Torus hat nach 54(4)

die Liealgebra

S = Span i  (e;e1 )  r  (O;b1 
3) r  (O;bZS) )

oa 11 nicht  gar 'zzahl ig J-st ,  kann i . ,  n icht  auch f i / r -zu1äs-

sig sein,  s i -ehe (8) .  x2 und I ,  dagegen sind f t / r -zulässig

(siehe S 74).
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73. Graphen

Um die Fal- lunterscheidung für die Werte

zu systemat is ieren, führen wir  wieder eine

Jedes g € G: entspr i -cht  e iner Bewertung-n

mit  O oder 1.  Die punkte von g s ind wieder

von a.  und al .r -J r l

Graphenmenge Gl ein:

ar*(g) ,  a l - . (g)
LJ TJ

die Indizes



'1  
-  

. .*J|  , . . .  ,Lt  t  UfIU

oo
'l -1

H
t - )

H--€

i j

M
ry

i j

Es sei  0 l '  = 0) 'n '

a. = Q ,  a:  = 1r-l l-l

a,  = 1't 't

W=Wnrund W c üJ'  seio

1 = L, j  < n ,

es gibt  drei

a. = Qr l

a.  = 1r_J

1o9

Sorten

^l

'  " i j

^l

'  
o j - j

von Verbindungen:

o

o

(73)

die Menge der

Lf j ,  anden

al .  = 1r_J

Spiegelung'en W- .  und Vü:.  rr-J l-J

Hyperebenen senkrecht z\ t  
" i  

*  
" j  

,  € i  
" j  

0o ist  e ine

Konjugat ionsklasse bezügl ich üJ,  sogar bezügI ich der größe-

ren Gruppe Gl al Ier Automorphismen des Wurzelsystems Dr, =

t  {e. ,  ie- .  i  ls i< j<n}.  f t , |und0oper ierenalsoauf al. - i  - j  ,  '  :  rv lsrr  qrpv qu! 

-n 
I

wobei die Operat ion analog wie in 63 def in ier t  is t .  Zwei-

Graphen j-m sel-ben Orbit  heißen wieder äquivalent.  Offen-

sicht l i -ch s ind zwei Graphen äquivalent,  d ie s ich nur durch

die Nummerierung der Punkte unterscheiden, aber die Aqui-

valenzklasse ist  größer:  Ist  Ai  e W die Spiegelungi  an

-1der Hyperebene senkrecht zu eir  so gi l t  AiV,f  .  .4.  '  :  Wi j

für  a l le j  t  i  .  Deshalb können wir  a1le von einem punkt

i ausgehenden Verbindungen simurtan in ungestrichene und

aI le ungestr ichenen in gestr ichene um\^/andeIn,  ohne die

Aquivalenzkl-asse zu wechsel-n:

Doppelverbindungen bleiben dabei ungändert.
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Ahnl ich wie in 63 heißt  e i -n Graph g € c;  zulässig

bezügl ich W oder W' ,  v/enn es X € ZM(W) bzw. ZM(U)|)  g ibt

mitg-g(X),d.h.

ar(v) :  fu(x) füraI1e W€0o

Ist  der Graph g zulässig bezügl ich (1/ ,  so auch al le bezüg1ich

W äquivalenten Graphen; ist  g f t / r -zulässi-g,  so gi l t  dassel-be

für al le unter 0 äquivalenten Graphen, und die zugehör igen

Matr izen sind jewel- ls äquivalent (vgl .  551 )  .  Zulässige Gra-

phen brauchen also nur bis auf Aquivalenz best immt zr t

werden.

Das Ko$plement cg eines Graphen g € G; sol l  genau

die Verbindungen enthal ten,  d ie g nicht  enthäl t .  tn C) s ind

z.B. die Graphen o__-o und o--+-o zeinander komplementär,

ebenso wie o=€ und o o .  Nach 551 i -st  g( I -X) = cg(X) ,

j -nsbesondere ist  mit  g auch cg zu1ässig,  und die zugehör i -

gen Tor i  s j -nd äquivalent.  Daher brauchen wir  nur Graphen

mit  b is zr t  *  n(n-t l  Verbi-ndungen zu betrachten, wobeiz

Doppelverbindungen doppel t  zähl-en.

Der Begr i f f  des Tei lg,raphen ist  gegenüber S 63 etwas

abzuändern. Ein Tei lgraph g'  von g € G; (Notat ion:  g '  
-  

g)

besteht aus m Punkten von 9,,  mit  m < n ,  und entweder al l -en

oder nur al len ungestr ichenen Verbindungen zwj-schen ihnen.

Ein Teilgraph von ei==o--+_o_-.-o wäre also auch o'_-o o**o

Ist  g zulässig bezüg1ich f i /  oder W' ,  so auch jeder Tei lgraph

(Kor.  553).

Die in S 63 def in ier te Graphenmenge G' ist  in natür l icher

!{ej-se eine Tei lmenge von Gi ,  ebenso wie G.r_f
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74. Zu1ässige Graphen und Matr izen

Wir betrachten in ei  den Graphen

(7 +1

12n-1

^lvn- 1

SaLz ,J 4:

Die zugehö

X1

und die zu

st

s-z

mit b.  =
a

B.eweis:  Wir  dürfen n )  3 annehmen (v91. Satz 72).

wie f rüher setzen wir  r i j t  r= r i j  *  r jk  + uki  -  Da gr l - r

keine ungestr ichenen Verbindungen besi tzt ,  s ind al le r i j t

g le ich Nul l  nach 62 (3) .  Da außerdem . i j  = 
" i i  

= Q für

L, j  (  r r -1 ,  g i1t .  nach 72(s),(6),(7) :  * i j  = e für  i , j

(  n-1 ,  und nach 7Z(S) außerdem t . r . ,  = 1 ! { i r  haben dabei

nur Konseguenzen der f t /  |  -Zulässigkei t  benutzt .  Insbeson-

dere s ind damit  d ie Voraussetzungen für Tabel le 72(8) gegeben.

Die Zahl-en u_ j  müssen al le gleich sei-n für  i  -  1, . . .  rn-1 ,na

denn es qi l t .  O = trrr j  = uni * r jn = üni rrr j  ,  wobei die

Ietzte Gleichung r^regen 
"rr j  

= Q aus 62(2) fo lgt .

Der Graph gr l_f  is t  j -n G'  zulässig bezügI i -ch 0rr .

r igen Matr izen sind

f  ^  I  f  1 l= l .  - l  ,  x2 = |  o i l  '[1 1) '  
I  i )

gehör i -gen Tor i  haben die Liealgebra

= span {  (o;  b1) , . . . ,  (o;  br ._1) ,  (err ;  o)  }  ,

= Span {  (o;  e. ,  )  , . . . ,  (o;  err_1),  (e;  o)  }

" i  
arr ,  e=I. i  wiefrüher.
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Nach Tabel le 7Z(S) gibt  es )eLzL zwei-  Mögl ichkei ten:

1

o

für  bel iebiges W

gi l t

det

und entsprechend

u
na

4
- l

o

und geeignetes r  € {1r. . . rn}  r  so

x
nl_

x. s
l-n nl-

1

o

o

1

Da die u-^.  a l l -e gleich s ind, t r i t t  jede der beiden Möq-na

l ichkei ten s imultan für al - le i  € {1, . . . rn-1} auf,  und

wir  erhal ten gerade die beiden Matr izen X, und X, der

Behauptung. Diese sind zulässig:  Setzen wir  näml ich

u = (W-f)er.  = t  e e

= 1 + I  u.  = + 1
l-

sich mit

= z(f  e e )' rT '

daß

detFr(Xr)=1+vrr :11

Damj-t  s ind beide Matr izen t i ln-zurässig und also erst  recht

l , r  aü/ ' -zul-ässig,  und wir  haben gezeigL, daß es keine wej- teren

ft / ' -zu1ässigen Matr izen X gibt  mit  g(X) = gr l_t  Die zu-

gehör i -gen Tor i  ergeben sich aus 54 (4) .

75. Die übr igen Graphen

11 = 3 In S 72 haben wir  gezeigt ,  daß nur gj und sein

gibt  es wei tere

in Gn zulässigen

dem Isomorphis-

ew
n

Flr(x1)

ergibt

(w-I  )e

Komplement f t / r -zu1ässig s ind.  Bezügl ich [ t t i

zulässige Graphen, nämlich die Bi lder der

Graphen 91 und S3 (vgl .  S 65, S.91) unter
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mus f :  SU(4) ' ,  SO(6) ,  der in 72(9) def in ier t  wurde;

diese slnd

91=ot_o,93=
23

f i / l -zulässiV sind also die Graphen-Klassen

sowie dj-e zugehörigen Komplemente

U n z u 1 ä s s i  g sind die Graphen

O-rcOrGg=G-€rOe*=G#O

!-=-4 vüir haben Graphen mit bis ztt 6 verbindungen zv

untersuchen. Enthäl t  e in solcher Graph eine Doppelverbin-

dung, ohne Ei-nschränkung etwa

o+o r
12

so müssen nach der obigen untersuchung für r f  = 3 die punk-

te 3 und 4 beide mit  1 und 2 verbunden sein,  sonst gibt  es

einen unzulässigen Tei lgraphen mit  3 punkten. Daher kommen

nur die beiden zueinander komplementären Graphen-Klassen

+ (1) und #
in Frage. Die Graphen o h n e Doppelverbindung sind:

o--o o o (2) 7 G---+-o o (3)

o--o o-o ; G__G__O__O

AAo <l  (4)  ,  o d+ (s)
\ \Ä
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,",D 
ö ,*{  =sä '  \ "a

+
1 "--a? {?

<"\-- 'qrH.- '

+" /3), .  s>,*."-"  f
*- l r r^,\f \./

"ttt "-1,\r \r'-

sowie die Komplemente der beiden letzten Graphen,

Al- le diese Graphen mit  Ausnahme von (1), . . . r (5)  und Vl

s ind entweder schon in Gn unzulässi-g oder enthal ten unzu-

Iässige Tei lgraphen in Gn (v91. Satz 661).  Der craph gä

ist  zulässig,  und der Graph (5) entsteht aus gä durch

Anwenden des äußeren Automorphismus ß des Wurzelsystems D4,

der def in ier t  is t  durch

ß(er-er)  :  e2-e3 ,  ß(e1-ez) = e3-e4 ,

ß(e3-e4) = er*e4 ,  ß(er+en) = e[e2 ,
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entsprechend einer Rechtsdrehung des

a-ä
J4

e 1-"2

"3*"4

von Dn (v91. t 5l )  .  Wegen

4
+

2

(7 s7

Dynki-ndiagramms

ß (e. ,  -e,  )  = e2-e4 9i1t  nämIlch:

'b  o (s)
4m;

unter ß.  Der Graph (5) ist  damiL wi-zulässig,  aber er ist

nicht  w n-zurässi9,  da er den üJr-unzulässigen Tei lgraphen

o_.o O
231

enthäl t .  wir  zeigen nun, daß die übr j -gen Graphen schon be-

zügl ich CI j  unzulässig s ind:

o-o o
123

(H

123

o
4 is t  unzulässig:

ist  unzulässig:

Es ist  näml- ich 
"12 

* 
"13 

-  
"23 

= i ,  
"13 

*  
"14 

-  
"34 

-  O

wäre (2) zuIässigr so wären beide Ausdrücke gleich 2*11 nach

Glej-chung 72(5) ,  Widerspruch!

o
4

Diesmal-  j -st  
"12 

+"23 
"13=2, "12*"24-"14=1

nach 7Z(S) müßte beides gleich 2*22 sein,  Widerspruch!

Zur untersuchung der übrigen Graphen führen wir noch die

folgenden Größen ein:

t i ju := =i j  *  o jo *  =ki
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Bezeichnen wir mj-t Ai a 0r, wieder die Spiegelung an der

Hyperebene senkrecht zu eir so gi l t

-1
v: jk (x)  = r i  j t  (AixA. '  )

für  jede Matr ix x € M(nr(D).  Daher dürfen wir  62(3) auch auf

ri jf. anwenden, wenn wir . i j  und .ki durch 
"i: 

und

" i . i  
ersetzen.

19-.
(4) l> o j -stunzulässig:

2 y3 4

Hier ergibt  s ich konsistent aus 72(5) z

(a) *11 = *22 = *33 = -*44 = +

Weil  o. .2 eine Quadratzahl  sej-n muß, erhäl t  man aus 72(7)*r- l
2 ^,^ 

' )
q i j :2(1 -  

" i j )=Q 
,  QLA'=-2u\4 +1-1

für i ,  j  € {1 ,2,3),  i  f  i  ,  woraus mit  7z(A) fo lgt :

(b) * i j  =-+ ,  * i4 =-*4i=t  +

Insbesondere ist

(c)  
"41 

t41 =2*41 =t1 .

Anderersei ts gi l t  nach 62(3) z

(d) u\z+=räaz=väu =Q

Da nach (a) und (b) 
"12 

= =1 3 
= =23 = O ,  fo lgt  aus (d)

mit  62(2)z 
"41 

=-u24=v42 =- =34 =u41 ,  imWiderspruch

zrt  (c)  .

is t  unzulässi-g:
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Hier erhal ten wir  näml ich aus 7Z(5)

*11 = 
"33 

= 1 ,  *22 = t44 = o ,

und wir  dürfen daher die Tabel le 72ß) benutzen. Diese

ergibt :

(a)  
"13 

= =31 = r13 = u31 = 1 ,

(b)  =24 = 
"42 

= u24 = !42 = e

Nach 62 (Z) 9i1t  daher

(c)  o = u234 = u23 + u34 ,  o 
-  

u412 = r41 * u12

3=u)g1 =r23*r12*1, ,
(d)

3: tä iS==41*"34*1 .

Ferner ergibt  s ich aus Tabel-re 7z(g) eine der beiden folgen-

den Mögl ichkei- ten:

(e) 
"14 

= s41 = 1 ,  -u14 = ü41 = 1

oder

(e) '  
"14 

-  O ,  s41 = 2 ,  u14 = o41 = O

rm Fal-1 (e) ergibt  s ich aus (c) ,  (d)  \^ /egen ,12 * u12 =

2*22 -  O und r23 + u23 = 2*33 = 2 z

1 :  u41 = -  u. ,2 :  
"12 

-  2 =23 = u23

Damit  und wegen (a),  (b)  und (e) gi l t

*1423=u1 4+u42+u23 *t31 =1,

aber nach 62(B) muß *1423 gerade sein,  Widersprucht

rm Fal l  (e) '  erhäl t  man auf die gleiche Art :

o = o41 :  -u12 = s12= 2 -  s23 = o23'

al-so wieder ,1423 = 1 |  im Widerspruch zv 62 (g) .

Ars Ergebnis not ieren wir :  0)  o-zurässig i -st  nur der Graph

sä=
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f i / i -zuIässig s ind außerdem nur der zv 93 äquivalente Graph

(5) o o{ und sein Komplement

.  n>5

Lemma 
-1 : Es gibt kei-ne 0i-zulässi-ge Erweiterung von (5)

in c:
f,

Beweis:  Nehmen wi-r  an,  g € gÄ sei-  e ine zulässige Erwei-

terung des Graphen

1o-
1\(
+P o

2tr3 4

Der Tei lgraph g'  = g f i  {112,3,5} ist  zuIässig in Gi und

hat nach der untersuchung für n = 4 ei_ne der folgenden

Gestal ten (a) oder (b):

rm Fal1 (a) ist  g" -  g n {1,3,4,5) in einer der Kr-assen

o-+-ooo7o-f fHrf f io- t -c

und daher unzulässig (vgl .  n = 4).  rm FaI l  (b)  is t

g n {1 ,4,5} vom Typ

( l ) for t f f iodero5o=+o,

und diese Graphen sind unzulässlg in G! (vgI .  t l  = 3).-5

Legune 2:  Für n > 5 ist  gr l - f  a c;  d ie einzige f i / '_zuläs_

sige Erweiterung von gi_Z a Cri_t
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Beweis:  Ist  g eine solche Erweiterung und i , i  S n-2 ,

i  f  j  ,  so j -st  der Tei lgraph g'  -  g n { f  , i ,n ' l  ,n}  zulässig

bezüql ich W\ und enthäIt  selbst  den Tei lgraphen
'4

(l)....H-+--O

i  n-1 i  '

a lso ist

(v91. n = 4) Daher ist  n mit  n-1,  aber mit  keinem der Punkte

i < n-2 verbunden, was zu zeigen \^/ar.

Die Komplemente behandeln wir mit einem Argument analog

zu d.em in Satz 663 glebrauchten. Wir erhalten daher al-s

Ergebnis dieses Kapi te ls:

SaEz 75:. Es sej-  G eine der Gruppen SO(2n) oder Spin(2n)

mit n >:  4 oder eine der Gruppen SO(2n+1),  Spin(2n+1) oder

Sp(n) für  n > 2.  Dann gi l t :  Al le auf G f ixpunktfrei  ope-

r ierenden n-Tor i  in G x G sind äquivalent zu {e} x I  oder

den in Satz 74 angegebenen Tor i  51 ,52. Auf SO(0) und

Spin(6) gibt  es außerdem noch den in 72 def in j -er ten Torus S.

Bemer\uJrq:  Die Gruppen SO(4) und Spin(4) s ind nicht  e in-

fach und werden daher hier nicht  berücksicht igt ,  vgl .  aber

s 81!

g'
n

j
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Kapitel  8

Produkte und Ausnahmegruppen

81. Produkte

Als Hi l fsmit te l  für  d ie Über legungen zu den Ausnahme-

gruppen müssen wir auch kompakte Gruppen der Gestal t  Q =

Gt *  G2 betrachten. Es sei  T = T, ,  x TZ ein maximaler Torus

von G und ( t )  = Wl ,  H2 die dazugehör ige Weylgruppe. Das

Ej-nhei tsgi t ter  sei  L =L1 C"Z 
- ! .  

Wj-r  def in j -erendie

Einbettungen t j  t  ! j  + T und die Projekt ionen pj  3 T -

T.  für  j  :  1,2 .  Für eine l ineare Abbi ldung X :  T + f- l

sei  X-,-  := p_,Xi ,_ !  T,_ *  T-r  .  fst  X € ZA(G) r  so gi l t
lK ' l  K -J< - l

X-,- .  € ZA(G-:)  nach Kor.  553. Dj-ese Bedingung j -st  schon hin-
t l  l '

re ichend für die Zulässigkei t  von X, wenn X(L) im Zentral_-

gi t ter  l iegt  u n d eine der Abbi ldungen X.,  ,  oder X21

die Nul labbi ldung ist .  Andernfal ls gibt  es zusätzl iche Be-

dingungen.

Betrachten wir  zunächst den FaI l  G1 = G2

dem oben Gesagten ergj-bt sich

*1 1 
=ä1 €{O,1},  x22=a2 €{O,1}

Die einzige neue Bedingung kommt von W - -I

FW(X) = -2X + I  ;  is t  X zulässig,  so muß 2X

sein.  Die Berechnung der Determinante ergibt

2 *12 *21 :  .Vü * 2u1u2 (a1 + ar)

:  aw -  (at  -  uZ) '

:  Sp(1) .  Aus

. Dafür gi l t

also ganzza}:rJ-i-g

mit  ävü = ar(X) € {O,1} .  Daher kann 2*12*2,,  d ie Werte



-1 ,

Absc

+1
2

Matr

Die

o (v91.

nur die

sein mu

Aquivale

l t  -1. i
I I
t1 ^ llT \ r l
t -  I\ /

t1z*21 I

2 und t21

ganzzahl ig

o bis auf

Ist

nx

x.r l

ra l

I
I
I

)

O, +1 annehmen.

hni t t )  r  so könne

annehmen, da 2

izen erhal- ten wi

lo 1
I

^1 
= l r

l to( -

zugehör igen Tor i

121

x2

sind

(o l -z ' l  I  t
[ t  |  1J '  I  o

ol  l - t
1) '  Io

-21 [ r
-1 )  '  lo

(81 )

den ei-nlei tenden

Werte = 1 und

ß. Al-s zu1ässige

nz und Komplemente:

91 = Span {

span t l?

")r l r
-1 ) '  ' ,

-1. l  ,
-1 I '

1. l ,
1) '  ' ,

sz =

= Qn:n t  [O
' [1

und die letzte Zei le zeigt ,  daß 52 zrt  St  äquivalent ist

(Vorzeichenwech:re1 in der zweiten Komponente rechts) .  X1

ist  auch noch zulässig,  v/enn wj-r  G.,  oder G2 oder beide durch

Sp(1)/ t  I  = SO(3) ersetzen, aber nicht  mehr für  c/ ! t  =

SO(4) Das zugehör ige Einhei tsgi t ter  L '  wird nämlich von

-1
"1 

und )  e erzeugt,  wobei  
"  

= 
"1 

*  
"2,  

und für [ i r f  = - I

1,  11isr  Fw(x)(2e) =-x(e) *ä"=- i" teL,

J e d e s Produkt G = Gl *  G2 von kompakten, nicht-

abelschen Liegruppen enthäl t  Sp(1) x Sp(1) oder SO(3) xSp(1)

oder sO(3) x So( l )  a ls Untergruppe. Es sei_ y e I t  und

= e TZ eine Wurzel  von G. '  bzw. G2, und r  : :  r / l l r l l  ,  d =

=/ l l  = l l  .  (Die Norm ist  dabei  bezügl ich einer 0/- j -nvar ianten

Metr ik (  ,  )  auf  T zu verstehen. )  Es seien W, und W=

die Spiegelungen an den Flyperebenen senkrecht za r  und. zv s

in T,  und es sei  W = Wrlr l= .  Setzen wir
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(1) dr"  := t ln,  *  ( t t ,  -  ut")  € {-1 ,or1} ,

so erhal ten wir  wie in dem vorher diskut ier ten spezial fa l_t

(2) 2 (x ( i )  ,  ä)  (x ( ; )  , ; )  = dr"

Dies l iefert  e ine Reihe von weiteren notwendigen Bedj-ngungen

für die Zulässigkei t  e ines Endomorphismus X von T

82. Die Gruppen vom Typ G, r  Fn r  E,

Die kompakte Gruppe mit  wurzersystem G, ist  d ie Automor-

phismengruppe der Cayley-Algebra,  G = Aut(Oa) Sie ist

einfach zusanrmenhängend und ohne Zentrum 117 I  und eine Er-

wei terung der Gruppe SU(l)  mit  g le ichem Rang. Der in S 61

def in ier te maximale Torus T'  von su(3) ist  a l_so gleichzei-

t ig maximaler Torus von G. Das Einhei tsgi t ter  Lr  c T'  von

su(3) und c i -st  g le ichzei t ig das Zentralgi t ter  von G.

Ist  daher X € ZA(c) r  so i_st  X € ZA(SU(3))  und X(L')  c

Lr .  In S 64 haben wi-r  gezeigt ,  daß nur X = O und f ,  = I

d j -ese Eigenschaft  haben. Es gibt  a lso keine echten Doppel-

quot ienten G/U mit  rg (U) = 2 .

Jetzt  sei  G die kompakte Gruppe vom Rang 4 mit  hlurzel-

system

F, = t  {e.  .  e-  + F.  1,^ +-4 1=i ,  = i .o j , i ( "1 !" ,  t " ,  ler))

mit  i , j  € {1 ,2,3,4) ,  i  I  j  .  Auch di-ese Gruppe ist  e in-

fach zusammenhängend ohne Zentrum 117 )  und enthäIt  d ie

Gruppe Spin(9) (vg] .  z.B. t4 l ) .  Die nicht- t r iv i -a len zu-

Iässigen Matr j -zen von Spin(9) s ind äquivalent zu Xa oder

X2 ,  wie i -n Satz 7 4 angegeben,
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Lr

r jI  o ,  I  r lXr = I  I  ,  x2 = lo l i  ,
f l  1 1 1) 

t  t )
oder zu deren Komplementen. Wir  zeigenr daß X, und X, in
unzulässig s ind.  Für al l_e I^I  € U(G) isc

det Fr(Xr)  = . t  . .  I  u i  ,

wobei  u.  ,  i  = 1r. . . r4,  d ie Komponenten des Vektors

u= (W-1)e4

sind.Wählrman W=% mit  ,=!  (" t  _e2_e3 _.q)

so ist  L l  = -2 <elrr> r  :  r ,  und r  o i  = -1,  a lso
det Fr(X.,  )  -  O. Xl  is t  a lso nicht  zulässig.  Für X, gi l t

detFW(XZ) = 1+vn mit  v=(w_I)e

lüähl t .  man I iü = Wa wie obenr so ist  v = _2 (e,r)r  = 2r ,
a l -so u4 = -1 und damit  det  F*(Xr)  = e

somit  s ind o und r  d ie einzigen in G zu.ässigen Abbi l -
dungen.

123

schließr-ich sei G di-e kompakte Gruppe von Rang g mit
Wurzelsystem

Ea-F

"B 
='B u {  2 2 =i_" i_ i  

" i  
= i  1 t  r  

" i  
gerade }

Auch diese Gruppe ist einfach zusammenhängend und ohne
Zentrum, und sie enthäl t  d ie Gruppe Spin(16) vom selben
Rang. (Vgt .  I  l l  11 Die zu1äss j_gen Matr izen von Spin (  1 6 )
s ind äquivalent zu X, oder X'  wie j .n Satz 74 angegeben"
lr /ählen wir  *  = Wr € W(G) mit  r  = 

*r"1*e2_e3_.. ._eg) ,
so gi l t  wie im Fal l_ von F4 oben: det rW("t)  = det FW(X2)
- o '  Diese Abbi lc lungen sincl  a lso nictr t  zulässig in G.

Wir haben damit  bewiesen:
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SaLz 82 DJ-e Gruppen vom Typ G2, 84,

echten Doppelquot ienten von maximal_em

Eg besi tzen keine

Rang.

83. Gruppen vom Typ E,

Eine fundamentale Basis (cf .  i tz11 des wurzelsystems Eo

is t  tnr . . . , tn mit
tö

r  :  1(-o -o -o +A +a +a +a -a \'1  -  Z\-=1-=2-e3te4-rc rre ' - re7-e'  )  ,  IB = e7 * 
"g 

I

f  .  = e,  -  a f i i r  i  -  1 1 '7_i  _ i_1 " i  !q!  r  _ arJr. . . r t  ,

entsprechend dem Dynkin-Dj_agramm

t1
o

t2 t3 '4 t5 t6 t7 tg

zu einer Fundamentalbasis des Tei l - l r lurzelsystems E, gelangt

man durch streichung von rB, und ,  j ,  .  .  .  , r j  s ind al le senk-

recht zu e .  Al_so gi l t

El  =Egnet G lä

=t{" t -" j ;1Si<jsB}

u {*  z 
" i " i -  

i
" i : t t  

,L =i=oi

mit i  -  1, . . . ,8 (vgf .  auch 16l) .

Die einfach zusanrmenhängende kompakte Gruppe

zelsyste* E7 hat Zentrum Z = %Z und ist  e ine

der Gruppe SU(8) von gleichem Rang 7 (cf . t17l) .

Untergruppe des Zentrums von SU(B) sein muß, j -st

und damit  is t  das Zentralgi t ter  Lo :  
" t  

I  t !  a

Di-e zulässj-gen Abbi l -dungen in SU(8) s ind bis auf

G mit Vüur-

Erweiterung

Da Z eine

Z_ t I ,

;B c T, ! ,
-ö

Aquiva-
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Ienz die Abbi ldungen 
" t f  

und *f .Z von Satz 65 mit  k -

1,2,3,4 (vgl .  Satz 66).  Dabei  g i l t  für  b.  = 
"u-"g 

,  1 !  a Sk :

" i r  
(ba) = -2"8' !  -  2"8*1" ,

aber dies l iegt  n icht  in Lo. Daher kann Xi . ,  n icht  zulässig

bezügI ich G sein.

lVei terhin ist  für  1=i<8

kkkXi.Z (br)  = Q e, ' )  '  = 2e" - f ,e

Dieser Vektor l iegt  in Lo, h/enn k gerade ist ,  a lso k = 2

oder k -  4 Al lgemein ist  wieder

(x)  det Fr(" t  Z) 
:  1 + tu! ,  r .  mit  11 = (w-I)  (Z.k)

E-=-1 Essei  t=* (e.* . . .*€r-etr- . . . -eo) und W=W--.z r  4 )  ö '  r

Dann ist  u = <2ek,r> r  = -4r und t l  üu.  = -8 .  Wegen (x)

ist  
" : lA 

also unzulässig in G.

E_=_? Vüir setzen !V = hlrW= mit r wie vorher und

s :  
"1 "3 

.  Dann ist

l l  :  (W-I)  (Ze2) = (<Ze2,s><s,r> -  <2e2rr))r  <2e2,s)s

=-2r2s,

al-so 11 * u2 = -4 ,  und wegen (x)  is t  Xj ,  unzulässig in G.

Das Ergebnis dieses Abschni t ts ist  somit

Satz 83 Es gibt  keine echten Doppelquot ienten von maxima-

lem Rang in den kompakten Gruppen mit  lVurzelsystem E,
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84. Gruppen vom TYP EU

Zu einer Fundamentalbasis des Wurzelsystem" E6 gelangt

man, indem man von der in 83 angegebenen Fundamentalbasis

von E, die wurzeln r ,  und r ,  wegläßt.  Die übr igen Basls-

Elemente r1r. . . , t6 s ind senkrecht zu e und zrt  
"7 

*  tg

Daher erhal ten wir

E6 = Eg n {e,  er+eg}

= t  {e i -e j ;1si<

d .  tTt l  +

durch

1^
rJ

rFl  + rFl

-6 '2

i  s 6) u { t (er-eg) }

+r1 ,-6^r\ .c=*rs: -  \2\ .L:1 oiei  + er-e ' )  ;  s i  = t l  
'  

t  s i  = O)

Diese Darstel lung von EU ist  für  unsere Zwecke bequemer als

die in 117) oder t5 l  angegebenen.

Die einfach zusainmenhängende kompakte Gruppe G mit Wurzel-

system EU hat Zentrum 7 =- %l (cf .  t17l)  und ist  e ine

Erweiterung von SU(6) x su(2) vom selben Rang 6'  Der maxi-

male Torus T dieser Gruppe hat die Liealgebra !  = Iä @ \ i

(or thogonale direkte Summe) mit  ! - i  = RbZB Für eine

l ineare Abbi ldung x :  T -  T mit  x € zA(su(6) xsu(2))

qi l t  nach 81:
lX '  p I

X
[q 

a)

mit x '  € zA(su(6) ) ,  a € {1,o} und p ,  l i  -  Tä ,

T- i  l ineare Abbi ld,ungen. Wir  setzen für i  -  1,  " ' ,6

pi  '= <p(bzg) ,et> ,  9 i  '= <q(ei) ,b78> 
'

wobei  wir  q von ! i  auf  Tu tr iv ia l  for tzuseLzen haben

die Vorschr i f t  q(e6) = o .  lVenden wir  81 (2) auf r

mj- t  15i<j=6 und 
"=b7g 

anrsoergibts ich
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(1) 
+ (qj-  -  q j )  (n i  -  p j1 = äi j  (a i j  -  u)2

mit t i j  
'= 

t I , , /  ,  wobei  W = WiiWTg

Die Abbi ldung X'  € ZA(SU(6) )  is t  b is auf Aquivalenz

eine der in Satz 65 angegebenen Abbildungen Xif ,  XiZ

mit  k = Ot1,2,3 .

Vt i r  def in ieren die Mengen

S := {s € R.6 i  s.  = 11 ,  L s,  = O} c Tl. l_ z l_ - '  -6 ,

.1S := {s *  
i  b l '  ,  s  € S}

Für s € S setzen wir  ;  . :  s + I  t r ro .  Die Spiegelung anz tö

der Hyperebene senkrecht zu 3 sei  !V^ : .  W= ;  es gi l t  a lso

W-(x) :  x (xr3) 3s 
=x (xr3)a

Da 3 
-  

eU ,  is t  W" ein Element von f i /  (c)  für  a l - le s € S.

Dann ist

detF,. ,  (X) = 1- <X(a),3>W
S-

= 1- (<X's,s>*j .p+q,s>+|)  ,

wobei  p := I  p i" i  ,  d : :  I  g i" i  .  Setzen wir  ä" := a*_ (X)
t "s

und

f  := <Xrsrs) ,

so ergibt  s ich:

(2) <p*qrs) = 4r"  a 2f

Dj-e entsprechende Gteichung gi l - t  natür l ich,  wenn wir  s durch

-s ersetzen, wobei  f  unverändert  b le ibt .  Add. ieren wj-r  d iese

neue Gleichung zv (2) ,  so erhal ten wj_r

(3) 2f  = 2(as * ._=) -  a

Dj-ese Gleichung impl iz ier t  e ine Einschränkung für die t r {er te

von fz
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2f  € {O,2,4} fa l1s a = O
(4)

2f  € {-1 ,1 ,3}  fa l ls  a :  1

q
Da s = t i ] t  = ib i6 ,  g i l t  anderersei ts

f  = fO(s) := .X* l=rs) = -216 tr l ,  =.

für  1-1 und I-2 Darauserhal tenwirdiefolgende

Wertetabel le:

k {2fO(s) ;  s € S}

o {o}

(5) 1 {-1 ,1}

2 {-2 tO ,2)

3 {  -3,-1 ,1 ,31

Der Vergleich mit  (4)  zeigt ,  daß die Fäl le k -  2 und

k -  3 unmögl ich s ind, da nach (4) die t r {er te -2 und -3 nicht

vorkommen. Vüei terhin sehen wir ,  daß a = 1 für  k -  1 und

a=O für k=O qel tenmuß.

Im Fal l  k :  Q ergibt  s ich außerdem aus (3) und (5),

daß al- le a verschwinden. Also fo lgt  aus (2) ,  daß p *  g
S

senkrecht auf al len s € S steht und daher F :  -ö gel ten

muß. Da im Fal I  k = O auch al le . i i  für  1 :=i  < j  < 6 ver-

schwinden, erhal ten wir  aus (1 )

-  + (pi  -  n i ) '  :  är- i  € {o,1} ,
J LJ

also p* = p-r  .  Da aber I  p.  -  O, fo lgt  daraus F = O,-a -- l_J

also ä:O unddamit  X=O

Es bleibt  c ler  Fal l  k -  1 zu untersuchen; wir  vrerden

zeigen, daß dieser Fal l -  unmögl ich ist .  Dazu betrachten

wir  zunächst das Tei l -Wurzelsvstem
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I

Dt t= E6 n (er+en)

Eine Orthonormalbasis des davon

T" := T n (e-+e,) t  = {x € R.8
J+

is t  f1, . . . r f5 mit

2f l  =b15+b26, 2fZ=b12 *b56,2f3 =b15-b26,

2f+= b34 + b.g,  2fS= b3q -  b lg

Die l ineare Abbi ldung f  ,  n5 = !5 + T" ,  f  (et)  '= f i  
'

is t  e in Isomorphismus des Wurzelsystem" D5 .  IS auf DÄ

und läßt s ich also zv einer Einbettung der Liealgebra SO(1o)

in I  for tsetzen, und das Bi ld ist  e ine reguläre Unteral-

gebra H von G. mi- t  maximal abelscher Tei la lgebra T".  Es ist

f l * f2=b16, f l  fz=b25 
'

f l  * f3=b15, f1 f :=b26,

(6)
f ,  * f3=b12, f2 f :=b56,

f+ * f5= bga, f4 fS=b7g,

und es gi t t f .  t  f .  € 3 fürr_J i  € {1 ,2,3} |

aufgespannten Raumes

; x t  e,  
"7*.g,  

er+e4)

j  e {4,5}

i  und

von Ttt

Jetzt  können wir  den FaI l  k -  1 untersuchen" Es seien

die In jekt ion (Einbettung) und die Projekt ion

Ist  X € ZA(G) ,  so gi l t  X '= f  -1pXif  € ZA(Spin(1o) )

mit ag-t*r(x)  = ar(x)  für  a l le w € 0(H) (v91. Kor.553).

Insbesondere ist  g(X) ein WL zulässiger Graph i -n Gi ,

a lso nach Satz 74 und 75 einer der Typen

g'4 ,  cgÄ, 9(O) ,  9( I )

Anderersei ts ist  g(X')  = gt  € GO im FaII  f t  = 1 ,  d-h-

.1 6 
:  1 und t i j  = Q für al- l -e übr j -gen i ' j  € {1r"  "6} '

p
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{ i , j }  I  {1,6} Nach (6)

H
12

enthäl t  g (X) den Tej- Igraphen

(denn t- t t . ,  af  
= wiz ,  f -1wzsf = w12)

die Tei lgraphen

l>3 ry
45

Dies ist  für  d ie oben angegebenen Typen nicht  r icht ig:  Wäre

z.B. S(x) äquivalent zu gÄ oder cgÄ, so müßte ein

Punkt mit  a l len übr igen einfach verbunden sein '  was nicht

der Fal l  is t .  Demnach ist  der Fal l  k -  1 unmögl ich.

Wir  erhal ten (recht mühevol l )  das Ergebnis:

SaLz 84 Es gibt  keine echten Doppelquot ienten von maxi-

für die kompakten Gruppen G mit l{urzelsystem vommalem Rang

Typ E6

Schlußbemerkung zu den Kapj- te ln 6,7,82

VI i r  haben für einfache, kompakte Gruppen G al le Tor i  von

maximal-er Dimensi-on in G x G best immt, die auf G f ixpunkt-

frei  operieren. Versehen v,r i r  G mit  einer l - inksinvarianten

Metr ikr so besteht nach einem SaLz von Ochiai  und Takahashi

122) dj-e Zusammenhangskomponente der Isometr iegruppe von G

aus Links- und Rechts-Translat ionen. Daher haben wir  für

solche Metr iken al le isometr ischen freien'  Torus-Akt ionen

von maximalem Rang best immt.

,  und cg (X) enthäl t
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Maximal-e Untergruppen

mit  vorgegebenen maximalen Tor i

91.  Zulässige Ervrei terungen von Tor i

Es sei G eine kompakte Liegruppe mit maximalem Torus T

und zugehör igem Wurzelsystem R Mit  Hi l - f  e einer Ad (G) -

invarianten Metrj-k ( ,  ) auf G können wir wieder R a1s

Tei lmenge von T auf f  assen (vgl .  25')  .

Gegeben sei  e in Untertorus T'  von T. Eine zul-ässige

Erweiterung von Tr ist  e ine abgeschlossene Untergruppe

H von G, die T'  a ls maximalen Torus enthäl t .  Ist  Tr :  J I

so ist  H stets eine reguläre Untergruppe; andernfal ls gibt

es auch n i  c h t  -  r  e g u l -  ä r  e Erweiterungen,

mit  denen wir  uns jeLzL beschäft igen woIIen.

Es sei  H eine solche zulässi-ge Erweiterung von Tr und

Q c T'  j -hr  Wurzelsystem. Nach S 25 gibt  es für  jede l r lurzel

q€Q einenVektoruq, E".9.  mit

(a) lu,z^l  = i (q,u)z^ ,
9V

(b) Lu,Z* l  = - i (q,u)Z* ,
9.9

(c)  lz^,2^l  = 2: .q" ,-  q q-

für al le u € Tr .  Wegen i (q,q) (zn, t )  = 1[q,znJ, t )  =

(z^, lg, t l ) :O füraI Ie t€T ist  z^ r  Tralso
Y9

z^ € r-  E(r)  €)  A Wir  wählen eine or ient ier te orthonormal--
Y!

basis {x--ry--}  von E(r)  für  jede Wurzel  r  von G und setzen'  r '  'T '
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, ,  t= *r  + iy,  ,  z_,  = 2,  = * ,  iy ,  .  So ist  =r bis auf

einen komplexen skai-ar vom Betrag 1 eindeut ig best j_mmc.

Dann ist  a lso

z, = I___ d_-^r-  ,  dn_ € Cq r€R qr-

Setzen wir

R,:={r€Ria^_f O} ,qYt

so ist

(d) L,r ,zql  = i  I reR (u,r)  uorr ,
- - 'q

Die Tei l -mengie Rn von R nennen wir  d ie Zer l_egungsmenge von q;

s ie ist  unabhängig von der Wahl_ der , r .  Aus (a) und (d) fo lgt

(1) r  -  q r  T '  für  a l l_e r  € *n i

mit  anderen worten, jedes r  € *n wird unter der orthogo-

nal-en Projekt ion p '  :  T -  T '  auf  q abgebi ldet .  Außerdem

ist

lz.Z l -  :  a ä lz.z l+2i  r  lu__12,'  q '  q '  
r lsen_ 

-qr-qs L-r 'gSr - t  
, lO '*qt'  q -  --- . r

Daraus folgt  mit  (c) :

(21 t  '  '2
-r€R l"or l  t  = q

q

(3) t i "  t t täe= 

" ' i ,  

= o für  a l le to € R 
'

wobei  in der ,u*n.  I ;^  über al le r ,  s € R.,  mit  r  s = r^
v9o

zu summieren ist .  (V91. auch l2ol ,  S.  2og f)

Jetzt  sei  umgekehrt  q € T'  gegeben. Es sei

n^ := i r  € R r  p ' ( r )  = q)q

Fal ls es eine nicht- l -eere Tei lmengfe *q von f f .n s ibt  und

Zahlen a € c für  a l l -e r  € R_ r  so daß die Gleichungenqr---q '4v

(2) und (3) erfül l t  s indr so fo lgen die Gleichungen (a) ,  (b)  ,

(c)  für  ,o : :  I r€R uorrr  Al-so erzeugt T'  zusammen
-1
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mit x_ : :  Re zn ,  yn = fm zn in g eine zulässige Erwei-qy.r . l .

terung H von T'  mit  Wurzelsystem {1q}

E j-n Element q € T |  -  R kann nur dann Wurzel_ ej-ner zv-

1ässigen Erwej- terung (kurz Erweiterungswurzel  genannt)  sein,

wenn q in der konvexen Hürle vo.r  f f . -  l ieqt.  Man beachte näm-q

l- ich,  daß (rrq) = (qrq) für  a l l -e r  € A oi  I  t  r rnr l  r laher. .o Y!ru ur lv !

\^regen (2)

s |  ^  12
' r€Rn I  aqr I

Dies l iefert  schon eine starke Einschränkung.

chende Bedingung ist ,  daß es eine Tei lmeng" *q

d.eren konvexe Hütle den Vektor q im Inneren 
*)

mit  der zusäLz1ichen Eiqenschaft

Eine hinrei-

\z^n ;  n ih l -
YLvv,

Y

enthä1t,

(4) r  s € R für al l -e r ,s € *o

Ist  f i .^  e in Simplex,  so ist  d iese Bedinqung mit  R ,= i .q "q ..q

auch notwendig.  Denn fal_ls r  s € R, ist  l r r ,Z")  I  O

(cf  .  t1e11r und wenn Ro ein Simplex j_st ,  g ibt  es für  jedes

r^ e R höchstens 
" in 

p ' . . r  r rs € R^ mit  r  s = r-  .oY--o

Es sei  ö die l {enge der Erweiterungswurzeln von Tr.

rnsbesondere ist  R n T'  natür l lch eine Tei lmeng" , ror ,  6.

Diese letzteren Erweiterungs\^/urzeln wo]ren wir  e infach

nennen, wenn also Ro = {q} ,  d ie übr igen heißen zusarrmen-

gesetzt .  Eine rei tmerige O vo.,  d ist  Wurzelsystem einer

Erweiterungsgruppe genau dann, wenn e sel-bst  wurzelsystem

j-st und für al l-e q € O ein zugehöriger Eigenvektoru q
mit  (a)  ,  (b)  ,  (c)  exist ier t ,  so daß gi l t :  Ist  e,e '  ,g*e'  € e

soist lz,z. l6c*z-,  _q,-qr J -q+q, .

t6.
)  Das

Innere

Innere einer konvexen Menge ist  das topologische

aufgespannten af f inen Tei l - raum.in dsm v6n ihr
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92. Eindeut iokei t  der Erweiterunq

Die Wurzelsysteme Q von zuIässigen Erweiterungen H ej-nes

Untertorus Tr von T können nach S 91 best immt werden. Aber

der zu einer l ,Vurzel  q € Q gehör i -ge Eigenvektoru 
o 

ist

nur dann (bis auf einen komplexen Ska1ar)  e indeut ig best j -mmt,

wenn n- = f i . -  is t ,  im al lgemeinen nicht .  Wir  f ragen daher,
f r f r
YY

wieweit  Q die Unterqruppe H eindeut ig best j -mmt. Der folgen-

de Satz gibt  d ie Antwort  für  k lassische Gruppen, was für

unsere Zwecke genügt.

SaLz 92 Es sei  G eine der Gruppe

Tr ein Torus in G. Die Untergruppen

zuIässige Erweiterungen von Tr in G

system Q c T'  .  Dann sind H und H'

SO (n) ,  SU (n) ,  Sp (m) und

H ,  H'  von G seien zwei

mit  demselben Wurzel--

zueinander konjuglert  in G.

Beweis:  Da Q den Isomorphietyp

einen Liealgebren-I  somorphismus

best immt,  g ibt  es

- H'  r  der Tr punkt-

von H

r:H

weise f estläßt, wobei für die V'Iurzel-räume En von H und E",

von Hr gi l t :

n",  (e) für  a l le q€Q

Da die Einhei tsgi t ter  von H und H'  in Tr übereinst i -mmen,

ist  f  das Di f ferent j -a l  e ines Liegruppen-Isomorphismus

f :  H -  H'  Sind ) , j '  d ie Inklusionen von H bzw. H'

in G c GL(v) mit  v -  rRt,  0t ,  H*,  so s ind f  
t  

: :  j

und fZ:= f  o j '  zwei  t reue Darstel- lungen von H auf V,

die auf T '  übereinst immen. Da Tr jede Konjugierten-KIasse

von H schneidet,  g i l t
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Spur f  1 
(h) = Spur f2(h) für al le

(ez '1

hCTJrt  t

wobei wir  Sp(m) als Untergruppe von SU(n) mit  n = 2m

und SO(n) als Untergruppe von SU(n) auffassen. Die

Charaktere der Darstel lungen f . ,  und fZ s ind also gleich,

und damit  s ind f l  und fZ konjugiert ,  zunächst in SU(n),

aber damit  auch in G (cf .  t1 l ) .

Der Satz 92 läßt s ich sofort  auf  n icht-einfache Gruppen

übertragen, deren Liealgebra nur Faktoren von Isomorphie-

typ SO ( n) ,  F-U (n) ,  Sp (n) enthäl t .

Ein etwas genaueres Argument von Mal 'cev ( l2ol ,  S.2o9)

zeigL, daß die entsprechende Tatsache für a 1 1 e kom-

pakten Gruppen r icht ig ist ,  was wir  aber hier nicht  brauchen.

93. Rang (c)

Jetzt sei G eine nicht-kommutative Gruppe vom Rang 2,

d.h.  der maximale Torus [1 von G ist  2-dimensional .  Vüir

suchen al le eindimensionalen Untertor i  T ' ,  d ie s ich in eine

Untergruppe H = SU(2) oder H = SO(3) einbetten lassen.

In I '  muß es also eine Erweiterungs\^/urzef q geben, und es

ist  Tr = IRq .  Nach 91(1) und 91(2) muß q auf der Strecke

zwischen zwei hlurzeln von G l iegen, und die Gerade IRq muß

diese Strecke senkrecht schneiden. Außerdem muß 91 (3) er-

fü l l t  sein.  In der fo lgenden Tabel le 93 gehen wir  a1le

2-dimensionalen Wurzelsysteme durch und bestimmen die mög-

l ichen Erweiterungswurzeln q bis auf Weyl-Transformat j -onen.
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Y.

RqRY.

A"1 =1 te ' ,  )

{e"}'  l '

{"1 ,  
"Z}

\ "12J

r1-.  l -  I\ "12'*13t

rtr- 1- \\ "12'"13J

{zer}

{2ea ,2e2re. ,+er}

{.tr }

{"r}

{e1 ,  "z}

e
4

A1'41

7\n2

q.
- t

q2

0'1

1

2G,+e r)

h"12

1
-n2 *13

lt t  +r- \  \
2 ' "  12'  "  13'

q1

q2

q3

{btz}

{blz '  b1g}

I

J

(,
o\

I

cz 91= 2"2

Q2= e 1+@2

3,
9S= ä(er-er)

1+-= 
E(3,1) '

Q4= 
"1

Ztc^ \  {o -65'--2 '  . -1 -2 '  2er)

{2er}

{  e. ,  +e,  }

{2e1r 2er}

{  e. , -e,  ,  2e2}

e1

l\

2on

{  e. ,  +e,  ,  e 
, -e r}
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Ta.bel le 93 (For, tsetzung)

Rp
___q ___l .q

(:
"2 91= b1 2

Q2= P1

nr= * o, ,

,n= #(9vr+Sb,r)
1y

-  l i (2,1,-3)"
1

q.5:  
; (b1z *  bt : )

{b12}

{e ' '  }

{OlrrPl  rP3,bZ3}

{btz}

{n ' '  }

{b tZ,  P3 }

{b lz,  bzl}

{p2, btz}{p2,blz}

{1- h \
' "12'"13'

I

UJ
{

I

(,

- ' .  t .

1?t
i. p=
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Für G, haben

pi

mit  { i ,  j ,k}

die kein Rq

nicht 91 (3);

138

wir  dabei  gesetzt :

1
:= 

ä(bt :  
*  bL)

= {1 ,2,3) .  Die Vektoren q

exist ier t ,  er fü l len zwar

siesindalso keine

in der Tabel le,  für

91 (1) und 91(2\ ,  aber

Erweiterungswurzeln.

94. Bei-spiele mit  Codimensj-on 1

In diesem Abschnit t  sei  T ein maximaler Torus von G und

Tr ein Untertorus mit  C o d i  m e n s i  o n i  lVir

suchen al le m a x i  m a l -  e n Untergruppen H von G, die

Tr als maximalen Torus haben. Diese Aufgabe ist  von Dynkin

[1o] gelöst  worden; wir  können aber für  d ie uns interessie-

renden BeJ-spiele schnel- ler  ans ZieI  kommen.

Es sej-  v € T ein Normal_envektor der Hyperebene Tr in T' ;
t

es ist  a lso T|  = v .  v ' I i r  best immen zunächst die orthogonale

Projekt ion des trr lurzelsystems R von G auf T ' ,  p '  (R) .  Ist

q € p ' (R) -  R r  so ist

Rq := R t l  Span {vrq} q U ( IRv r^r  R)

ein 2-dimensionales unter- t r lurzelsystem von R, und q ist  Er-

wei terungswurzel  (q € ö) genau dann, \^/enn q eine der in

Tabel le 93 best immten Erweiterungswurzeln bezügl ich Rq ist .

Vüir  sehen aus dieser Tabel le,  daß die fo lgende Bedingung

dafür notwendig und hinreichend ist ,  daß q Erweiterungs-

wurzel  is t :  Es gibt  r rs € R ,  so daß q auf der Strecke

lrrs l  l iegt  ( r ,s nJ-cht notwendig verschieden),  so daß

=R

r  -  s € IRv -  R
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rst  ö auf diese l r le ise best immtr so suchen wir  d^ar in al- l -e

lr lurzelsysteme Qi . Ö von maxlmalen zulässigen Erweite-

rungen Hi auf.  Ist  Rn eindeut ig best immt für  a l le q € el

so ist  H, durch Q* eindeut ig best immt,  sonst nur bis auf
l_ -l_

Konjugat i -on (v91. S

ej-ner Untergruppe H

Erweiterung. von Tr.

Wir eri-nnern an

92) .  Ist  Q = ö sel-bst  Wurzelsystem

r so ist  H (einzige) größte zulässige

die Standard- lr lurze lsysteme :

A n

D=
n

B=
h

C=n

G.=
z

wobei wi-r  wie

p. =
- l_

mit { i , j ,k}  =

q,*.r_ f

für  { i , j .k .1}

t

t

Dn

n
n

A"2

{a
-1

{e.  t
-1

i l+

r*

r t  *

. j ,  1=i<j<n+1)

. j  i  13i<jsn)

ie i  ;1{ i<n}

{2ei ;13i<n} ,

{P1 ,p2,p,  }  r

in 93
1
*(b. .  +b. . )
5 r_l  l_K'

{1 12,3} gesetzt  haben. Außerdem setzen wir

1
,= i  ( . i *" j  ek-" t )

= {1 ,213,41 ,  und wir  schreiben abkürzend.

{urr}  := {qi j ,  1 s i  < j  <4} = t  {c-12,913,9ta}

Schl- ießl ich setzen wir  noch

ä := e1+.. .*"*-a**1-. . . -"2* = bl  
rm+1

a*

in Ro" '  .  Mit  d iesen Bezej-chnungen erhal ten wir

Tabel le:

+. . .+ bm, zm

die fo lgende



Tabel le 94
\o
F

IrT r u HnaI(T RNV G/H

2

3

4

5

6

7

I

9

1o

11

12

13

14

15

16
41
t t

qrI  /n \vv\rr l ,

n=2m

i l l l

qrr /h \

spin (  2n)

I

t l

Spin (  2n+1 )

r t

I t

t l

I

Qn /n\

l l

t t

il

I t

D
n

t l
I

J

F
o
I

A

A

t l

D

A

I t

A

n

a

il

1l

A

n

I t

t l

I

I t

n

B

C
TI

t l

n^
TR--f-) lRo A a"n- 1

1t

I t

n
IR..

I t

t l

_n
I}t

t1

t l

il

I

ID

n

I t

il

I

n
l l

t r

il

il

I

no -on

t l

A .xA
m-t m-l

n-2

n-1

n-1

n-1

n-1

n-1

cn-1

>6

>4

4

>4

z

3

4

>5

>2

2

3

4

l l

>5

>2

TJ h h-  t "  12'"  34' ,

dd\Y13' ,Y1 4'

?\ v^

^m-' l  ^^m-' l

rl-2

A^ U {o. . }
J '  ' IJ '

"n-1

R
n- l

A1

"2

A2 u {q. ,*}
J J-J

An-1

R
n- l

A1

A2

A2 u {q*_,}  A-
J LJ 3

tr  ln \, .v i j ,

A"n-1

cn- 1

sp(2)
q

)
su (m) -

su (n-1) ,2n-1

spin (7) '  s lo
Su (n-1)

spin (2n-1) s2n-1
o

su(2)

Aut (Ca) S7-
o

Spin (7) '  51 5

SU (n)

-Spin(2n-1)

-su(2)

su(3)

su(4)

su(2) 3

SU (n)

sp (n-1) ,4n- 1
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Ist  G/H di f feomorph zu einer Sphäre Sk wie in den Beispie-

1en Nr.  1,31416,819r17, so hat die normal-homogene Metr j -k

str ikt  posi t ive Krümmung .  c/H = S5 (Beispiele 1,4,6,8)

sol I  heißen, daß die normal-homogene Metr ik sogar isometr isch

zur Standard Metr ik auf Sk ist ,  a1so konstante Krümmung hat.

Zu 1z Das Paar

f :SU(4)>Spin

Der Quot ient  ist

(su(4),H) geht unter dem rsomorphismus

(6) über in das Paar (Spin (6) ,  Spin (5) )  i

d ie Standardsphäre der Dimension 5.

Zu .42 Spin(7) |  c Spin(8) ist  d ie fo lgende Untergruppe:

Es sei  so(7) = {  a e so(8) ;  a(e1) = e. ,  }  .  Das urbi td

dieser Untergruppe in Spin(8) sei  Spin(7) genannt.  Dann

ist  Spin(7) |  := ß 1(tntrr(Z) 
)  ,  wobei  ß der in S 75 def i -

n ier te Automorphismus von Spin(8) ist  (vgl .  14),  5.221).

Zu 8:

so(7)

S. Vi ,

Zu 9: Spin(7) '  c Spin(8) c Spin(9) ist  d ie Standgruppe

der Isotropie-Darstel lung von Spin(9) auf der Einhei tssphä-

re im Tangent j -a l raum von F 
n/sein(9) 

= caP2 ,  wobei  F +

die Isometr iegruppe von Cap2 mit  Wurzelsystem F4 ist

(vgl .  S 1o1 und 14),  5.221f) .  Es 9i1t  a lso G/H = ,15

Zu 112 Es ist  R^ = {eu, €.-€-,  €.*€-}  ,  a lso ist  R^
e1 l - '  I  n-  l -  n-  '  = i

n icht  e indeut ig best immt (vgl .  in Tabel- Ie 93 die Erwei- terungs-

wurzel  q.  für  R = C-,  = B. )  .  Nach Satz 92 können wj-r  H daher'zzz

nur bis auf Konjugat ion best j -mmen. Ahnl iches gi l t  bei  12

?u 1-a/152 Hier ist  (a ls ei-nziges Beipiel  d j -eser Art)  0 kein

blurzelsystem einer Untergruppe von Sp(4),  denn es gi l t

Hier j-st H das Urbild der Untergruppe Aut (Ca) von

in Spin(7) ;  vgl .  I4 l ,  S.22o und auch die Zeichnung

vi i .
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(9 a'1

$rz + e:-ez

t

Fö,aber

'n , r '  ' " , - " r l  
€ c*[  

' .  1*"2,  ' "1-"2]  
= n* 

"r" ,

diese Lieklammer verschwindet also nicht .  Das maximale Tei l -

system Q' := t  {qtg,  g14, e1-e2, e3-e4} sowie die daraus

durch Permutation der Indizes hervorgehenden Wurzelsysteme

gehören zu Untergruppen von SU(4) (vgl .  Nr.  1)  und bleiben

deshalb außer Betracht.  Es bleiben die maximalen Tei lsysteme

Q1 = A3 und Q2 = {Ar, } ,  die zu den angegebenen Gruppen H

gehören.

In den FäI1en 2,31517 r1or13 116r17 ist  le icht  zu sehen, d.aß

es keine zwe j -  Wurzeln rr  S € R gibt  mit  r -s € R* v .  Des-

halb ist  91 (1 )  nur t r iv ia l  mit  9 = r  er fü l lbar.  Es qibt

also keine zusanrmengesetzten Erwej-terungsrdurzeLrt, d. h.
aI

Q=R0v

Die nicht-regulären Untergruppen der Nummern 1r4r618r15

gehören zv S-Unteralgebren im Sinne von [1o] und [3] :

Sie sind in keiner echten regulären Unteralgebra von G ent-

hal ten.  Dies fo lgt ,  wei l  u{RC r q € e} in keinem echten

Unter-Wurzelsystem enthal ten ist .

95. Beispiele mit  d im (T |  )  = 1

In diesem Abschni t t  sei  T '  e i -n 1-di-mensional_er

torusvonT, also Tr =lRu fürein u€T, uf  O

folgenden TabeLle 95 werden die Erweiterungswurzeln

sowie die zugehör igen Untergruppen H d SU(2) oder

bis auf Konjugat ion best immt.

Unter-

.  In der

q € T'

H = SO(3)
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A

nuqR^
Y

T *mj-nq
HNr. G

1 SU(n) nton >2k>2 ( .k) '

3 so(2n) Rt >4 e1 
"1 

{el te i t  251sn} {e1+e2, e1-e2} so(3)

"  2m+1 e-

6 so(2n+1) Rn >2 e1 e1 {e1, e1lei t  2 i  n}  {e1} '  {e1+e2,et-e2} so(3) b

? .  , ,  2m .  *  e {et+ejr  ' t<L<j tn}  {"2I-1+"2! ,  i= l , . . . ,m} a*sp{1) 
|

8""2m+1 e

9 sp ( t r )  Rn >2 e1 2"1 {  2e. ,  } {  2e. ,  } sp(1)

amsp(t)1o r l r r  >2 e 3" {2et,  
" i *" j t  

{ "1*t2," ' r "2*-1+e2m ,

1<k<n, 1<i<j<n) 2e2m+1r. . . t2err)  ,

O<2m<n
(tl
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Dabei haben wir

GL (r , IK) def in ie

m
A-'H =

Weiterhin setzen

e := I .
a

Außerdem haben w

gemacht:

Lgmma 952: Für ungerade

Bi ld einer Darstel l -unq f

b^.  € R.2m
zL- l rzr

von den folgenden Einbettungen Gebrauch

144

n wir für eine Matr izengruppe H j-n

n>3 ist  
"eIn 

nicht im

: SIJ(2) *  So(2n+1)

be

( t

ln
I
I(

i r

ha

r t

{(

w

m
-1
- l

i r

l
I  e GL(mr, IK) i  A € H)

AJ

Sp (m) c SO (4m) c SO (4m+1 )

Dabei wurde $Im mit  R4m ident i f izLert  mit  der Abbi ldung

+- 1 _4 _1 ^_4 _1 _4., t(e1 , . . . ,9*)"  *  (q i  , . . . ,q i  ,e) , . . . ,q, ; , . . . ,em,. . .  r9*,

Da Ro bei  hoher Codimension sehr unübersicht l - j -ch wird,

nenutzen wir  d ie Darstel lungstheor j -e der SU(2) als Hi l fs-

mit te l - :

Lemma 951: Ist  f  :  SU12) -  SU(t ! )  e ine Darstel lür l9,

so gi l t  für  d ie Matr ix f  (b12) € SU(n) :  Ist  v/  e in Eigen-

wert ,  so ist  - \d ein Eigenwert  derselben Viel fachhei t .

Beweis:  Das folgt  sofort  aus der entsprechenden Eigen-

schaft  für  i r reduzible Darstel lungen (v91. z.B. 1211, L25l)

Bewei.s-: Nehmen wir örrrr

stel lung f  l iege, also

daß e im Bi ld elner

e :  f  (x)  f - i r  e in

sol-chen Dar-

x € SU(2)
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Vüir  gehen zur kompl-exj- f iz ier ten Darstel lung f"  von SU(2)

auf n2n+1 über.  Unter der größeren Gruppe SU(2n+1) ist

e konjugiert  ,u 3 = b12 * b3 4 
+. . .*  b2n_1 

,2n; 
f  (x)  hat  a lso

die Eigenwerte t  i  mi t  Viel fachhei t  n und den einfachen

Eigenwert  O. Aus der expl iz i ten Kenntnis der Gewj-chte der

i r reduziblen Darstel lungen von SU(2) (vgl .  1251, 4.3.1o)

ergibt  s ich,  daß f"  konjugiert  is t  zr t  n p2 ,  der n-fachen

direkten Summe der "natür l ichen" Darstel lung 0,  von SU(2)

auf A2, fa l l -s n > 2 .  ( fm Fal l  11 = 1 käime außerdem noch

die Darstel lung p3 von SO ( 3 )  auf  C3 in Betracht.  )

Aus dieser Zer legung von f"  und der Tatsache, daß n ungerade

ist ,  ergibt  s ich,  daß f  n icht  selbst  schon zu einer komple-

xen Darstel lung ( in U(n) c SO(2n+1)) konjugiert  sein kann;

sonst müßte jeder irreduzible Summand von f" doppel-t vor-

kommen ( [1 ] ,  5.27) .  Daher besi tzt  f  e inen (reel- I  i r reduzlb-

len) Summanden 9,  dessen Komplexi f iz ierung g" immer noch

irreduzibel  is t  ( [1] ,  S.  66).  O.9c ein Summand von f"  is t ,

muß gc p2 gel ten.  Aber das ist  e in Wid.erspruch, denn

p2 ist  quaternional  (näml ich konjugiert  zur Darstet lung

von Sp(1) auf l t1 )  und daher nj-cht  reel l  (111, 5.64).

Jetzt  können wir  d ie Tabel le 95 er l -äutern:

Zu 1z Es ist  , r . ,  :  , r "*  -  ke = (n_k) (e. ,+. . .*"k)  _ t<(.k+1_

.. .+e_) .  Da n-k I  k ,  is t  das Kr i ter ium von Lemma 951n'

nicht  er fü l l t ;  es kann al-so keine Erweiterungswurzel  in

lR u geben.
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4yZr]14 c9,1oz In al l -  d iesen Fä1len gi l t  p '  (R) = {qro} ,

wobei  p '  d ie Projekt ion auf IRu bezeichnet.  Also ist  q

einziger Kandidat für  e ine Erweiterungswurzel ,  und wir  f inden

jewei ls eine zugehör ige Untergruppe H.

Zu 7 z Es gi l t  p '

g i l t  R., ,= {e1 , .\t

e-  e.  € R ,  a lso
L)

weiterungswurzel .

,2 1 ^ 1l -  a -  a t l r  -  r rnf l  f i i r  r . f t  = I  e,n " ,  n - ,  
v)  r  urru !u4 

n

Dies ist  e1n Simplex,  und es gi l t

(3)  n icht  er fü l l t  und q'  keine Er-

(R) =

' " t )

is t 9 1

Zu 9z Es ist  p ' (R) :  {2e1t .1 ,  O} ,  und R".  = {e. , te,  i
I

2 s i  S n) Wäre 
" i  

Erweiterungswurzel  und 
"1 

*  
" i  

€ R..  ,

so wäre auch .1 
" i  

€ *".,  ,  da e, '  im Inneren der t orrrr"*"r,

Hül- le von R^ läge. Aber dies ist  e in Widerspruch zv 91 (3),
€a

I

denn e.*€* -  €n-e* :2e.  is t  e ine Wurzel ,  und für kein an-
t l_t l_.1_

deres Paar r ,s e Re, gi l t  r  s = 2e.- i  - l

Zl: .5,82 Dies fo lgt  aus Lemma 952 für SO(2n+1 )  und erst

recht für  SO(2n) .

Zu er läutern bleibt  jetzt  noch die vor letzte Spal te von

Tabel le 95. Dort  s ind bis auf Indexpermutat j -on al- Ie mini-

malen Zer legungsmengen *ät"  von q,  d ie im Wurzelsystem

R,,  e iner t  e g u 1ä r  e n Erweiterung K von H enthal-
11

ten s ind. Ist  Ro die zur Untergruppe H gehör ige Zer legungs-

menge von qr so l iegt  Ro natür l ich in RX ;  es reicht  a lso,

die mi-nimalen Zer legungsmengen innerhalb Ro für bel iebiges

H zo best immen. In den EäI lCl  :  g l {  6 s ind diese le icht  zt)

ermit te ln:  Ist  
"1*" i  

€ Ro r  so auch 
"1-" j_,  

wei l .1 im Inne-

ren der konvexen HüI le , ror i  *o l iegt  (s.o.) .  Im Fal I  5 muß

eins der e-*e.  in R- f ieqen, fa l ls  keins der e-:  in R^--1-- i  ' -q ' j  "q
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l iegt  .  Daraus folgt  d ie Behauptung in diesen Fäl len.

Die Fä!!g_?{z| lg haben gemeinsam, daß q = 6 bzw. q :  e

nj-cht  nur in G, sondern zufä11i9 auch in G l iegt ,  a lso ins-

besondere eine invert ierbare Matr ix darstel l t .  Ist  {X,y}

eine or ient ier te OrLhonormal-basis von E(q) in H, so ist

X konjugiert  zu einem Viel fachen von q und außerdem senk-

recht auf T (bezüg1ich einer Ad(G) - invar j -anten Metr ik)  .

Insbesondere ist  auch X invert ierbar.  Für r  € R sei  pr

die Projekt ion auf E (r)  .  Dann gi l t

R_ = {r€Rr p--(X) lO}q

Im folgenden sei  E.  € M(nrIR )  d ie Matr ix mit
LJ

" i j  =k " jk =i

V' Iei terhin sei

t t i  = uj i  -  Ei- j '  Gj- j  = Ej i  *  
" i j

Lemma 953: Für c -  SU(2m) ,  v = e (Fat- t -  2)  g i l t :

*q enthäl t  (b is auf Permutat ion der Indizes) die Mengie

{blZ,  b34,. . .  
'  

brr-1 
, r r }  

mit  n ' :  2m

Beweis:  Da X€SU(n) -T ,  is t

x-  ra<buabFab*i t .bGab

mj-t  uab ,  vab € IR .  Anderersei ts ist

E (er-eb) = Span {Fu.n,  j_Gab}

Da X invert j -erbar ist ,  g ibt  es ej_ne Permutat ion o € S.,  mit

x^ ^/^\  I  O für a:  1, . . . , r t ,  denn die Determinante vonq.rU \cr l

{  = ((xr . ) )  setzt  s ich aus solchen Produkten zusammen. Da
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x^^ -  O für a = 1, . . .aa

len Indizes u1 = 1 ,

am_1 ro(a1 )  r .  .  .  ro(a*_. ,  )  )

o(a*))  = {1 , . . . ,2m}

v/as zv zeigen v,/ar.
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u2 f  a l ,  o (a1) ,

.  Dann ist  {a1, .

und ba, o (a) € *n

Fixpunkt. Vtir wäh-

,  u^F {a, , . . . ,

. . ramro(a, ,  ) , . . . ,

für  a = 1, . . . rm ,

Lemma 954:. Für c € {SO(4m) ,

A , .^Ä ?\  - . i  r  r - .  R enthäl t  b is= slru , l  Yr!u.  - .q

die Menge {e +o -  a +6
1'"2 '  "3 ' , "4"" '

SO(4m+1 )  )  und

auf Permutat ion

e .+e )  mit  n
n- I  n-

e (Fäl Ie

fndizes

2m

der

Beweis:  Eine Matr ix X € M(2nrIR )  können wir  a l -s n x n

Matr ix mit  Koeff iz ienten in M(2,IR) auffassen. In dieser

Darstel lung ist  (x_ _) _ 
-  

= x__ _,_ mit  prg € {1 ,2)  ,'  PrQ'ärb Pargb

a,b € {1, . . . ,n}  .  Eine Basis von M(2,IR) ist

r  -  (1 
1) ,  J = (1 -1) 

,  K = (1

Mit  d iesen Bezeichnungen gi l t  für  SO(2n)

E(er-er)  :  Span { I  ur j ,  J f i j }

E (er+e, )  = Span {K Fi j ,  L Fi j  }

Da X € Span UiE(r)  ;  r€Rn),  is t  
"  

:  t r . j  ( r i jK *  r r r" ,

mj- t  t i  j ,  r i  j  € IR Die Behauptung folgt  ietzL analog zu

953 aus der Tatsache, daß X invert ierbar und n = 2m gerade

ist .

-1 )  ,  L= (1 t )

und SO(2n+1 )  :

1o, d.h.  G = Sp(n) ,

jedoch einfacher,

zu bewei-sen:q

Das entsprechende Resul tat  is t  im Fal l

v :  e ,  vermut l - ich auch r icht ig.  Es ist

diese Aussagie gleich für  R. stat t  für  R



terung von T'mj- t  T '= IRe .  Ist  K eine reguläre Unter-

gruppe von G, die H enthäl t ,  und R^ c R das Wurzelsystem
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Lemma 955: Es sei  G = Sp(n) und H eine zulässige Erwei-

von Kr so enthäl- t  R" bis auf Index-Permutat ion eine der

Mengen

S* := {el+e2 '  
. . . ,  e2m-1*"2*,  2e2m+1, . . . ,  2enl

mit  O<m=n/2

Beweis:  Für die Wurzelräume von Sp(n) gi l t :

n(2e.)=0Eu.. i  ,  E(e.+eO)=CG.b j

Ist  {XrY} eine or j -ent ier te Orthonormalbasis von E(q) in

2g mit  q = 
;  "  

(d ies ist  d ie einzige Erweiterungswurzel  in

T' ,  wie oben gezeigt)  r  so ist  X € I ref f .  E(r)  ,  a lso
d

Y
- l

x j  = ra<b tabGa * ru t .u.Eu.

mit  uab € IR für a < b .  Da X außerdem invert ierbar ist ,

q ibt  es wie j -n 953 eine Permutat ion o a S" mit  ua,o(a) I  O

für a = 1 r . . . ,n ,  denn x j - l  is t  e ine komplexe Matr ix.

Hierbei  haben wj-r  rb" := üab für a < b zu setzen. Vüir

nummerieren die Komponenten nun so um, daß die Fixpunkte

von o genau die Zahlen k+l  , . . . rn s ind mit  OSksn .  t ihn-

l j -chwiein953wählenwir  .1 :1,  fa l ls  k lO, dann

u2 I  a l ,  o(a. ,  )  ,  .3 I  a l ta2,o (a. ,  )  ,  o(a) usw. in {1. . . . ,k}

( für  k = O ist  d iese Menge leer) .  fst  k -  2m gerader so

ist  {a1 , . . .  räm,o(a1) , . . .  ro(a*)  }  = {1r. . . ,k i  ,  und *n

enthäl t  (nach Umnummerierung) die l r lurzelmenge S*i  insbesondere

gi l t  S* 
-  

RK für jede reguläre Erweiterung K von H.
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fst  k -  2m+1 ungerader so enthäl t  Ro und damit  Rx nach

Umnummerierung die Wurzelmenge

ql . :  ta +a
'  

I  v ,  I  v^

mtz

Außerdem gi l t  q

al  so cJi l t  2e.  e
-K

Das sieht man aus

von C.^ in [1o] ,  Sn

Gi l t  p.2e,-  :  t ,
-J<l

C , sodaß rna

so gt ibt  es crd

r* mit  p e lN und t1

mindestens ein Paar a,

2
n

Span

der

141

tb

,  ek-2*"k-1 ,  2ek+1 |  . . .  ,  2en\ .

€ Span R* und 2.k = 2e mod Span S; ,

J
T

€

RX .  Daraus folgt  schon 2"k € R^

Klassi f ikat ion der Tei l -Wurzelsvsteme

,

T

für

oder auch direkt ,  indem man zeigt :

{1, . . . ,m} mit  t "  *  rd € C'  U

?E

b € {1, . . . ,m}

{o}

von Cn'
Sind also die r .  in einem Tei l -Wurzelsystem R,.

so auch t"*rd ,  und man kann p-2ek durch m-1 l r turzeln

von 
\  

stat t  durch m darstel len.  Durch Indukt j -on (Suche nach

dem "kleinsten Verbrecher")  zeigt  man schl ießl ich,  daß es

eine Darstel lung gj-bt  mit  m = p und t1 = . . . r  r*  € RX ,

afso 2eO: r ,  € RX .  Damit  is t  das Lemma 955 bewiesen.

Betrachten wir  auf  G eine Torus- invar j -ante Metr j -k,  so ist

die Invar ianzgruppe K regulär.  Wenn wir  d ie induzierten Me-

tr iken auf G/H für eine Untergruppe H von K untersuchen,

so dürfen wir  H durch eine in K konjugierte Untergruppe H'

ersetzen. In den Fä1len von Tabel le 95 haben wir  gezeigL,

daß R,,  neben R^ auch RTi"  enthäl t .  Deshalb gibt  es eineKqq

zulässige Erweiterung H'  des maximal-en Torus Tr von H mit

denselben Wurzeln i  q wie H und Zer legungsmenge RTi"
Y

Nach SaLz 92 sind also H und H'  in K konjugiert .  (K ent-

häl- t  a l -s reguläre Unteralgebra der k l -assischen Algebra G

keine Ausnahmealgebren al-s direkte Saummanden. )
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Wir können afso ohne Ej-nschränkung der Allgemeinheit

R = *min annehmen. Sind R1 Rk die verschiedenenqqqq

minimalen Zerlegungsmengen von qr so brauchen wir uns nur

mit  den zugehör igen Gruppen H1,. . .  rHk zu beschäft igen.

Nach 92 gi l t  Hi  = giHtnr- t  für  e j -n gi  € G .  Stat tdessen

können wir auch n u r die Gruppe H1 betrachten, aber

a1le l inksinvar lanten Metr iken auf G, die bezügl ich i  r

g e n d e i  n e m der Tor i  nr- tT gi  invar iant  s ind.  Dies

geschah in 433 und 443: In diesen FäIIen war G = Sp(2)

bzw. G = Sp(3) und Tr = IRe .  Nach Tabel le 95, Nr.1o, gibt

es genau zwei minimale Zer legungsmengen, nämlich mit  m = O

und m = ' l  ,  die den in S 43 und S 44 untersuchten Tori

entsprechen.
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Kapitel  1o

Dle Klassi f ikat ion

1o1 Die Räume G/V' max mit posit iver Krümmung

Die Tor i  S von maximal-er Dj-mension, die f ixpunktfrei

und j -sometr j -sch auf einer kompakten Liegruppe G oper j -e-

ren können, wurden j -n Kapi te l  6,7,8 best immt.  In Kapi te l  9

wurden die beiden Komponenten der zugehör igen maximalen

Untergruppen Urn.* in G x G best immt, die diese Tori-  S

als maximalen Torus haben. Die Erqebnisse fassen wir  in

Tabel le 1o1 zus€rrnmen. Nachzutragen bleibt  d ie eegründung

in den FäI len 1 und 2i  dort  hat  d ie Projekt ion von S auf

einen Faktor schon maximalen Rang; also ist  d ie entsprechen-

de Projekt lon von U schon reguläre Untergruppe. Daraus und

aus Tabel le 95 Nr.  1 fo lgt  das angegebene Ergebnis.

In den Fäl- len 2,3,5,7 ,8,9,1o,18 induziert  d ie bi inva-

r iante Metr ik auf G schon posit ive Krümmung auf G/U mit

U = U*.*  ,  wei l  dasselbe schon für den normal-homogenen

Raum G/V'  mit  Ur = (J n U, gi l t  (vgl .  Tabel- le 94).  In

al len diesen FäI len gi l t  außerdem, daß Ur ein Normaltei ler

von U ist  und daß G/U'  d i f feomorph zu einer ungerade-dimen-

sionalen Sphäre j -st .  Also kann man die Akt ion von U auf G

auch als Akt ion von U" z= TJ/ |J '  auf  der Sphäre G/U' .  be-

schreiben. In al len FäIten gi l t  U" = S1 oder U" = 53

Wir werden sehen, daß G/U stets di f feomorph zu einem kom-

plex- oder quaternional-projekt iven Raum ist .



Tabel le 1o1

Nr. G n S U- Jrax c/u-^--  K>o?_ nldx

A

5

6

8

9

1o

11

1 SU (n)

2"

>5

. .5

2m>4

I

4

2mz4

2m-1 > 3

t t

\n1h r  /h Iut ,+r.  \  arr l

I I

il

il

(n in()n+1 \  
"

vr4rr  \  arr  I  I  I  J

1r /1=

i l  ._F
. i5

-mz

q

-ml

l-
TRA Y ö

I

l l

lRe x e
n

r l

Jt
IRe. x e

I

t l

t l

9i.1 ,  2sk<, rR (2er. ie l+en) '  + o x (su (k)  + su (n-k) )

Lkz,  1sk<; n(2ek;2ek+brr , ) ,+ oxsu(n-1 )

m
A" qU (2) x SU (n-1 )

rR (err)  '  x  (su (m) + su (m) )

lg in (3 )  x spin (7 )  '

Epin (3 )  x SU (n)

m

^- ' ! ! -L!  
x spin (2n-1)

IRe x spin (2n-1)

Spin(3) x Aut(0a)

Spin(3) x Spin(7) '

Spin(3) x SU(n)

^^n- ' lur

n{ PM-i

nein

- l^
Jq

ja

nat n

4
s -  ja

nein

m-1
lHP" ' '  ja

n - '1CP" ja

A

s -  ja

l r1 r '  la

nein

I

LN
1,.)

I

o



Tabel le 1o1

NTr U*max G/U' max K >O ?

tz

13

4it+

I)

tb

17

tö

Spin (2n+1 )

t t

Qn/n\vy \  r r  /

t l

t r

t l

il

2m24

2m-1 = 3

3

A
a

4

>5

>2

lRe x en

l l

fR €n x
I

t l

t r

il

lRe x e

m
A-"sP ( 1 )

IRe

sp(1)

sp(1)

sp (.1_l

sp(1)

nD"^/1\4 Ut/  \  |  , ,

Spin (  2n-1 )

Spin (  2n-1 )

SU(3)

su(4)

i (gE: l  + su (2)

SU (n)

Sp (n-1 )

+ su(2) )

11 ä1n

nein

h^i  *
ITEII I

nein

na' i  n

nai  n

n -1
TI{P--  '  i r

Js

I

Ltl
rF

I

n
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Zu 2:  Hier ist  U'  = SU(n-1) ,
)n-1

zu S-" '  durch die Zuordnung

G - SU (n) ,  wobei  . r ,  h ier  der

Es gi l t  U = U"U' mit  U" = {

A- die l ineare Abbil-dung auf CInz

(1o1 )

und G/IJ '  is t  d i f feomorph

gU' > g (en) f r i r  a l - le g €

n-te Basisvektor in Cn ist .

(Azi  Br)  z z € 51) ,  wobei

ist  mit

für

Az (ea) =

a: 1r. . . rk ,

z- . ,  ,  A=(en) = ap ,

p = k+1 , . . . tn ,  und

( ; I
I ' l
l " ' i

l1 l
I  z, l

AzABz-1 für jede Matr ix A € su(n) ,

= 2 erA(en) . Die Abbildung Zo, j_st

durch den IR -l- inearen Isomorphismus

Setzen wir  zxA :=

so gi l t  zxA (err)

z1J zI  kon jugiert

F:cn*CDmit

F (E xiei) k=L-Xe-l-
d-t  d a

n
L Xep=K+t p p

F ist  a lso ein äquivar ianter Di f feomorphismus von ,2n-1

bezügl ich der operat i -on von s1 durch zr ej -nersej- ts und

durch 2 A, anderersei ts.  Daher ist  G/rs = 
"2n-1 

yg1

mit  31 = {2Az i  z € s1 }  d i f feomorph zu cpn-1

Versieht man G = SU (n) mit  der bi invar ianten t4etr ik

(X,Y) = Re Spur Xy* r  so wird auf t2n-1 die Metr ik

(x,x)  =, t i=1 * i i i  + *r i '

für  x e T.-s2t-1 (al-so *r ,  € iR) induziert .  Die Abbir-

dung F :-st  ä ine rsometr ie bezügl ich dieser Metr ik;  daher ist

G/U sogar j -sometr isch zu Cpn.
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Zu 8:  Wir  haben Q = SO(2n) und U = U, '  x Ur mit  U, =

so(2n-1),  u" = lnso(z) .  Die Gruppe u' ,  oper ier t  auf  G/v,
-  s2t-1 wie die skararmult j -p l ikat ion zr  mit  z e s l  ,  da-

her gi l t  G/u = cpn-1 ,  und dieser Di f feomorphismus ist  e ine

rsometr ie,  wenn wir  auf  G die bi invar iante spur_Metr ik nehmen.

Zu 3 ,7 ,18:  Wir  benutzen die Einbettungen Sp (m) c SU ( 2m) c

so(4m) .  Jede dieser Gruppen oper i -er t  i_sometr isch und tran_
si t iv  auf der Einhei tssphäre t4m-1 in ] } Im ,  und die stand_
gruppe des Punktes. . ,  is t  jedesmal die Gruppe U,= U,

Anderersei ts ist  u" = Ul_ für  a l ]e diese Gruppen gleich,

nämlich die skalarmult ip l ikat ion von l inks mit  Einheics_
quaternionen- Daher ist  G/u in al len Fä1len di f feomorph

z,r 1}I Pm-1 . Genauer gi l t :  Die Abbildung F : x1m + a1* ,
F(x) :  i  ,  g ibt  e inen- Di f feomorphismus von r4m-1, der äqui-
var iant  is t  bezüg1ich der operat ion von s3 durch Links-

skal-armult ip l ikat ion einersei ts und durch Rechts-skal_armu1_

t ip l ikat j -on anderersei ts.  Also vertauscht F Sp(n) F-1 mit
U" ,  und daher ist  G/IJ = 

"4n-1 
1g,,  sogar isometr isch zt)

m-1

T' Prt t -  '  f  ür  j  ede Metr ik auf ,4m- 1 
,  f  ür  d ie F,  sp (n) und

u" isometr isch oper ieren, insbesondere für die normar-

homogenen bezügl ich (G,U')  "

Zu 5 ,9:  In Nr.  5 wend.en wir  auf

morphismus ß an (vgl .  SS 75, 94) .

in Spin(7) über (s.S.141) und 
"1

hienden vrir noch den Automorphismus

überführt ,  go enhal ten wir  Lr ts auf

G = Spin(8)

Dabei geht

in *( t  
' '  '

är1 r  der nur

Konjugat ion

den Auto-

Spin (7) '
t

I  r -  |  )

e. j_n -e^
zz

r t  I

v_U_
t
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u" = n2su(2) c su(4) c spin(8) .  Da die rnkl-u-

sion SU(4) -  Spin(B) einen Dif feomorphismus der homoge-

nen Räume SU(4)/SU(3) + Spin(8)/Spin(7) = s7 induziert ,

g1I t  wie im vor igen Abschni t t ,  daß G/U di f feomorph ist

zLr } IP1 = 54

Zu Nr .  9 bemerken wir ,  daß die Ink]us j_on Spin (7 )  *  Spin (8 )

einen Diffeomorphi-smus der homogenen Räume

Spin (7 )  /Aut (aa) + Spin (8) /Spin (7) '

induziert .  Diese wohlbekannte Tatsache t4l  j -st  le icht  e in-

zusehen: Es sei  T '= Spin(7) '  n T ,  T" = Spin(7) n T ,

und Rr c Tr ,  R" c T" sej-en die zu diesen maximalen Tor i

gehör igen Wurzelsysteme von Spin(7),  bzw. Spin(7).  Es ist
l . l .

Tf = e,  I "  = 
"1,  

Rt = A3 u t  {e,rr ,  g13, gta},

R" = J {erte,  ,2=i<js4} u t  {e*e,en} (vgl .  S 94).

Also ist

s ind die

in Tr n Ttr  Erweiterungswurzeln sowohl in spin(7)ra1s auch

in Spin(7) (v91. Tabel le 94, Nr.  8)  mit  Zer legungsmengen

* i ,  = {at i  '  e i -€1 }  bzw' *ö,  = {" i ,  -er-ep}

Die Zer legungsmengen von gt i  € T'  und 
" i  

€ T"

sind aber

R'  n R" -  t  {e2-e3, e3-e4, e4-e2) = A2. Außerdem

Vektoren
I

Pi=T(bi j*bi : . )

in Spin(8)

,  { i ,  j ,k}  = {2,3,4)

*nrr-  = {ei+ei '  - t j - " t  }  '  
*" ,  = {er+el  ,e i -" t }  |

deshalb hat pi  € T'  t^ l  T" in beiden Fäl l -en dieselbe Zer legungs-

menqe in Spin(B),  näiml l -ch

Rpi = te i+e1, ei-€1, -" j - . t  )
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Daher l iegt  d ie Gruppe Aut (CIa) mit  dem Wurzetsystem

(R' n R") u I  {P2,P3,p4} e Gz im Durchschni t t  von spin(7)

und spin(7) 
'  

und aus Dimensionsgründen ist  s ie nicht  grö-

ßer al-s dieser Durchschni t t .  Dies zeigt  d ie Behauptung.

Da die Gruppe u" in Nr.5 und Nr.9 dieserbe ist ,  nämrich

U" = Spin(3) c Spin(7) c Spin(B) ,  9 i1t  wie in Nr.5:

Spin (7) /v = s7 /U' ,  = l t  p1 = 54

zu 1o: wie schon in s 94 erwähnt,  oper ier t  d ie rsometr ie-

gruppe (genauer:  deren Zusamrnenhangskomponente) F4 des

symmetr ischen Raumes cap2 transi t i -v mit  standgruppe spin(9)

F q hat das Wurzelsystem

Fa = B4 u t  s ,  s = t l t .1!"zterten)

Also können wir  den Tangent ia l raum des ausgezeichneten punk-

tes von CIap2 mit

u = 14 C spin(g) :  rs€s E(s) = n16

ident i f iz ieren. rnsbesondereist  
+" €S. rn nt le)  cV

gibt  es ein Element x I  o ,  d.essen centrar- isator gerade

spin(7) '  is t  l4 l .  Das sieht man folgend.ermaßen: Die schon

mehrf  ach benutzte Abbi ldung ß ,  \*  \ ,  der in s 75 ein-

geführte Automorphismus von Dn, überführt  das lvurzelsystem

R' = 83'  von spin(7) '  auf  83" = 84 0 . t  und die Menge

84'  = D4 v t  { t r  
" ,  

g12, 913, g14} 
-  

F4 in Bn ,  wobei  + "
auf u1 abgebi tdet wird.  ( fnsbesondere ist  a lso Bn, ein Tei l_

I{urzelsystem von FnJ Die Abbi ldung ß 1äßt s ich daher zv

einem rsomorphismus d.er zu 
"4 '  

gehör igen unteralgebra von

L+ auf die Unteralgebra Spin(9) for tsetzen. Die Wurzel_-
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räume von Spin(9) s ind

n(ei)  = Span {FZi_l ,g ,  FZ., ,g}

(v91. S. 147) für  i  -  1,2,3,4 sowie die in Lemma 954 an-

gegebenen Wurzelräume von Spin(8) .  Offensicht l ich ist

Spin(7) =S<]!2={X€So(9);  x(e. ,  )  =X(er)  =O} dieCen-

tral isator-Algebra der Matr ix Ftg e E(e. ,  )  .  Deshalb ist

Spin(7) '  der Central isator des Elementes x = n-1 {r . ,  , )  €
1

E (Z e) (genauer zunächst nur dessen Zusammenhangskompo-

nente).  Daher ist  Spin(7)r  d ie Standgruppe von x für  d ie

Adjungierte Darstel lung von Spin(9) auf V. Da die Gruppe

Spin(9) t ransi t iv  auf al len Richtungen j -n V oper ier t ,  is t

d ie Abbi ldung Spin(9)/Spin(7) '  + 515 t  g Spin(7) '  +

Ad(g)x für  g € Spin(9) ein Di f feomorphismus. ( Insbeson-

dere zeigt  d ies,  daß dj-e Standgruppe von x tatsäch1ich zu-

sammenhängend ist ;  sonst kann der Quot ient  n icht  d ie Sphä-

re sein.  )

Di-e Gruppe U" = Spin(3) c Spin(9) oper ier t  f inear auf

V. Um diese Darstel lung zu kennen, brauchen wir  nur ihre

Gewichte,  d.h.  d j -e Eigenwerte von ad(e,  )  lU auszurechnen.

Ist  {X=rY"} eine or ient ier te Orthonormalbasis von E(s),

so ist
j

le. ,  ,  X= + iYsl  = 
;  

(Xs + iYs) ,

j

[e1 ,  X= iYs]  = - ;  (Xs iYs) ,

a l -so hat ad (e. ,  )  auf  V x (D eine Matr ixdarstel lung der Form

i  l r  o l
Z lo -r l

wobei I  h ier  d ie Einhei tsmatr ix in M(4,IR) bezeichnet.
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Die Darstel lung von Spin(3

Darstel lung von Sp(1 )  auf

kat ion.  Somi-t  g i l t  G/U =

16o

) auf V ist  somit  äguivalent zvr

4
lH '  durch Links-Skalarmult ip l i -

s' ' /u"  = lHP-

1o2. Die übr j -gen Doppelquot ienten c/U mit  rg(c)  = rg(U)

Wir haben noch zu zeigen, daß die bisher nicht  erwähnten

Räume c/U^^-_ von Tabel le 1o1 für jede Torus- invar iante' max

Metr ik auf G Nul lkr t immung aufweisen. Außerdem müssen wir  für

die in 5 1o1 behandel ten Paare (" ,Ur.*)  prüfen, ob es eine

Untergruppe U ror Urnr* mit  g le ichem Rang gibt ,  so daß

G/U noch immer ej-ne Torus- invar iante l {etr ik posi t i -ver

Krämmung besi tzt .  Zunächst können wir  i -n den Fäl len 3,7,

?
1o,18 den l inken Faktor ror Urn.* ,  der isomorph zu S- ist ,

durch eine Untergruppe vom Typ 51 ersetzen" Dann erhal ten

wir  stat t  der quaternional-projekt iven Räume die entspre-

chenden komplex-projekt iven Räume als Quot ienten. Dies wird

im folgenden nicht  wei ter  berücksicht igt .

Um zv zeigen, daß k e i  n e Torus- invar iante Metr ik

auf G exist ier t ,  d ie auf G/U posi t ive Krümmung induzj-ert

(eine sol-che Metr ik wol len wj-r  kurz P-Metr ik nennen) ,  müssen

wir mj- t  jeder Gruppe U auch die Gruppe Uo mj- t  vertauschten

Faktoren berücksicht igen. Dies wird aber unnöt ig,  wenn vr i r

d ie Nu1lkr t immung berei ts in den Horizontalräumen von Punk-

ten q € NG (T) nachweisen können und dann SaLz 34 benutzen

!{ir dürfen G einem Torus-erhal-tenden Automorphismus und

Ul einen bel iebigen Automorphj-smus von G unterwerfen, ohne

die Al lgemeinhej- t  e inzuschränken (s.  S 31 )  .  rnsbesondere

dürfen wir  innerhalb unserer Kategor ie von Metr iken die
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Gruppen Ut und U

unterwerfen.

(1o2)

bel iebigen Weyl-Transformat ionen von G

Zu 1 ,42 Die V' /urzelräume n (e,  -en) und g (e2-en_1 )  ste-

hen senkrecht auf U, und Ut für  jede T- invar iante Me-

tr ik,  a lso gibt  es nach 342 keine P-Metr ik.  (Man beachte

hier wie auch in den folgenden Beispielen, daß S, nur in

einem maximalen Torus l iegt ;  d ies ergibt  s ich daraus, daß

U, durch das Wurzelsystem Q eindeut ig best immt wird,  n icht

nur bis auf Konjugat ion.  Vgl .  Tab. 94!)

Zu 2,3:  !_=_3 :  U :  S j -st  d ie einzige echte Untergruppe

von U_^-_,  d ie S einthäl t .  In S 42 wurde gezeigt ,  daß G/Smax'

eine P-Metr ik besi tzt .  Dies ist  das ei-nzige Beispiel  d ieser

Art ,  wie wir  sehen werden.

!_=_1 ,  U, sei-  e. ine echte Untergruppe von SU(n- l  )  = (U*.*)r .

Ohne Einschränkung sei  E(eZ-e3) I  U, .  t rbenso ist  E(e. ,  -err)

t  
9,  (sogar senkrecht zu SU(n- l )_)  .  Für U, dürfen wir  nach

5 95 R- -  RTit  annehmen; daher sind beide Räume auch-qq

senkrecht =1t gL nach Tabel le 95, t r l r .  2.  Es fo lgt  wj-eder

Nul lkrümmung aus Satz 342.

Zu 5,6:  Im Fal I  5 ist  d ie einzige maximale Untergruppe vom

Rang 3 i -n Spin(7) die Gruppe Spin(6),  und es gi l t  Spin(6) '

= SU(4) c spin(B) .  rst  u -  spin(3) x su(n) für  bel ie-

biges n > 4 r  So besi tzt  Spin (2n) /U keine P-Metr ik nach

342, denn wir  dürfen annehmen, daß u(e1+er) ,  E(er+en) zu

U, und Ul senkrecht s ind (vgt .  Tab. 95, Nr.  3) .
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Zu 7 ,82 Es sei  U, eine echte Untergruppe von Spin (2n:1)

= (U*.*) ,  vom selben Rang mit  e inem lr lurzelsystem Q',  das

eine echte Tei lmenge von Bn_1 ist .  Dann gibt  es i  € {1,  - . . ,

n-1 )  mit  
"1 

F Q'  ,  denn fa1ls ek+e1 t  e,  oder 
"k- .1 

F e,  I

is t  auch .k oder .1 nicht  in e ' .  Daher s ind E(ei-en),

e{er+err)  senkrecht ,u gr.  (Man beachte,  daß 
"k 

für  jedes

k € {1 , . . .  rn-1 }  in Q eine Erweiterunglshrurzel  mit  Zer legungs-

menge R"" = {ek-en, ek*en} ist .  )  Außerdem sind diese
-k

Räume senkrecht 
",1 9t ,  eventuell  nach Anwendung einer

Weyltransformat ion im Fal l -  i  = n-1 (vgI .  Tab. 95, Nr.4).

Daher besi tzen G/U und c/Uo kej-ne p-Metr ik (SaLz 342) .

Zu9 1o,11: Für al- Ie n > 3 gi l t :  Spin (2n+1) /U mit

U = Spin(3) x SU(n) besi tzt  nach 342 keine p-Metr ik,  denn

V,(eZ) und E(e3+e1 )  stehen senkrecht auf U, und U, (vgl .  Tab.

95, t r t r .6) .

Maximale Tei l -Wurzelsysteme von G, s ind A, sowie t  {b12,

p:)  mit  p3 = 
l to l ,  *  bzz) i  d ies s ind al le bis auf

Weyl-Transformat ionen. Da *n,  :  {e1+e2, -e3} ,  g ibt  es

aus demselben Grund wie oben auch im Fal l  des letzteren

Tei lsystems keine P-Metr ik.

Es sei  Q'  e in echtes Tei l -Wurzelsystem von dem Wurzel-

system B3'  von Spin(7)t  .  Weiter oben sahen wir  schon,

daß jedes echte Tei- lsystem von B'  e in e,  n icht  enthäl t .

fn diesem Fal l  l iegt  daher eins der qt j  ,  o.E. etwa g13,

nicht  in Q' .  Nach Tabel le 95, lJr"  6,  dürfen wir  annehmen,

daß Ul = Spin(3) zu al len t r /urzelräumen außer g(e1) oder

E(en+e.) ,  E(e.-e^) senkrecht ist .  Also s ind U. ,  U zt)
I  z I  z --L '  - f



E (e,  +er)  und

-e2-e4| )  ,  und

toJ

zrt  E (er+e 
n) senkrecht

nach 342 gibt  es keine

(da *n. , ,  = {e,  +e3 r

P-Metr ik.

(1o2)

Zu 12 ,13: Es se j_ G = SO(2n+1) mit  n > 3 und U = Uf xur

mit  U, = SO (2n-1 )  und U1 = 4mSp 11 )  f  a l l_s 11 = 2m I

ut_ = nnso(2) fa1ls n ungerade. Da u,  durch sein wurzel-

system Q nur bis auf Konjugat i -on festgelegt ist  (vgl .  Tab.

94, Nr-  11) ,  zeigen wir :  J e d e ur- invar iante l_ inksinva-

r iante Metr ik auf G induziert  Nul lkrümmung auf G/v.

&D fDL

lrlir

c =,  l , -
t

betrachten

A
tv
tx

die

y x l- l
oal;A

I
-a oj

Ur-invarianten

)n-1
x€IR-" ' ) ,

€ g'  r  xry € r*2n-1 ,  ä e lR )

Teilräume

v2 = {B(y) r  y € *2n-1 tVt = {A(x) ;

y ol
o ol
o oi

mit 
[o o x

A(x)=lo o o

[ - " t  o o

IoI
t+

r  B(x) = l -V"
lo, l

vt und v,  s ind äquivalente i r reduzible Darster-rungsmoduln,

und jeder dazu äquivalente Darstel lungsmodul v in q l iegt

in V1 + V2 und hat die Gestal t  V = Ad(S)V.,  mit

I t  o ol
s = io a bl

Lo -b a)
mit u2 +b2 = 1 .

Es gibt  daher Eigenräume des metr ischen Tensors von d.er

Form ad(g)vt  ,  Ad (s)v,  ,  und wir  dürfen ohne Einschrän-

kung g -  r  annehmen. Also s ind V.,  und v,  o.E. Eigenräume,

die insbesond.ere auf U, senkrecht stehen. Da Ul .  So(4)m ,
fa l - ls  r r  = 2m gerade ist ,  und U1 .  SO(2)n ,  fa l ls  n ungerad.e,
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gi l t  für  d ie Matr ix-Koeff iz ienten 
"r j  

e ines Elementes

C € U:_ stets 
"r j  

-  O für l i - j l  > 4 .  Das Skalarprodukt

mit  Elementen aus V.,  oder V, ist  aber bis auf einen skala-

ren Faktor die Spur-Metr ik.  Deshalb steht U, senkrecht auf

A(e.-  . )  und B(e-* . ) ,  und G/U hat Nul lkrümmung nach dem' zn- t '  Ln-z '

Kr i tor i r rm IN )  in S 32, denn [A(x),8(y) ]  = O fal l_s x t  y\ - r  1 ,

Nun betrachten wir  d ie Gruppe Uo stat t

voraus, daß die Metr ik auf G auch invar iant

maximalen Torus ist .  Nach Tabel le 95, t l r .  7

E (e. ,+err)  und E (e1-en) senkrecht auf q:

^, .  ^  l^  ^. ,  f  , rO -ouur l  qu!  ur  :  SO (2n-1 )  ,  und damj-t  g ibt  es

auf c/Uo nach 342.

Zu 14, 15, 16 17: Es gibt  keine P-Metr ik ,  da E(e-,)  und
L

U, senkrecht stehen (Tab. 95, Nr.9undg (e:)  auf

und Satz 342

Zu 18: n > 4_: Es sei  U,

malem Rang von Sp(n-1) = (U'nr*)

echt in C .  enthal ten ist"  Wir
n- l

Weyl-Transformat ion) ,  daß 
"1 

-"

e^-e e C Nach Tabel le 95
z t t  n- l

(U ) .  ggnft1.anhr zr t  E'(a -e' -max'  1 -n-1

es nach 342 keine P-Metr ik auf

I ] :3:

Sp(1)2 , r . t . i

handel t  und

Gruppe schl-

U und setzen

unter einem

stehen dann

und natür l ich

keine P-Metr ik

eine Untergruppe von maxi-

r  ,  dessen Wurzelsystem Ql

können o.E. annehmen (nach

n_1 t  Q'  ,  außerdem gi l t

,  Nr.  1o ist  auch Ua

) und n(eZ-err)  ,  a lso gibt

G/U.

Maximale Untergruppen vom Rang 2 von Sp(Z) s ind

U (2) .  Die erstere Gruppe wurde in S 44 be-

besi tzt  keine P-Metr ik.  Im Fal l  der zvlei ten

ießen wir  so3 Ist  q c l ie Wurzel-  von U.,  = l3sp(t  )
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mit  oq = {2e, r  2e2r 2er}  (v91. Tab. 95, Nr.  1o) ,  so ist

der Schni t t  von U, mit  E(2e,)  + E (2er)  + E(2er)  e ine Ebene

mit  sur jekt iver Projekt ion auf al le e(2er)  ,  i  -  1t2,3 ,

und zu jedem X3 € E (2er)  g ibt  es ein Xt € E (2e.,  )  und

XZ € E(2er)  mit  X1 -  X3 ,  X2 -  X3 I  U, Die Ebenen

Wt := RXt + RX3 sowie W2 . :  RXZ + lP.X3 sind metr j -sch

invar iante abelsche Tei la lgebren, und die Vektoren X1 -  X3

a W1 ,  X2 -  X3 € W2 sind l inear unabhängig und senkrecht

auf U' und Ur. Daher hat G/U ebenso wl: G/vo Nullkri . immung

nach dem Kri ter ium (NZ) von S 32. -  Es bteibt  der Fal- l  zu,

untersuchen, daß *q :  {"1+"2,  2u3} (Tab. 95, t i t r . lo) .

Dann sind E(2e,)  und E(2er)  senkrecht zrr  U, und Ut ,

und es gibt  keine P-Metr ik nach 342.

2_=_Z :  In diesem Fal l  is t  S,  d ie einzige echte Unter-

gruppe von U, = Sp(1) ,  d ie S, enthäl t .  Es sei  wieder q die

Wurzel  von Ul = l2Sp(1) ;  dann ist  *g = {e1+e2} oder

*q = {2e,,  2er}  nach Tab. 95, Nr.1o. Im ersten Fal l  is t

n(2e,) ,  E(2er)  I  q l ,  9r  ,  und es gibt  keine P-Metr j -k nach

342. Den zweiten Fal- l -  brauchen wir  nur für  Uo zu unter-

suchen, da wir  U, einer bel iebigen Konjugat ion unterwer-

fen dürfen (S 3i  ) .  Dann ist  d ie Metr ik auf G invar iant

unter U: = n2sp(1) und T ,  a lso unter K : :  Sp(1) x Sp(1)

Daher ist

P
l "o * l
i  -  l ;  x€ rH) c c
r_x oJ

ischen Tensors O ,  wie schon

n wir

nr | ,o k l
_; i  € K I  Y -  l r .  nt  r  ' .J I  I  J:

r'

Eigenraum des metr

z.oiof  r rnrrdo Setze

X = o i f iln

in 432 ge-
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so stehen X und Y senkrecht

[ex,v]  =o,alsohat e/uo

(N3) in S 32.

u3 und es ist
-!

nach dem Kriterium

auf u? und
- f

Nullkrtimmung

Damit haben wir den Beweis des Theorems A der Ej-nführunq

vol lständig durchgeführt .

1o3. Die Räume GlV mit rg(c) = 2 |  rg(U) 1

In diesem Abschnltt ist G eine kompakte Liegruppe vom

Rang 2,  wobei  wir  sofort  annehmen können, daß G nicht  abelsch

ist .  U sei  wieder eine kompakte Untergruppe von G2 r  so

daß 6 = U/ (u n az) vom Rang 1 ist .  Auf G sei  e ine l inks-

invar iante Metr ik gegeben, deren Invar ianzgruppe U, sowie

einen maximalen Torus T von G enthäIt ;  d iese fnvar j -anz-

gruppe heiße wieder K. Wie f rüher können wir  annehmen,

daß ein maximaler Torus S von U in t2 l iegt ,  indem wir

nöt igenfal ls zu einer zu U konjugierten Gruppe in G x K

übergehen.

Es sei  R c T das Wurzelsystem von G, also

A1 tA1, A2, C2, GZ\ .  Der FaII  R = A1 ,  a lso

R € {Ar,

G = Sp(1) x

S'  (b is auf end] iche über lagerungen; vgl .  $ 35) I iefert

in unserem Zusammelrhang keine interessanten Beispiele.  fst

Ü :  s1 ,  so ist  G/u n. . r"r ,  dann einfach ,rr"r*" lhängend,

wenn die Einbettung der Faser durch das Einselement e € G

einen Isomorphismus der Fundamentalgruppen von Ü und G

j-ncluziert ,  a lso auch die Abbi lc lung

f ,  Ü = Ue c Sp(1) *S1 --+ S1
Pt2
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1
einen Isomorphismus von n,  (S')  l iefert .  Da aber U auf dem

zweiten Faktor S1 von G durch Linkstranslat j -on oper ier t ,  is t

f  e in Gruppenhomomorphismus und daher ei-n Isomorphismus.

(Eine entsprechende Aussage gi l t  a l lgemein für  abelsche

Faktoren von G.)  Jetzt  is t  le icht  z1r sehen, daß G/U di f -

?
feomorph zu Sp(1 )  = S" ist .

Ist  R = A2 r  So ist  zunächst der Fal I u=S:51 z1J

ichdiskut ieren. Dies ist  in S 41 geschehen: es gibt  unendl

v ie le neue P-Räume von diesem Typ (Satz 414).  fst  R €

{At t  A1, C2, GZ} r  so kann dieser FaIf  n icht  auft reten,

denn es gibt  Wurzeln rrs € R mit  r+s,  r -s e R Ist

also U = S 
-  

T2 r  so s ind E(r)  und E(s) senkrecht z l t

U, und Ur, und es gibt Nullkri . immung nach 342.

Wir können also von jeLzt an annehmen, daß S eine Er-

wei terungswurzel  q von U enthäl t .  Dann sind auch die Pro-

jekt ionen gl ,  qr  € T von q auf Sa und S, Erweiterunqs-

wurzeln,  und es gi l t  S -  lR (qt ;qr)  .  !ü i r  brauchen also

nur dj-e Erweiterungsv/urzeln der 2-dimensionalen Wurzel-

systeme in S 93 durchzugehen und nachzusehen, welche Paare

von Erweiterungiswurzeln elnen f ixpunktfreien 1 -Torus S in
)

T'erzeugen. In S 52 haben wJ-r  qezeigt ,  daß für ein Erzeu-

-1gendes x :  (*1,*r)  des Git ters LS = 
"*S 

'  (S n AZ) = n

die Vektoren fr ' (x)  = Wxl -  xr  im Einhei tsgi t ter  L von G

für al le W € k/(G) untej- Ibar s ind,  \^zenn S f ixpunktfrei  ope-

r ier t ,  und diese Bedingung ist  auch hinreichend. Wir  suchen

also die k le inste ZahL t  > O, für  d ie t (ef-gr)  e f ,  ,  und

prüfen dann das Kr i ter lum für x := tq nach. Dj-es geschieht

in der fo lgenden Tabel le 1o3:



q1R q2

Tabel le 1o3

x/q {hfxr-x, i w€(/J l i f ixpunktfrei?

A2

41 *41 t1

bt:

2u1

2t1

u1 *"2

blz

blz

btz

*o,

\  o, ,

$ *., ,*u., r t

)G,*"r)

t o.,,
t1 * t2

,1 ß"., +e, )

I  t t " . ,  +er)

J tu,, ,*n., r l

* o, ,

-hrr ,  1,-3)t

j tu,' r*u., ,l

2

2

I

5

5
z
3

2

14

6

14

42

{e1 -e2, -3e1 -"2)

3 -xr-x,  = -3bt:

{e1 -eZ, -3.1 -"2,  -e1+e2, -€1 - :e,  }

3 1o .2 (3e.,+er)  = 3(- t , l ) t

-  l - r  o lt  l -ä i l " r  -  xr  = (-4,2)L

3 3 b. tZ (b12+b13) = 2(-1 , -1 ,2)L

f  -2btZ -  b. tZ = -3b.tZ

t  -x1 -  xr  = 3(4r-5r1)t

{  ( - t  ,  -1 ,2) t  ,  ( -1 ,2,  -1 )  
t  

,  ( -4 ,5 , -1)L ,

( -7 ,5,2)E ,  ( -7 ,2,5)E ,  ( -4 , -1,5) 
t  

)

)  7b23 (2,1 , -3) t  = 2(-1 ,3,-2)L

3 14(- l  ,2,-1)L -  3(2,1,-3)t  = 5(-4,5r-1 ) t

ja

nei-n

ja

nein

nein

nein

nein

nai n

ja

nein

nein

c2

I

o

I

Gz

'l

74
1

ft

(2r1,-3)t

(2r1,-3)t

ou)
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Fj-xpunktfreie Gruppen ergeben sich nur in drei  Fäl Ien:

1. G=Sp(1) xSp(1) ,  e= (ei ;  
+ 

(e. ,+er))

Dann ist  U -  { (p,1;p,p) ;  p € Sp(1)}  c Sp(1)4 .  Der Vert i -

kalraum eines Punktes (a,b) € G ist

v(a,b) = {(a-1va -  v ,  -v)  ;  v € rm(f i )  }

wähl-en wir  z.B. auf G :  53 *  53 die von R.8 induzierte

Metr ik (eine bi invar iante Produkt- I4etr ik)  r  so hat G/U po-

sit ive Krümmung. Denn die Ebenen mit Nullkri . immung in G \der-

den aufgespannt von Vektoren der Gestal t  (x,O) und (O,y)

mit  xry € Im(I t ) .  Aber (Ory) ist  nur dann zu (a-1va -  v,

-v)  senkrecht für  a l - le v € Im(lH) ,  wenn y :  O

Da U = Sp(1

si t iv  oper ier t ,

2. c -  sp(2)

auf dem rechten Faktor von G einfach tran-

ist  G/U di f feomorph zu Sp(1 )  = 53

q = (2e1i  e. ,+er)

Dannisr u=rr i3 ?l  r  13 3i , ;p€sp(1))  Dj-esisrdas

in S 43 behandel te Be j -spj-el  von Gromol l  und Meyer l1A) ;  wir

haben gezeigt ,  daß jede Torus- invar iante l inksinvar iante

Metrik auf G Nullkrt immung auf G/U und G/Uo induziert, sofern

U bzw. Uo isometr isch oper ieren. Ist  d le Metr ik auf G rechts-

invar iant  unter f i  = Sp(1)2 c Sp(2) ,  so ist  d ie in 1.  d is-

kut ier te 3-Sphäre totalgeodät isch Ln G/U

3. G=Aur(ca) ,  e= t jar ;  ] tu1 ,+u,,r l I

Nach Tabel le 93 ist

Ut*9, c r+E(b1) *n(pr)+E(p3) +E(bzZ)

m.i+ 1,^
r l r rL v i  3 t - i i+brg) I  wobei  { i '  j  

'k}  
= {1 

'2 '31 '
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Also s j - r rd z.B. E(b31) und g(pZ) senkrecht zu U, und 91 ,

und damit  induzj-ert  jede Torus- invar iante l - inksinvar j -ante

Metr ik auf G Nul lkrümmung auf G/U und G/Uo (Satz 342).

Damit  haben wir  auch das in der Einführung aufgestel l te

Theorem B bewiesen.
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Invarianzgruppe

Komplement

Linksinvar iante Metr ik

Linkstrans lat ion

Itlaxi-maler Torus

Metr ischer Tensor

Metr isch invar iant

77

88, 1 o9

75

33

13

3, 15

67

BB

133

6

11, 27

9

87, 1o8

12

13

6

6

6

133

17

BB, 11o

13

14

24

18

1n
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Normal homogen

O I  Nei I l - -Formel

Orbi t ,  Orbi t raum

Orient i -er te Orthonormalbasis eines Wurzelraums

P-Metrik

P-Raum

Rang

Rechtsisometr isch

Rechtstranslat ion

Reguläre Unteralgebra / rJnLergruppe

Regulärer Vektor

Riemannsche Submersi-on

Standgruope

Symmetrisches Paar

Tei lgraph

Torus-invariante l4etr ik

Untei lbarer Vektor

Vert ikalraum

Vo11ständj-ges Tei lg i t ter

V'ieylgruppe

Wurzel ,  Wurzelraum, !üurzelsystem

Zentralgi t ter

Zentrum

Zerlegungsmenge

Zulässige Abbild,rng / Endomorphismus

Zu1ässj-ge Matr j -x

Zulässige Erweiterung

Zulässiger Graph

66, 79,

13

ö

8

25

16o

1

24

17

14

76

34

6

9

2o

88, 11o

35

7o

6

69

1o2, 1o3

24, 25

68

67

132

73,74

1o3

131

87, 11o
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Symbolverz eichnis

n I  Q, fR, C Zahlbereichs-Symbole

IH euaternionen

Im(lH) euaterni-onen mit  Real te i l  O

i ,  j ,  k  kanonische Basj_s von Im(IH)

(Da Cayley-Oktaven

{ei  t  l  s isn} kanonische Basis von En, Rt,  Cn ,  lHf l

Span M Lineare HüIle der Teitmengfe M ei_nes IR _

Vektorraums

M(nr lK) n xn -  Matr izen mlt  Koeff iz ienten in rK

I ginhei tsmatr ix

V e Trü Orthogonales Komplement von $i in V

g Liealgebra zur Lj_egruppe G

R(g) 
'  

L(g) Rechts- und Linkstransr-at ion mit  g € G

Ad (g) Kon jugat j -on mit  g auf G und 9

ad Dif ferent ia l  von Adi  ad(X)y = [x,y]

NG (H) Normal_isator von H in G

Cc(Hi Central isator von H in G

e e G Einselement der Gruppe G

(x;y)  paar,  Element der produktmenge

(xry) Ad(G)- invar iantes Skalarprodukt auf G,

bi invar i -ante Metr ik auf G

(xry) bel iebiges skalarprodukt auf G, r inksinvar i -

ante Metr i_k auf G; auf IRn, kanonische Metr ik

^1 ^3b ,  s Einhej_tssphäre in C bzw. IH
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u (n)

SU (n)

o (n)

SO (n)

Qni n /n\et / r r r  \ r r l

Sp (n)

Aut (0a)

A

AM

ex( )

ü

b

UO

tJ

ZA (G)

zM (w)

Ei - i ,  F '  - i ,

70

Bo

1o1

1o1

toz

1o2

122

27

144

67

27

32

29

1B

73

1n?

147

Än

Bn

r-
n

n
n

\] ẑ

n

+

o

Ea

F

ö

k
E

w.

fr
- t  - l

_J

1^
l

b,.

139

139

139

1o9, 139

139

122

4 
^atzo

124

123 |  124

79

91

1?q

139

B5

q1

'l -l


