DIE AUTOMORPHISMENGRUPPE DER
OKTAVENEBENE

REGINA BLACH

1. EINLEITUNG

Wihrend die einfachen endlichen Gruppen erst vor wenigen Jahrzehn-
ten klassifiziert werden konnten, geht die Klassifikation der einfachen
Liegruppen bereits auf das 19. (Wilhelm Killing) und frithe 20. Jahr-
hundert (Elie Cartan) zuriick. Wie bei den endlichen Gruppen gibt es
unendliche Serien und eine Reihe von “sporadischen” oder Ausnahme-
Gruppen: Go, Fy, Eg, E7, Es. Die (kompakten) Gruppen G und Fj er-
wiesen sich spéter als Automorphismengruppen der Cayley-Oktaven O
und der hermiteschen 3 x 3-Matrizen H3(Q) iiber Q. Der letztere Raum
enthilt die projektive Oktaven-Ebene QP2 als Untermannigfaltigkeit
(als Menge der einfachen Idempotente in H3(Q)), die unter alle Auto-
morphismen invariant bleibt; deshalb ist Fj auch die Isometriegruppe
von OP?. Die geometrische Bedeutung von FEg, E7, By dagegen blieb
lange Zeit verborgen. In einer beriihmten Arbeit konnte H. Freuden-
thal 1951 zeigen [2], dass die (nichtkompakte) Eg die Automorphismen-
oder Kollineationsgruppe der projektiven Ebene iiber den Oktaven ist.
Der Beweis dieses Satzes ist der Gegenstand der vorliegenden Bachelor-
arbeit. Allerdings war der Originalbeweis von Freudenthal ungeeignet,
weil dort die Kenntnis der dufleren Automorphismen von FEg voraus-
gesetzt und dazu auf eine alte Arbeit von Cartan verwiesen wird. Es
werden daher Ideen von Freudenthal und von Salzmann et al. [3] ge-
mischt, um einen neuen Beweis zu finden, der diese Schwierigkeiten
umgeht. Die vorliegende Arbeit ist die Bachelor-Arbeit der Autorin.
Sie wuchs hervor aus einer Vorlesung und einem Seminar iiber Quater-
nonen und Oktaven und stellt eine Ergéinzung zum Skriptum [1] dieser
Vorlesung dar.

Die Gruppe Eg wird definiert als die Untergruppe von GL(H3(0)),
deren Elemente g die Determinante erhalten: det g X = det X fiir alle
X € H3(0). Die Determinante ist hier ein sehr spezielles Konzept, das
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nicht fiir beliebige oktaviale Matrizen, sondern nur genau fiir hermi-
tesche 3 x 3-Matrizen definierbar ist. Der Nachweis, dass diese Grup-
pe das Dynkin-Diagramm FEjg besitzt, wird von Freudenthal gegeben;
er war nicht Teil der Aufgabe der vorliegenden Bachelor-Arbeit. Im
Vorlesungsskriptum wurde bereits gezeigt, dass die so definierte Eg ge-
nannte Gruppe ebenfalls die Untermannigfaltigkeit QP? invariant lisst
und dabei Geraden auf Geraden abbildet; Kollinearitat lasst sich mit
Hilfe der Determinante ausdriicken. Damit besteht Eg bereits aus gera-
dentreuen Diffeomorphismen von @P? und ist somit eine Untergruppe
der Kollineations- oder Automorphismengruppe dieser Geometrie. Zu
zeigen ist, dass es nicht noch mehr Kollineationen gibt als die in Fjg
vorhandenen.

Dazu muss gezeigt werden, dass einerseits die Fg nicht zu klein und
andererseits die Kollineationsgruppe nicht zu grof} ist:

(1) Die Eg operiert transitiv auf den nichtentarteten Vierecken.
(2) Der Stabilisator eines Vierecks in der Kollineationsgruppe liegt
in EG-

Zu (1): In der Vorlesung [1] wurde bereits gezeigt, dass die Liealgebra
von Eg C GL(H3(0)) von den linearen Abbildungen X — Ao X =
AX + XA* : H3(0) — H3(0) fiir alle spurfreien oktavialen 3 x 3-
Matrizen A erzeugt wird und in diesem Sinne “nicht zu klein” ist. Dieser
Umstand muss zum Beweis von (1) ausgenutzt werden. Das wichtigste
Hilfsmittel dazu bilden die projektiven Punktspiegelungen. Diese besit-
zen eine Gerade a aus lauter Fixpunkten (“Achse”) und einen weiteren
Fixpunkt Z auflerhalb von a. Ein Punkt X hat als Bildpunkt denje-
nigen Punkt X’ auf der Geraden g = XZ, fiir den die vier Punkte
(X,Z,X’,gNa) in harmonischer Lage liegen, d.h. “Doppelverhéltnis
—17 haben. Obwohl das Doppelverhéltnis in der Oktavenebene allge-
mein keinen Sinn macht, ist das Doppelverhéltnis —1 noch definiert,
denn vier Punkte einer oktavialen Geraden, einer 8-Sphére, liegen stets
auf einer quaternionalen Geraden, einer 4-Sphéire (und sogar auf einer
komplexen Geraden, einer 2-Sphére, wenn ihr Doppelverhéltnis reell
ist). Die von den projektiven Punktspiegelungen erzeugte Gruppe er-
weist sich als grofl genug, um transitiv auf den Vierecken zu operieren.
Es muss gezeigt werden, dass sie in g enthalten ist. Wenn wir zunichst
die Achse a als die Ferngerade wihlen, dann erhalten wir die euklidi-
schen Punktspiegelungen und die Translationen auf Q% = R16. Von die-
sen wird explizit gezeigt, dass sie in Ejg liegen. Die Punktspiegelungen
mit beliebiger Achse a sind zu diesen konjugiert unter jeder Kollineati-
on, die a auf die Ferngerade abbildet, und solche Kollineationen finden
wir in Ejg, sogar bereits in Fy C FEj.
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Zu (2): Hier folgt die Autorin im Wesentlichen der Darstellung von
Salzmann et al., die zunéchst den Stabilisator eines Dreiecks bestimmen
und daraus ableiten, dass der Stabilisator eines Vierecks nur noch aus
Automorphismen von O besteht; solche Automorphismen liegen aber
inGy C Fy C E6.1

(J.-H. Eschenburg)

2. DIE AUTOMORPHISMENGRUPPE DER OKTAVENEBENE

Wir wollen nun herausfinden, dass die Eg bzw. die PG L,,(K) bereits
die volle Kollineationsgruppe ist. Den Beweis treten wir von zwei Seiten
an: Zuerst betrachten wir die Eg und danach die Kollineationsgruppe.

Ziel des ersten Abschnitts ist es, die Transitivitat der Eg auf allen
Vierecken zu zeigen. Das werden wir mithilfe der von allen Punktspie-
gelungen erzeugten Gruppe S machen. Wir miissen erkennen, dass S
eine Untergruppe der Eg ist. Hierfiir bendtigen wir noch die Uberlegung,
dass die Eg transitiv auf den nicht inzidenten Paaren (Punkt, Gerade)
wirkt.

Im zweiten Abschnitt wollen wir herausfinden, woraus der Stabilisa-
tor des Standard-Vierecks (0,0), (1,1), (0) und (co) besteht. Den Weg
dahin gehen wir iiber den Stabilisator des Dreiecks (0, 0), (0) und (c0),
den wir uns mithilfe einer Erkenntnis tiber die Additivitit bestimmter
affiner Abbildungen zuerst ansehen.

Aus den Ergebnissen der beiden Teile folgt mit einer kurzen Uber-
legung, dass Eg= Koll(KP?) gilt.

Wir miissen also zunéchst beweisen, dass die Eg bzw. die PGL,(K)
transitiv auf den nicht inzidenten Paaren (Punkt, Gerade) wirkt, d.h.
wir miissen zeigen, dass wir jede beliebige Gerade g und jeden beliebi-
gen Punkt P ¢ g auf die Gerade Fy V E3 = gg,, also die Ferngerade zu
E1, und den Punkt E; abbilden konnen.

Wir wissen bereits, dass die Untergruppe Fj jeweils einzeln schon
auf der Menge der Punkte bzw. der Menge der Geraden (dual dazu)
transitiv wirkt. Also kénnen wir durch Anwenden eines Elements aus
F die Gerade g schon auf die gewiinschte Ferngerade abbilden. P wird
dabei auch verschoben, und zwar auf irgendeinen Punkt A, der nicht
auf der Ferngerade gp, liegt. Folglich miissen wir uns nur noch um eine
Translation des Punktes A auf den Punkt E; kiimmern, die gg, jedoch
festhalt.

IKleine Korrekturen: Im Beweis des Hilfssatzes 2.1 muss es “Element” statt
“Untergruppe” heilen. Auf S. 10 miisste es Aut(O,+) statt Aut(O) heifien, denn
iiber die Multiplikation wird noch nichts ausgesagt.
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Um nun zu sehen, dass eine Untergruppe der Eg transitiv auf den
Elementen der affinen Ebene wirkt, wollen wir eine Translation fiir den
Punkt A finden. Dazu betrachten wir die Abbildung A — T AT™ mit
der Matrix T := (! ;) mit v € Q% [ = I, = diag(1,1).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass gg, durch diese Abbil-
dung nicht verdndert wird: Sei B ein beliebiger Punkt von gg,. Dann
ist B von der Form (° ), wobei C eine oktaviale 2 x 2- Matrix ist.

o= () (o) (1) (o)

Wir werden nun nicht den Punkt A auf F; verschieben, sondern
umgekehrt zeigen, dass durch die Abbildung Fy — T E;T* jeder Punkt
A in QP? erreicht werden kann. Ist 7= (! ;) mit v € K?, so gilt

TElT*:(11;1)(10)(11);>:(11;uv;*)'

Andererseits ist auch (1) (1v) = (! v.); diese Matrix entspricht also

v Vv

dem homogenen Vektor [a] = [(})] unter der Abbildung [a] — aa®,
die die beiden Modelle von KP? (homogene Vektoren einerseits, Pro-
jektoren andererseits) miteinander verbindet. Die homogenen Vektoren
mit einer Eins in der ersten Komponente bilden aber genau die affine
Ebene KP?\ gp, ; wir kénnen also jeden Punkt der affinen Ebene, [(1)],
v € K2, durch Anwendung einer Translation 7" auf F; erreichen.

Wir miissen uns nun noch iiberlegen, warum A — T AT* iiberhaupt
ein Element von Eg4 ist.

Ein Problem besteht nur fiir K = Q. Wir kennen eigentlich nicht die
Wirkung von Eg auf H5Q0, sondern nur die Wirkung der Liealgebra von
Ee: Diese geschieht durch 7o X = J(TX + XT*), sofern Spur(T) =
0. Um daraus die Wirkung der Gruppe zu ermitteln, miissen wir die
Matrix-Exponentialabbildung benutzen: Wenn wir die Abbildung X —
ToX mit a(T') bezeichnen (a(7) € End(H30)), dann ist jedes Element
von Eg von der Form ¢*® =T + a(T) + 2a(T)? + ta(T)* + ..., also

1 1
e“(T)X:X+ToX+§To(ToX)+6To(To(ToX))+...
Dies ist im Allgemeinen schwer zu berechnen, aber fiir 7= (9 ) und

X =FE; = (') geht es leicht: Dannist TX = (9 ) und XT* = (°4),
also 2T o Ey = (94" ). Weiterhin ist

AT o (ToX) =(30) (25)+ (%) (°5) = (")
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und schlieBlich 87 o (T o (T o X)) = 0. Somit erhalten wir mit w = 1v

1 /0 o* 170 1 w*
a(T) _ - - o — WE,W*
e b =By 2 (v O) 4 < vv*) o (w ww*) =Wk
mit W= (1 ;).

Bevor wir uns im néchsten Schritt mit der von allen Punktspiege-
lungen erzeugten Gruppe beschiftigen konnen, miissen wir uns erst
dariiber im Klaren sein, wie Punktspiegelungen in der Oktavengeome-
trie durchgefiihrt werden.

Dazu miissen wir beachten, dass der @P? harmonisch ist. Harmo-
nisch bedeutet, dass fiir drei Punkte X;, die auf einer Geraden liegen,
der vierte Punkt durch folgende Konstruktion bestimmt werden kann:

A

X, X, X X,

Die Konstruktion des 4. Punktes ist eindeutig, d.h. unabhéngig da-
von, wo wir A und einen der anderen Hilfspunkte B, C' oder D wihlen,
sofern dieser auf der jeweiligen Strecke zwischen A und X; liegt.

Diese Figur wird als "vollstdndiges Vierseit” bezeichnet.

Um nun einen beliebigen Punkt X an einem beliebigen festen Punkt,
dem Zentrum Z, zu spiegeln, wihlen wir in der Oktavengeometrie
zusitzlich eine Achse a, zum Beispiel die Ferngerade. Legt man nun
eine Gerade durch Z und X und schneidet diese mit a, erhélt man
einen weiteren Punkt F'.

Der Bildpunkt X’ liegt nun in harmonischer Lage zu den anderen
drei Punkten und kann mithilfe obiger Figur bestimmt werden.

Hilfssatz 2.1. Sei S die von allen Punktspiegelungen erzeugte Gruppe.
Dann ist S eine Untergruppe von Eg.

Beweis. Mit S, bezeichnen wir die Untergruppe von S, die als Achse
die Gerade g hat. Dies kénnen wir machen, weil eine Punktspiege-
lung eine Achse hat. AuBerdem wissen wir, dass (|, Sy) = S gilt. Wir
haben schon bewiesen, dass die Translationen Elemente der Eg sind.
Somit koénnen wir schon von einer Untergruppe, der SgEl, sagen, dass
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sie Element der Eg ist. Die SgE1 besteht ndmlich nur aus Translatio-
nen und einer Punktspiegelung; dies wird sofort klar, wenn man sich
diese Untergruppe geometrisch vorstellt. Um zu erkennen, dass diese
Punktspiegelung ebenfalls in Eg liegt, betrachten wir die Sping. Es gilt
Sping C Fy C Eg. AuBlerdem wissen wir, dass —1 € Sping gilt.

Sei nun a ein beliebiges Element aus Sping und X € H3(0), X =
(¢v)mitveQ*=R®und &= (£7%).

Nach Gleichung (12.2) aus [3] gilt
a(X) = ( @ (pS<a>U)*>

ps(a)v po(a)d

mit ps = Spindarstellung und p, = Vektordarstellung der Sping.
Speziell fiir a = —1 gilt

)= (2 )

Nun benétigen wir eine weitere Uberlegung: Im Tangentialraum im
Punkt F; sind Matrizen vom Typ (9% ), im Normalraum sind Matrizen
vom Typ (§Y). Wendet man nun a = —1 an, dndert sich also nur etwas
im Tangentialraum; dieser wird am Normalraum gespiegelt.

Fiir die anderen S, iiberlegen wir uns folgendes: Fiir jede Kollineation
b mit b(ge,) = g gilt S, = bS,, b~", denn Kollineationen iiberfithren
vollstdndige Vierseite wieder in vollsténdige Vierseite. Darum bilden sie
Punktspiegelungen mit Achse gp, in solche mit Achse g ab, denn die
Figur, iiber die Punktspiegelungen definiert sind, bleibt von der Kol-
lineationsgruppe erhalten. Wenn wir insbesondere b € Eg (oder sogar
b € Fy) wihlen, sehen wir, dass S, in E¢ enthalten ist. O

Satz 2.1. PGL,(K) bzw. E¢ operiert transitiv auf allen (nicht entar-
teten) Vierecken.

Beweis. Wir wihlen S; und S wie oben. Wir haben gerade geschen,
dass S eine Untergruppe der Eg ist, und es ist klar, dass S auch Unter-
gruppe der PGL,(K) ist. Da (|, Sy) = S geniigt es die Transitivitét
von S, auf KP?\ ¢ zu zeigen. Wir betrachten nicht sofort das Vier-
eck, sondern bauen uns dieses erst auf, indem wir zuerst Punkte, dann
Punktepaare und Dreiecke betrachten und uns erst dann dem Viereck
widmen.

1. Punkte
Mithilfe einer Translation aus S, kénnen wir jeden beliebigen Punkt
aus KP? auBerhalb der Achse g in jeden beliebigen anderen auBerhalb
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g tiberfiihren; sollte uns ein Punkt genau auf dieser Achse interessieren,
withlen wir einfach eine andere (also z.B. S,).

2. Punktepaare

Hier konnen wir ausnutzen, dass wir die Transitivitéat fiir einen Punkt
schon gezeigt haben, denn dadurch wissen wir, dass wir einen Punkt
von unserem Paar beliebig verschieben konnen, also diirfen wir uns
diesen wihlen. Wir miissen uns folglich nur noch der Gruppe widmen,
die den zweiten Punkt verschiebt, den ersten dabei aber festlisst.

Wir wihlen den ersten Punkt als den Schnittpunkt zweier beliebiger
Geraden g und h, also g N h. Zunéchst betrachten wir nur die Gerade
g (und wihlen uns diese als Achse). Wir kénnen nun wieder jeden
beliebigen Punkt auflerhalb von g auf jeden beliebigen auflerhalb von ¢
verschieben. Der erste Punkt gMh bleibt dabei ja fest, denn er liegt auf
g. Genau dasselbe Vorgehen wenden wir an, wenn wir statt nur g jetzt
nur h betrachten. Dies ergibt analog, dass wir jeden beliebigen Punkt
auflerhalb h erreichen kénnen. Wenn wir diese beiden Betrachtungen
kombinieren, kénnen wir den zweiten Punkt also auf jeden beliebigen
Punkt verschieben (aufler auf gNh selbst; dieser Punkt bleibt bei der so
konstruierten Abbildung wie gewollt fest). Demnach operiert (S, U .S},)
transitiv auf KP?\ (g N h).

3. Dreiecke

Wir wihlen uns ein Dreieck mit 2 Punkten auf der Ferngeraden. Mit
Hilfe einer Transformation kénnen wir nun je 2 Ecken jedes beliebigen
anderen Dreiecks auf die beiden Punkte auf der Ferngeraden des von
uns gewéahlten Dreiecks abbilden. Die dritte Ecke befindet sich aufler-
halb dieser Ferngeraden, und wir kénnen sie durch eine Translation
wieder in jeden beliebigen Punkt auflerhalb ¢ iiberfithren. Damit folgt
auch hier wieder die Transitivitét.

4. Vierecke

Bisher konnten wir die Transitivitit in allen Divisionsalgebren gleich-
zeitig zeigen, doch dieser Luxus hort bei den Vierecken auf. Wegen der
fehlenden Assoziativitdt von O miissen wir diesen Fall gesondert be-
trachten. Fiir K = R, C, H koénnen wir unser gewohntes Schema fort-
setzen. Dieses Mal diirfen wir 3 Punkte wéhlen, und wir nehmen den
Ursprung (0,0) und die beiden Fernpunkte (0) und (co0). Nimmt man
noch den Punkt (1,1) dazu, erhélt man das sog. Standard-Viereck.
Den Punkt (1,1) kann man mithilfe der Matrix (¢,) auf (a,b) brin-
gen, wobei (a,b) ein beliebiger Punkt ist mit a,b # 0 2. Die Matrix

2Wenn a oder b gleich 0 gilt, liegt der Punkt (a,b) auf einer der Koordinaten-
achsen; dann wére unser Viereck entartet.
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() ldasst den Ursprung (0,0) fest, und an den Fernpunkten &ndert
sie auch nichts, denn die Diagonalmatrix (* ;) bildet die Gerade durch
den Ursprung und e;, also die Gerade mit Steigung 0, auf die Ge-
rade durch (0,0) und ae; ab, also wieder auf sich selbst. Genau das
Gleiche passiert mit der Geraden durch (0,0) und e,. Die Ferngerade
wird durch die Anwendung einer Diagonalmatrix wieder in sich selbst
iiberfithrt. Also bleibt das gemeinsame Element der Ferngeraden und
der Gerade durch (0,0) und e; (also (0)) bzw. durch (0,0) und es (also
(00)) durch die Abbildung erhalten. Somit liegt (*,) im Stabilisator
von ((00), (0), (0,0)).

In O kann man das Verfahren mit den Diagonalmatrizen nicht benut-
zen, da die Konjugation mit einer oktavialen Diagonalmatrix gar nicht
definiert ist (nur mit Klammersetzung), denn wenn D = diag(dy, da, d3)
ist, dann ist die ij-Komponente von DX D! gleich dizi;d; ! Diese
Komponente ist also ein Produkt aus 3 verschiedenen Oktaven. Ver-
wendet man jedoch reelle Diagonalmatrizen, hat man kein Problem
mehr, denn fiir eine reelle Diagonalmatrix D = diag(e®,e”,e?) mit
a+ B+~ = 0 gehort die Abbildung Ap : X — DXD! = DXD zur
Gruppe Eg, da Ap = exp(ap) mit D' = diag(a, 5,7) und ap(X) =
D' o X. Wie wir wissen liegen diese Abbildungen in der Liealgebra von
Es.

In Q? ersetzen wir die Diagonalmatrizen durch die Sping (vgl. [3],
S. 34). Es gilt Sping C Sping C Fy und Sping erhélt die "Koordi-
natenachsen“ Qe; und Qey (also in der affinen Terminologie die drei
Punkte ((0,0), (0), (c0)). Betrachten wir die Menge der anderen affinen
Geraden durch (0,0), also diejenigen mit Steigung a # 0, oo, wirkt die
Sping schon beinahe transitiv darauf. Wie wir wissen gilt: Ein Paar
(A, B) mit A, B € SOg liegt genau dann in Sping, wenn es ein C' € SOy
gibt mit C'(x)A(y) = B(xy) fiir alle 2,y € O (Trialitdt). Wendet man so
ein (A, B) auf den Vektor (z,az) € Q? an, ergibt sich (A(z), B(ar)) =
(A(z),C(a)A(z)) = (Z,az) mit T = A(x), a = C(a). Also werden
Geraden in Geraden abgebildet und zwar auf solche, die zwar beliebige
Steigung @ € O haben, aber die Bedingung |a| = |a| erfiillen miissen,
denn C' darf eine beliebige Matrix in SOg sein. Um Geraden vom Typ
y = Aax mit A € R zu erreichen, kénnen wir Abbildungen Ap mit
reellen Diagonalmatrizen benutzen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir einen beliebigen Punkt (z,y)
mit x,y # 0 auf den Punkt (1,1) abbilden kénnen. Dazu betrachten
wir zuerst die Gerade {(Z,az); T € O} mit a € O\ {0}, auf der
der Punkt (z,y) liegt. Diese konnen wir (isomorph) auf die Gerade
O(1, 1) abbilden; dazu benétigen wir nur Elemente aus der Sping und
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reelle Diagonalmatrizen. Demnach kénnen wir (z, y) auf (¢, ¢) abbilden.
Dieses (¢, ¢) konnen wir mithilfe reeller Diagonalmatrizen auf (¢, ¢’) mit
|'| = 1 abbilden. Fiir den néchsten Schritt iiberlegen wir uns, dass die
Spiny C SOg in der Sping diagonal als Untergruppe enthalten ist, d.h.
die Spin; besteht aus den Matrizenpaaren (A, A), zu denen es ein C'
gibt mit C(u)A(v) = A(uv); das sind genau die Paare (A, A) € Spin;
(vgl. [2], (78)). Nach Folgerung 17.2 aus [2] operiert die Spin; transitiv
auf der Einheitssphire ST ¢ O = R®. Also kénnen wir jeden Vektor
(¢, ) mit || =1 auf (1,1) abbilden.

Die Gruppe Sping und die reellen Dreiecksmatrizen gehdren zum
Stabilisator des Dreiecks (0), (0,0), (co) unter der Gruppe Eg. Somit
wirkt dieser transitiv auf Q? \ (Qe; U Qey).

Damit ist gezeigt, dass Eg transitiv auf der Menge der nichtentarteten
Vierecke wirkt. t

Wir wollen uns nun mit dem Stabilisator der Kollineationsgruppe
des Standard-Vierecks beschéftigen.

Hierzu betrachten wir wieder zundchst das Dreieck, bevor wir zum
Viereck iibergehen. Wir wollen zeigen, dass der Stabilisator des Drei-
ecks (0,0),(0),(c0) genau den Transformationen 7 : K? +— K2 mit
m(z,y) = (*,97); o, 8 € Aut(K,+) und 7(0,0) = (0,0) entspricht.
Dazu brauchen wir zunéchst folgende allgemeine Aussage:

Satz 2.2. Jede affine Abbildung 7 : K* — K2 mit 7(0,0) = (0,0) st
additiv.

Beweis. Dazu erinnern wir uns an die Definition von affin: Eine pro-
jektive Abbildung 7 heifit affin <= 7(Ferngerade) = Ferngerade.
Das bedeutet, dass 7 die Parallelitdt und den Punkt (0,0) erhélt. Fiir
zwei Vektoren v, w kann man die Wirkung von 7 also so illustrieren:

v+w T(v+w)

T(w)

Da 7 die Parallelitét erhalt, gilt 7(v + w) = 7(v) + 7(w) O

Satz 2.3. Die Kollineationen von QOP?, die im Stabilisator vom Dreieck
(0,0),(0) und (o) liegen, sind genau die Tansformationen der Form

(2.9) = (@%,37), (s) = (57), (00) = (00)
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mit Automorphismen o, 3,7 der additiven Gruppe von K, die die Glei-
chung

(sx)’ = sz fir alle s,z € K

erfiillen.

Beweis. Den Beweis teilen wir uns in 4 Schritte ein.
Sei 7 ein Element aus dem Stabilisator des Dreiecks.

1. Wir miissen die Additivitdt von 7 tiberpriifen, also 7(v + w) =
7(v) + 7(w). Dies gilt aber nach vorangegangenem Satz.

2. Wir miissen uns vergewissern, dass 7 die Koordinatenachsen in-
variant lasst. Dies ist ebenfalls erfiillt, denn 7 stabilisiert das Dreieck,
also insbesondere (0), (co) und den Ursprung.

3. Wir miissen zeigen, dass die 1. Komponente von 7(z, y) unabhéngig
von der zweiten aus (x,y) ist (und umgekehrt). Den beliebigen Punkt
(x,y) konnen wir auch als Summe seiner Achsenabschnitte schreiben:
(z,y) = (x,0) + (0,y). Also gilt 7(z,y) = 7((z,0) + (0,)) = 7(z,0) +
7(0,y) = (Z,0) + (0,9) mit (z,0) := 7(x,0) und (0,7) := 7(0,y); das
Gleichheitszeichen ”="gilt hierbei wegen der Additividt von 7, die wir
uns schon im 1. Schritt iiberlegt hatten. Offensichtlich ist (#,0) un-
abhéngig von y, und im Gegenzug auch (0,7) unabhingig von z.

4.Sei ¥ =: 2%, 7 =:y° mit o, 3 : O — Q, also 7(x,y) = (2, y”) Wir
miissen nun zeigen: «, f € AutQ

Wir ersetzen y nun durch sx + t: 7(x, sz +t) = (22, (sz + t)°?). Die
Gerade durch den Punkt (z, sz + t) lasst sich schreiben als {(2, sz’ +
t); 2’ € 0}. Also kénnen wir ihr Bild schreiben als {(2', (s2’+t)"); 2’ €
O}. Da dies wieder eine Gerade sein muss, gibt es foglich ein § und ein
t, so dass gilt: {(2%, (sz’ +1)?); 2’ € O} = {(¥,57 + 1); ' € O}

Setzen wir nun z’“ = &/, brauchen wir nur noch die zweiten Kompo-
nenten betrachten, die gleich sein miissen:

(sa' +1)% = 37’ +1, also mit 2/* = 7"

(sa/ + 1) = 52" + 1 (2.1)

Speziell fiir t = 0 gilt auch ¢ = 0, denn wegen 7(0,0) = (0,0) bleibt der
Ursprung fest. Deshalb werden Ursprungsgeraden wieder in Ursprungs-
geraden iiberfithrt. Somit folgt

(s2')? = 52" (2.2)
Setzt man nun (2.2) in (2.1) ein, folgt
(s2' + 1) = (sa')’ +1 (2.3)
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Speziell fiir s = 0 gilt:
th =t (2.4)

(2.4) in (2.3) eingesetzt ergibt dann (sa’ +t)% = (sz’)? +t7, also ist
0 additiv.

Warum diirfen wir nun s = s? mit einer Abbildung v : O — O
schreiben? Dazu setzen wir 2/ = 1 in (2.2) und erhalten s® = §1%, also
gilt

§=s"/1= 5 (2.5)

Setzen wir nun (2.5) in (2.2) ein, erhalten wir (sz’)? = s72'*. Mit
dieser Gleichung und der Additivitdt von 3 kann man schliellich auch
zeigen, dass o und v ebenfalls additiv sind:

(sz/ + s'2")P = (s2)P + (') = s7a/® + "2’ = (87 + V)2’

Andererseits gilt: (sz’ + s'2')? = ((s + §')2")’ = (s + §')Va'™™

Also ist v additiv. Fiir « gilt die Additivitit, weil

(SSL’/ + S.T}”)ﬂ — (le)ﬁ + (S.T”)ﬁ = gVl + Syl = Sy(x/a +.T”a)

und (s’ + sz”)? = (s(z’' + 2"))? = s7(2' + 2")* O

Nun betrachten wir das Standard-Viereck.

Satz 2.4. Der Stabilisator des Standard-Vierecks unter der Kollinea-
tionsgruppe besteht genau aus den Transformationen f : Q% — Q?;
fla,y) = (@%,y%); f(s) = (s); (00) = (00) mit a € AutQ.

Beweis. Wir nehmen uns ein 7 aus dem Stabilisator des Dreiecks und
zeigen, dass fiir den Fall des Standard-Vierecks 7 = f gilt, wenn 7 den
4. Punkt (1,1) festldsst: (1,1) = 7(1,1) = (12,17), also folgt 1 = 1°
und 1 =17

Mit (sx)? = s72® folgt fiir x = 1:

sP = 8719 = §71 = &7, also folgt B = und (sx)” = sP2

Wihlen wir nun s = 1 folgt 2 = (12)° = 1%2% = 12 = 22, also
a = ( und somit (sz)* = s*z®. Damit ist « ein Automorphismus, also
a € AutO = Gy C Fy C Eg. O

Somit ist nun gezeigt, dass Eg die ganze Kollineationsgruppe ist, denn
wir wissen, wenn wir ein g € Koll(KP?) haben, welches ein beliebiges
Viereck in das Standard-Viereck iiberfiihrt, muss dieses g in Eg liegen:

Wir nehmen uns ein beliebiges g € Koll(KP?). Mit diesem g kénnen
wir ein beliebiges Viereck V' in das Standard-Viereck V| abbilden. Wir
haben aber gezeigt, dass es in Fg eine Abbildung ¢ gibt, die ebenfalls
V in Vp iberfiihrt, also g(V) = V4. Diese kénnen wir umformen zu
V =g ' (Vp). Damit gilt:

99" (Vo) = Vo bzw. mit h = gg~"' : h(Vy) = Vp

Also folgt mit vorangegangenem Satz (da Vj von h festgelassen wird):
h € Aut(K) C Eg. Somit gilt g = hg € Es.
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