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Vorwort

Die statistische Mechanik von Zustédnden auflerhalb des thermischen Gleichgewichts, die in
dieser Vorlesung behandelt wird, stellt gegenwirtig eines der interessantesten Gebiete der
theoretischen Physik dar. Es sollen unter anderem folgende Fragen behandelt werden: Wie
reagiert ein makroskopisches System, wenn ein dufleres Feld angelegt wird? Wie lassen sich
Fluktuationen im Rahmen von Gleichungen fiir makroskopische Gréflen sinnvoll berticksich-
tigen? Wie schnell erreicht ein System seinen Gleichgewichtszustand? Welche Rolle spielt der
Zufall bei physikalischen Prozessen? Die Konzepte und Beschreibungen, die bei der Beant-
wortungen dieser Fragen verwendet werden, sind vielfaltig und kénnen hier nur ansatzweise
diskutiert werden. Zum Beispiel sei auf das Problem der Irreversibilitit physikalischer Pro-
zesse — trotz der Reversibilitdt der mikroskopischen Gleichungen — verwiesen.

In der Tat ist es ein duflerst schwieriges Problem, ausgehend von den mikroskopischen Be-
wegungsgleichungen, zum Beispiel der Gleichung fiir den Zustandsoperator, durch geeignete
Mittelungsprozeduren die Gleichungen fiir makroskopische Grofien herzuleiten. Eine Ausnah-
me bilden Zustdnde nahe dem Gleichgewicht (“lineare Antwort”); in Teil III der Vorlesung
werden die Methoden diskutiert, wie sich die Antwortfunktionen mit Hilfe der mikroskopi-
schen Physik berechnen lassen. Es ist aber offensichtlich, dass bei wechselwirkenden Teilchen
numerische Methoden oder Naherungen zu einer praktischen Durchfiihrung notwendig sind.

Im ersten Teil der Vorlesung wollen wir die zeitliche Entwicklung einer physikalischen
Grofle, die einen Makrozustand charakterisiert, als einen stochastischen Prozess betrach-
ten (Brown’sche Bewegung), wobei der Einfluss der mikroskopischen Freiheitsgrade fiir den
zufilligen Charakter verantwortlich ist. Durch Ausleihe von Resultaten fiir das Gleichgewicht
und geeignete Erweiterungen lassen sich dann geschlossene Gleichungen angeben. In Teil 11
wird dieses Programm nochmals durchgefiihrt, im Rahmen der Erweiterung der Thermosta-
tik zur Thermodynamik. Insbesondere ergeben sich, durch Riickgriff auf die Reversibilitat der
mikroskopischen Gleichungen (!), die Onsager’schen Relationen fiir die Transportkoeffizien-
ten. Im dritten Teil wird untersucht, wie sich die Antwortfunktionen aus der mikroskopische
Theorie berechnen lassen. Ein zentrales Resultat ist auch der enge Zusammenhang zwischen
Fluktuationen und Dissipation. Im letzten Teil schlieflich wird die Transportgleichung fiir
verdiinnte Gase und Elektronen in Metallen eingefiihrt, mit der sich unter anderem die in
Teil IT diskutierten Transportkoeffizienten in bestimmten Féllen berechnen lassen.

Ulrich Eckern, Wintersemester 1988 /89

e Uberarbeitung (Umstellung auf TEX): Wintersemester 1994 /95

e Im Corona-Sommersemester 2020 wurden das neue Kapitel V hinzugefiigt und verschie-
dene Schreibfehler bereinigt: Herzlicher Dank an Axel Fiinfhaus und Dylan Jones fiir die
Unterstiitzung dabei!
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I Stochastische Prozesse und Brown’sche Bewegung

§ 1. Historische Einleitung

Im Jahre 1827 entdeckte der englische Botaniker Brown unter dem Mikroskop, dass auf
Wasser schwimmender Pollen und auch andere feine Teilchen eine heftige, zuféllige Zitter-
bewegung ausfithren. In den folgenden Jahrzehnten setzte sich dann die Vorstellung durch,
dass diese Bewegung mit der atomistischen Struktur der Materie zusammenhéngt. Lange
Zeit spiter (1905) gelang Einstein in seiner berithmten Arbeit “Uber die von der molekular-
kinetischen Theorie der Wéarme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspen-
dierten Teilchen” die erste klare theoretische Erklarung, und er legte damit die Grundlage fiir
die atomare Theorie der Materie. Einstein’s Theorie iiberzeugte schlieflich fast alle Kollegen,
dass Warme mit atomarer Bewegung in Verbindung zu bringen ist. Das historische Resultat:

wobei D die Diffusionskonstante des Brown’schen Teilchens, p seine Beweglichkeit und 7' die
Temperatur ist, erlaubt eine experimentelle Bestétigung dieses Zusammenhangs. (n und R
bezeichnen die Viskositéat der Fliissigkeit und den Radius des Brown’schen Teilchen.) Weiter-
hin ist D = pkgT ein erstes Beispiel fiir ein allgemeines Theorem der Statistischen Physik,
ndmlich das Fluktuations-Dissipations-Theorem, das die Korrelationen von Fluktuationen
von physikalischen Grofien mit ihrer Antwort auf ein externes Feld verkniipft.

Natiirlich ist die Brown’sche Bewegung nicht auf die Bewegung kleiner Teilchen be-
schrinkt, sondern ein sehr allgemeines Phidnomen, das sich im Prinzip in Fluktuationen
von allen gemessenen physikalischen Groflen zeigt. Zwar sind die Schwankungen oft klein
und konnen vernachléssigt werden, jedoch spiegeln sie andererseits die mikroskopische Struk-
tur des untersuchten Systems wieder und kénnen daher zu seiner Untersuchung verwendet
werden.

Um nur ein weiteres Beispiel zu nennen: Die thermische Bewegung von Elektronen in
elektrischen Stromkreisen fithrt zu Schwankungen der Stréme und Spannungen, die nach
hinreichender Verstarkung als “weifles” Rauschen horbar sind. In diesem Zusammenhang sei
an die Nyquist-Formel erinnert,

(U pw = 2R - kpT - Aw (2)

wobei U die Spannung im Frequenzintervall w...w + Aw, R der Widerstand und Aw die
Bandbreite ist.

§ 2. Zufallsbewegung

[a] Obwohl jeder ein intuitives Empfinden fiir Wahrscheinlichkeit hat, zum Beispiel vom
Wiirfeln oder Kartenspielen, miissen wir fiir unsere Zwecke die Begriffe prézisieren. Wir
bleiben fiir einen Moment bei der Brown’schen Bewegung und stellen uns vor, dass wir das
Teilchen unter dem Mikroskop {iber ein Zeitintervall 0 < ¢t < T beobachten, und seine Position
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x(t) aufzeichnen. (Der Einfachheit halber nehmen wir nur die Projektion auf die x-Achse.)
Dann erhalten wir eine Kurve z;(t), und nach N-maliger Durchfiihrung N Realisierungen

x1(t), 22(t), ... xn(t) (3)

Alle diese Kurven unterscheiden sich - die Bewegung ist nicht reproduzierbar, und wir kénnen
natiirlich keine deterministischen Aussagen machen. Stattdessen fassen wir die Koordinate
zum Zeitpunkt ¢, 2(t), als eine zuféllige oder stochastische Grofie auf. Somit ist die Funk-
tion Z(t) eine zeitliche Folge von zufilligen Variablen, die man als stochastischen Prozess
bezeichnet. Wird die Koordinate nicht kontinuierlich gemessen, sondern nur an bestimmten
Zeitpunkten

0<t;<ty...<t,<T (4)

so wird eine Realisierung durch n reelle Zahlen

x(t1), z(ta), ... x(ty) (5)

dargestellt. Eine derartige Folge wird auch als Sequenz bezeichnet, und der zugrundeliegende
Ereignisraum ist dann der R™. Um zum kontinuierlichen Fall zuriickzugehen, kann man sich
eine dquidistante Unterteilung vorstellen, ¢; = j - At, At = T'/(n + 1), und den Grenzfall
At — 0 betrachten.

[b] Zur Vereinfachung wollen wir zuerst den Fall betrachten, dass die zufilligen Grofien
1 = 2(t1), 22 = Z(ta),... nur diskrete Werte annehmen koénnen, wie im allereinfachsten
Fall, dem Werfen einer Miinze, die Werte “Kopf” und “Zahl”. Die Wahrscheinlichkeit einer
Sequenz S konnen wir definieren, wenn wir das Ensemble, die Menge aller Realisierungen,
betrachten. Dazu verschaffen wir uns N Kopien des System wie oben beschrieben (N — o0),
und identifizieren die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sequenz S mit der relativen Hdiufigkeit:

W(S) = Ny/N (6)
wobei N, angibt, wie oft S im Ensemble auftritt. Natiirlich gilt
DSW(S) <11 W) =1 ™)
5
Wir fithren jetzt einige Begriffe ein. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit fiir die stochas-
tischen Groflen 21, 2o, ... Z, ist gegeben durch
Wo(@p,...x1) = W(Typ = Tp, ... T1 = T1) (8)

das heiflt gleich der Wahrscheinlichkeit, dass z; den Wert z; hat, 25 den Wert x5 hat, usw.
Wir konnen auch sagen, dass die stochastische Funktion Z(t) zum Zeitpunkt ¢; den Wert x;
hat, usw., und weiter unten werden aus diesem Grunde die Zeitargumente t,,...t; explizit
mit aufgefiithrt. Natiirlich ist W,, normiert,

> Wal{z}) =1, 9)
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und es gilt die Reduktionsbeziehung
S W, =W, (10)
Tk

wobei die Variable xy, iiber die summiert wird, als Argument in W,,_; nicht auftaucht. Ferner
sei F' eine Funktion der Zufallsvariablen; dann ist der Mittelwert von F' definiert als

(F(tn, ... 21)) = 3 F({a;))Wa({z;}) (11)

{=z;}

Beispielsweise bezeichnet man die Grofle

(@(t:)2(;)) (12)

oder auch die Version, bei der die jeweiligen Erwartungswerte abgezogen sind,

(& = (@) (2 = (27))) , (13)

als zeitliche Korrelationsfunktion des Prozesses z(t).

(T:25)

Eine wichtige Rolle spielen die bedingten Wahrscheinlichkeiten, zum Beispiel
Py(xp|Tn_1,...,21) (14)

Diese Grofle ist die Wahrscheinlichkeit, dass &, den Wert x,, hat unter der Bedingung, dass
Tp_1,...1x1 die festen Werte x,,_1,...x; haben. Daher gilt:

Wiz, ... x1) = Po(wp|tn_1, ... 20)Wh1(Tp_1,...21) (15)

In der Physik spielen Markov-Prozesse eine hervorragende Rolle. Dies sind Prozesse ohne
“zeitliche Nachwirkung”; genauer gesagt, die Wahrscheinlichkeit fiir z,, (Zeitpunkt ¢,,) hingt
nur davon ab, welchen Wert #,,_; (Zeitpunkt ¢,,_;) hat. Formal bedeutet dies, dass P, von
ZTp_2,...x1 nicht abhéngt, und wir setzen im Folgenden P, = P. Dann folgt, fiir Markov-
Prozesse:

Wy, ...x1) = Plxp|e,1)Whg(xp_1,...21)
= P(xp|zn1)P(xn_1|Tn_2) ... P(xe|z1)Wi(21) (16)

Somit ist ein Markov-Prozess vollstindig fesgelegt durch Angabe von W; und P; letztere
GroBe bezeichnet man auch als Ubergangswahrscheinlichkeit. Durch Summation der Bezie-
hung

Wy(za, x1) = P(xe|x)Wi(21) (17)

iiber x5 bzw. z; folgen sofort die Relationen
ZP(IEQ,t2|JZ1,t1) =1 (18)

und
Wi, ta) = > P(x, to]a1, t1)Wi(z1, 1) (19)
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wobei die Zeiten der Vollstandigkeit halber eingefiigt wurden. Es ist noch anzumerken: fiir
zwei statistisch unabhdingige Variablen &q,Zo gilt Wo(za, 1) = Wi(xe)Wi(z1), und damit
auch P(z3]x;) = Wi(x2), mit entsprechender Verallgemeinerung fiir mehrere Groen.

[c] Wir wollen jetzt einen speziellen stochastischen Prozess £(t) betrachten derart, dass
§; = &(t;) nur die Werte +1 und —1 annimmt, und zwar mit Wahrscheinlichkeit p den Wert
(+1), und mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1—p den Wert (—1). AuBerdem sollen alle £; statistisch

unabhéngig sein. Dann ergibt sich
) =p- (+D)+q- (1) =p—gq (20)

und fir die “zeitliche” Korrelation

- 1 i=j
£ = = 21
66 ={ gy in) o)
D.h. fiir i # j gilt (&) = (&)(E;): In diesem Fall sagt man, dass &(t) zu verschiedenen
Zeiten nicht korreliert ist, (§;&;) — (&)(&;) o 0;; (“weiles Rauschen”).

Mit Hilfe des stochastischen Prozesses £(t) lisst sich auf einfache Art eine Zufallsbewe-
gung auf einem eindimensionalen Gitter (Gitterkonstante: a) erzeugen, die die wesentlichen
Aspekte der Brown‘schen Bewegung beinhaltet. Dazu betrachten wir die Gleichung

Zi'j _i'j—l :a-gj (22)
fir p = 1/2 und geben als Startwert 2o = Z(tg) = xo fest vor (xg = a X ganze Zahl).
Fiir jede Realisierung {&;} lasst sich die Gleichung leicht iterieren, jedoch ist das nicht von
Interesse. Vielmehr wollen wir die statistischen Eigenschaften des Prozesses Z(t) [es handelt
sich offensichtlich um einen Markov-Prozess] bestimmen. Wegen

jn:x0+a25j (23)
j=1
folgt sofort (z,) = o, und
((#n —0)?) = a® Y _(6j) = a® - (24)

Das bedeutet, das Quadrat der Abweichung wéchst im Mittel linear mit der Zeit, ¢, =
to +n - At. Wir betrachten noch die Ubergangswahrscheinlichkeit, P(x,|z), das heiBt die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach n Zeitschritten am Platz x,, zu finden unter der Bedin-
gung &(tg) = xo. Also sind n Schritte durchzufiithren, von denen jeder Elementarschritt mit
Wabhrscheinlichkeit 1/2 nach rechts oder nach links geht. Die Zahl der Schritte nach rechts
sei (n+6)/2, die der Schritte nach links (n —9)/2. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt,

folgt
1 n!

P(x,|x) = (i)nw

wobei x,, — o = a- 9 ist. Dies ist die bekannte Binomialverteilung im Spezialfall p = ¢ = 1/2.

(25)

Wir erkennen auflerdem, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit nur von der Zeitdifferenz t,, —t,
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abhéngt; solche Prozesse heiflen stationér. Genauer bezeichnet man stochastische Prozesse
als stationdre Prozesse, wenn die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten W, (z,, t,; ... 1, 1) in-
variant sind unter einer Verschiebung in der Zeit, das heifit unter der Ersetzung t; — ¢; +¢*
fiir alle j. Als Konsequenz folgt auch: Wi (zq,t;) héngt nicht von der Zeit ab. Die Definition
der Stationaritét ist natiirlich nicht auf Markov-Prozesse beschréankt.

[d] Im Grenzfall groBer Zeiten, genauer gesagt fiir n > § > 1 (§ ~ n'/?), lisst sich die
Binomialverteilung aus [c] mit Hilfe der Stirling-Formel

1
k! > (k+ 5)lnk —k + In(27)"/? (26)

vereinfachen. Dann ergibt sich die Gauf-Verteilung,

Pafra) = (=) exp(~ o) (27)

wobei 0 = (z, — zg)/a zu setzen ist, und n = (t — to)/At. Es ist konsistent, § jetzt als
kontinuierliche Variable zu betrachten; es gilt

0 dj 2 —82/9n
S Planleg) & [ T () e <1 28

wobei beim Ubergang zum Integral zu beachten ist, dass 6 nur geradzahlige Werte annimmt,
wenn n gerade ist, und nur ungeradzahlige Werte fiir n ungerade. Wir lesen sofort ab:

> (@ — 20)*P(xy|m0) = @® (29)

Tn

SchlieBlich sei die Diffusionskonstante D definiert iiber die Bezichung
([2(t) = 2(to)]*) = 2D - (t — to) (30)

Durch Vergleich folgt D = a?/2At.

[e] Erweiterte Modelle. Eine direkte Erweiterung ergibt sich, wenn p # ¢ ist. Dann treten
zum Beispiel mit groflerer Wahrscheinlichkeit Schritte nach rechts auf, und das Teilchen
bewegt sich im Mittel mit der Geschwindigkeit

(0j) = (&j — &j-1)/At = a(p — q)/ At (31)

Mehrdimensionale Zufallsbewegungen lassen sich nach dem gleichen Schema erzeugen, zum
Beispiel auf einem Gitter in der x-y-Ebene geméfl

i’j = ii‘ j—1 + aéj

Yi = i+ ai (32)
wobei {éj}, {n;} zwei unabhéngige stochastische Prozesse vom diskutierten Typ sind. In ein

derartiges Modell l&sst sich auch rdumliche Unordnung einbauen, wenn zuféllig unterbrochene
Verbindungen zwischen Gitterplatzen eingefiihrt werden.
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§ 3. Kontinuierliche Zufallszahlen

[a] Obige Definitionen und Begriffe werden jetzt verallgemeinert fiir den Fall, dass &(t)
kontinuierliche Werte annehmen kann zwischen —oo und +c0. Fiir unsere Zwecke geniigt es,
sich eine bestimmte Diskretisierung in Raum und Zeit vorzustellen, und die Intervalle beliebig
klein zu machen. Im Gegensatz zu vorher definieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichten

Wn(l'n, tn; NNAT tl)d.’l?n . dl‘l = W({$] < 3?’(%) < xj + d%j}j:17,,,n) (33)

Zum Beispiel gibt also Wi (z, t)dz die Wahrscheinlichkeit an, dass Z(t) zum Zeitpunkt ¢ einen
Wert zwischen x und x + dx hat. Jetzt haben wir die Normierung in der Form

/OO dxy, . ..dxy Wy(xn, ty; .. x,t) =1 (34)
und die Reduktionsbeziehung
/ d; Wy = Wy, (35)

wobel (x;,t;) als Argument in W,,_; fehlt. Erwartungswerte lassen sich geméaf}

(F(fc(tn), . y?:(tl))> = /dxn coodxy F(xg, . ..x) Wa(x,, ty; .. 21, t) (36)
berechnen, zum Beispiel gibt (Z(t3)Z(t1)) die Korrelation von Z(t) zu den Zeiten ty,%; an.
Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind entsprechend definiert.

Im Folgenden betrachten wir Markov-Prozesse; fiir diesen Fall ldsst sich W, durch W,
und die Ubergangswahrscheinlichkeit P ausdriicken:

Wn([En, tn, ... Ty, t1> = P(.Tn, tn|xn—17 tn—l) e P(I‘Q, tz’l’l, tl)Wl(ZEh tl) (37)
Aus

Wi(w3, t3; w2, to; 21, 11) = P(x3, t3|20, t2) P(20, ta|z1, 1) Wi (21, 1) (38)

und Wy (s, ts; xq,t1) = P(xs, t3|z1,t1)Wi(x1,t1) folgt eine wichtige Beziehung, die Chapman-
Kolmogorov-Gleichung:

Plog,tafar,t0) = [ deaP(ag, tofos, ) Plos, tolan, 1) (39)

Natiirlich ist ¢; < t» < t5. Anschaulich bedeutet diese Gleichung, dass man die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von 1 — 3 ersetzen kann durch 1 — 2 — 3, mit anschliefender Integration
iiber 5. Mehrmalige Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung fiihrt zu der folgen-
den Darstellung:

Pz, t|z0, to) = / Aty .. dey P, t|Tn 1,0 1) ... P(a1, 1|20, to) (40)

wobei wir x,,t, durch z,t ersetzt haben. Im Grenzfall At = t/n — 0 fithrt dies zu einer
sogenannten Wegintegraldarstellung der bedingten Wahrscheinlichkeit, auf die wir spéter
zuriickkommen werden.



[b] Fokker-Planck-Gleichung. Hier kniipfen wir zunéchst an die Uberlegungen des vorigen
Paragraphen zum Random Walk an. Da die Schritte mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach rechts
und links gehen, folgt

1
P(ZE, tn+1|l‘0,t0) = §[P(ZE + CL,tn|.T0, to) + P(ZE —a, tn|$0,t0)] (41)

Dann setzen wir t,,,1 = ¢t + At, und entwickeln die Differenz P(z,t+ At|xg, tg) — P(z, t|xo, to)
im Grenzfall a — 0, At — 0, wobei D = a?/2At festgehalten wird. Wir erhalten die Diffusi-

onsgleichung

Dies ist ein Spezialfall der Fokker-Planck-Gleichung, die sich allgemein wie folgt ableiten
lasst. Dazu geht man aus von der Chapman-Kolmogorov-Gleichung in der Form

P@J+NWW@=/@T@J+MWQH@W@M (43)
und entwickelt fiir At — 0:
P(x,t + At|z,t) ~ [1 — At - y(T)]0(x — T) + w(z,T) - At + ... (44)
wobei v(Z) aus der Normierung zu bestimmen ist:
/my@¢+mmﬁ:1 —>'W@=/MM%@ (45)

Die GréBe w(x, T) heifit auch Ubergangsrate. Dann erhélt man zunéichst die Master-Gleichung
(fiir At — 0):

@m%mmm:-ﬂ@m@mmm+/ﬁm@jw@ﬂ%%) (46)

Der Ubergang zur Differentialgleichung lésst sich leicht durchfithren, wenn wir w(x,T), die
Ubergangsrate fiir den Sprung T — x, als Funktion des Anfangspunktes und der Differenz
r = x — T auffassen. Damit schreiben wir

w(x,T) = w(@,r) =w(@x—rr1) (47)

und benutzen die Relation
e~ f(w) = f(z —7) (48)

unter dem Integral, mit folgenden Ergebnis:

o (_1)m
O P(x,t|zo, ty) = Z ( m'> O o () P, t|xg, to)] (49)
m=1 :
wobei 1
() = /drrmw(x, r)= limmﬁgﬂ(rm%’t (50)

Wenn in obiger Reihe nur a4 (z) und ag(z) von null verschieden sind, erhilt man die Fokker-
Planck-Gleichung in allgemeiner Form.



[c] Diffusion. Eine Erweiterung der Diffusionsgleichung folgt aus der Anfangsbedingung
P(z,ty + 0|z, tg) = d(x — x¢); auBerdem setzen wir P(x,t < tg|lxg,tg) = 0. Daher ist die
vollstdndige Gleichung gegeben durch

(0; — DO?)P(w,t|wo,to) = §(x — 20)(t — to) (51)
Nach Fourier-Transformation ergibt sich
(—iw + Dg*) P(q, w) = e~ "=t (52)

und schlief3lich
dqdw eiq(xf:r:o) —iw(t—to)

Ple,tlzo.to) = /(2#)2 —iw + Dq?

dg
= @(t—to)/%e“](m*xo)efDqQ(tfto)

(x — x0)?

= O —to)[4mD(t — to)] P exp =5

(53)

in Ubereinstimmung mit dem Resultat aus § 2[d].

[d] Einstein-Relation. Zur Begriindung der Relation D = p - kT, wobei p die Beweglich-
keit, T" die Temperatur und k die Boltzmann’sche Konstante ist, untersuchen wir jetzt die
Bewegung von N Brown’schen Teilchen. Wie iiblich definieren wir die Teilchendichte am Ort
x zur Zeit t, n(x,t); aus der Teilchenzahlerhaltung folgt, dass

N:/Mn@ﬂ (54)
konstant ist, oder in differentieller Form:
Brn+0,j =0 (55)

Wir setzen jetzt an, dass der Strom zwei Anteile hat: j = jp+7r, wobei jp der Diffusionsanteil
ist, das heifit proportional zum Gradienten der Dichte:

jp = —Ddn (56)

Weiterhin ist jr ein systematischer Anteil aufgrund einer orts- und zeitabhingigen Kraft
F(z,t). Unter der Annahme sehr starker Reibung setzen wir dann an: nv = F', wobein = 1/
ist, und erhalten die Stromdichte (j = nv)

jr=mn-F/n (57)
Zusammen mit der Kontinuitétsgleichung folgt sofort:
Oy n+ 0 {[F/n— Do,n} =0 (58)

mit n = n(z,t), F = F(x,t). Offensichtlich stellt diese Gleichung (auch: Smoluchowski-
Gleichung) eine Verallgemeinerung der Diffusionsgleichung dar. Im Spezialfall F' = F(x) =
—0,V (x) lasst sich auflerdem leicht eine stationédre Losung (9;n = 0) angeben:

no(x) = const - exp ( - ‘;%)) (59)



Offensichtlich beschreibt die stationdre Losung ng(z) die Verhéltnisse fiir groBe Zeiten, wo
wir eine Gleichgewichtsverteilung (mit j = 0) erwarten konnen. Diese ist gegeben durch
exp(—V(z)/kgT), und wir missen also identifizieren:

nD =kgT oder D =p-kgT (60)

Dies ist die berithmte Einstein’sche Relation! Wir merken noch an, dass die Gleichung fiir
die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben ist durch

{0+ 0uluF (x,t) — D]} P(x,t|o, to) = 8(x — w0)d(t — to) (61)

da wir n(z,t)/N mit der Wahrscheinlichkeit W, (z,t) identifizieren konnen.
§ 4. Zentraler Grenzwertsatz

[a] Wiederholung. Fiir das Random Walk-Problem von § 2 [d] hatten wir gesehen,
dass sich im Grenzfall grofier Zeiten (n > 1) die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Gauf-
Verteilung annédhert. Dies ist die Konsequenz eines sehr allgemeinen Theorems der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, des zentralen Grenzwertsatzes, der auch im wohlbekannten Fehler-
Normalverteilungsgesetz seinen Niederschlag findet. Wir hatten gefunden:

([2(t) — 2(t0)]*) = 2D - (t — to) (62)

wobei &, = &(t,) gegeben ist durch

Bo=x0+ Y & (63)
=1
mit (£;) = 0 und (§;&) = 026;; mit einer leichten Anderung der Notation (02 <+ a?). Wir
definieren

s2=o0l+...+o° (64)

und g, = (&, — xo)/S». Dann sagt der zentrale Grenzwertsatz aus: Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der zufélligen Grofle g, geht asymptotisch gegen eine Gauf3-Verteilung mit Breite

gleich 1,
2

Wi(y) = (2m) " exp(~ ) (65)

und damit 9

n>1: Wz, — x0) = (2752) Y2 exp [ - (mn2—2xo)} (66)

STL
was wir bereits explizit gefunden haben (s2 <> a?n). Die wichtige Voraussetzung dabei ist,
dass die n zufilligen stochastischen Variablen &i,...&, im Wesentlichen unabhéngig und
“dhnlich” sind, so dass einige wenige nicht alle anderen dominieren. Zum Beweis zunéchst

noch einige vorbereitende Bemerkungen.
[b] Charakteristische Funktion. Wir definieren die charakteristische Funktion Z(u) als
Z(u) = (") = [ dew (w)e™ (67)
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wobei der Index “1”7 zur Vereinfachung weggelassen wird. Offensichtlich ist Z(u) identisch
zur Fouriertransformierten der Wahrscheinlichkeitsdichte W (z). Beispiele:

W(z) = (2rs?) 22 o Z(u)=e

W) = 71”62:92 & Z(u) = e

Wi(z) — ;[5(x—1)+5(x+1)} o Z() = cosu

W(z) — W(z—a) > Z(u) — Z(u)e"™ (68)

Momente lassen sich einfach berechnen:

(") = [(=i0.)"Z (u)) (69)

[c] Die Kumulantenfunktion 1(u) ist definiert durch

Z(u) =e"™ & (u) =In Z(u) (70)

Wenn sich beide Funktionen entwickeln lassen, gilt

Zw) = 3 i)
W) = 3 ). (7

=~

2

T)e =
(@7)

(@%)c
(@%) =
Generell lasst sich die m-te Kumulante durch Momente der Ordnung < m ausdriicken. Fiir

die GauB-Verteilung ist (). gleich dem Mittelwert, (i?). gleich der Varianz und (™), = 0
fiir m > 3.1

o
Il
P et et

2%)e + 3(2)e(2%)e + (2)2 (72)

[d] Zentraler Grenzwertsatz. Wir betrachten nun die charakteristische Funktion der aus
n statistisch unabhéngigen Variablen {{;} additiv zusammengesetzten Gréfle &, — o, siehe
[a]. Es folgt

n

<eiu(infa:0)> _ H<eiu£j> _ H e¥i(w) (73)
J

7=1 =1

Durch Entwickeln nach « finden wir dann

U, (u) = f:lwxu)

In diesem Skript wird nicht ganz sauber zwischen “Mittelwert” (= arithmetisches Mittel einer Grofle
in einem Zufallsexperiment) und “Erwartungswert” (definiert iiber eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, d. h.
daraus berechenbar) unterschieden.

10



~

T u? (iu)’
= [lu<£j>c - 7<£j>c + 6

, 5 €3+ .. ] (74)

J

und unter der Voraussetzung (£;) = 0, (é?) = a? wieder eine Bestitigung des alten Ergebnis-
ses: W, (u) ~ —na*u?/2. Zur Analyse der Giiltigkeit betrachten wir analog die Kumulanten-
funktion von ,,, und finden

U, () ~ —% + %Zi i@j’)c +o. (75)

Mit s, ~ n'/? sind der letzte Term und héhere vernachlissigbar fiir n — 0o, vorausgesetzt
die Kumulanten sind endlich fiir m > 3. Diese Bedingung ist physikalisch sinnvoll, sie kann
mathematisch aber abgeschwécht werden.

[e] Vieldimensionale Gau-Verteilung. Wir kehren nochmals zu den n stochastischen Va-
riablen Z,,...#; des stochastischen Prozesses z(t) zuriick. Ein solcher Prozess heifit Gaufs-
Prozess, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte W,, eine Gauf3-Verteilung ist, das heif3t

1
WolZn,...x1) = A- exp(—§ > xiBij;) (76)
%,J

wobei 3 eine reelle, symmetrische, positiv definite Matrix ist. Aus der Normierungsbedingung
folgt
A = (27) "% (detB)"/? (77)

Die charakteristische Funktion ist gegeben durch
Z(Up,...u1) = (expiy u;i;)
J
1 _
= ep—5 > w(B )y (78)
4,3

woraus auch folgt (#;%;) = (87');;. Wir erinnern daran, dass ein GauB-Prozess durch die
Angabe von (z(t)) und (Z(t)z(t')) vollstandig festgelegt ist. Die Verallgemeinerung zu konti-
nuierlichen Zeiten ist von der folgenden Form:

Wiz ~ exp[—; [ dudte(2) 5t — () (79)

Hier kann die Normierung durch Beschrinkung auf ein endliches Zeit-Intervall und durch die
mehrfach beschriebene Diskretisierung (mit At — 0) gefunden werden.

§ 5. Die lineare Langevin-Gleichung

[a] Nach den Vorbemerkungen der letzten Paragraphen kénnen wir nun darangehen, ein
physikalisches Modell fiir die Bewegung eines Brown’schen Teilchens zu konstruieren. Zur
Vereinfachung betrachten wir wieder den eindimensionalen Fall, und wir gehen aus von der
bekannten Relation Masse - Beschleunigung = Kraft. Die Kraft hat im allgemeinen drei Antei-
le: (i) Eine Reibungskraft, die linear in der Geschwindigkeit ist. (ii) Einen praktisch zufélligen
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Anteil durch die thermische Bewegung der Atome oder Molekiile, die das Teilchen umgeben.
(iii) Eventuell einen systematischen Anteil aufgrund eines Potentials, das wir aber harmo-
nisch annehmen wollen. Unter Beriicksichtigung dieser Anteile kénnen wir folgende Langevin-
Gleichung ansetzen:

mOZi(t) + ndyi(t) + ko (t) = £(t) (80)

wobei £(t) der stochastische Anteil der Kraft ist. Wir stellen uns vor, dass £(¢) die sum-
marische Auswirkung aller Stofie mit den Atomen ist; daher nehmen wir an, dass £(¢) ein
Gauf$’scher stochastischer Prozess ist, mit verschwindendem Mittelwert und nicht korreliert
zu verschiedenen Zeiten (“weiles Rauschen”):

(€() =0 (&) =Q-o(t—t) (81)
Hier ist die d-Funktion nur eine Idealisierung, die giiltig ist, wenn wir uns auf Zeitskalen
beschréanken, die grofler als die (mikroskopisch kleine) Zeitdauer eines StoBes mit einem Atom
ist. Der Faktor (), von dem wir erwarten, dass er proportional zur Temperatur ist, ist noch
zu bestimmen.

Durch Losen der Differentialgleichung kénnen wir uns jetzt zu jeder Realisierung £(t) eine
Realisierung der Bahn des Teilchens, z(t), verschaffen. Man kann auch sagen, dass der stochas-
tische Prozess £(t) den stochastischen Prozess 2(t) erzeugt: Die statistischen Eigenschaften
des letzteren sind zu untersuchen.? Im Fall m = ko = 0 heifit der {iber obige Differential-
gleichung definierte Prozess z(t) Wiener-Prozess, im Fall m = 0 Ornstein- Uhlenbeck-Prozess.
Wir merken noch an, dass z(t) nur fir m = 0 ein Markov-Prozess ist; allerdings lasst sich
durch Einfiihren der Geschwindigkeit 9(t) = 0;2(t) auch schreiben:

dia(t) = o(t) A
mdo(t) = —no(t) — ko (t) + E(t) (82)

so dass der Prozess (&(t),o(t)) wieder ein Markov-Prozess ist. Die entsprechende Fokker-
Planck-Gleichung hat dann die doppelte Zahl von Variablen, das heifit die bedingte Wahr-
scheinlichkeit ist von der Form P(z,v,t|xq, v, to).

[b] Harmonische Analyse fiir stationdre Prozesse. Offensichtlich ist kein Zeitpunkt aus-
gezeichnet, und wir greifen daher irgendein Beobachtungsintervall 0...T heraus. Es sei a(t)
ein stationérer Prozess, und wir fithren eine Fourier-Entwicklung durch:

) 1 /T .
a(t) = Y ane " = / dta(t)et (83)
" 0
wobei w,, = 2mn /T ist: Insbesondere ist (a(t)) von der Zeit unabhéngig, woraus folgt

(i) = o [ dier" (a0

Der Prozess a(t) heiit ergodisch, wenn fiir eine beliebige Realisierung a(t) gilt:

lim ilp /O " dta(t) = (a) (85)

T—o00

(@00 (84)

2Wegen der Linearitiit ist auf jeden Fall klar, dass #(t) ein GauB-Prozess ist, wenn £(¢) ein solcher ist.
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das heifit der zeitliche Mittelwert ist gleich dem Ensemble-Mittelwert. Weiterhin ist eine
wichtige Grofe das Leistungsspektrum I(w) des Prozesses:

I(@)Aw/2m =37 (a.P) (86)

wobei auf der rechten Seite {iber alle w,, zu summieren ist, die zwischen w und w + Aw liegen.
Da benachbarte Frequenzen den “Abstand” 27 /T haben, konnen wir fiir grofie T die Grofle
(|an|?) als kontinuierliche Funktion auffassen, so dass auch gilt:

I(w) = lim T{|an|?) (87)

T—o00

mit n — wT'/27. Betrachten wir jetzt Korrelationsfunktionen vom Typ

o(t) = (a(to)a(to + 1)) (88)

so hingt diese Grofle wegen der Stationaritdt nicht von ¢, ab. Dann sagt das Wiener-
Khintchine-Theorem aus, dass fiir T' — oo:

I(w) = / o; dt(t)e" (89)

Zum Beweis geht man aus von

~ 12 1 T T twn (t1—t2)
(in]?) = ﬁ/o dt1/0 dbad(ts — 1)cin 1=t (90)
und fithrt ¢ = ¢; — t5 als neue Integrationsvariable ein.

Nach diesen Betrachtungen bietet es sich aber an, direkt mit einem unendlichen Zeitin-
tervall zu arbeiten. Dann ist

att) = [ Wawe ™ afw) = | dra(te (o1)

—00 2 —00

AufBlerdem, fiir reelle Funktionen a(t) folgt: a(w) = a*(—w); und fiir stationére Prozesse gilt:

(a(w)a(w')) = 278(w + ') - I(w) (92)

[c] Im Lichte der Begriffe aus [b] konnen wir feststellen, dass das Leistungsspektrum
von £(t) unabhiingig von der Frequenz ist, némlich I¢(w) = Q - daher der Name “weifes
Rauschen”. (Fiir groBe Frequenzen, wenn w vergleichbar mit mikroskopischen Stofraten ist,
sind aus physikalischen Griinden Abweichungen von diesem Verhalten zu erwarten.) Zunéchst
schweifen wir noch etwas ab und diskutieren die mittlere lineare Antwort des Brown’schen
Teilchens, das heifit wir stellen uns vor, dass von auflen zusétzlich eine zeitabhéngige Kraft
f(t) angelegt wird. Nach Mittelung folgt:

ma; (& (t)) +n0(&(t)) + ko(2(t)) = f() (93)
Durch Fourier-Analyse finden wir folgende Relation:
(Z(w)) = xW)f(w)
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V@) = [—mw? — i + ko] (94)

Die Grofe x(w) bezeichnet man als Antwort- oder Response-Funktion. Entsprechend ldsst
sich die Langevin-Gleichung auflosen, das heift #(w) durch &(w) ausdriicken:

Bw) = x(W)¢(w) (95)

Als Konsequenz ergibt sich, dass das Leistungsspektrum I, (w) direkt mit I (w) = @) verkniipft
ist:

L(w) = [xW)]*- Q (96)
2,

AuBerdem folgt sofort: Imy (w) = X" (w) = nw|x(w)|?, Hier tritt beispielhaft wieder der schon

erwihnte Zusammenhang zwischen Fluktuationen (<+ I,(w)) und Dissipation (++ x" (w)) auf.

[d] Resultate. Durch Fourier-Riicktransformation lésst sich schliellich die Korrelations-
funktion ¢,(t) = (Z(to)Z(to + t)), die den GauB-Prozess #(t) eindeutig festlegt, bestimmen.
Zuerst berechnen wir

(2(to)2(t0)) = ¢=(t = 0) = Q/2nko (97)

und stellen zur Festlegung von () die Forderung, dass gleichzeitige Korrelationen den aus der
statistischen Mechanik bekannten Wert haben sollen (Gleichverteilungssatz), das heifit den
Wert, den man mit der Gleichgewichtsverteilung (bei gegebener Temperatur),

1
~ exp(—§k‘ox2/k33T) (98)
berechnet. Daher fordern wir ko, (0) = kT und finden
Q = 20kpT (99)

Weitere Resultate lassen sich durch Anwendung des Residuensatzes gewinnen, was hier

1/2
)

aber nicht vorgefiihrt werden soll. Mit wg = ko/m, wy = (wi —¥*/4)1/2, v = n/m finden wir

schlie3lich
G (1)

wobei der Vorfaktor sich auch Umschreiben lasst zu

= 2m2%ug[cos wit + 23)1 sin wl\tﬂe*v\tl/z (100)

2 2 2
= Kp =

Interessant ist noch der Fall eines freien Teilchens, kg — 0 (wy — —i7/2), in dem wir die
folgende Grofle betrachten:

([(t) — (o)) = 22T

(1t =y~ (1 = ) (102)

Wie zu erwarten erkennen wir, dass die Bewegung fiir grole Zeiten vt > 1 (bzw. m — 0)
diffusiv ist, mit dem bekannten Resultat

D = kgT/n (103)
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Andererseits, fiir vt < 1, ergibt sich
([£(t) = 2(0)]%) ~ (kpT/m)t* (104)
wobei der Faktor kzT/m das Quadrat der thermischen Geschwindigkeit ist, (0%) = kgT/m.

le] Erzeugende Funktionale. In einer Verallgemeinerung der charakteristischen Funktion
von § 4 kénnen wir stochastische Prozesse, zum Beispiel & (t) und #(t), durch ihre erzeugenden
(oder charakteristischen) Funktionale charakterisieren. Aus den Eigenschaften vieldimensio-
naler Gaufl-Funktionen folgt sofort

Zelal = (expi [ dtu(®E(0)

(
— eXp—g / dtu(t)? (105)

Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass die (gemeinsame) Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben
ist durch

Wi ~ exp 3 [ des(o)” (106)

wobei berticksichtigt wurde, dass das Funktional-Inverse der -Funktion die 6-Funktion selbst
ist:
/ dE 6(t — DS —t') = 8(t — ') (107)
Analog ergibt sich
1

Zalu] = exp— / dtdt'u(t) b, (t — ')u(t)) (108)
Aus den erzeugenden Funktionalen lassen sich durch funktionale Differentiation alle Korre-
lationsfunktionen gewinnen.

§ 6. Das Feynman’sche Wegintegral

[a] Zwischen der Ubergangswahrscheinlichkeit der Theorie stochastischer Prozesse (fiir ein
spezielles Problem, siehe § 3[d]) und der aus der (Einteilchen-) Quantenmechanik bekannten
Ubergangsamplitude (Propagator) besteht ein enger formaler Zusammenhang, der im Folgen-
den Paragraphen erldutert wird. Dazu erinnern wir zuerst an die Definition des Propagators
der Quantenmechanik:

K (x,t|zo, to) = O(t — to)(x|e HE0/M 50) (109)

wobei H der Hamiltonoperator ist, H = p%/2m + v(&), und |z), |z,) die Eigenzustinde des
Ortsoperators. Wenn die Eigenzustiinde {|\)} von H, H|\) = ;|\), ein vollstéindiges System
bilden, kann man auch schreiben

K (x,tlxg, to) = O(t — o) Z(p,\ x)x(zo)e _“*(t_t‘))/h (110)
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mit @) (z) = (x|\). Der Propagator geniigt folgender Differentialgleichung

{gt | ;[_;na‘; +v(@)|} K (2, tlo, to) = 8(x — 20)3(t — to) (111)

und offensichtlich ist K (z,t|z,t) = d(z — xo). Fiir die zeitliche Entwicklung einer Wellen-
funktion ¢(z,t) konnen wir dann schreiben (t)¢y):

o(,t) = / dzo K (x, |0, to) o (0, o) (112)

[b] Wegintegral. Nach Feynman kann man den Propagator auch mit Hilfe eines Weginte-
grals oder Funktionalintegrals darstellen:

?
K(z,tlxg, to) = /z(to):zo Dx exp ﬁS[x] (113)

z(t)=z

Hier ist das Integral zu verstehen als Summe iiber alle méglichen Wegen, die von z( zur Zeit
tg zu x zur Zeit t fithren; siehe Fig. 6.1.

N

c‘..—-
o
cr

Fig. 6.1

Weiterhin ist S|x] die klassische Wirkung:

m ,0x

Slal = [t [ (5 = o(a(®))] (114)

Beachten Sie, dass S[z] die Bedeutung eines Funktionals hat — der Funktion z(¢') wird eine
Zahl S[z] zugeordnet.

Das Wegintegral kann (nur) als Grenzwert einer Diskretisierung erklart werden. Wir teilen
das Zeitintervall in n gleiche Schritte der Liange 7 = (t—1¢)/n, setzen t; = to+j-7, x(t;) = x;,

und definieren
n

HEDEES 5 (=) = v(ay)] (115)

T
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und

= 2mih =
f{(x7 t|x07t0) = ( ik T)_n/Z/dl’n_l coodry ezs/h (116)
Dann gilt
ﬁ(to):lo Dz eZS[x]/h - nhﬁg)lo F(ZL" t|£L’0, to) (117)

z(t)=z

[c] Wick-Rotation. Zum Teil aus formalen Griinden dreht man die Richtung der Zeit in
der komplexen t-Ebene um —7 /2, durch folgende Substitution:

t— —it, to— —ity;—> T — —iT (118)

Diese Prozedur sollte, wenn man zuriickgeht zur Darstellung in den Eigenfunktionen des
Hamiltonoperators, unproblematisch sein (vorausgesetzt das Spektrum ist nach unten be-
schriankt). Als Resultat dieser Wick-Rotation erhélt man den “euklidischen” Propagator,
den wir mit Ky bezeichnen wollen:

Kp(x, t|zo, to) = O(t — to) (x|e HE0)/R 5 (119)
K g geniigt der Differentialgleichung

a 1. n* 92
{

o0t 117 gy g T V@R o, o) = 6(z — 20)d(t — to) (120)

Anmerkung: Wenn wir (¢ —ty) durch i/kgT ersetzen, lisst sich eine Verbindung zum statis-
tischen Operator herstellen. Betrachten Sie zum Beispiel, mit dieser Ersetzung, die Groflie

/ dv Kp(x, to, to) = 3 e/keT (121)
A

Analog zu vorher existiert eine Wegintegraldarstellung,

1
Ke(a,thao.to) = [, ., Do exp—5Sels (122)
z(t)=z
mit der euklidischen Wirkung
¢ m ,0x
_ ([T OT o
Sp = /to dt'[ 5 (5" +v(e)] (123)

als Grenzfall der entsprechend diskretisierten Form.

[d] Differentialgleichung. Zum Beweis der Wegintegraldarstellung betrachten wir die dis-
krete Darstellung, K g, und setzen x,_; = 2’. Dann gilt

K o(z, t|zo, to) = /dg;'m(a;, ta t — TV Ra(a',t — 720, t0) (124)
mit ok

)7e R LT Vo BN LN S

Kp(rtla’.t —7) = (= =) exp [%(:p ) +hv(a;)} (125)



Letztere Grofle bezeichnet man auch als Kurzzeitpropagator. Offensichtlich kénnen wir im
Grenzfall 7 — 0 unter dem Integral wie folgt entwickeln (fiir einen Moment lassen wir (xg, to)
weg):
— 1 .
Kp(@ t—7)=[1+(z' — 2)d, + oo =)0 — 70+ . K1) (126)
Nach Integration iiber 2" ergibt sich dann sofort die oben angegebene Differentialgleichung.
[e] Beispiele.
(i) Freies Teilchen, v(x) = 0. Dieser Fall ldsst sich zum Beispiel durch explizite Integration
der diskreten Form behandeln, oder natiirlich auch durch Fourier-Transformation. Es ergibt
sich

—1/2
2h(t — to)] (127)

Kg(x, t|lxg, to) = Ot — to) [ - m(z — 3;-0)2]

P [_ 2Nt — to)
mit offensichtlicher Ahnlichkeit zum Diffusionsprozess, wenn wir D <+ h/2m identifizieren.

(ii) Quasiklassische Niherung. Eine derartige Ndherung bietet sich an im Grenzfall i — 0
und ist auch als WKB Néherung aus der Quantenmechanik bekannt. Fiir A — 0 erkennen wir,
dass das Wegintegral von solchen Wegen dominiert wird, die Sg bzw. S extremal machen:
Dies sind die klassischen Wege, die wir z.(¢') nennen wollen. Unter Umsténden geniigt es
dann, eine Entwicklung um z.(t') zu betrachten. Wir setzen x(t') = z.(t') + dx(¢') und finden
in zweiter Ordnung:

1
Sglx] = Sglz.] + 5 / de'dt” sx(tYH (¢, t")ox(t") + ... (128)
wobei der Term erster Ordnung natiirlich identisch null ist. Dabei ist H gegeben durch
H(E 1) = o6(t' — 1) = mdf + v (wo(t)))] (129)

wobei v” die zweite Ableitung des Potentials nach x ist. Nach Integration [ D(dz) erhalten
wir also ndherungsweise

Kp(z, t|zo, to) ~ (detH) V2 exp —Sg[z.]/h (130)

Hier héngt nur Sg[z.| von z und z ab.

(iii) Die unter (ii) angegebene Ndherung ist exakt fiir Situationen, in denen die Lagrange-
Funktion hochstens quadratisch in der Geschwindigkeit und der Koordinate ist. Fiir den
harmonischen Oszillator, zum Beispiel, ergibt sich [v(z) = mwiz?/2]:

mw
und mwo 1/2
Kp(x,t|zo,to) = | | exp —Sglw/h (132)

2mwhsh wWo (t - to)

Der Vorfaktor lasst sich, abgesehen von einer unendlich groflen Konstanten, leicht mit

det H = [[(mw? +mwg) , w, =mn/(t —t5) , n=1,2,3,... (133)
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in Verbindung bringen; und die Konstante schlief8lich ergibt sich zum Beispiel durch Vergleich
mit der Zustandssumme des harmonischen Oszillators im Grenzfall grofler Zeiten, das heifit

Wir geben noch einige niitzliche Beziechungen an; zur Vereinfachung setzen wir ¢y = 0.

(1)
8QSE [{EC]

wo

m
——— = 2th————— 134
0xdx T 2mhsh wyt (134)
(i)
det o 2 2 sh(wot/2) = 2mn/t
et H _ H w; 4—2w0 _ sh‘{ﬁéé? w ™/ (135)
detHo 5 wa St wp, =/t
(iii) Daher finden wir auch folgende Darstellungen:
1 9255
Kg = - — - 1
B Ot to){ 27rh8:c8x0’} exp —Sg/h (136)
m \Y2 [ wet \ M2
= t—t —_— — h 1
o 0) (27rht> (Shwgt) exp —Sin/ (137)

Den ersten Vorfaktor in der letzten Beziehung hatten wir schon beim freien Teilchen
gesehen.

§ 7. Die nicht-lineare Langevin-Gleichung

[a] Vorbemerkungen. Wir wollen jetzt allgemein eine nichit-lineare Langevin-Gleichung
von der Form

N0 (t) = F(a(t),t) + £(t) (138)

diskutieren (zur Vereinfachung: m = 0). Wir erinnern daran, dass wir bei der linearen
Langevin-Gleichung die bilinearen Korrelationen aus der Kenntnis der entsprechenden Grofie
der Zufallskraft gewinnen konnten; insbesondere ist es im linearen Fall nicht notwendig zu
verlangen, dass é (t) ein GauB-Prozess ist. Bei einer nicht-linearen Verkniipfung ist eine ge-
naue Spezifikation notwendig und wir nehmen an, dass é (t)— aus physikalischen Griinden
wie in § 5 diskutiert — ein d-korrelierter Gau3-Prozess mit Mittelwert gleich 0 ist. Zu beach-
ten ist, dass (t) dann im Allgemein kein GauB-Prozess ist; allerdings ist in obiger Form die
Markov-Eigenschaft gewahrleistet.

Fiir spitere Entwicklungen ist es notwendig, die obiger Differentialgleichung entspre-
chende diskrete Form zu betrachten. Dazu integrieren wir die Gleichung iiber das Intervall
tji—1...tj, wobeit; =tg+j-7,t, =t =ty+n-7, 7= (t —ty)/n, und definieren z; = Z(t;)
und A b A

&= [ avéw) (139)

ti—1

Aus den Eigenschaften von £(t) folgt

~

(&) =0 <é]éz> = Q70 (140)
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und fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeit

1 n
WH{&)) = 2rQr) " Pexp—5—= > & (141)
27Q) =
AuBlerdem ergibt sich
t / ST, £
0 (3 —8;) = /t d'F (@), ) + & (142)

Fiir kurze Zeiten kann [ F' in dieser Gleichung vernachléssigt werden, so dass gilt

((i"j - @j—1)2> = QT/UQ (143)

Wegen dieser Eigenschaft ist der Prozess Z(t) zwar stetig, aber genaugenommen nicht diffe-

14

renzierbar, was mit den “wilden” Schwankungen von &(t) zusammenhéingt. Im Allgemeinen
ist daher eine Approximation von Integralen im Grenzfall 7 — 0 problematisch. Fiir die

Integration der Bewegungsgleichung spielt das aber keine Rolle.

[b] Somit erhalten wir, durch einfache Approximation des Integrals (¢’ ~ t;_; im Inte-
granden), folgende Beziehung

0 @5 —dj) = TF(@jo1,t-1) = & (144)

Diese Beziehung lesen wir (bei vorgegebenen z;) als eine Abbildung

{2;} + {&} (145)

was zu folgendem Zusammenhang zwischen der n-dimensionalen bedingten Wahrscheinlich-
keit (¢ fest!) fiir die {Z;} und der n-dimensionalen gemeinsamen Wahrscheinlichkeit fiir die
{&;} fiihrt:

P.({z;}zo)dzy, ... dey = W({E})dE,, - .. d& (146)

Daher ldsst sich {x;} ohne weiteres durch {¢;} ausdriicken, wenn wir die Jacobi-Determinante
beriicksichtigen:

D(&n,---&1) 9%,
D(I‘n,...llfl) 81?]'

Es folgt aber sofort, dass die Matrix (0¢;/0x;) eine Dreiecksmatrix ist; die Determinante ist

= det(2) (147)

dann gleich dem Produkt iiber die Diagonalelemente, das heifit gleich n™ und insbesondere
eine Konstante. Somit erhalten wir

P({z;}xo) = 7" -W({&1)

1 n
= (4nD7)"™?exp —

2
iDr (2 — i =T /1] (148)
j=1

mit Fj_, = F(z;_1,tj_1), und wir benutzten D = Q/2n*. Die Ubergangswahrscheinlichkeit
ergibt sich durch Integration iiber die Zwischenwerte,

Pz, t|zo, to) = / dtp_y ... dz P({;}0) o, (149)
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Wir weisen darauf hin, dass diese Form schon in § 3[a] durch mehrmalige Anwendung der
Chapman-Kolmogorov-Gleichung erhalten wurde, und dass wir an dieser Stelle natiirlich, wie
im vorigen Paragraphen, zu einem Wegintegral iibergehen kénnten.

[c] Der Ubergang zu einer Differentialgleichung fiir P(x,t|xo, ) wurde bereits diskutiert
(§ 3), und trat in dhnlicher Form in § 6 auf. Wir schreiben wieder x,,_; = 2’ und betrachten

Pz, t|zo, to) = /dx’P(x, tla' t — T)P(x,t — T|wo, to) (150)

mit

(x —a' — TFn—l/T’)Q}
4Dt
und verwenden folgenden vereinfachenden Trick. Anstelle der direkten Entwicklung auf der

P(x,t|2',t = 7) = (4nDr) "V exp | - (151)

rechten Seite multiplizieren wir die Gleichung mit einer beliebigen Testfunktion ¢(z), inte-
grieren iiber x, und entwicklen die Testfunktion geméafl

B(r) = (') + (2 — ) (@) + 5 (a — )" (@) + .. (152)

Bei der Integration iiber z haben wir dann folgende Korrespondenz: 1 — 1, z—a' — 7F;_1 /7,
(x — 2')*> = 2D, und erhalten

/dmgb(m)P(x,ﬂxo,to) =
/ da’[¢(x) + ;F(:c’,t — )¢/ (2) + Dr¢"(2) + ... | P(a/,t — 7|70, 10)(153)

Fir 7 — 0 ergibt sich dann, da die Testfunktion beliebig ist, die schon bekannte
Smoluchowski-Gleichung:

O P(x, t|mo, to) + Oy {;F(m t) — DO,| P(x, |70, o) = 6(x — 0)3(t — o) (154)

wobei die Anfangsbedingung mit eingebaut wurde.

[d] Symmetrische Diskretisierung. Als alternative Moglichkeit wollen wir bei der Integra-
tion der Bewegungsgleichung das Integral symmetrisch approximieren. Dann erhalten wir

~ " T R R
& =& —wjm1) = 5 [F(5,t5) + F(#5-1,t51))] (155)
was scheinbar einen Unterschied macht! Dazu berechnen wir wieder die Jacobi-Determinante,
det(9¢;/02;) = H [1— —F’ (&,1;)]
~Y n _— / 7 . .
~ exp{ 27];“%,@)} (156)

wobei Korrekturen ~ 72 im letzten Schritt weggelassen wurden. Insbesondere ist die Groe
jetzt nicht mehr konstant, sondern héngt von {z,} ab! Somit erhalten wir

P({z;}zo) = (4nD71)"?*x (157)
1 & \
exp {_Ejzl[% — T 277(F G+ Eio)]f - ZF (158)
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Wir kénnen uns aber iiberzeugen, dass diese Form zur gleichen Differentialgleichung fiir
P(z,t|xg, to) fithrt, und daher im Grenzfall 7 — 0 den gleichen stochastischen Prozess be-
schreibt. Diese Form heifit auch die kanonische Form; hier fiihrt der Ubergang zum Funktio-
nalintegral kaum zu Missverstandnissen.

le] Onsager-Machlup-Funktional. Wir gehen jetzt wie in § 6 zur Wegintegralformulierung
iiber, mit dem Resultat

Pz, t|z0, to) = / Dz exp —Alz] (159)

2(t9)=w0
z(t)=x

wobei A[x], das auch verallgemeinertes Onsager-Machlup-Funktional heiit, gegeben ist durch

L gln 1y

4D o ot (I@,)at,)r-i-i tdt’F'(x(t’),t’) (160)

Alx] 2

In dieser Form ist der Unterschied zwischen den beiden Formen der Diskretisierung nicht
mehr erkennbar. Das Problem liegt im gemischten Term

1 ,0x
- —F(z(t'),t 161
3oy | g FEE).) (161)
Zur Hlustration betrachten wir den Fall, dass F'(z,t) = F(z) = —0,V (x) ist, und finden

mit Hilfe der Kettenregel der Differentiation fiir diesen Term das einfache Resultat [V (x) —
V(z0)]/2Dn, und daher (Dn = kgT")

Alz] = [V(z) — V(x0)]/2Dn + 42 /tt dt'[i* + F?/n* + 2DF' /n) (162)

Die Kettenregel der Differentiation ist aber nur in der kanonischen (symmetrischen) Form
anwendbar!

Die letzte Darstellung erlaubt die Interpretation, dass die Grofie
P(x, t|zo, to) = P(x, t|zo, to) - elV(@V(w)l/2ksT (163)

der gleichen Bewegungsgleichung wie der euklidische Propagator der Quantenmechanik (siche
§ 6) geniigt, vorausgesetzt wir setzen in letzterer

und identifizieren das Potential v(x) als
1, D

Dies folgt direkt aus der Wegintegraldarstellung von Kg, und der Korrespondenz A <+ Sg/h.
Das gleiche Resultat erhélt man natiirlich auch ausgehend von der Fokker-Planck-Gleichung,
aus der sich leicht die Differentialgleichung fiir P(z, t|zo, to) herleiten ldsst.
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II Thermodynamik irreversibler Prozesse

§ 8. Thermostatik und Thermodynamik

[a] Einleitung. Wir hatten schon erwihnt, dass die Uberlegungen aus Teil I der Vorle-
sung nicht auf den konkreten Fall eines schweren Teilchens in Wechselwirkung mit vielen
leichten Teilchen beschrinkt sind, sondern einen sehr allgemeinen Charakter haben. In der
Tat konnen wir Fluktuationen immer dann erwarten, wenn das zu untersuchende System in
Kontakt mit einem Reservoir ist, und wegen des engen Zusammenhangs zwischen Fluktuatio-
nen und Dissipation sind phidnomenologische Gleichungen entsprechend zu konstruieren. Die
Groflen, die wir betrachten wollen, sind insbesondere die aus der Thermodynamik bekannten:
Energie, Volumen, Teilchenzahl oder, bei genauerer Betrachtung, deren Dichten: Energiedich-
te, Teilchendichte. Auf jeden Fall handelt es sich um makroskopische Variablen, die sich (zum
Beispiel) als Summe iiber sehr viele mikroskopische Gréfien berechnen lassen. Ausgehend von
einer bestimmten Erweiterung der Thermodynamik sollen die Prinzipien aufgezeigt werden,
wie die Gleichungen fiir zeitabhéngige Prozesse zu konstruieren sind.

Zur Erinnerung® betrachten wir zuerst ein einfaches System mit extensiven Grofen
X1, Xy, ...; die Thermostatik ist aufgebaut auf vier Postulaten:

(1) Es gibt bestimmte Zusténde des betrachteten Systems, genannt Gleichgewichtszustinde,
die makroskopisch durch Angabe von X, X5, ... vollsténdig festgelegt sind.

(2) Es gibt eine Funktion, genannt Entropie, S = S(X1, Xs, .. .), die fiir alle Gleichgewichts-
zustande definiert ist. Die frei beweglichen extensiven Variablen stellen sich so ein, dass
S maximal wird.

(3) Die Entropie ist additiv; sie ist stetig und differenzierbar, und eine monoton wachsende
Funktion der Energie, F.

(4) Die Entropie verschwindet fiir 0S/0E = oo, das heifit fiir 7' = 0.

[b] Energieaustausch. Als einfaches Beispiel betrachten wir ein abgeschlossenes System beste-
hend aus zwei thermisch gekoppelten Untersystemen. Es sei S;(F;) die Entropie von System
“17, S9(FE,) die Entropie von System “2”, und natiirlich ist £ = E; + F, fest; siehe Fig. 8.1.

Die Entropie des Gesamtsystems ist dann S = Sy + Sy = S1(E)) + S2(E — Ey). Der
Gleichgewichtszustand ist bestimmt durch

s 1 1

e 166
aEl T1 T2 ( )

das heifit durch 77 = T5, die Temperaturen miissen gleich sein. Betrachten wir jetzt aber die
zeitliche Entwicklung ins Gleichgewicht, so konnen wir von einem Anfangszustand mit 7} # T5
ausgehen; dann wird, so lange T} # T; ist, ein Energiestrom zwischen den Untersystemen

3Literatur: Callen, Kap. 1.
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S, &) A S, (5)

Fig. 8.1

flielen, bis das Gleichgewicht erreicht ist. Somit liegt es nahe, einen verallgemeinerten Strom
und eine verallgemeinerte Kraft einzufithren:

ngdd? : fEZ(.;aﬂi (167)
derart, dass beide im Gleichgewicht verschwinden. Eine wichtige Grofle ist die Entropiepro-
duktion: iS  9S dE

BB e Fs (168)

[c] Die Verallgemeinerung ist offensichtlich. Es seien {X;} die frei beweglichen Groen;

wir definieren Strome und Krafte wie vorher:

dXy as

und finden fiir die Entropieproduktion

as
k

Wir betonen nochmals, dass alle Stréme verschwinden, wenn die Kréfte beliebig klein werden.
Wir kénnen daher fiir Fr, — 0 einen linearen Zusammenhang erwarten:

Jp =Y LF; + O(F?) (171)

wobei L als Matriz der Transportkoeffizienten bezeichnet wird. Wegen J, = Xk und F; =
Fi({X;}) bestimmt diese Gleichung die zeitliche Entwicklung der frei beweglichen Groflen.
Die Ahnlichkeit mit der iiberddmpften Bewegung eines Teilchens ist offensichtlich.
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Setzen wir die lineare Beziehung zwischen Strom und Kraft in die Gleichung fiir die
Entropieproduktion ein, folgt
S =Y FLFy (172)
ik
das heifit die (physikalisch motivierte) Forderung S > 0 fithrt zum Schluss, dass L eine positiv
definite Matrix sein muss. Eine weitere allgemeine Aussage (die Onsager’schen Relationen)
ist, dass L symmetrisch ist, zumindest wenn wir fiir den Moment ein Magnetfeld oder eine
Rotation des Systems aufler Acht lassen (siehe § 10).

[c] In manchen Fillen kénnen wir nicht nur die Kraft, sondern sogar die Auslenkung aus
dem Gleichgewicht, 0X} = X} — X}, als kleine Grofle betrachten. Mit Fi({X]}) = 0 ergibt
sich

J
und
J
wobei aus der Definition von F folgt, dass
0?S
Bii = (=== 1
! (aXian)o (175)

die zweite Ableitung der Entropie nach den extensiven Variablen im Gleichgewicht ist. Offen-
sichtlich ist B symmetrisch. Die vollstéindig linearisierte Gleichung beschreibt exponentielle
Relaxation zum Gleichgewicht, obwohl die Bedingung “L - B ist negativ definit” aus “B is
negativ definit” (siehe § 9) und den Eigenschaften von L nicht zu folgen scheint.

§ 9. Theorie der Fluktuationen

[a] Wenn ein System im Kontakt mit einem Reservoir ist, zeigt die entsprechende exten-
sive Grofle, sagen wir X, Fluktuationen, und wir nennen sie dann XJ, zur Unterscheidung
von Mittelwert X;. Der entsprechende intensive Parameter F; = 9S7/0X} des Reservoirs
ist dabei fest vorgegeben. Zwar zeigen sich die Fluktuationen praktisch auch als zeitliche
Schwankungen; theoretisch ist es aber angemessen, wieder ein Ensemble zu betrachten, und
die Wahrscheinlichkeit (sdichte) W (Xy, X5, . ..) durch eine Erweiterung von Postulat (2) ein-
zufiihren.*

(2’) Es gibt eine Funktion der zufilligen Grofien X1, Xo, ... des Systems, genannt “momen-
tane Entropie”, S = S(Xj, Xs,...), mit der Eigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte
gegeben ist durch

1 . .
J

Kontakt mit der alten Formulierung wird dadurch hergestellt, dass wir fordern: S (X1, Xo,...)
ist gleich der Gleichgewichtsentropie, S.

4Literatur: Callen, Kap. 15; Schmid, § 41.
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[b] Mittelwerte und wahrscheinlichste Werte. Wir definieren die intensiven Grofien jetzt
durch
F; = F;(X1,X,,...) = 05/0X,; (177)

und fragen zunéchst nach dem wahrscheinlichsten Wert der stochastischen Variablen Xj.
Dieser ist der Wert, bei dem W maximal wird, oder

S’(Xl,XQ,...) —ZFka = maximal (178)
k

Daraus folgt sofort, dass der wahrscheinlichste Wert bestimmt ist durch F’] = [, das heifit
die intensive Grofle des System ist gleich der des Reservoirs. Es zeigt sich aber, dass die
Wahrscheinlichkeitsdichte im thermodynamischen Limes ein ausgepriagtes Maximum hat, so

dass wir den wahrscheinlichsten Wert mit dem Mittelwert identifizieren konnen! In der Tat

1/2

geht die relative Breite ~ N~%= gegen null fiir N — oo.

[c] GauB-Approximation. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte TV lassen sich die ver-
schiedenen Momente der fluktuierenden Groflie berechnen. Von grofitem Interesse sind die
zweiten Momente, fiir deren Bestimmung sich ein einfaches Verfahren anbietet. Dazu definie-
ren wir die Abweichungen vom Gleichgewichtswert iiber

und entwicklen die Entropie in zweiter Ordnung;:

~ N 1 A
S=S+> Fi5X; +§ZBij5Xi5Xj+... (180)
J 1,3

Wenn wir nach dem zweiten Term abbrechen, ist W somit ndherungsweise durch eine vieldi-
mensionale Gau-Funktion gegeben:

A 1 A
B .

Wie schon erwéhnt, kénnen wir auch die intensiven Variablen iiber ihre Abhédngigkeit von den
extensiven Variablen als fluktuierende Groflen betrachten. Insbesondere im Bereich kleiner
Fluktuationen ergibt sich dann

0F, = B({X; +0X;}) — F, = > By;6X; (182)
J

da F}, die erste Ableitung der Entropie ist: F}, = 85 / dX;. Obige Relation beinhaltet somit,
dass wir nicht nur S({X;}) mit der Gleichgewichtsentropie S identifizieren, sondern auch
deren Ableitungen; zumindest im linearen Bereich sollte dies unproblematisch sein.

Als Resultat lasst sich die Wahrscheinlichkeitsdichte somit wie folgt schreiben:

1 PN
W~ exp — > 6F,0X, (183)
2kp %
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und

1 A A
2kp i
Daraus lesen wir sofort ab:
(0X:0X,) = —kp(B™)y; , (0F0E)) = —kp(B)y (185)
und
(6F:6X;) = kg (186)

Besonders einfach sind die Korrelationen zwischen intensiven und extensiven Variablen. Wir
erinnern daran, dass B symmetrisch ist; auflerdem folgt aus Griinden der Stabilitéit, dass B
eine negativ definite Matrix sein muss.

[d] Beispiel.5 Wir betrachten ein einfaches System, bei dem Energie (E), Volumen (V)

A

und Teilchenzahl (/) die Variablen sind. Dann ist

. 1 [, E PV uN
- “] (187)

WV, )~ exp [ SCE, V) = 1= T 2

wegen 0S/OE = T~ 0S/0V = P/T, 9S/ON = —u/T. Unter Verwendung der Ergebnisse
aus [c| folgen sofort einige Relationen:

0 (;) SE) = (6 (;) 5V) = (6 (‘T“> SN = —kp (188)

Speziell diskutieren wir den Fall, dass nur Schwankungen in der Energie und im Volumen zu
beriicksichtigen sind. Insbesondere gilt dann

(o (;) 577y — —;2<6TA6V> —0 (189)

so dass die Wahrscheinlichkeitsdichte, ausgedriickt in 6T und 5‘7, von besonders einfacher
Form ist:

2 72
W (ST, 67) ~ exp — l W o) (190)
2 ((6T)2)  ((6V)?)
Weiterhin folgt:
. 0?8 oT
2 4 2 2
~ oV
<((5V)2> = —k’BTaipzk’BTVI{T
wobei k7 die isotherme Kompressibilitdt bezeichnet:
1 [oV
=—=|== 192
Y (ap)T (192)

5Siehe auch: Landau-Lifschitz, Bd. 5, § 112; Schmid, § 43, § 44.
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Beachtet man zudem, dass
A A P ~
0F = CyoT + | T a— — Pl oV (193)
ar ).,

so kann man auch problemlos die Korrelationen mit der Energie, (§E0T) und (§ESV) sowie
((6F)?), bestimmen.

Schwankungen von Energie und Teilchenzahl bei festem Volumen, entsprechend dem grof3-
kanonischen Zustand, ergeben sich analog unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass sich 6N
und 6V geméf

N
5(;) — —WéV (194)
und R
N 1 .-
0= —O0N 195
=7 (195)

entsprechen: ((6N)2) = kT N2y /V. Diese Beziehung lisst sich auch schreiben als

. ON
ON)*) = kgT 196
(GN) = ey (w)w (196)
Schliellich wollen wir das ideale Gas erwéahnen, fiir das gilt:

N(T, j1) = VA exp <k§T> (197)

sowie 6F = Cy6T, mit Cy = 3kpN/2 unabhingig von V und T'. Es folgt

((6E)?) 2
E? 3N (198)
und unter Verwendung von PV = NkgT"
(6N)?) 1
: N2 - N (199)

Wie schon erwéhnt, werden die relativen Schwankungen klein im thermodynamischen Limes
(N — 00).

§ 10. Langevin-Gleichung fiir mehrere physikalische Gréfien

[a] Zusammenfassung. In den letzten zwei Paragraphen haben wir zwei Aspekte ge-
trennt behandelt: Die zeitliche Entwicklung der extensiven Gréflen bei nicht-verschwindenden
Kréften, zum Beispiel Anfangsbedingungen, die Zustdnden auflerhalb des Gleichgewichts
entsprechen; und die statistischen Fluktuationen der extensiven Gréflen. Dabei haben wir
zunéchst fir kleine Kréfte entwickelt (linear 1. Art), mit dem Resultat

_ @ =3 LuF({X,) (200)
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Weiterhin, fiir kleine Auslenkungen 6.Xj, (linear 2. Art), ergab sich

dé X,
= S M6X, 201
=M (201)
wobei wir noch M = —L - B eingefiihrt haben. Andererseits fanden wir fiir die statischen
Korrelationen:
(6X;6X;) = —kp(B™")y; (202)

[b] Langevin-Gleichung. Speziell mit Bezug auf den linearen Fall 2. Art betrachten wir
jetzt folgende Langevin-Gleichung:

Xy + > MydX; = &(t) (203)

und bestimmen die stochastischen Krifte {&x(t)} derart, dass im Mittel die alte Relaxations-
gleichung 0,0X = —MJX herauskommt, und dass die gleichzeitigen Korrelationen mit den
statischen Korrelationen iibereinstimmen.

Dazu setzen wir an:

~

() =05 (GOGE)) = Q- ot =) (204)

wobei die Fluktuationsmatriz Q aus der zweiten Bedingung zu bestimmen ist. Bei der ent-
sprechenden Verallgemeinerung des linearen Falls 1. Art ist ein Zusatz, zum Beispiel “£;(t)
ist ein GauB-Prozess”, notwendig (siehe § 7).

Die Losung der Langevin-Gleichung unter der Anfangsbedingung 55((250) = 0X lasst sich
sofort angeben:

A t /
0X(t) = e MUK+ [ dt'e ™M) g(t) (205)
to

Fiir groe Zeiten, bei denen die Anfangsbedingungen keine Rolle mehr spielen, berechnen wir
jetzt (tl, tQ > to)

J

_ /t3 dt" {e—M(h—t”)Qe—MT(tz—t”)} (207)

to ij

XX ) = [T ar [T ar (e ™MOg ] M) ) (206)

wobei t3 = min(t1,ty), und sorgfiltig auf die Reihenfolge der Indizes zu achten ist; M7 ist
die zu M transponierte Matrix. Um Q zu bestimmen, setzen wir ¢; = ¢, und bilden

e Mn {82 (eMt1 [.. .]eMTtl) }e’MT“ (208)
1

auf der linken und der rechten Seite dieser Gleichung. Unter Verwendung von
(6X;(t1)0X;(t1)) = —kp(B™"),; ergibt sich der gesuchte Zusammenhang:

Q = —kp[MB™' + B~'M”] = kgL + L] (209)
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Somit ist die Fluktuationsmatrix direkt mit der Matrix der Transportkoeffizienten verkniipft.
In einfachen Fillen (ohne Magnetfeld, keine Rotation) ist L = LT, und damit Q = 2kgL.

[c] Ein einfaches Resultat fiir die zeitliche Entwicklung der Korrelationsfunktion

ldsst sich fiir grofle Zeiten, tq,ty > tg, herleiten. Formal ldsst sich dieser Grenzprozess am
leichtesten durchfiithren, wenn wir ¢ty — —oo betrachten. Dann folgt aus obigem Resultat,
dass ®;; nur von der Zeitdifferenz ¢; — ¢, abhéngt, und wir erhalten die Beziehungen

t1 >ty @(tl — tg) = G_M(tl_t2)(I)(0) (211)

bt <ty B(t) —ty) = B(0)eM (1712) (212)

wobei natiirlich ®(0) = —kgpB~! eine symmetrische Matrix ist. Diese Relationen lassen sich
zusammenfassen zu

O(—t) = [®(t)]" (213)

Wenn wir nur eine einzelne Groflie betrachten, oder wenn L symmetrisch ist und mit B
kommutiert (LB = BL), gilt die einfache Bezichung

®(t) = e MlP(0) (214)

[d] Onsager-Relationen. Wie schon erwéhnt, hat die Matrix der Transportkoeffizienten
bestimmte Eigenschaften, die als Onsager-Relationen bezeichnet werden, und die mit der
Zeitumkehrinvarianz der mikroskopischen Bewegungsleichungen zusammenhéngen: Die mi-
kroskopischen Bewegungsgleichungen sind invariant unter der Ersetzung t — —t, das heifit
bei r; — r; und p; — —p;, wobei {r;} und {p,;} die Koordinaten und Impulse (bzw. deren
Operatoren) der mikroskopischen Teilchen sind! Fiir geladene Teilchen oder ein rotierendes
System gilt der Zusatz H — —H und ©Q — —€. Als Konsequenz folgt, dass auch Korrelati-
onsfunktionen invariant unter Zeitumkehr sind, das heif3t

&t H, Q) = &(—t; —H, Q) (215)

Wir setzen obiges Resultat ein, differenzieren nach der Zeit, und betrachten t — 40; zunéchst
ergibt sich
0,®(t) = —M®(t) = 0,[®(—1t)] = —®(t)M* (216)

und dann M®(0) = ®(0)M”. Somit erhalten wir schliefilich die Onsager-Relationen
L;(H,Q) = L;;(—H, -9Q) (217)

Insbesonders gilt L = L? fir H = © = 0. Wir finden also, als Konsequenz der mikro-
skopischen Zeitumkehrinvarianz, dass die phdnomenologisch in bestimmten makroskopischen
Gleichungen eingefiithrten Transportkoeffizienten nicht frei wahlbar, sondern gewissen Rela-
tionen unterworfen sind.
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[e] Verallgemeinerung. Implizit haben wir bisher angenommen, dass die Variablen {Xl}
selbst ihrem Charakter nach invariant unter Zeitumkehr sind. Dies trifft natiirlich zu auf
Energie, Volumen, Teilchenzahl, Teilchendichte, Energiedichte, usw. Andere Gréflen, wie zum
Beispiel Stromdichte, Energiestromdichte und Magnetisierung bzw. deren Dichte sind unge-
rade unter Zeitumkehr. Daher ist es notwendig, eine Klasseneinteilung vorzunehmen, und wir
setzen

X = (X9, X"), F = (F9,F") (218)

wobei g = gerade und u = ungerade bedeutet. Entsprechend schreiben wir allgemein

J9 Lo TLou. ,6 F9

(J“) - (Lug LM)(}“U) (219)
Anders ausgedriickt kénnen wir die Grofe ¢; derart definieren, dass ¢; = +1 fiir gerade
Variablen X; und ¢; = —1 fiir ungerade Variablen ist, das heifit ¢, = +1 fiir ¢ aus der
Gruppe “g”, und ¢; = —1 fiir ¢ aus der Gruppe “u”. Damit ldsst sich die mikroskopische

Zeitumkehrinvarianz ausdriicken als
;i (t; H, Q) = €;¢;P;;(—t; —H, —Q) (220)
SchlieBllich ergeben sich die Onsager-Relationen in ihrer allgemeinen Form, ndmlich
Li;(H,Q) = €;¢;L;;(—H, —Q) (221)
Insbesondere ist L;7 (H,Q) = —L(—H, —Q).
§ 11. Zeitabhingige Ginzburg-Landau Theorie

[a] Stetige Phaseniberginge. Als ein Beispiel fiir die Konstruktion phénomenologischer
Gleichungen wollen wir die Dynamik des Ordnungsparameters in der Néhe eines stetigen
Phaseniibergangs untersuchen. Die Theorie wurde von Ginzburg und Landau begriindet und
von Wilson im Rahmen der sogenannten Renormierungsgruppentheorie erweitert; letztere ist
in vielen Féllen notwendig zu einer korrekten Beschreibung, da sich in der Tat herausstellt,
dass Fluktuationen eine sehr wichtige Rolle spielen — die GauB-Approximation ist nicht
ausreichend nahe der kritischen Temperatur. Allerdings wollen wir diesen Aspekt hier nicht
niher verfolgen.’

Ein Phaseniibergang ist ein Ubergang von einer ungeordneten Hochtemperaturphase zu
einer geordneten Tieftemperaturphase. Die Ordnung kann durch einen Ordnungsparameter
beschrieben werden, der bei einem stetigen Ubergang stetig gegen null geht fir T — T,
wobei man T, die kritische Temperatur nennt. Als Beispiel sei hier die Magnetisierung in
einem Ferromagneten und die komplexe “Cooper-Paar-Wellenfunktion” in einem Supraleiter
erwahnt. Es zeigt sich experimentell, dass sich stetige Phaseniiberginge in Universalitéts-
klassen einteilen lassen. Man findet im Bereich 7 = (T'— T.)/T. < 1, dass die physikalischen

SWir beziehen uns auf: Schmid, § 32, § 33, § 45.
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Groflen Potenzgesetze zeigen, zum Beispiel fiir die spezifische Wéarme C, den Ordnungspara-
meter m und die Suszeptibilitdt y gilt

C ™, mn r? x o~ |7 (222)

wobei «, 3,7, als kritische Indizes bezeichnet werden.

Die Universalitéit besteht darin, dass die kritischen Indizes den gleichen Wert haben fiir
grofie Klassen von physikalisch unterschiedlichen Systemen. [Auflerdem existieren Relationen
zwischen den Indizes, zum Beispiel a + 25 + v = 2.] Die Moglichkeit der Klasseneinteilung
deutet darauf hin, dass die mikroskopische Struktur der Systeme keine wichtige Rolle spielt.
Es zeigt sich, dass die Klassen durch Angabe der Rdumlichen Dimension, d, und der Zahl
der Komponenten des Ordnungsparameters, n, festgelegt sind: Zum Beispiel ist n = 3 fiir
die Magnetisierung in einem Heisenberg-Ferromagneten, und n = 2 fiir einen Supraleiter und
superfluides “He.

[b] Freie Energie. Wir betrachten jetzt ein System bei fester Temperatur und in der Néhe
von T, so dass wir 7 und m als kleine Gréen annehmen kénnen. Durch Entwicklung der
freien Energie nach 7 und m lésst sich dann folgendes freie Energie-Funktional angeben,
genauer dessen Dichte (= freie Energie pro Volumen):

f(r, h:m) = fo [;Tmz + lebm4 — mh} (223)

wobei fy und b vom System abhéngige Konstanten sind, und h das zum Ordnungsparameter
konjugierte Feld (in reduzierten Einheiten) ist. Hier haben wir n = 1 angenommen: Allgemein
ist zu ersetzen: m* — (m)? m* — (m?)?, mh — m-h. Zu beachten ist, dass der quadratische
Beitrag bei T' = T, das Vorzeichen wechselt — deshalb der quartische Term (wir nehmen b > 0
an).

Fiir h = 0 ergibt sich das in Fig. 11.1 dargestellte Bild.

~n
pH £
T20
T<O
1
| \.{L/ > m
‘W\o Mc

Fig. 11.1

Der Ordnungsparameter stellt sich nun so ein, dass f minimal wird, woraus folgt

{0 T>0 994
TOE\ £(r/0) 2 T <0 (224)
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Hier driickt die Symmetrie mg <> —myg fiir 7 < 0 die Tatsache aus, dass beide Minima
dquivalent sind, oder allgemein dass der Ordnungsparameter in eine beliebige Richtung zeigen
kann. Wahlt das System eine Richtung, so ist die Symmetrie gebrochen, was man als spontane
Symmetriebrechung bezeichnet.

Wir wollen jetzt noch beriicksichtigen, dass sich der Ordnungsparameter rdumlich &ndern
kann, wobei vorausgesetzt ist, dass diese Anderung nur gering ist fiir atomare Absténde. Sol-
che Variationen fithren zu einer Erhohung der Energie und lassen sich (fiir isotrope Systeme)
durch folgenden Beitrag beriicksichtigen:

f=Ff+fo- ;gg(vm)z (225)

wobei & eine fiir das betrachtete System charakteristische Linge ist (&, ~ einige A fiir *He,
~ 10* A fiir Supraleiter). Die freie Energie ergibt sich dann als

F= / dr f (226)

[c] Statische Fluktuationen. Gegeben das obige Ginzburg-Landau Funktional, lassen sich
statistische Fluktuationen mit folgender Hypothese beriicksichtigen (wir konzentrieren uns
auf die Schwankungen des Ordnungsparameters): Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine be-
stimmte Konfiguration des Ordnungsparameters, m(r), ist gegeben durch

W] ~ exp { — Flm]/kpT} (227)

Somit stellt sich die besprochene Nédherung — der Gleichgewichtswert wird aus Minimierung
von F' gewonnen — formal als Sattelpunktsapproximation dar, analog zur quasiklassischen
Néherung, i — 0, beim quantenmechanischen Propagator.

Korrekturen zur Sattelpunktsapproximation lassen sich im Rahmen der Gauf-Néherung
leicht beriicksichtigen. Dazu vernachliissigen wir fiir 7 > 0 den m*-Term, und setzen fiir 7 < 0
an: m = mg + 0 und entwickeln bis zur Ordnung (6m)?, mit dem Resultat (b = 0):

{f;?i} fﬂ/dd H2|T|} m)* + & (Vom)®| + ... (228)

wobei 6F> (0F<) das Ergebnis fiir 7 > 0 (7 < 0) ist; beachtenswert ist der Faktor “2” (bei
gleichem |7]). Zur Berechnung der rdumlichen Korrelationsfunktion,

G(r,r") = (dm(r)dm(r’)) (229)
die nur von der Koordinatendifferenz r — r’ abhédngt, bietet sich eine Fourierzerlegung an:
Sin(r) = / P4 (e (230)
—J e

Zur Konkretisierung kann man auch ein Normalisierungsvolumen verwenden und periodi-
sche Randbedingungen einfiihren, so dass der Wellenvektor die iiblichen diskreten Werte
annimmmt. Es ergibt sich:

dq

= 5t [ Gl + Ealllbila) (231)
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und analog fiir £<. Mit den iiblichen Regeln fiir GauB-Integrale ergibt sich dann (eine leichte
Komplikation ist die Bedingung dm(q) = dm*(—q)):

1 (2m)%(q —d)

Im*(q)om(q)) = 232
(0" (q)dm(d’)) I (232)
wobei ng = fo/kpT gesetzt wurde. Schliefilich erhalten wir, in drei Dimensionen:
1 1 lr —r/|
Gir—r) = — 233
T g T e (259

Daran sehen wir, dass die rdumlichen Fluktuationen des Ordnungsparameters iiber einen
Abstand von der GréBenordnung &(7) = & /72 korreliert sind. Die GroBe &(7) heifit

Kohérenzliange, und sie wird beliebig grof fiir 7 — 0, allgemein wie {(7) ~ 77"

; in Gauf’scher
Néherung haben wir den Exponenten v zu v = 1/2 bestimmt. Letztlich ist das Anwachsen der
Kohérenzlange fiir T — T, dafiir verantwortlich, dass die asymptotischen Eigenschaften nahe

der kritischen Temperatur nicht von der mikroskopischen Struktur des Systems abhé&ngen.

[d] Dynamik der Ordnungsparameters. Entsprechend den in §§ 8-10 dargestellten Prinzi-
pien kénnen wir nun darangehen, eine Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung des Ordnungs-
parameters zu konstruieren. Insbesondere denken wir an n = 1, das heifit der Ordnungspa-
rameter sei ein Skalar — bei Vektorgréflen treten gewisse Komplikationen auf, es ist unter
Umstédnden keine einfache Relaxationsdynamik zu erwarten. Wir identifizieren

verallgemeinerter Strom <> Oy(r, t) (234)

S F[]
dm(r,t)

In der Sprechweise von § 8 handelt es sich dabei um unendlich viele Strome und Krifte, da

verallgemeinerte Kraft <« — (235)

diese hier an jedem Raumpunkt gegeben sind. Natiirlich ist dies eine Idealisierung, und wir
konnen uns eine rdumliche Zelleneinteilung vorstellen, so dass m(r,t) als iiber eine (viele
Atome enthaltende) Zelle gemittelte GroBe zu verstehen ist. Die Grofe einer Zelle muss aller-
dings klein sein im Vergleich zu (7). Wenn wir nun einen linearen Zusammenhang zwischen
Stromen und Kréften betrachten (linear 1. Art), tritt im allgemeinen eine Matrix der Trans-
portkoeffizienten auf, die von zwei Ortsindizes oder Ortskoordinaten abhéngen — in einem
ersten Schritt nehmen wir diese einfach diagonal an. Es ergibt sich folgende Gleichung:

S F ]
om(r,t)

dyn(r,t) + L = ¢(r, t) (236)
wobei wir eine stochastische Kraft addiert haben. Die stochastische Kraft héngt jetzt von
Ort und Zeit ab; wie in § 10 setzen wir an, dass f(r, t) fiir jeden Ort ein Gauf’scher stochas-
tischer Prozess ist, mit Mittelwert null und J-korreliert in der Zeit. Weiterhin ist aufgrund
der Diagonalitiit der Transportkoeffizienten-Matrix auch zu erwarten, dass & (r,t) rdaumlich
0-korreliert ist, das heifit

(E(r,0)) =0, {E(r, e ) = Qo(r —x')é(t —t') (237)
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wobei auflerdem () unabhéingig vom Ort angenommen wird. () wird spéater — auf die iibliche
Art — bestimmt.

le] Dynamik ohne Fluktuationen. Zur Bestimmung der charakteristischen Relaxationsra-
ten vernachldssigen wir zunéchst die stochastische Kraft und arbeiten in der Gauf3-Nédherung.
Zunichst sei noch das allgemeine Resultat angegeben:

SF[r] ) L
Sn(r 1) = fo[ &V + T+ bin® — h) (238)
Wir betrachten 7 > 0, Fouriertransformieren geméfl (zum Beispiel d = 3)
3
e, ) = [ S (g et (239)
2m)’

und vernachliissigen den m3-Term, beriicksichtigen aber ein orts- und zeitabhingiges Ma-
gnetfeld, h — h(r,t). Dann ergibt sich folgende Beziehung:

[—iw +T7Im(q,w) = fol - h(q,w) (240)

wobei
I = foLl(T + &q°) (241)
als Relaxationsrate der durch den Wellenvektor q gegebenen “Komponente” des Ordnungs-
parameters zu identifizieren ist. Zu beachten ist, dass [y = fyLT ~ 7 verschwindet” fiir

7 — 0; somit wird nicht nur die charakteristische Linge, sondern auch die charakteristische
Zeit beliebig grof} fiir T' — T,.. Offensichtlich folgt analog fiir 7 < 0:

Iy = L@l + &) (242)

Aus obiger Relation lasst sich die Antwortfunktion x(q,w) = m(q,w)/h(q,w) ablesen; man
spricht auch von einem diffusiven Response des Ordnungsparameters fir 7 = 0. Wir mer-
ken noch an, dass starke rdumliche Variatonen (grofie |q|) schneller relaxieren als schwache
rdumliche Variationen, geméfl obigem Gesetz.

[f] Dynamische Korrelationen. Unter Beriicksichtigung der stochastischen Kraft, aber fiir
h = 0, finden wir schlieSlich

Q- (2m)*(q — q)d(w — ')

(m*(q,w)m(d,w')) = w? 4 (I'>)2 (243)
q
und nach Riicktransformation beziiglich w (Lorentz-Kurve!):
27)%5(q — ' /
(. (g 1) = 5 2 L) o (o1)

C2fol T+ &3¢

Durch Vergleich mit [c] fiir ¢ = ' kénnen wir schliefilich die Stérke der stochastischen Kraft
festlegen, mit dem Ergebnis (ng = fo/kgT):

Q=2kpgL-T (245)

T Allgemein gilt T'g ~ [£(7)]7%; z wird als dynamischer kritischer Exponent bezeichnet. In der betrachteten
Gauf}-Néherung ist z = 2.
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Der Unterschied zu § 10 (@ = 2kpL) hingt offensichtlich damit zusammen, dass wir dort mit
der Entropie und nicht der freien Energie wie hier gearbeitet haben.

Wir weisen nochmals auf den engen Zusammenhang zwischen den Fluktuationen und
der Antwort des Systems hin, der sich hier wie folgt ausdriicken ldsst. Wir definieren die
Korrelationsfunktion

O(r,t;r', t") = (0m(r,t)om(r’,t)) (246)

(der Unterschied zwischen 7 und é7m ist nur fiir 7 < 0 wichtig) fiir den Fall A = 0. Insbeson-
dere gilt fiir gleiche Zeiten:
O(r,t;r' t) =G(r—r') (247)

und weiterhin hingt ® nur von r—r’ und t—t" ab. Somit kénnen wir die Fouriertransformierte
betrachten, ®(q,w), die wir ndherungsweise berechnet haben. Mit Hilfe der Responsefunktion
ldsst sich das Ergebnis wie folgt ausdriicken:

2kpT
wobel I
w
Im x(q,w) = x"(q,w) = m (249)

benutzt wurde. Die Relation ® = 2kgT'x” /w ist der klassische Grenzfall (hohe Temperaturen,
hw < kgT) des Fluktuations- Dissipations-Theorems (siehe § 15).

[g] Wegintegraldarstellung. Analog zur Diskussion in § 7 ist es moglich, die Wahrschein-
lichkeitsdichte W [m] fiir den stochastischen Prozess m(r,t), das heifit fiir die zeitliche Ent-
wicklung des Ordnungsparameters, anzugeben. Dies ist im Gegensatz bzw. als Erweiterung
von [c] zu sehen, wo wir die (statischen) Gleichgewichtsfluktuationen charakterisiert haben.
Wie im § 7 gehen wir aus von

WIE ~ exp —21Q [ e &e.1) (250)

welches die stochastische Kraft als rdumlich und zeitlich J- korrelierten Gau3-Prozess festlegt.
Hier ersetzen wir nun £(r,t) geméfl der Bewegungsgleichung und finden

5]5}2

om

Wm] ~ exp _21Q /d3rdt {&m +L (251)

wobei die Frage der Jacobi-Determinante (vermutlich) keine Rolle spielt. Betrachten wir als
Beispiel wieder die Gaui-Naherung, so ist W ~ exp(—.4), mit

A0:21Q/

in der Fourier-transformierten Darstellung. Daran lassen sich die obigen Resultate sofort

d

3
qdw . N
@) | —iw + Ty|? [0 (q, w)|? (252)

ablesen. Wie auch im Rahmen der Statik lisst sich auf die Wegintegralformulierung eine sys-
tematische (zum Beispiel, storungstheoretische) Berechnung der dynamischen Eigenschaften,
die iiber die GauB-Néherung hinausgeht, aufbauen.
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III Lineare Antwort-Theorie

Bisher haben wir phdnomenologisch die Fluktuationen von physikalischen Groflen und deren
Response auf ein externes Feld untersucht und dabei nur gelegentlich Anleihen bei der Sta-
tistischen Mechanik des Gleichgewichts, insbesondere dem Gleichverteilungssatz, gemacht. In
Teil IIT wird jetzt, fiir den Bereich kleiner Auslenkungen aus dem Gleichgewicht, der Zusam-
menhang mit der zugrundeliegenden Theorie, der Quantenstatistik, diskutiert und gezeigt,
wie sich die dynamische Antwort und die zeitlichen Korrelationen eines Systems aus der
Kenntnis der Energie-Eigenwerte und gewisser Matrixelemente berechnen lassen.

§ 12. Statische Suszeptibilitit

[a] Zustandsoperator. Eine zentrale Rolle in der Quantenstatistik spielt der Zustandsope-
rator, W, der auch oft statistischer Operator oder Dichtematrix genannt wird. Ein beliebiger
statistischer Zustand entspricht einem Ensemble, das heifit einer Menge von Kopien des be-
trachteten Systems derart, dass jede Kopie sich in einem durch die Wellenfunktion des Sys-
tems, |1;), gegebenen Mikrozustand befindet. Bezeichnen wir mit v; die relative Haufigkeit
der Kopien im Zustand |¢;), so gilt natiirlich

y=1; 0<y<1 (253)

Somit gilt fiir den Ensemblemittelwert einer physikalischen Grofle, reprasentiert durch einen
bestimmten hermiteschen Operator X:

(X) = Z%W%’XWJ (254)
und wir schreiben dies in der Form

(X) =5Sp (XW); W =3 lwi) (vl (255)

Somit ist TV eine Summe von Projektionsoperatoren und hat folgende Eigenschaften:
) SpW =1
(ii) W+ =W
(i) (w[Wg) >0

Bedingung (iii) gilt fiir beliebige Zustande [v); es folgt: Der Operator W besitzt ein ortho-
normales System von Eigenvektoren; die Eigenwerte sind reell, positiv und nicht grofler als
1. Ein statistischer Zustand heif3t

A

reiner Zustand > W2=w (256)

gemischter Zustand “ W24 W (257)
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Im reinen Zustand sind alle Mitglieder des Ensembles im gleichen Mikrozustand, das heif3t
v; = 1 fiir ein bestimmtes ¢. Im anderen Fall spricht man auch von einem Makrozustand.

[b] Kanonisches Ensemble. Jedem statistischen Zustand ldsst sich eine verallgemeinerte
Entropie zuordnen, geméaf

S[W] = —kg Sp (W In W) (258)

Die wichtigste Eigenschaft von S besteht darin, dass sie maximal wird fiir den Zustandsopera-
tor, der dem thermodynamischen Gleichgewicht — unter den gegebenen dufleren Bedingungen
— entspricht. Als Beispiel betrachten wir ein System, das an ein Warmebad gekoppelt ist. Un-
ter Berticksichtigung der Nebenbedingung

Sp HW = (H) = fest (259)

mit Hilfe der Methode des Langrange’schen Multiplikators findet man den kanonischen
Zustandsoperator:
Wiy = Z;' - exp(—H) (260)

mit 5 = (kpT)~! und Zx = Sp exp(—BH). Aus der Kenntnis der Zustandssumme Zx ergibt
sich die freie Energie geméfl

Die groffkanonische Verteilung ist gegeben durch

We = 25" exp—p(H — pN) (262)
wobei p das chemische Potential und N der Teilchenzahloperator ist, und

Z = Sp exp — B(H — pN) (263)

K=—kgTlhZg=—-P-V (264)

Hier ist K (7T, ) die Legendre-Transformierte von F(T', N); in beiden Fillen ist das Volumen
fest vorgegeben.

c] Statische Antwort.® Wir betrachten jetzt den Fall, dass der Hamiltonoperator H einen
Beitrag enthélt, der die Ankopplung an ein externes Feld f beschreibt, von der Form -X f.
Folgende Beispiele fiir (X, f)-Paare seien erwihnt:

Auslenkung <> Kraft
Magnetisierung <> Magnetfeld
Dichte <+ Potential

Strom <+ Vektorpotential

8Siehe Schmid, § 47.
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Fiir zeitunabhéngige Felder ist der kanonische Zustandsoperator somit gegeben durch
W = (27) exp = B(Hy — X f) (265)

wobei Z7 = Sp exp — 8 (]f[g —X f) die feldabhéngige Zustandssumme ist. Der Index “K” ist
zur Vereinfachung weggelassen. Durch Differentiation nach f folgt sofort

(X); = Sp (XW) = ~o;F/ (266)

wobei F/ = —kgT In Z/ die feldabhiingige freie Energie ist. Wir fragen jetzt nach der linearen

~

Antwort, das heifit wie dndert sich (X)f fiir kleine Felder. Sofort ergibt sich fiir f — 0:
(0X); = (X); = (X)smo =X F+O(f) (267)
wobei die statische Suszeptibilitit x° gegeben ist durch
X* = —(07F) 5 (268)

Allerdings lésst sich die zweite Ableitung, im Gegensatz zur ersten, nicht wie bei klassischen
GroBlen durchfithren, da X und Hy im Allgemeinen nicht vertauschen. Vielmehr zeigt sich,
dass die Korrektur linear in f zum Zustandsoperator gegeben ist durch

~

SW = f-W /O ’ dp'| X (8") — (X)] (269)

wobei

X(8) = ¥Ho e FHo (270)

gesetzt wurde. Durch Vergleich liest man ab:

S 6 / T O / % % 9
V= [ ds sp{W[X () - (D)][X - (X)]} (271)
0

In der Basis der Eigenfunktionen des Hamiltonoperators, {|n)}:

Hy|n) = E,|n) (272)
ergibt sich folgende Darstellung:
s Wn - Wm > 3

X == X X ()l (273

wobei W,, = Z 'exp (—BE,) gesetzt wurde. Wir merken an, dass es sich bei den Zustéinden
{|n)} um Vielteilchenzustinde handelt, das heiBt n steht reprisentativ fiir ~ 10** Quanten-
zahlen. Zu beachten ist auflerdem, dass der Term mit n = m in der Doppelsumme iiber eine
Hauptwertvorschrift zu erkléren ist.

[d] Erhaltene Grofen. Im Fall [Hy, X] = 0 ergibt sich ein einfaches Resultat:

~

v =B(X (X)), B=(ksT)! (274)
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das heifit die statische Antwort der Grofle und ihre Fluktuationen sind iiber “kgT” mitein-
ander verkniipft. Das gleiche Resultat gilt im klassischen Grenzfall, in dem der Operator-
charakter keine Rolle spielt, was wir bereits mehrmals (Kapitel I + II) gesehen haben. Im
Allgemeinen kann man sagen, dass dieser Zusammenhang giiltig ist fiir hohe Temperaturen
derart, dass

kgT > h/T (275)
wobei 7 eine charakteristische Relaxationszeit der Grofie X ist. Wir merken an, dass sich der

klassische Grenzfall formal als i — 0 darstellt.

[e] Viele physikalische Groflen. Die Verallgemeinerung zu mehreren physikalischen Grofien
{X;} ergibt sich aus

Xf— fozfz (276)
Die Suszeptibilitdatsmatrix, definiert iiber die li;eare Beziehung
(0Xi) =D X5fi+ - (277)
j
ergibt sich dann zu
ij = —(82Ff/afz‘3fj)f:0
= [Cagsp{W R - (%] % - (5]} (27

Sie ist reell, symmetrisch und positiv definit, was sich aus der Darstellung in den Eigen-
funktionen von H ergibt. Insbesondere letztere Bedingung, die die Stabilitdt des Systems
ausdriickt, ergibt sich unter Beachtung der Tatsache

(Wo, —Wo)/(En — En) <0 (279)

fiir alle n, m. Mit dieser Ungleichung folgt sofort: 3, ; u;x;j;u; > 0 fiir beliebige {u;}. Vergleich
mit den Resultaten aus § 9 fiithrt zu folgender Indentifizierung im klassischen Grenzfall:

5= (xar ) —(6¢) /T (250

da (0X;0X;) = —kg(B~');;. Somit ist ein erster Schritt zur Berechnung der phéinomenolo-
gisch eingefiihrten Groflen durchgefiihrt.

§ 13. Dynamische Suszeptibilitit

[a] Wir untersuchen jetzt die Antwort eines Systems auf eine zeitabhiingige Stérung® von
der Form
V(t) = =X f(t) (281)

9Siehe Schmid, § 48.
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das heiflt der gesamte Hamiltonoperator, H=Hy+ V, héngt explizit von der Zeit ab. Wir
nehmen an, dass die Storung vor langen Zeiten null war, f(—oo0) = 0, und dass das System
sich im thermodynamischen Gleichgewicht befand. Als Anfangszustand wihlen wir speziell
den kanonischen Zustand. Der Erwartungswert des Operators X ist dann zeitabhéngig und
in linearer Ndherung gegeben durch

(KX)o = [ a0 (282)

~

wobei x(t,t') die dynamische Suszeptibilitit ist (wir nehmen zur Vereinfachung an: (X);—_o, =
0). Um die Suszeptibilitit zu bestimmen, ist es bequem, mit dem Heisenberg-Bild zu arbeiten.
Zunachst im Schrodinger-Bild ist

(X), = Sp[XW(1)] (283)

wobei der Zustandsoperator geméfl der Gleichung

A

ihd,W (t) = [H(t), W(t)] (284)

von der Zeit abhéngt; dies folgt sofort aus der Darstellung von W als Summe von Projektions-
operatoren |¢;)(¢;| und der Zeitabhéangigkeit von |¢;) gemafl der Schrodingergleichung. Die

A

Gleichung fiir W (t) lasst sich formal 16sen durch Einfiithren eines Zeitentwicklungsoperators
t7(t):

A ~ A~

W(t) = U)W () U*(t) (285)

welcher der Gleichung
ihd,U(t) = H(t)U(t) (286)

unter der Anfangsbedingung U (0) = 1 geniigt. Fiir f = 0 gilt

~

() = exp(— Ho 1) (287)

Auf jeden Fall kénnen wir auch schreiben

A

(X), = Sp[Xpu ()W (0)] (288)

wobei

A~

Xpu(t) =U(t)XU(t) (289)
der Operator X im Heisenberg-Bild ist.

[b] Storungstheorie. Im Grenzfall f = 0 ist U = Uy; daher setzen wir an

A A

U(t) = Up(t)S(t) (290)

und finden nach Integration der Bewegungsgleichung fiir S wie iiblich die Integralgleichung
N [t A ~
St =1+1 [ dtfE)Xu,()S() (291)
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die sich durch Iteration losen liasst. Insbesonders fiir f — 0 konnen wir S =1 setzen auf der
rechten Seite, und erhalten
i

Xinlt) = X (0) + 7 | ; At [ K (8), Ko ()] £ + .. (292)

Nach Mittelung mit dem kanonischen Zustandsoperator folgt offensichtlich die gesuchte li-
neare Beziehung, und wir identifizieren die Suszeptibilitit

X(t,#) = 300t — 1) [ X (6), Kin, (1) (293)

wobei der Mittelwert mit dem ungestorten Zustandsoperator, exp(— ﬁﬁo) /Z, zu nehmen ist.
Die eckige Klammer [., ] ist der Kommutator; daher kénnen wir in dieser Relation Xp, ()
auch durch Xy, (t)—(X) ersetzen (und genauso fiir t — t'). Die Kausalitit der Antwort driickt
sich aus im Auftreten der ©-Funktion: Natiirlich kann die Antwort zu einem Zeitpunkt ¢ nur
vom Feld zu fritheren Zeit ¢’ < t abhéngen.

[c] Mit Hilfe der Eigenfunktionen von Hy, Ho|n) = E,|n), ergibt sich folgende Darstellung:

7 ~ ~
Xt 1) = 2Ot =) Wal{n]X - (X)m)|”
I:eiwnm(t*t/) _ e*iwnm(tftl):| (294)

wobei wir hwy,,, = E, — E,, eingefiihrt haben. Der zweite Term lésst sich auch umschreiben
durch die Substitution n <+ m. Wie zu erwarten hangt x(¢,t') nur von der Zeitdifferenz (t—t")
ab, so dass die Fourierdarstellung von Vorteil ist. Dabei miissen wir die Fouriertransformation
der ©-Funktion wie folgt erkléren:

J I T E— (205)

Wt Wy, +i0
mit § — 0 (6 > 0), was dem Hinzufiigen eines kleinen positiven Imaginérteils zu w entspricht.
Damit folgt
W, — W
x(w) = -2 By — B + h(w +10)

n,m

[(n] X — (X)|m)” (296)

Wir weisen darauf hin, dass x(w) einen Real- und einen Imaginérteil hat, y(w) = x'(w) +
ix"(w), geméf der Relation

1 P
= 4y 2
poey Sl +imo(z) (297)

Dabei ist P (=principal value) der Hauptwert, der nach Einsetzen dieser Relation in ein
Integral zu nehmen ist. AuBerdem gilt, wegen x(t —t') = x*(t — t'):

X (W) =x(-w) , X"(w)=-x"(-w) (298)
das heifit der Realteil ist gerade und der Imaginérteil ist ungerade in w. Speziell ergibt sich
W, —W, . .
w)y=- P—" = X —(X 2 2
X(@) == S Pt il — (K)lm) (299)
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und
X'(w) = % S Wal(nl X — (X)m){5(w + wam) — 6(w — wam)} (300)

Unter Ausnutzung der zweiten Delta-Funktion in x”(w), und der Relation
Wy /W = exp|—B(E, — En)] (301)
folgt weiterhin:

V(W) = % [1— e /R T] ST (] ) 26(w + wom) (302)
Insbesonders erkennen wir daraus, dass wy”(w) > 0 gilt.

[d] Statische vs. dynamische Suszeptibilitit. Wir vergleichen y(w) und x® in der expliziten
Darstellung durch die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators. Die Ausdriicke sind “dhnlich”
und unterscheiden sich in der Energienennern,

E,—E, < E, — E,, + h(w + 1)) (303)

was zunéchst den Schluss x* = y(w = 0) nahelegt. Zu beachten ist aber, dass strenggenom-
men in y(w = 0) die Terme mit n = m nicht auftreten; wenn diese “keine besondere Rolle
spielen”, gilt in der Tat

. / s
lim x'(w) = x (304)

Zu beachten ist auch, dass aus obiger Formel x”(w = 0) = 0 folgt (oder zu folgen scheint) —
jedoch nur unter bestimmten Voraussetzungen, wie der Geschwindigkeitsresponse eines freien
Teilchens zeigt.

Ein grundlegender Unterschied besteht zwischen statischer und dynamischer Suszepti-
bilitét, wenn X eine erhaltene Grdfie ist. In diesen Fall haben wir gefunden, dass x® =
BU(X — (X))?) ist; andererseits folgt aus der Darstellung in der Zeit, x(t — t'), dass die
dynamische Suszeptibilitdt identisch verschwindet:

erhaltene Groe < x(w) =0 (305)

Somit fiithren strikte Erhaltung und beliebig schwache Verletzung der Erhaltung einer Grofie
zu vollig verschiedenen Ergebnissen. Als Beispiel sei hier der Dichte-Response eines Systems
erwahnt; dieser lidsst sich nach Wellenvektoren q zerlegen. Dann ist die Dichte fiir q = 0 eine
erhaltene GroBe (ndmlich gleich der Gesamtteilchenzahl), wihrend die Dichte fiir |q| # 0
nicht erhalten ist. Die Suszeptibilitéit, x(q,w), zeigt bei |q| = w = 0 ein Verhalten, was sehr
empfindlich von der Reihenfolge der Grenziibergénge, |q| — 0 und w — 0, abhéngt (siehe §
16).

[e] Analytische Fortsetzung. Ausgehend von der Darstellung in Eigenfunktionen setzen
wir

wH+id—>z=w+in, n#0 (306)
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und erhalten - -
~ _ n - m X . X 2
X(2) = =3 el X — (X)) (307

n,m

Diese Grofie ist eine analytische Funktion von z in der oberen und der unteren Halbebene,
mit Ausnahme der reellen Achse. Speziell gilt

X(z=w+1id) = x(w) (308)

so dass man x(z) als analytische Fortsetzung von x(w) in der oberen Halbebene bezeichnet.
AuBlerdem folgt noch

X(z) = X)) (309)
und speziell

Xz=w+1) — x(z =w —1id) = 2iY" (w) (310)

das heifit der Sprung von x(z) iiber die reelle Achse héngt direkt mit dem Imaginérteil der
Suszeptibilitdt zusammen.

[f] Mehrere physikalische GroBen und Zeitumkehr. Analog zum statischen Fall ist die
dynamische Suszeptibilitdtsmatrix definiert iiber die Relation

(X)) = Z/_O:O dt'x () f;E) + ... (311)
Es ergibt sich .
v (t.8) = £O(t = ¢)([Xi(), (1)) (312)

wobei der Index “Hy” zur Vereinfachung weggelassen wurde. Fiir die Fouriertransformierte
gilt wie vorher

) = Xy () Xie0) = (= (313)
das heiBt xj;(w) = xij(—w) (als Fouriertransformierte der reellen Funktion y;;(t —t')), und
zum Beispiel:

—ih[xi;(w) — xji(—w)] = 27[l — e_hf’/kBT] % ) )
S Wil X — () fm) m| X — (X)[)6( + o) (314)

in Analogie zur obigen Beziehung fiir x”(w). Diese Matrix ist positiv definit fiir w > 0, das
heifit der Zustand ist stabil (siehe folgender Paragraph, § 14).

Crundsitzlich lassen sich die physikalischen GréBen {X;} so wihlen, dass sie unter Zeit-
umkehr!® hchstens das Vorzeichen dndern. Zum Beispiel ist die Stromdichte, die als Summe
iiber Impulsoperatoren dargestellt wird, ungerade unter Zeitumkehr. Andererseits ist héufig
der Hamiltonoperator des ungestorten Systems, FIO, und auch seine einzelnen Teile wie kine-
tische und potentielle Energie gerade unter Zeitumkehr. In der Koordinatendarstellung gilt
folgende Korrespondenz:

10Siehe Schmid, § 51.
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gerade unter Zeitumkehr <> reeller Operator

ungerade unter Zeitumkehr <> rein imagindrer Operator

Es sei nun wieder ¢; definiert derart, dass unter Zeitumkehr
X; = 6X; (315)

Unter der Voraussetzung, dass Hy reell ist, konnen wir die Wellenfunktionen in der Ortsdar-
stellung reell wéhlen, und finden folgende wichtige Beziehung:

(| XiJm)" = e;(n|Xi|m) (316)
Natiirlich sind Hy und {X;} hermitesche Operatoren, so dass auf jeden Fall gilt:
(n Xi[m)* = (m| Xi[n). (317)

Unter Verwendung des expliziten Ausdrucks (wir setzen (X;) = 0 zur Erleichterung der
Schreibarbeit):
(n| Xi[m){m|X;|n)

ergibt sich unter Verwendung obiger Relation fiir die Matrixelemente folgendes Resultat:

Xij(w) = =Y (W = W) (318)

n,m

Xij(w) = €i€x;i(w) (319)

Diese Beziehungen stellen eine Verallgemeinerung der Onsager’schen Relationen dar. Wie in
§ 10 diskutiert, sind die Relationen fiir geladene Teilchen im einem Magnetfeld (H) und fiir
rotierende Systeme (€2) zu verallgemeinern. Es bleiben aber gewisse Relationen zwischen den
Eigenzustdnden bestehen, mit dem Resultat

Xij(w; H, Q) = €€ x5i(w, —H, =€) (320)

Insbesonders lésst sich jetzt die Matrix der Transportkoeffizienten (siehe §§ 8-10) aus der
Kenntnis von y;;(w) berechnen. Wir setzen voraus, dass sich die Grofien klassisch verhalten;
dann gilt

Xij(w=10) = x;; = —(B);/T (321)
Der Faktor “I™ tritt auf, da wir hier in der Energiedarstellung arbeiten. Weiterhin erinnern

wir an die Relation
80X =" Ly F, (322)
J

wobei in Anwesenheit eines externen Feldes (f;)zu setzen ist (fiir kleine Auslenkungen):
Fi= 2}; Bj(6X) + f3/T (323)
Damit ergibt sich nach Fouriertransformation:
| —iw— (LB)|6X = L-f/T (324)
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oder
| —iwTL™ + (x*) ] oX = f (325)

im Vergleich zu x ' (w)dX = f, wobei wir eine offensichtliche Vektornotation benutzt haben.
Durch Vergleich finden wir

L' = lim [x'(w) = x ' (0)]/(—iwT) (326)

w—0

wobei Entwickelbarkeit von x~!(w) vorausgesetzt ist. Das Inverse der Suszeptibilitdtsmatrix
hat im Wesentlichen die gleichen Eigenschaften wie x(w), so dass folgt: L™ (und damit auch
L) ist eine reelle, positiv definite Matrix, und die Onsager-Relationen in ihrer speziellen Form
ergeben sich zu

Li;(H,Q) = ¢;¢;L;;(—H, —Q) (327)

Wir halten fest, dass sich die phdnomenologischen Konzepte mit Hilfe der mikroskopischen
Theorie bestéatigen lassen.

§ 14. Kausalitat, Stabilitit, Fluktuation und Dissipation

[a] Kausalitat. Wir gehen aus von der allgemeinen Aussage
xt—=t)=0 fir t<?t (328)

und untersuchen, welche Konsequenzen sich daraus ziehen lassen. Dabei ist es nicht notwen-
dig, auf die explizite Form der Suszeptibilitit zuriickzugreifen. Fiir die Fouriertransformierte
ergibt sich

X(w) = [ Z dt ¢\ (t) = /O Tt 6y (1) (329)

An dieser Relation erkennen wir, dass wir x(z) fiir z in der oberen Halbebene definieren
konnen iiber

x(z) = [ dt (), 2= w i (330)
0

da der Faktor exp(—nt) wegen 1 > 0 nur die Konvergenz des Integrals verbessern kann. Sofort
folgt iibrigens auch y'(w) = ¥/ (—w), x"(w) = —x"(—w), und

()" = x(=27) (331)

so dass x(z) reell ist fiir z = in. Wir halten fest: x(z) ist eine analytische Funktion in der
oberen Halbebene, und stimmt mit x(w) fir 2 — w +id, § — 0, iiberein.

[b] Kramers-Kronig-Relationen. Unter Ausnutzung des Residuensatzes folgt

x(2) = eri/cdz' X(7) (332)

2 —z

wobei z ein Punkt der oberen Halbebene ist und C ein Weg, der z im mathematisch positiven
Sinn umschliefit. Wir verformen C derart, dass die Integration entlang der reellen Achse und
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iiber den unendlich fernen Halbkreis verlduft. Unter der Voraussetzung, dass x(z) bei z = 0
keinen Pol hat, und da der Halbkreis nichts beitrdgt (wir nehmen an: x(z) — 0 fir |z| — oo;
andernfalls miisste x(co) zuerst subtrahiert werden), ergibt sich

1o x(W)
= — dw' =—= 333
x(z) 2me [oo T (333)
und speziell fiir z = w + 19:
X
- — / o 2 fx@g (334)

Mit x(w) = x'(w) +ix"(w) ergeben sich die bekannten Kramers-Kronig-Relationen:

/ /
:——P/ du' X : —P/ duw' 23 (335)
w—w w—w

Somit sind, als Konsequenz der Kausalitéit, Real- und Imaginérteil der Suszeptibilitdt mitein-

ander verkniipft. Unter der Annahme, dass x’(w) bei w = 0 stetig ist, ergibt sich insbesondere
1 0o 7
:4—Pi/ dw X' @) (336)
m —00 w

das heiBt x'(0) > 0 wenn x”(w) > 0 fiir w > 0 (siche unten). Wir erinnern daran, dass
X'(0) = x*® fiir nichterhaltene Grofien.

Ein weitere analytische Fortsetzung x(z) ldsst sich wie folgt angeben:

. 1o X"(W)
X@y_;[mmjw_z (337)
Wieder ist x¥(z = w4 i0) = x(w), und damit stimmt y(z) mit x(z) in der ganzen oberen
Halbebene iiberein. Die Funktion y(z) hatten wir bereits in § 13 eingefiihrt; zu beachten ist,
dass x(z) in der unteren Halbebene keine analytische Funktion ist, sondern im Allgemeinen
wesentliche Singularitdten hat. Fiir z in der oberen Halbebene konnen wir ~ weglassen, und
erhalten folgende Beziehung:

X(w +in) = /d’w_ a L;+?x<) (338)

Offensichtlich ist x(in) reell, und eine monoton fallende Funktion von 1 (betrachte zum
Beispiel 0, x(in)), vorausgesetzt wx”(w) > 0. Wir betonen, dass x(z) in der oberen Halbebene
keine Nullstellen und keine Pole hat; letzteres hingt mit der Stabilitéit des Systems zusammen,
da andernfalls eine infinitesimale Storung exponentiell anwachsen wiirde.

[c] Stabilitit. Eine Storung durch ein externes Feld bewirkt eine Anderung der Energie
des Systems, die sich wie folgt berechnen lédsst. Wir betrachten

E(t) = (Ho+ V(1)) (339)
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und bilden dE(t)/dt; beim Differenzieren bleibt nur der Term mit der expliziten Zeitableitung,
~ f(t), iibrig:

dE(t) vV (t) o
Tat ( .8tA )t = ;f(t)§X>t
= ) = [ arfex ) (340)

Unter der Annahme f(—o00) = f(o0) = 0 ist die gesamte Anderung der Energie quadratisch
im externen Feld, und gegeben durch

AE = —/O:Odt/o;dt’f(t)x(t—t’)f(t’)

= [T Z v @lfeP (341

Hier lesen wir ab: Die Forderung, dass die gesamte aus dem Feld aufgenommene Energie (=
dissipierte Energie) positiv ist fiir beliebige Felder f(t) bzw. f(w), fithrt zur Bedingung
wx"’(w) >0 (342)

Wir sehen also, dass x”(w) direkt mit der Energiedissipation zusammenhéngt. Es versteht
sich, dass unser Resultat aus § 13 im Einklang mit dieser Bedingung ist, die nichts anderes
als die Stabilitdt des Gleichgewichtszustands ausdriickt.

Die Verallgemeinerung zu vielen Grofien {Xl} fithrt zu folgendem Resultat:
dw (—iw\ ., .
AB =3 [ 2 (52) 6 (@) = )] £iw) (313)
Gk

das heifit AE > 0 fiihrt zu der Forderung
—iw[x — x| = positiv definit (344)

Dies hatten wir (§ 13][f]) explizit bestéatigt.

A

[d] Fluktuationen vs. Dissipation. Zur Vereinfachung setzen wir wieder (X) = 0, und
beginnen mit einer formalen Betrachtung folgender Gréfen:

A~ A~ ~

By (t,1) = ;(f((t)X(t’) L X)X (1) (345)

wobei X (t) der Heisenberg-Operator beziiglich Hy ist, und der kanonische Erwartungswert
gemeint ist. Nattirlich hangt ®.(¢,¢') nur von der Zeitdifferenz ab, und es ist klar, dass ®,
ein Maf fiir die zeitlichen Korrelationen ist. Wir merken an, dass es sinnvoll ist, im quanten-
mechanischen Fall die symmetrisierte Grofle zu betrachten. In der Basis der Eigenfunktionen
von Hy ergibt sich direkt (hier tritt keine Stufenfunktion auf!):

B (w) = w14 BT STW (0] X m)[*6(w + W) (346)
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und wir finden sofort
hw

2kgT
Dies ist das berithmte Fluktuations-Dissipations-Theorem, das formal den Kommutator und
den Antikommutator, genauer deren Erwartungswerte im kanonischen Zustand, verkniipft.

O, (w) =P_(w) - coth (347)

Um den Zusammenhang mit der Suszeptibilitdt zu vervollstandigen, kénnen wir den ex-
pliziten Ausdruck fiir x”(w) betrachten, und finden ¢_(w) = Ax”(w) und damit

hw
) = hyx"(w) - coth 4
+(w) = hx"(w) - cot ST (348)
Andererseits konnen wir auch ausgehen von
/ 2Z / /
x(t—t) = %@(t—t)cb,(t—t) (349)

woraus die angegebene Relation unter Verwendung der Fourierdarstellung der Stufenfunktion
ebenfalls leicht folgt.

Fiir die gleichzeitigen (statischen) Fluktuationen ergibt sich somit

5 dw dw hw
X2:<I>tt:/—® :/—h” - coth
() =0 = [ 52 0(w) = [ 52 (@) -coth 2 (350)
und speziell im klassischen Grenzfall, hw < kgT,
. d 1"
(X2) = kpT / %X i‘” = kT (0) (351)

Im klassischen Grenzfall ergibt sich also wieder das bekannte Resultat (x'(0) = x°; im letzten
Schritt wurde die Kramers-Kronig-Relation benutzt).

In der Verallgemeinerung zu vielen physikalischen Grofien betrachten wir

B 1) = SOOX(0) % X (0)X(0) (352
und finden A .
@) = 1 (—5) (@) =" (@)] coth 52 (353)

Wir hatten bereits gesehen, dass —i[x — x| eine positiv definite Matrix ist (fiir w > 0); somit
driickt sich die Stabilitdt des Gleichgewichtszustands einerseits aus dadurch, dass die dissi-
pierte Energie positiv ist, andererseits dadurch, dass die Fluktuationsmatrix positiv ist. Das
Fluktuations-Dissipations-Theorem stellt den engen Zusammenhang zwischen Fluktuationen
und Dissipation allgemein klar.

[e] Ein wichtiger Fall ist natiirlich, dass der Index “/” sich auf den Ort bezieht. Dann
schreibt man

V(t)=— / &rX (r)f(r, 1) (354)
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und definiert die Suszeptibilitdtsmatrix iiber
(X (1)) = (X(r))_oo + /dt’dgr’x(r, vt —t)f(X )+ ... (355)
Nur fiir translationsinvariante Systeme ist die Situation einfach, denn dann gilt:

x(r, o5t —t) = x(r—r';t =t (356)

so dass sich die Fourierdarstellung y(q,w) anbietet. In dieser Darstellung ist die Suszeptibi-
litdtsmatrix diagonal, und alle hergeleiteten Relationen gelten fiir jeden Wert des Wellenvek-
tors q.

§ 15. Summenregeln

[a] Unter einer Summenregel versteht man die Tatsache, dass sich unter Umstédnden ein
exakter Ausdruck fiir Integrale von der Form

/_O:o dw W™ X" (W) (357)

herleiten lésst (dies ist klar fiir gerade n). Dazu gehen wir zurtick zur GroBe

D (1,1) = S{X (), X () (3589)

Wir bilden die n-te Ableitung nach ¢ unter mehrmaliger Verwendung von

A 1 ~ 4
X =—|XH 359
(X, 1] (359)
und setzen schlieflich ¢t = #':
n 1 n T 2 O
e (1] = Sl ([l [X, Ho)... H X]) (360)

wobei der ineinander geschachtelte Kommutator n-mal auftritt. Die Gréfe auf der rechten Sei-
te ist zeitunabhéngig und kann daher mit Hilfe der Gleichgewichtsstatistik berechnet werden,
obwohl Aussagen iiber die Existenz des Erwartungswerts allgemein vermutlich problematisch
sind. Die linke Seite ist natiirlich im Wesentlichen die gesuchte Gréfle, und wir finden:

% d
i" [8[‘(19_} = h/ —wwnx”(w) (n ungerade!) (361)
t=t' 0o T

[b] Beispiel. Wir betrachten ein einzelnes Teilchen in einem Potential, zur Vereinfachung
in einer Dimension, an das ein rdumlich konstantes, zeitabhéngiges Feld angreift:

/\2 R
Hy=—+U(z); V(t) = —2f(t) (362)
Fiir n = 1 ergibt sich [0,®_],—y = ([2,7])/2 = —ih/2m, und damit
/OO dw wy" (w) = 7/2m (363)
0
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das heifit diese Grofie ist allein durch die Masse des Teilchens bestimmt. Insbesonders muss
X" (w) geniigend rasch abfallen fiir w — oo, um die Existenz des Integrals zu garantieren.

Obiges Resultat lasst sich leicht umrechnen in eine Summenregel fiir die Leitfahigkeit.
Dazu betrachten wir ein geladenes Teilchen, so dass f — —eE zu setzen ist; (—e) ist die
Ladung, und £ das elektrische Feld. Dann ergibt sich fiir die Geschwindigkeit

(0) = —iw(Z), = —iwx(w) - [-eE(w)] (364)

Multiplizieren wir jetzt noch die Gleichung mit (—eng), wobei ng die Dichte der Ladungstriger
ist, so steht auf der linken Seite die Stromdichte:

(o = —iwx(w)noe” - E(w) (365)

woraus wir die Leitfihigkeit, o(w) = —iwy(w)nee?, ablesen; speziell gilt: o/ (w) = wx” (w)nee?,
und wir finden mit obiger Beziehung

bt / duoo () = "0 (366)
Diese Relation ist als Oszillator-Stirken-Summenregel bekannt.

[c] Asymptotisches Verhalten von y(w). Zur Bestimmung des Verhaltens von x(w) fur
w — oo gehen wir aus von

-2 / dte (X (1), X (0)]) (367)
und entwickeln fiir t — 0 wie folgt
X(#) ~ X(0) +t- X(0)+ - (368)
Es ergibt sich
X(@) = (XX [Tt (369

Durch Verformung des Integrationsweges in der komplexen ¢t-Ebene, t — t(1+idsgnw), ergibt
sich schlieflich ,
x() = (1%, X)) (310)

o2

w
Das Ergebnis ist gerade in w; damit haben wir das asymptotische Verhalten von x’(w) gefun-
den. Andererseits konnen wir auch ausgehen von der Kramers-Kronig-Relation in der Form

///
X (w) = ——P/ d’
-—; / dw' - w’ ") (371)

im Einklang mit obigem Resultat. Unter der Voraussetzung der Existenz des Integrals bzw.

des Erwartungswerts ([X, X]) ergibt sich y/(w) ~ w2 fiir w — oco.
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[d] f-Summentregel. Als weiteres (X, f)-Paar betrachten wir die Kombination Dichte <>
Potential. Wie bereits erwdhnt, ist dann V(t) gegeben durch folgenden Ausdruck:

V(t) = — / & a(r) f(r, 1) (372)

wobel

n(r) = Z d(r —1;) (373)

den Dichteoperator bezeichnet; die Summe lduft iiber alle Teilchen des Systems. Wir setzen
Translationsinvarianz voraus und betrachten

b (v t—t) = ;([ﬁ(r, B, a0 ) (374)

und davon die erste Ableitung nach t. Zur Berechnung der Zeitableitung setzen wir Hy als
Summe von kinetischer Energie, potentieller Energie und Wechselwirkung an. Dann folgt

dyn(r,t) = (ih)"Y[i(r,t), Ho] = (ih) " [A(r,t), Hyw] (375)
Unter Verwendung der iiblichen Regeln erhalten wir die Kontinuitatsgleichung in Operator-
form:
On(r,t) + V- j(r,t) =0 (376)
mit
i) = 2m) S [By (030 — #5(1)) + 6(r — £5(1)p (1) (377)

J
was gerade die in Ort und Impuls symmetrisierte Form des klassischen Ausdrucks ist. Unter
Benutzung der Kontinuitétsgleichung folgt zuerst

08 Jie = 5V {[§(). 2] (378)
und mit +
3), 20)] = %V’{ﬁ(r)é(r ~1')} (379)
schlieBlich .
00 Jw = o7 {5l — ) () (350)

wobei V = 9/0r und V' = 9/0r’ gesetzt wurde. Der Gleichgewichtserwartungswert von
n(r) ist konstant und gleich der mittlere Dichte ny. Nach Fouriertransformation, r — r’ — q,
erhalten wir

[0,®_(q,t — t')]s=v = —ihneg®/2m (381)
und damit die bekannte f-Summenregel:
© dw no o
=2 382
/_Ooﬂwx(q,w) - (382)

Diese Relation gilt fiir alle q; wir merken noch an, dass derartige Summenregeln gelegentlich
zu einer Uberpriifung der Giite approximativer Berechnungen der Suszeptibilitit verwendet
werden bzw. Hinweise zur Verbesserung der Approximation geben kénnen.
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§ 16. Lineare Antwort einfacher Metalle

[a] Ein Metall kann man sich vorstellen als ein Plasma aus Elektronen und Ionen, bei
dem aber die Ionen durch Gitterkréfte festgehalten werden. Die festgehaltenen Ionen bauen
ein periodisches Potential auf, welches zur Bildung von Energiebédndern fithrt. Damit zusam-
menhéngende Probleme wollen wir aber nicht betrachten, sondern wir denken uns die Ionen
verschmiert zu einem rédumlich konstanten Ladungshintergrund. Die positive Raumladung
dient nur dazu, die Ladungsneutralitit des Gesamtsystems zu gewéhrleisten.

Somit sind nur die Elektronen zu betrachten, und wir gehen aus von einem Hamiltonope-
rator von der Form
H = Hyy, + Hine + V(1) (383)

wobel ﬁkm die kinetische Energie angibt, ﬁim die Wechselwirkung zwischen den Elektronen,
und V(t) das externe Potential. Es gilt

A 1
mm:§/ﬁ%fw;mgvu—fm@q; (384)

mit V(r — ') = €*/|r — 1| bzw. V(q) = 4we?/q?, wobei n(r) der Dichteoperator ist, und
das Symbol : ... : die Normalordnung bezeichnet. Wir denken uns den Dichteoperator aus-
gedriickt durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren; dann heifit Normalordnung, dass
alle Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsoperatoren zu stehen kommen. Ferner
ist

Vit = [dr p)or.) (385)

mit p = —en als Ladungsdichteoperator, und ¢, als externem Feld. Offensichtlich ist V(t),
bis auf das Vorzeichen, vom normalen Typ; wir definieren noch dp = p — pg, po = —eng, und
die Suszeptibilitit iiber die Relation

wmmﬁ:—/ﬂ%ﬂﬂﬂr—ﬂj—ﬂwgﬂﬂ) (386)

wobei Translationsinvarianz vorausgesetzt ist. Nach den {iblichen Regeln ist sofort abzulesen:

X(r—rt—t)= %@(t — 1) ([0p(x, £), 5p(r, )] )ex (387)
Hier haben wir den Index “ex” = exakt angefiigt, um folgende Tatsache zu betonen: Der

Mittelwert in obiger Relation ist mit dem Zustandsoperator des wechselwirkenden (“exakten”)
Systems zu nehmen, das heifit sowohl die Energieniveaus als auch die Matrixlemente sind fiir
das wechselwirkende System zu bestimmen! Dies ist eine kaum mogliche Aufgabe, und wir
greifen auf die Approximation des “mittleren Feldes” (MFA) zuriick, die auch unter dem
Namen Hartree-Fock oder Random-Phase Naherung bekannt ist.

[b] MFA. Wegen der langen Reichweite der Coulomb-Krifte stellen wir uns vor, dass ein
herausgegriffenes Elektron ndherungsweise das muttlere Feld aller tibrigen Elektronen spiirt.
Formal schreiben wir

(r) = (a(r)); + [A(r) = (A(r))] (388)
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wobei (); der Mittelwert mit dem vollen (zeitabhéngigen) Zustandsoperator bedeutet, und be-
trachten jetzt den Term in der eckigen Klammer als kleine Grofle. Eingesetzt in H,, wird [..]?
weggelassen, und konsequenterweise der Mittelwert auch mit dem approximativen Hamilton-
operator ausgerechnet. Ein anderer — préziserer — Standpunkt ist der folgende: Abgesehen
von unwichtigen Termen ersetzen wir

H— H™ = Hy, + HE + V(1) (389)
mit
Hyl = / d®r p(r) dine (v, 1) (390)

und bestimmen ¢y, (r, t) derart, dass die freie Energie minimal wird. Im Rahmen des gewéhl-
ten Ansatzes ergibt sich als “beste” Naherung

3,./
Pine (T /d ‘r — r/| (391)

wobei der Erwartungswert mit dem Zustandsoperator des approximierten Systems zu nehmen
ist. ¢yt kann man, im Gegensatz zu ¢,, als internes Feld bezeichnen. Zu beachten ist noch,
dass wir wegen der Ladungsneutralitdt p durch dp ersetzen konnten. Speziell folgt sofort

— V2 ing(x, 1) = A7 (5p(r))™ (392)
was wir als die erste Maxwell-Gleichung erkennen. Somit erhalten wir schliellich
H = Hyg, + / d’r p(r)p(r, t) (393)

wobel ¢(r,t) = din(r, t) + ¢ (r,t) als totales Feld bezeichnet wird.

Wir halten fest: In der Ndherung des mittleren Feldes ldsst sich die lineare Antwort eines
wechselwirkenden Elektronengases zuriickfithren auf die Berechnung der Antwort eines freien
Elektronengases auf das totale Feld; letzteres liasst sich schliellich mit Hilfe der Maxwell-
Gleichung durch das externe Feld ausdriicken.

[c] Dielektrische Funktion. Wir beleuchten zunéchst genauer den Zusammenhang zwischen
externem, internem und totalem Feld im Rahmen der MFA. Der Einfachheit halber arbeiten
wir in der Fourierdarstellung, und setzen an:

(o), = —xo(q, w)é(q, w) (394)

wobei xq die Suszeptibilitidt des freien Elektronengases ist. Dann ergibt sich zunéchst

Do 0) = — XML ) (305)

und nach einfacher Algebra

o(q,w) = ¢x(q,w) (396)

¢? + 4 xo(q, w)
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Ublicherweise definiert man das totale elektrische Feld iiber E = —V¢; die dielektrische
Verschiebung D = —V¢,; und weiterhin die dielektrische Funktion €(q,w) tiber D(q,w) =
¢(q,w)E(q,w). Durch Vergleich folgt!!

4
e, w)]™ = 1+ ”qug% ) (397)
Im Gegensatz zu dieser Naherung ist die exakte Relation zu sehen:
1 4
— - xaw) (398)
c(q,w) q

so dass sich die MFA als gewisse Naherung fiir die exakte Suszeptibilitit darstellen ldsst. Wir
finden unter Unterdriickung der Argumente (q,w):

A
™ = xo/[1 + ?Xo] (399)

[d] Leitfahigkeit. Wir stellen nochmals die exakte und die mittlere Feld Relation neben-
einander:

(0p) = —x - 5 (09)™ = —x0- 0 (400)
Im Gegensatz dazu definieren wir die Leitfihigkeit in beiden Fiéllen gleich, und insbesondere
nicht iiber den linearen Zusammenhang zwischen Strom und externem, sondern zwischen

Strom und totalem Feld:

~ A

() =0 (=iag) : ()™ = o (~iae) (401)

wobei o, die Leitfahigkeit des nicht-wechselwirkenden Elektronengases bezeichnet. Unter
Verwendung der Kontinuitétsgleichung, w(dp) = q - (j) ergeben sich folgende Relationen:

— W —iw X —iw
= — ve= = -1 402
o " XE€E 21 %X ym (€ ) (402)

sowie wy = i¢’c/e und wyo = iqg’oms. Zu beachten ist, dass in der letzteren Relation e™f

nicht auftritt. Weiter folgt (unter anderem):

471’2'0} (403)

wx = i¢*c/ [1 +
Jedoch ergibt sich in beiden Féllen eine analoge Beziehung zwischen Dielektrizitatsfunktion

und Leitfahigkeit:
e =1+4mic/w ; €™ =1+ 4mion/w (404)

Hier ist die erste Relation exakt und gilt fiir das wechselwirkende System, wéhrend die zweite
Relation eine Néherung (die MFA) darstellt.

HEigentlich ist € ein Tensor; wir setzen jedoch rdumliche Isotropie voraus. Auerdem sind magnetische
Phénomene weggelassen: Daher hat (j)(q,w) nur eine longitudinale Komponente, und die verschiedenen
Groflen lassen sich leicht ineinander umrechnen.
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[e] Statische Suszeptibilitit.!? Die Berechnung der Suszeptibilitiit eines freien Elektronen-
systems lésst sich mit verschiedenen Methoden durchfiihren, etwa mit Hilfe quantenmecha-
nischer Storungstheorie (es ist nur ein Ein-Teilchen-Problem zu diskutieren!) oder mit der
Methode der “zweiten QQuantisierung”, bei der die Dichte durch Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren ausgedriickt wird. Zu beachten ist, dass Elektronen Fermionen sind (Pauli-
Prinzip!), und dass aufgrund des Spins ein Faktor 2 zu beriicksichtigen ist. Wir geben nur
das Resultat an:

i) =~ 3 Ll =) (405)

Hier ist €2 das Volumen,

epr = (P+1a/2)?/2m 5 e = (p—hq/2)*/2m (406)

und f(e) die Fermi-Funktion:

fle) = {exp ek;; + 1]_1 (407)

Auflerdem tritt das chemische Potential p auf. Wir weisen darauf hin, dass die Berechnung
nur im groffkanonischen Ensemble einfach durchzufiihren ist; dieses haben wir benutzt.

Bei der Auswertung obiger Formel kénnen wir uns, bei typischen Metallen, auf den Grenz-

fall tiefer Temperaturen beschrinken. Dann ist

= =om = 2

Hier bezeichnet man ep, pp = hkp und vp als Fermienergie, Fermiimpuls und Fermigeschwin-

: ng = ki /3m? (408)

digkeit. Auflerdem ist eine typische Groflenordnung:
Tr =ep/kp ~ 10".. . 10°K (409)

so dass die Annahme T' < T auch bei Zimmertemperatur sehr gut erfiillt ist. Eine wichtige
Grofle ist noch die Zustandsdichte “an der Fermikante”, N (er), die gegeben ist durch
2 de,

Ner) = [ (!

2
= = 41
) L?:PF omlhivp  dep (410)

Zu beachten ist, dass im Grenzfall T"— 0 gilt:

fle) = O(erp —¢) (411)
Zuerst untersuchen wir den langwelligen Grenzfall, ¢ < kg, und schreiben

X5 (0) = —2¢2 / dEN(e)(if) ~ 26> N (ep) (412)

€

da 0f/0e ~ —§(ep — €) zu setzen ist. Wir definieren

Gip = 87’ N (ep) , Mg = a1p (413)

2L iteratur: Ashcroft-Mermin, Kap. 17.
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und erkennen aus der Relation

2

g
¢(a) = m%(q), (414)

dass die GroBle Arg (TF = Thomas-Fermi) die Rolle einer Abschirmlénge spielt. Zum Beispiel
ergibt sich im Ortsraum fiir eine Testladung, e*:

b= = %e—T/ATF (415)

Entsprechend wird der Grenzfall ¢ < kg als Thomas-Fermi-Ndherung bezeichnet. Arp ist
typisch von der Gréflenordnung einer Gitterkonstanten, das heifit grg ~ kp.

Weiterhin findet man (7" = 0) folgenden Ausdruck fiir die Suszeptibilitat (Lindhard-
Funktion):

. 1 1—-22 (14«2
i) = 2N [+ L5 YL o= ke (416)
Bemerkenswert ist die (logarithmische) Singularitdt in der Ableitung von x§ bei x = 1,
0 In|l— x|
5y X0 ~ 2¢*N (er) l2 +.. ] ,r (417)

die mit der Schérfe der Fermikante zusammenhéngt. Als Konsequenz findet man, dass das
abgeschirmte Potential einer Testladung fiir grofe Absténde nicht korrekt durch das Yukawa-
Potential der Thomas-Fermi Ndherung wiedergegeben wird, sondern von der Form
1
¢ ~ — cos(2kpr) (418)
’
ist. Je nach dem Zusammenhang werden diese Oszillationen als Friedel- oder Ruderman-
Kittel-Oszillationen bezeichnet. Das quasi-singuldre Verhalten bei ¢ = 2kpr beeinflusst wei-

terhin die effektive Wechselwirkung zwischen den Ionen, und ist oft als “Dip” in der Phonon-
Dispersion sichtbar (Kohn-Anomalie).

Die diskutierten Phédnomene werden verstirkt bei eindimensionalen oder quasi-
eindimensionalen Metallen. In einer Dimension findet man

s 1 I+
d=1: xi(q) = 2N (er) %ln . —x‘

(419)

wobei allerdings die eindimensionale Zustandsdichte (pro Volumen und Spin), N(er) =
(rhwp)™! (= kp/27mer), einzusetzen ist. Wir erkennen eine (logarithmische) Singularitit in
X§, das heifit x§ = oo fiir |¢| = 2kp, was zu einer Instabilitéit des Elektronensystems und zur
Bildung einer Ladungsdichtewelle fithrt. Durch eine entsprechende Verzerrung des Ionengit-
ters wird der neue Zustand stabilisiert (Peierls- Uberganyg).

[f] Dynamische Suszeptibilitét. Entsprechend ergibt sich die dynamische Suszeptibilitét
zu

_2762 Z f(ep+) — fep-)

XO(q7 CU) = 0 S €p+ — Ep— _ h(w + 25) (420)
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Den Imaginarteil von Y, schreiben wir in etwas anderer Form:
Xo(q,w) = =27 Q7" Y [F(epna) = f(e)]0(epng — € — ) (421)
P
und lesen die d-Funktion als folgenden Prozess:

hw = €ping + (=€) 5 ha — p+hq+ (—p) (422)

Somit konnen wir die zur Dissipation beitragenden Prozesse als Erzeugung eines Teilchens
(auBlerhalb der Fermi-Kugel) und eines Lochs (innerhalb der Fermi-Kugel) betrachten. Es sei
zum Beispiel w > 0; dann folgt aus

hw = hp - q/m + h*¢*/2m (423)
dass fiir festes |q| keine Absorption moglich ist fiir grofie Frequenzen,
w > vpq + h*q* /2m (424)

Andererseits, fiir ¢ > 2kp, ist keine Absorption moglich fiir w < h%¢?/2m — vpq. Somit lassen
sich sofort die Bereiche in der w — ¢-Ebene angeben, in denen yj identisch null ist.

Sowohl y; als auch y{ lassen sich explizit berechnen. Im Bereich 0 < w < vpq — fig®/2m
ergibt sich der Imaginérteil zu

2
Gla,w) = "k (425)
Vrq
und daraus (im Rahmen der MFA)
¢'(q,w) = 2m°watp /vrg’ (426)

Als weiteres Beispiel seien die Plasma-Schwingungen erwahnt. Dazu betrachten wir ¢ — 0

fiir festes w, so dass x( = 0 ist; wir finden fiir den Realteil:

q—0: Xo(a,w) = —¢w;, /4me? (427)

und
d0,w) =1—w)/w? (428)

Hier haben wir die Plasma-Frequenz w, eingefiihrt, die gegeben ist durch

2
o 4mnge 15,

“p= T, T 3Vritr (429)

Offensichtlich beschreibt das Resultat eine ungeddampfte Schwingung des Elektronensystems
als Ganzem relativ zum festen (positiven) Ladungshintergrund.
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IV Kinetische Theorie

Die Kinetische Theorie, urspriinglich von L. Boltzmann vor iber hundert Jahren (1872) fiir
klassische verdiinnte Gase eingefiihrt, stellt eine weit verbreitete Methode zur Beschreibung
von Transportvorgidngen in verschiedenen Systemen dar. Zwar enthélt die Herleitung der
Boltzmann-Gleichung aus der mikroskopischen Theorie schwer zu iiberpriifende Né&herun-
gen, jedoch erscheint das Resultat anschaulich und plausibel. Vorauszusetzen ist auf jeden
Fall, dass sich die Atome oder die Molekiile oder die elementaren Anregungen des Systems
im Wesentlichen “frei” bewegen und nur gelegentlich StofSprozesse erfahren. Aufgrund des
Pauli-Prinzips trifft dies zum Beispiel auch auf die Elektronen in einem Metall oder Halb-
leiter und die elementaren Anregungen in fliissigem *Helium zu (hier allerdings nur fiir tiefe
Temperaturen, T' ~ 100mK ). Die Prinzipien der Kinetischen Theorie werden in §§ 17-19 am
Beispiel verdiinnter Gase erldautert; dann verwenden wir die Theorie zur Beschreibung von
Transportvorgidngen in Metallen, wo Streuung an Storstellen und Phononen eine wichtige
Rolle spielt.

§ 17. Boltzmann-Gleichung fiir verdiinnte Gase

[a] Verteilungsfunktion. In der klassischen kinetischen Gastheorie'® betrachtet man ein
Gas aus N Teilchen (deren innere Struktur wird nicht beriicksichtigt) in einem Volumen V/,
wobei die Temperatur so hoch und die Dichte so gering angenommen wird, dass gilt:

21h?
mk:BT

2 (Vs (430)

ATE( N

das heifit die thermische deBroglie-Wellenlénge A\r ist klein gegen den mittleren Abstand der
Teilchen. Dann kénnen wir jedem Teilchen einen festen Ort und Impuls zuordnen; die zentrale
Grofle ist die Verteilungsfunktion

f(pir,) (431)
definiert derart, dass
d3p 3
floret) - gt (132)

die Zahl der Teilchen mit Impuls p am Ort r und zum Zeitpunkt ¢ im Volumenelement (dpdr)
des sechsdimensionalen (Einteilchen-)Phasenraums angibt. Zur Vereinfachung der Schreibar-
beit setzen wir im Folgenden:

d3p 5
orhy ; dr = d°r (433)

Durch Integration iiber den Impuls, nach Multiplikation mit (1, p/m,p®/2m), ergeben sich

dp =

dann folgenden Groflen:

Teilchendichte : n(r,t) = /dpf(p;r,t)
Stromdichte : j(r,t) = /dpEf(p; rt)
m

3Literatur: Huang, Bd. I, Kap. 3; Kubo, Kap. 2.8; Lifschitz & Pitaevskii, §§ 1-5.
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2
Energiedichte : e(r,t) = /dp%f(p; r,t) (434)
m

Wir erwarten, dass f im thermischen Gleichgewicht (und ohne stationéres externes Feld)
durch die bekannte Mazwell-Boltzmann-Verteilung gegeben ist.

2
2Umn —
Gleichgewicht : f— fo=-exp ( — p/mu> (435)
kT
Dann ist natiirlich j = 0, und wir finden die bekannten Resultate (8 = 1/kgT):
Nng = )\;3e5“ ; €0 =MNgo - 3k’BT/2 (436)

[b] Bewegungsgleichung. Im Allgemeinen (in Anwesenheit orts- und zeitabhéngiger Felder)
ist die Verteilungsfunktion auch eine Funktion von r und ¢. Die Bewegungsgleichung fiir
f, die Boltzmann-Gleichung, ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wir setzen die zeitliche
Anderung an als Summe eines Drift-, eines Feld- und eines StoB-Terms (auch StoSoperator
genannt), das heifit

atf - (atf)Drift + (aff)Feld + (I>Stoss (437)

(i) Drift. Wir betrachten ein kleines Zeitintervall d¢; dann gilt aufgrund der Bewegung der
Teilchen:

f(pix,t+t) = flpir = 2ot,1) (438)
und nach Taylor-Entwicklung nach 6t folgt
pof
P 4
(atf>Dr1ft m or ( 39)
(ii) Feld. In Anwensenheit eines Feldes gilt analog
f(psr,t+6t) = f(p — Fot;r, 1) (440)
und damit
(O0f o = ~F (441)
tJ JFeld — ap
Die Kombination
pi=af+ 2L yrl); (442)
L= m Or op

wird auch als substantielle Ableitung bezeichnet und gibt die Anderung von f fiir einen Beob-
achter an, der sich im Phasenraum mitbewegt geméafl den klassischen Bewegungsgleichungen

- 0H,

dH, _0H,
= 5

N
=—;p=
m

wobei Hy(p,r) der Einteilchen-Anteil der Hamiltonfunktion ist. Mit Hilfe der Poisson-
Klammer ldsst sich also schreiben:

Dif = 0uf +{Ho, f} (444)
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Fiir nichtwechselwirkende Teilchen gilt: D, f = 0.

(iii) StoBe. Der Einfluss der Wechselwirkung, die wir uns als gelegentliche Sté8e vorstellen
(wir denken ja an verdiinnte Gase), wird in I beriicksichtigt. Unter der Annahme des mole-
kularen Chaos, das heifit die Geschwindigkeit eines Teilchens und sein Ort seien unkorreliert
(wir kommen darauf zuriick), ist der Stooperator wieder ein (nichtlineares) Funktional der
Verteilungsfunktion. [Die Herleitung des Stooperators stellt den “schweren” Teil der Herlei-
tung der Boltzmann-Gleichung dar.] Wir halten fest: Die Boltzmann-Gleichung hat folgende
Gestalt:

Of 4o FF g = 1) (445)

[c] Der StoBoperator. Bei hinreichender Verdiinnung kénnen wir uns auf Zweier-Stofie
beschrinken. Wir betrachten zwei Teilchen mit Ausgangsimpulsen p und p;, die aneinander
stoffen und ihre Impulse zu p, und p3 dndern. Aus Impuls- und Energieerhaltung folgt

P+P1 = DP2+Ds3
e(p) +e(p1) = e(p2) +€(ps) (446)

mit €(p) = p®/2m im betrachteten Fall; siehe Fig. 17.1.

Fig. 17.1

Weiterhin ist klar, dass Prozesse von der Form

P, P1 — P2, P3 (447)

zu einer Erniedrigung von f(p) fithren (wir unterdriicken fiir einen Moment die Variablen
r,t), und Prozesse von der Form

P2,P3 — P, P1 (448)

zu einer Erhohung von f(p) fithren. Natiirlich ist p;, ps, ps beliebig (abgesehen von den
Erhaltungssétzen) und zu integrieren. Somit kénnen wir ansetzen:

If] = —/dpldpgdpg {W(pﬂ)l; P2, P3)f(P)f(P1) — W(pP2, P3; P, Pl)f(PZ)f(pB)} (449)

wobei alle Verteilungsfunktionen auch das Argument r,¢ haben. Offensichtlich ist W(...)
cine Ubergangsrate fiir den jeweiligen Prozess; auBerdem ist der erste Prozess ~ f(p)f(p1),
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welches die gemeinsame Dichte der Teilchen mit Impulsen p, p; angibt, und analog der zweite
Prozess ~ f(p2)f(p3). Bei einer Herleitung des Stofiterms aus der Liouville-Gleichung findet
man, dass genauer

f(P)f(p1) = f2(pP,P1) (450)

zu setzen ist, wobei fo(p,p1) eine Zwei-Teilchen-Verteilungsfunktion ist: Ein-Teilchen- und
Zwei-Teilchen-Verteilungsfunktion lassen sich im Prinzip aus der Zustandsfunktion

p(p17p27--'pN; r17r27"'rN;t) (451)

durch Integration iiber N —1 bzw. N —2 Variablen gewinnen. Zwar kénnen wir uns vorstellen,
dass vor einem Stof}, als Anfangszustand, gilt: fo = f - f, jedoch wird dies nach einem Stofs
genau genommen nicht mehr der Fall sein. Hier kommt die Annahme des molekularen Chaos
zum Tragen: Auch nach dem Stof sei wieder fo = f - f! Die obige Form des Stofloperators
ist der bekannte Stofizahlansatz von Boltzmann, dessen Giiltigkeit nur sehr schwierig (man
konnte fast sagen: tiberhaupt nicht) zu beweisen ist.

Aus der mikroskopischen Reversibilitdat der Bewegungsgleichungen folgt

W(P, P1; P2, P3) = W(—P2, —P3; =D, _pl) (452)

und bei rdumlicher Inversionssymmetrie des Wechselwirkungspotential zwischen den Teilchen
damit

W(p, p1; P2, P3) = W(p2, P3; P, P1) (453)
was wir im Folgenden voraussetzen wollen. Auflerdem, wegen der Ununterscheidbarkeit der
Teilchen, gilt

W(p, P1; P2, P3) = W(p1,Pi P2, P3), Usw. (454)

Zu beachten ist, dass in W die Erhaltungssétze in Form von §-Funktionen auftreten.

[d] Wirkungsquerschnitt. Héufig findet man den Stofloperator in einer Form, in der der
Wirkungsquerschnitt mit der Ubergangswahrscheinlichkeit W in Verbindung gebracht ist.
Zur Beriicksichtigung der Impulserhaltung schreiben wir zunéchst

pzzP'Jr;q ; p3=P’—;q (455)
das heifit po — p3 = q, und setzen W wie folgt an:
W(p,P1;P2.P3) = (270)" - ¢+ (P + P1 — P2 — P3) (€ + €y — €y — €5) (456)
wobei unter Verwendung der Impulserhaltung gilt:
€p+ €py — €py — €py = 4; {(p —p1)* — qﬂ (457)
Somit erhalten wir in einem ersten Schritt
[ dpaipsv =" [ -6~ (b~ 1)) (158)
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wobeil ps = (p+p1+49)/2, p3 = (p+ pP1 —q)/2 in den Verteilungsfunktionen eingesetzt
werden muss. Der Stofloperator hat dann die Form

I[f] = / (;i%sd?’q . %(ﬁ (> = (p—p1)?) - [fzf:s - ffl} (459)

wobei fi = f(p1), etc. gesetzt wurde. Somit ist Energieerhaltung natiirlich dquivalent zur
Bedingung |p2 — ps| = |p — p1]. Schliefllich setzen wir

() = Raumwinkel zwischen (p; —p) und (ps— p2) (460)

und fithren die |q|-Integration durch mit dem Resultat

3 m2 _py
111 = | e "o BB [ g (461)

Zusammenfassend haben wir somit folgende Korrespondenz:

m? _
/dQ . T¢. \p mp1| = /dpgdpgw(p,Pl;pz,p?,) (462)

Offensichtlich ist |p — p1|/m der Betrag der Differenz der Geschwindigkeiten der stoflenden
Teilchen im Schwerpunktsystem, und wir konnen somit

do

0 (463)

m2

Ea
als differentiellen Wirkungsquerschnitt identifizieren. Zu beachten ist, dass ¢ eine Funktion
von  und (p — p1)? ist, wobei letzteres proportional zur Energie im Schwerpunktsystem ist.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt lédsst sich mit Hilfe quantenmechanischer Streutheorie
berechnen, wodurch die Verbindung zur grundlegenden mikroskopischen Theorie hergestellt
wird. Zum Beispiel ergibt sich in Born’scher Ndherung

do 2

L
- WW(k)P (464)

wobei 1 = m/2 die reduzierte Masse bezeichnet, hk = (p — p1) — (p2 — p3), und
Vi(k) = / & e TV (r) (465)

die Fouriertransformierte des Wechselwirkungspotentials V' (r) ist.

le] Irreversibilitit. Wir definieren die Entropiedichte und die Entropiestromdichte iiber
die Relationen

s(x.t) = —kp [ dp f(pix.)[f (pir,t)/c] (466)
J't) = —kp [ dp 2 finly /e (467)

und bilden dann
| dp D finff /el (468)
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unter Verwendung der Boltzmann-Gleichung D;f = I. Unter der Voraussetzung, dass f
geniigend rasch verschwindet fiir |p| — oo, und unter Beriicksichtigung der Teilchenzahler-
haltung (siehe auch § 18):

[ap11s1=0 (469)

ergibt sich
(9,55 + AV js = (atS)irr (470)

wobei der irreversible Beitrag mit dem StoBoperator zusammenhéngt:

@) = —kp [ dp I1f]-Inf
i

= ikB/dpdp1dp2dp3W(P7P1;Pzaps)[ffl - f2f3}lﬂﬁ (471)

wobei unter Verwendung der Eigenschaften von W mehrmals die Integrationsvariablen ver-
tauscht wurden. Natiirlich ist W — als Ubergangswahrscheinlichkeit — positiv, und der Rest
des Integranden ist positiv wegen der Ungleichung

(x —y)n(xz/y) >0 (472)

fiir x # y. Somit haben wir gezeigt:
(ats)irr Z O (473)

das heifit die Entropie ist zeitlich konstant oder nimmt zu:
@S:/du@@mzo (474)

Somit schlieen wir, dass sich, ohne zeitabhéngige Felder, ein gegebener Anfangszustand
unter Zunahme der Entrope dem Gleichgewichtszustand annédhert; dieser ist stationér, und
gegeben durch

(Os)ie =0 ffi = fofs < I[f] =0 (475)
bzw.

hlf + hlfl = hlfg + lIlf3 (476)

Eine derartige Grofle heiffit Invariante des Stofles, so dass Inf eine Linearkombination der
erhaltenen Groflen ist:
Inf=a+b-p+cp? (477)

mit beliebigen a, b, c¢. Die geeignete Parametrisierung ist natiirlich

(p—mWW

478
2mkgT (478)

fo = no)\% exXp [—
wobei im Anschluss an [a] ng, 7" und die mittlere Geschwindigkeit v eingefiihrt wurde. Somit
haben wir die Gleichgewichtslosung als Eigenfunktion des Stofloperators mit Eigenwert null
identifiziert. Alle anderen Eigenfunktionen haben einen Eigenwert kleiner null. Obiges Re-
sultat ist auch als “H-Theorem” bekannt, da Boltzmann die Grée H = —S/kp betrachtete
(dH/dt <0).
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Im iibrigen ergibt sich die Gleichgewichtsentropie zu (e = 2.718...)

So = —kBV/dpfoln [fo/e]
_ no)\% _ €o
= k‘BV [noln < o ) kBT]

— kN B’ ~In ("OA?T)’N (479)

€

— TSO = EO — FO (480)

Dies ist das iibliche Resultat (natiirlich unabhéngig von der Geschwindigkeit v).
§ 18. Erhaltungssitze

[a] Bei der Konstruktion des Stofloperators hatten wir darauf hingewiesen, dass bei einem
StoBprozess Energie und Impuls und trivialerweise Teilchenzahl erhaltene Groflen sind. Dies

fithrt zur folgenden wichtigen Eigenschaften des Stofloperators. Es sein ¢(p) eine Funktion

des Impuls; dann betrachten wir'4

/dPSD(P)[[f] = /dpdpldPde:sSO(P)W(PvPﬁp2>p3)[f2f3 - ffl] (481)

mit der Notation des vorherigen Paragraphen. In einem ersten Schritt ersetzen wir p <> p;
unter Verwendung von W(p,p;...) = W(p1,p...) und erhalten in symmetrisierter Form

= ;/dp . dps[e(P) + () |[W (.. )| fofs — £ 1] (482)

und schliefllich, nach der Ersetzung (p,p1) <> (P2, P3):

= i/dp. ..dps [gp(p) +¢(p1) — p(p2) — Sﬁ(p:a)}W(P,pl; P2, P3) [f2f3 - ffl} (483)

Unter Beriicksichtigung der Erhaltungssitze ergibt sich somit:
[dp{p t1071=0 (484)
2

Die analoge Beziehung, I[exp(¢)] = 0 fiir ¢ = 1, p, p* hatten wir bereits in § 17 angedeutet.

[b] Unter Verwendung des Resultats aus [a] multiplizieren wir jetzt die Boltzmann-

Gleichung

B B
f+p8f+Fa£ I1f] (485)

mit 1, p/m, p?/2m und integrieren iiber alle Impulse. Es ergeben sich die Erhaltungssitze in
differentieller Form:

M Literatur: Lifschitz & Pitaevskii, §§ 4-5; Huang, Bd. I, Kap 5.
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Teilchenzahlerhaltung:

on+V-j=0 (486)
Energieerhaltung:
oe+V.j=j-F (487)
wobei der Energiestrom
P P’ 488
R e 5
. / pm me (488)

eingefithrt wurde. Somit ist die pro Zeiteinheit und Volumen erzeugte (= dissipierte) Energie
gerade gegeben durch j - F.

Impulserhaltung:*®

0
) —_— aﬂ pu—
OtJa + O%H nF,/m (489)

wobei der Impulsstromdichtetensor I1,4 definiert ist als (o, 8 = 1,2, 3)

HW:/@%?f (490)
m

Bei der Herleitung dieser Relationen haben wir gelegentlich partiell beziiglich des Impulses

integriert und Beitrdge von |p| — oo weggelassen.

[c] Wir bestimmen die eingefiihrten Grofien im Gleichgewicht, das heifit unter Verwendung
der Gleichgewichtsverteilungsfunktion

(p— mvﬁ

491

fo= n)\?}exp[ —

Hier ist als Vorfaktor die Gréfle “n” und nicht “ny” gewéhlt, um zu gewéhrleisten, dass [ dpfo
die korrekte lokale Dichte des Systems reproduziert. [Im Moment ist dies nicht sehr wichtig.]
Offensichtlich ergibt sich jo = nv und fiir die Energiedichte:

1
ep=¢ +n- imzﬂ (492)

wobei zur genauen Unterscheidung die “innere” Energie ¢y = 3nkgT/2 eingefithrt wurde.
Weiterhin folgt fiir die Energiestromdichte

j6 = vleo + P] (493)

und fiir den Impulsstromdichtetensor'®

m - T157 = GusP 4 mn - vaug (494)

wobei der Druck, P = nkgT, identifiziert wurde. Setzen wir diese Resultate ein in die Im-
pulserhaltungsgleichung und verwenden noch die Teilchenzahlerhaltung, so ergibt sich die
bekannte Fuler’sche Gleichung der Hydrodynamik idealer Fliissigkeiten:

1 1

15Wir verwenden hier und im Folgenden die Einstein’sche Summenkonvention.
Dieser wird hiufig ohne den Faktor m definiert.
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Beachtenswert ist hier der nichtlineare Term, ~ (v - V)v; seine Wichtigkeit wird durch die
Reynold’sche Zahl charakterisiert. Schliellich erinnern wir noch an die Entropiedichte, die
gegeben ist durch (ausgedriickt durch das chemische Potential)

5  p
und die Entropiestromdichte, die sich zu
” Lr., mu?
JOZSO'V:T[JO_(N"“Q )JO} (497)

ergibt.

[d] Nichtgleichgewichtszustinde. Wir betrachten jetzt eine — zunéchst — beliebige Vertei-
lungsfunktion f(p;r,t) und stellen uns vor, dass wir aus dieser Funktion die Grofien

n(r,t), j(r,t), e(r,t) (498)

berechnen und geméf der Relation j(r,t) = n(r,t)v(r,t) die Geschwindigkeit v(r,¢) defi-
nieren. Auflerdem fithren wir eine orts- und zeitabhéngige Temperatur 7'(r,¢) ein derart,
dass

m
—n

e(r,t) = 2n(r,t)kBT(r,t) + (e, o, 1) (499)

Mit Hilfe der so bestimmten Groflen n, v, T definieren wir jetzt

) — )\3 (p —mv)?
fo(p;r, 1) = nApexp [ - W} (500)
mit der folgenden Konsequenz:
1
/dp p ¢ [f(pirt) = folpir,t)] =0 (501)
2
p

In den iibrigen Grolen — Energiestromdichte und Impulsstromdichtetensor — setzen wir analog

f(p;ir,t) = fo(p;r,t) + [f(Ps1,t) — fo(p;r,t)] (502)

Die mit fy zusammenhéngenden Anteile in j¢ und IT nennen wir reversibel; sie sind durch
die oben berechneten Ausdriicke gegeben:

jr = vie+P]
1

Y = —[Pdas + mnuavs) (503)
m

wobei P = P(r,t) = n(r,t)kgT(r,t) zu setzen ist. Die restlichen Beitrige, die mit der Ab-
weichung der Verteilungsfunktion von der lokalen Gleichgewichtsfunktion zusammenhéngen,
nennen wir dissipativ und schreiben:

*=Jr+ip ; H=Iz+1p (504)
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Natiirlich ist diese Aufspaltung — lokales Gleichgewicht (reversibel) plus Rest (dissipativ) —
besonders erfolgversprechend in Situationen, in denen (f — fy) als kleine Korrektur betrachtet
werden kann. Dies wird der Fall sein fiir kleine externe Felder und langsame rdumliche und
zeitliche Variationen; diese werden zum Beispiel in der Hydrodynamik (§ 19) betrachtet. Wir
schliefen dieses Kapitel mit drei Bemerkungen.

(i) Manchmal ist es bequem, anstelle der Dichte mit dem chemischen Potential zu arbeiten,
gemif der Relation (T'= T'(r,t))

pu(r, t)
kpT

n(r,t)\3 = exp (505)

(ii) Weiterhin bemerken wir, dass sich die Entropie und deren Strom nicht exakt durch fo
ausdriicken lassen aufgrund der nichtlinearen Abhéangigkeit von f.

(iii) Die Erhaltungsséitze haben wir zwar aus der Boltzmann-Gleichung hergeleitet; es ist
aber klar, dass ihre Giiltigkeit nicht auf den Giiltigkeitsbereich der kinetischen Gas-
theorie beschréinkt ist — die Erhaltungssétze gelten auch fiir dichte Gase. Andererseits
sind zum Beispiel fiir Elektronen in Metallen deren Impuls und Energie keine erhaltenen
Groflen, da die Elektronen im allgemeinen mit Storstellen und Phononen wechselwirken.

§ 19. Hydrodynamik mit Viskositit

[a] Zusammenfassung. Wie im vorigen Paragraphen setzen wir f = fy + (f — fo) und
definieren fy wie angegeben. Die Erhaltungssétze haben dann folgende Form:

on + V-j=0,; j=n-v
e + Va i=j F
o HQB: F,
Nhjo + oz nF,/m (506)

mit e = € + mnv?/2 und

i = irtip; Jr=vie+P)

I = M+, ; 0y = ;[Péaﬁ + mnvavg) (507)
Unter bestimmten Voraussetzungen koénnen wir die dissipativen Anteile vernachléssigen.
Dann ist der Zustand des Gases bzw. der Fliissigkeit durch Angabe der Geschwindigkeit
v(r,t), der Dichte n(r,¢) und zum Beispiel des Druckes P(r,t) vollstindig festgelegt, wobei
die iibrigen thermodynamischen Gréflen aus n und P iiber die Zustandsgleichung der Sub-
stanz bestimmt sind. Die Zustandsgleichung plus die obigen Erhaltungssétze (mit j% = 0 und
ITp = 0) stellen einen vollsténdigen Satz von Gleichungen dar, die mit bestimmten Randbe-
dingungen fiir die Geschwindigkeit zu 16sen sind. Wir wollen uns im Folgenden auf Zustdnde
nahe dem Gleichgewicht beschrinken, das heifit f — fo < fo annehmen; zuerst werden wir

die Form der dissipativen Anteile mit Hilfe der Prinzipien der Thermodynamik irreversibler
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Prozesse bestimmen (siche Kap. II), und dann die Transportkoeffizienten durch Losen der
linearisierten Boltzmann-Gleichung berechnen. Zunichst noch ein Beispiel.!”

[b] Schallausbreitung. Wir betrachten Dichteschwankungen in einem unendlichen System
und nehmen an, dass die Abweichungen der Gréflen vom réaumlich konstanten Gleichge-
wichtswert und auch die Geschwindigkeit als kleine Gréfen betrachtet werden kénnen. Unter
Vernachlassigung der dissipativen Beitrége erhalten wir die linearisierten Gleichungen

on + nV-v=0
noyv + VP/m=nF/m (508)

wobei n, wenn es mit einer kleinen Groéfle multipliziert wird, gleich dem Gleichgewichtswert
gesetzt werden kann. Wir nehmen die Divergenz der zweiten Gleichung und die Zeitableitung
der ersten und subtrahieren die Gleichungen voneinander, mit folgenden Resultat:

V2P —mdn =nV -F (509)

Um schlieBlich einen Zusammenhang zwischen d P und dn herzustellen, bemerken wir, dass ei-
ne Schallwelle (und auch jede andere Bewegung) in einer idealen Fliissigkeit ein adiabatischer
Vorgang ist. Somit gilt

oP
VP=(—)s'V 510
(5,)sVn (510)
wobei kg = n~1(On/OP)g gleich der adiabatischen Kompressibilitit ist. Damit erhalten wir
(02 + AV2n = %V F (511)
wobei natiirlich
c = (mnkg) /2 (512)

als Schallgeschwindigkeit zu bezeichnen ist. Fiir ideale Gase folgt sofort:
c=-— (513)

mit Hilfe der Relation
oP Cp 8£

s = o, o)
Das heif3t, die Schallgeschwindigkeit ist proportional zur thermischen Geschwindigkeit. Unter

(514)

Benutzung der Kontinuitédtsgleichung und nach Fouriertransformation folgt weiterhin:

iwF(q,w)/m
2 2

v(q,w) = (515)

w? — c%q

Es ist zu erwarten, dass Dissipation (“Viskositét”) zu einer Verbreiterung der Antwort bei
w = =*cq fiihrt.

[c] Entropieproduktion. Zu einer Diskussion der dissipativen Beitrdge miissen wir uns iiber
die “Strome” und “Kréfte” im Sinne von Kap. II klar werden; als Richtschnur verwenden wir

ITLiteratur: Huang, Bd. I, Kap. 5.3.
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die Entropieproduktion. Fiir Situationen nahe dem lokalen Gleichgewicht gehen wir aus von
der thermodynamischen Relation T'ds = de — pdn und berechnen

1
@ts = T(at(f — ,u@tn) (516)
unter Verwendung der Erhaltungssétze. In einem ersten Schritt erhalten wir
. mo .
§=1[é— 8t(5m} ) —un]/T (517)

und driicken dann die Zeitableitungen mit Hilfe der Erhaltungsséitze durch rdumliche Gradi-
enten aus. Sofort ergibt sich

Ts':e+(p+%v2)v-j+mnv-v (518)

in welches wir unter Benutzung von 0;(nv) = nv —v(V -j) und j¢ = j% +j%5, I =z +IIp
die Energie- und Impulserhaltungsgleichung einsetzen. Wir benutzen noch die Gibbs-Duhem
Relation (wir haben alle Gréfien auf das Volumen bezogen!):

ndp = dP — sdT' (519)

und die Beziehung
sv = | — (ut 50| /T (520)
mit folgendem Resultat (nach mehrfacher Anwendung der Kettenregel der Differentiation):

_V-j%+mva 0
T T 8955

Os+ V- (sv) = 5y (521)

SchlieBlich definieren wir noch den Wdrmestrom als

(19 = (iH)a — mosllyy’ (522)

und erhalten die Gleichung der Entropieproduktion:

Bs + 'V I . (523)
e VNrTT)TT
mit . 3
1 v
R B af | _ Tl
T TJ (=VT)+ 11} ( 6:105) (524)

Somit gibt /T, iiber das ganze Volumen integriert, die gesamte pro Zeiteinheit produzierte
Entropie an; diese muss bilinear in “Stromen” und “Kréften” sein, so dass wir zum Beispiel

0v,,

N v/ ——_—
’ 8955

(525)

als Kriifte und j¢/7 und 119 (dividiert durch T') als Strome interpretieren kénnen. Die Kriifte
sind die rdumlichen Ableitungen der Temperatur — ein Vektor — und der Geschwindigkeit —
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ein Tensor; bei letzterem ist es bequem, die Spur und die symmetrische spurlose Kombination

zu betrachten: 5 5 5
Va U

—= — —0,3(V - 526
5.+ o 30V V) (526)

Ein antisymmetrischer Anteil darf in der Tat nicht auftreten, da bei einer gleichférmigen

(V -V)oap ; Nop =

Rotation des Systems keine Dissipation auftreten kann.

[d] Viskositat und Warmeleitfdhigkeit. Entsprechend den Prinzipien von Kap. II kénnen
wir die Strome als linear in den Kréften ansetzen. Wir schreiben daher (der Faktor m ist
Konvention):

j* = —kVT
mH%ﬂ = —nAop — (0ap(V - V) (527)

wobei es wegen der Isotropie des Systems keine Mischung zwischen den Termen geben kann.
k heift Warmeleitfihigkeit, und n und ( Zdihigkeitskoeffizienten oder Viskositdaten; aus der
Bedingung der Positivitdt der Entropieproduktion folgt: «,7n,{ > 0. Setzen wir obige Bezie-
hungen in die Erhaltungssétze ein, so erhalten wir die Gleichungen fiir eine zdhe (viskose)
Fliissigkeit.

Als Beispiel betrachten wir wieder die Beschleunigungsgleichung:
mn[0yv + (v - V)v] = =V P +nF +nV3v + ({ + ;77) V(V -v) (528)
und zwar speziell in linearer Ndherung (siehe [b]):
mno,v — nV3v — <( + :1))77> V(V:v)=—-VP+nF (529)

An dieser Gleichung erkennen wir, dass eine Aufspaltung der Geschwindigkeit in einen lon-
gitudinalen und einen transversalen Anteil sinnvoll ist:

v=vl4vl . Vv.vI =0, Vxvi=0 (530)

wobei wir V x F = 0 voraussetzen. Damit ergibt sich fiir den transversalen Anteil eine
einfache Diffusionsgleichung:

(0, — D'V*)vI' =0 , D" =n/mn (531)
und fiir den longitudinalen Anteil:
mn[0; — D!V?|vl = —V P +nF (532)

wobei DY = (¢ + 4n/3)/mn und DT longitudinale and transversale Diffusionskonstante ge-
nannt werden.

In der gleichen Nédherung ist die Gleichung der Energicerhaltung von der einfachen Form
e+ (e+ PV -v— VT =0 (533)
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Hier tritt nur der longitudinale Anteil von v auf; aulerdem konnte zum Beispiel
V. [vie+P)|~(e+P)V - v

und V(kVT) ~ kV*T gesetzt werden. Unter Verwendung der Kontinuititsgleichung erhal-
ten wir somit die folgenden zwei Gleichungen:

P
@6—6_; atn—FcV2T =0
V2P —m(9, — D*V*)om = nV-F (534)

Diese Gleichungen, zusammen mit den {iblichen thermodynamischen Relationen, bestimmen
die Schallausbreitung und die Wérmeleitung in einer zéhen Fliissigkeit. Unter Benutzung von
Ts=¢+ P — punund Tds = de — udn (wir arbeiten bei festem Volumen!) folgt

e+ P

s
Tnd(—) =de— d 535
und damit wird die erste Gleichung zu
Tnd,(2) — kV2T =0 (536)
n

Beachten Sie, dass (s/n) die Entropie pro Teilchen ist; diese Grofe ist zeitlich konstant
in idealen Fliissigkeiten. Fiir k = 0 folgt sofort, dass, wenn wir die Dampfung als klein
voraussetzen, die Responsefunktion einen Pol hat bei

i
w = el = 5¢* (537)

mit v = DY = (¢ + 4n/3) /mn; im Allgemeinen ergibt sich

7:1[(C+477)+,€<1_1>] (538)

mn 3 Cy Cp

wobei ¢, und ¢, die spezifischen Warmen pro Teilchen sind. Die Schallgeschwindigkeit ist
durch den angegeben Ausdruck gegeben (siehe [b]).

[e] Linearisierte Boltzmann-Gleichung.'® Zur Berechnung der Wirmeleitfihigkeit und der
Viskositédten fiir ein verdiinntes Gas miissen wir die Korrektur zur lokalen Gleichgewichts-
verteilung, 6 f = f — fy, bestimmen und daraus die dissipativen Anteile des Energiestroms
und des Impulsstromdichtetensors berechnen. Es ist nicht notwendig, das externe Feld zu
betrachten; dann ist die Boltzmann-Gleichung gegeben durch

[at n };5] f=11f (539)

in welche wir f = fo(p;r,t) + 0f einsetzen. Wegen I[fy] = 0 tritt auf der rechten Seite als
fiithrender Term ein linearer Operator auf: I[f] ~ L£[d f], wobei Terme ~ (4 f)? vernachliissigt
wurden. Auf der linken Seite ist der fithrende Term gegeben durch

[0, + 717)18(1] fo (540)

18Literatur: Lifschitz & Pitaevskii, §§ 6-8.
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Somit ist es konsistent, ¢ f aus der linearisierten Boltzmann-Gleichung

[0, + ::Laa]J fo = L[5f] (541)

zu berechnen. Also finden wir, dass sich §f als kleine Korrektur zu fy ergibt unter der
Voraussetzung, dass die Ableitungen von fy als kleine Groflen betrachtet werden konnen.
Das so berechnete ¢ f stellt den ersten Korrekturterm zur lokalen Gleichgewichtsverteilung
im Rahmen einer Entwicklung nach Gradienten dar.

Die Inhomogenitét (= linke Seite) in obiger Gleichung ergibt sich zunéchst unter Verwen-
dung von fy = nA\3 exp[—Be(p — mv)] und fiir v = 0 nach der Differentiation zu

D D, T
il + Ep § ! p DtV

Difo = fo- - 42
vfo = Jo [ - (kBT 2) 7 T I T } (542)
Auflerdem kénnen wir die Gleichungen nullter Ordnung (siehe [d]), das heifit ohne dissipative

Terme, und die Beziehungen fiir ideale Gase verwenden, mit dem Resultat

Din = —nV-v+p-Vn/m
2
DT = —gTV-V+p~VT/m
1
D = —— VP . 4
v mnV +(p-V)v/m (543)

Schliefilich finden wir

? 51p-VT
Difo = fo- {{Qm};{;BT - %}(me )
- 2m/1<:BT [paps = %‘W} (Vsva + Vavs) } (544)

mit V, = 9/0z,, etc., und Summation iiber «, 5 impliziert. Offensichtlich ergibt sich

/ dp (1,p,°) | Defo] = 0 (545)

was ganz allgemein (das heifit auch fiir den vollen Ausdruck mit v # 0) durch die Konstruk-
tion gewihrleistet ist. Wir erkennen, dass die Inhomogenitét die gewiinschten Terme enthélt.
Eine allgemeine Schlussfolgerung lésst sich sofort ziehen: Wir schreiben (siehe [c])

2
VBUQ + Vav[g = Aag + §5a5<v . V) (546)

und erkennen folgende Identitét:
1

> [Paps — 5970as]00s = 0 (547)
a,B

Somit folgt, dass (V - v) nicht in der Inhomogenitét auftritt — nur die spurlose kombination
A.p — und daher folgt: ¢ = 0 fiir ein verdiinntes (monoatomares) Gas!
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Der linearisierte Stofloperator L[ f] ergibt sich aus dem allgemeinen Ausdruck (siehe §
17) unter Benutzung von

6(ffi— fofs) = fiof — [f3dfo + fadfs — fOf1] (548)

Nach Einsetzen erkennen wir, dass £[0 f] ein im allgemeinen sehr komplizierter Integralope-
rator ist, dessen Eigenfunktionen (aufler den mit den Erhaltungssétzen verkniipften, die den
Eigenwert null haben) nur in sehr speziellen Féllen analytisch zu bestimmen sind. Verschie-
dene Nahrungsmethoden, zum Beispiel Variationsverfahren, lassen sich erfolgreich anwenden.

Za einer qualitativen Diskussion geniigt es, den Beitrag in der eckigen Klammer zu ver-
nachléssigen; dann ist £[df] von der folgenden Form:

LOf] ~—=0f/T, (549)

Hier bezeichnet 7, die Relazationszeit, das heifit die charakteristische Zeit fiir Anhéherung
an das Gleichgewicht. Als Abschétzung betrachten wir den Beitrag ~ f16f, und finden

/ dp1dp2dpsW (p, p1; P2, P3) fo(P1)
d _
/dpl/dﬂ'(é)‘ p mp1|f0(P1)
/dP1 * Otot * p ;plyfo(lih) (550)

wobei oy der totale (von der Energie im Schwerpunktsystem abhéngende) Wirkungsquer-
schnitt ist. Nidherungsweise ist oy ~ ma?, wobei a der Durchmesser eines Atoms ist; dann
finden wir fiir p = 0 das folgende Resultat:

o (QkBT)l/Z

1
— M NUO , U= (551)
-

m

wobei T die mittlere thermische Geschwindigkeit ist. Somit gilt (bei fester Dichte) 7 ~ T—1/2,

das heifit die Stofizeit nimmt zu mit fallender Temperatur. Wir benutzen im Folgenden
LI5f]=—=0f/7 (552)

und setzen 7 unabhéngig von p an.

[f] 7 und & fiir verdiinnte Gase. Im Rahmen der Relaxationszeitnéherung ist 0 f gegeben
durch

P2 51 p-VT.  paps—D*6as/3
o1 == gy =)+ P g Tt} 65)

Dann berechnen wir, unter Ausnutzung der verschiedenen Symmetrie der zwei Terme, den
Energiestrom und den Impulsstromdichtetensor wie folgt:

2
. P 51, p- VT
e - dp— _ =
D T/ P f“ 2mhsT, 2]( T )
v p»,pa_ Pabp — P 0ap/3
mlll = —7 / apP2 . fy| ST [Aus (554)
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woraus mit j;, = —kVT und mIl = —nA die Warmeleitfahigkeit und die Viskositat leicht
abzulesen sind. Wir geben nur die Gréflenordnung an:

kv
Kk o~ kpnt’t ~ —— ~ TV/?

Otot
n ~ kgTnt ~ mno’t ~ T2 (555)

Offensichtlich ist x/kg ~ n/m und D ~ DT ~ n/mn ~ v*r. Die Temperatur- bzw. Ener-
giediffusionskonstante, ~ x/kgn, ist von der gleichen Gréfenordnung. Wir merken noch an,
dass man 7 als mittlere Zeit zwischen zwei Stoflen betrachten kann. Entsprechend ist

(=707 = (o) " (556)

der mittlere zwischen zwei Stéfen zuriickgelegte Weg, das heifit die mittlere freie Weglinge.
Als typische Werte ergeben sich fiir Wasserstoff unter Normalbedingungen (P = 1 atm,
T =273 K, n~3-10"/cm3) und mit oy, ~ 10~ P5cm?:

{~10%cm ; 7~ 10 "sec (557)

und ¥ ~ 10° em/sec. Die Diffusionskonstanten sind dann ~ 1 cm?/sec.
§ 20. Kinetische Theorie einfacher Metall; Leitfihigkeit

[a] Vorbemerkungen.'® Wie schon in Kap. III diskutiert, stellen wir uns ein Metall aus
(zunéchst) festgehaltenen Ionen und frei beweglichen Elektronen aufgebaut vor. Die Ionen
bilden ein regelméfliges Gitter, so dass ein derartiges System nur eine diskrete Transla-
tionssymmetrie besitzt: Der Hamiltonoperator der Elektronen vertauscht mit dem Opera-
tor, der Translationen um eine Gitterkonstante beschreibt. Als Konsequenz lassen sich die
Wellenfunktionen mit einem Wellenvektor k klassifizieren. Die Eigenwerte der Schrédinger-
Gleichung bilden Energiebdnder, die durch mehr oder weniger groie Energieliicken (am Zo-
nenrand) getrennt sind.

Fiir die folgende Betrachtung — die quasiklassische Theorie der Elektronen — ist es
zweckméfig, die sogenannte Wannier-Darstellung zu betrachten. In dieser kann man sich
die Elektronen als rdumlich lokalisierte Wellenpakete (Ausdehnung: einige Gitterkonstanten)
mit einem (mittleren) Wellenvektor k vorstellen. Dann ist die Geschwindigkeit (= Gruppen-
geschwindigkeit) gegeben durch

vy = Oer/0k (558)

wobei ¢, der Energie-Wellenvektor Zusammenhang fiir ein bestimmtes Band ist. Insbesonders
geht die Geschwindigkeit nach null fiir k am Rand der Brillouin-Zone. Legen wir jetzt ein
(zum Beispiel zeitlich konstantes) elektrisches Feld an, so gilt in quasiklassischer Néherung

hk = —cE (559)

das heifit k nimmt linear in der Zeit zu, bis der Zonenrand erreicht ist: Dann wird der
Wellenvektor “schlagartig” um einen reziproken Gittervektor gedndert (Umklapp-Prozess),

YLiteratur zu §§ 20-23: Ashcroft & Mermin, Kap. 1, 12 + 13; Ziman, Kap. 6 + 7; Taylor, Kap. 4, 5, 7.
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was zu einer Umkehrung der Geschwindigkeit und damit zu einer Oszillation des Ortes des
Elektrons fithrt (Bloch-Oszillationen). Bei groBeren Felder spielt auch eine Rolle, dass ein
Elektron durch das Gap in ein anderes Energieband tunneln kann (Zener-Tunneln).

Bei einfachen Metallen sind die beschriebenen Effekte aber nicht sehr wichtig, und sie sol-
len hier nicht diskutiert werden. Vielmehr kommen ganz wesentliche Effekte von der Streuung
an Storstellen und Phononen, die in diesem und dem folgenden Paragraphen beschrieben wer-
den.

[b] Drude-Theorie der Leitfihigkeit. Entsprechend den Vorbemerkungen stellen wir uns die
Elektronen als freie Teilchen vor, und betrachten den Einfluss von Storstellen und Phononen
in einem einfachen Bild. Fiir die Geschwindigkeit eines Elektrons setzen wir zunéchst folgende

Gleichung an:
1
v+ —v| = —cE 560
m[v + TV} e (560)
wobei (—e) die Ladung ist; diese Gleichung ist analog zur Bewegungsgleichung eines

Brown’schen Teilchens, wobei 7 die charakteristische Relaxationszeit bezeichnet. Mit
ja = —env=0E (561)

folgt sofort nach Fouriertransformation:

)= T 1 (562)

m 1 —wr

fiir die frequenzabhéngige Leitfahigkeit. Dies ist die bekannte Drude-Formel. Es ist zu be-
achten, dass 7 ganz pauschal den Einfluss der StofSprozesse beschreibt. Etwas genauer heifit
dieses 7 auch Transportstofizeit oder Impulsrelaxationszeit, und wir werden es im Folgenden
Ter NENnen.

[c] Transportgleichung. Der Einfachheit halber setzen wir immer p = hk; die Boltzmann-
Gleichung ist von der iiblichen Form:

p 0 0

PI g9 =1

0+ g T Fgpld = 1171 (563)
mit F = —e[E+4p x B/mg], falls ein Magnetfeld vorhanden ist, wobei I[f] als Summe mehrere

Terme anzusetzen ist:
If] = I [f] + Ton[f] + Lec[f] (564)

mit Iy Streuung an Storstellen; [,,: an Phononen; I..: Elektron-Elektron-Stole. Wir be-
schrinken uns hier auf den Storstellenbeitrag. Der typische Prozess hat die in Fig. 20.1
dargestellte Form.

Dabei muss der Anfangszustand besetzt und der Endzustand leer sein; daher gilt

Llf] = = [ ap'[Qp.p)f ()1 = F(B) — QPPN = f(P)]  (565)

wobei der zweite Term den umgekehrten Prozess beschreibt. Es gilt Q(p,p’) = Q(p/,p)
wegen mikroskopischer Reversibilitdt. Auflerdem — die Storstellen sind durch ein statisches
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Fig. 20.1

Potential beschrieben — ist die Streuung elastisch, das heiflt im einfachsten Fall ist () = 0 fiir
Ip| # |p’|; und wir wollen weiterhin zunéchst annehmen, dass die Streuung isotrop ist, das
heifit @ hangt nicht vom Winkel zwischen p und p’ ab. Zuerst ergibt sich

Ilf] = = [ do’ Q(p.0) [/ (P) — () (566)
und fiir isotrope Streuung kann das Winkelintegral iiber die Richtung von p’ durchgezogen
werden: 1

Lalf) = = [f(p) = (1(0))] (567)

wobei (...) den Winkelmittelwert bedeutet. AuBerdem ist per Definition

1 / dp’ Q(p. p') (568)

T

welches von |p| abhéngen kann. Wir merken noch an, dass in einem typischen Metall der
isotrope Grenzfall mafiig gut erfiillt ist. Die Argumente r, ¢ in der Verteilungsfunktion haben
wir wie iiblich unterdriickt.

[d] Gleichgewichtsverteilung. Vorher hatten wir (siehe § 17) die Gleichgewichtsverteilung
als Figenfunktion des Stofloperators mit Eigenwert null identifiziert. Jetzt erkennen wir je-
doch, dass gilt:

I4[f] = 0 <> f = irgendeine Funktion von €(p) (569)

Somit fithrt Storstellenstreuung allein nicht zum thermischen Gleichgewicht, namlich f, =
Fermi-Funktion! Obige Aussage, dass eine beliebige Funktion der Energie eine Losung der
Transportgleichung (fiir E = 0) ist, gilt {ibrigens auch in Anwesenheit eines konstanten Ma-
gnetfeldes. Konsequenz: Fiir die Einstellung des thermischen Gleichgewichts sind Elektron-
Phonon und Elektron-Elektron Stofle wesentlich. Trotzdem hat die angegebene Gleichung —
auch ohne I, und I — eine verniiftige Losung, solange man sich auf den Bereich linear im
externen (elektrischen) Feld beschriankt, und von der Fermi-Verteilung ausgeht. Wir setzen
an:

f=fotof  fo=[eMrm 1] (570)

und finden sofort:

Lalfo+ 37 = ——[6f = (01) 6571

7



Im folgenden wird 0 f als kleine Grofle — linear im externen Feld — betrachtet. Dies ist im
Gegensatz zur Diskussion in § 19, wo Impulserhaltung die Einfiihrung einer lokalen Geschwin-
digkeit notwendig machte. Als Konsequenz erhielten wir interessante nichtlineare Gleichung;
die Kleinheit von ¢ f war dabei durch die Annahme langsamer rdaumlicher und zeitlicher Va-
riation gewahrleistet. Im Gegensatz dazu beschrianken wir uns hier auf den linearen Fall, und
miissen keine (einschneidenden) Annahmen iiber w und q machen (zum Beispiel kann wr > 1
sein).

le] Lineare Antwort — rdumlich konstantes Feld. Wir setzen
F = —ip x B —eE (572)
me

und betrachten den ersten Term als Grofie nullter, und das elektrische Feld als Grofie erster
Ordnung (§f ~ E). Dann gilt in linearer Naherung

0 e 0 1 dfo
- - — B) —|0f+—=[0f —(0f)] = eE——
(58~ e ® X B) - gol0f + 2[0F = (0F)] = B (573)
Wegen
dfo _ P Ifo
-0 _ 220 074
op m Oe (574)
liegt folgender Ansatz nahe:
9 fo
0f=A-p|—=—
r-ap () (575)
welches (§f) = 0 erfiillt; A ist zu bestimmen. Nach Einsetzen ergibt sich
1 E
K—m v ) A-—BxA)|=es (576)
T m
Andererseits identifizieren wir den elektrischen Strom (Faktor 2 wegen Spin):
: P 2epi;
Jo = —2¢ / dp 5 f = “PE N (ep)A (577)
m 3m

im Grenzfall tiefer Temperaturen (kgT < €p). Mit 09 = ne?r/m = 2e*N(ex)D, wobei
D = vpl/3 die Diffusionskonstante, und ¢ = vpr die freie Weglénge bezeichnet, ergibt sich

1 er

E=—|(1—-iwr)joa— —(B X je 578

— (1= iwmia = (B x ) (578)
Somit ist {iber die Definition E = p - jo die Matrix des spezifischen Widerstands, p, leicht
anzugeben, und dann folgt o = (p)~!.Wir erkennen die Drude-Formel fiir B = 0. Im Allge-
meinen heiflen diese Gréflen Magneto-Widerstand bzw. Magneto-Leitfahigkeit. Zum Beispiel
sei B = (0,0, B). Dann findet man

o' R-B 0
p=|-r-B o' 0 (579)
0 0 oot
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wobei R = (enc)™! als Hall-Konstante bezeichnet wird. Alle diese Resultate lassen sich auch
aus der einfachen Uberlegung, siche [b], herleiten.

[f] Diffusion. Nach Fouriertransformation (r,t) — (q,w) finden wir (fiir B = 0):

I p |
—iew + — + 23 6f—7<5f):—(F-:1> f (580)

mit f = dfy/0e. Diese Gleichung lisst sich “auflésen” nach 0 f:

_ T(F-p)fo/m—{0f)

of = 581
/ —iwT + 1+itp-q/m (581)
Dann nehmen wir den Winkelmittelwert; es treten Integrale von folgendem Typ auf:
1 +1 "
Iigw) =5 [ do— , 582
(¢) 2 /-1 x—zw¢+ 1+ qupTa (582)
wobel |p|/m = vp gesetzt wurde (es ist noch iiber €, zu integrieren, welches |p| = pr
“festnagelt” bei tiefen Temperaturen). Zum Beispiel folgt
1 qQUET
I = t 583
o(0s) = ——aretg T (583)
Als Resultat erhélt man:
I1(q,w) q-F [ 0fy
of) = - 584
Oh == Ligw) " g Oe (584)
und damit fiir die Teilchendichte:
I -F
on = Z/dp 5f = 2N (ep)— Tqu (585)
1-— IO q
Der elektrische Strom ergibt sich aus der Kontinuitétsgleichung, n 4+ V - jo/(—e) = 0.
Wir betrachten jetzt folgenden Grenzfall:
<l ; wrkl (586)

das heifit w, vpq < 771 (typischer Wert: 7 ~ 10~ !sec). Dann kénnen wir Iy und I; entwickeln,
wobei in 1 — I, wegen teilweiser Kompensation Vorsicht geboten ist. Wir erhalten folgenden

Ausdruck: /
nt/m
— """ (iq-F
=gl F) (587)

mit D = vpl/3, welches wir unschwer als Diffusionsgleichung identifizieren:
[0, — DV?|on = —n"V -F (588)
m

Zwar haben wir nur in linearer Ndherung gearbeitet, jedoch stellt die allgemeine Form dieser
Gleichung;:
.
7+ V|—F— DV|n=0 (589)
m
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die Verbindung zu Kap. I dieser Vorlesung her. Mit F = —¢E folgt auflerdem fiir die Leitfihig-

keit: ‘
—iw ne’r
—iw + Dg? m

Wie schon erwihnt (siehe Kap. I1I) hiangt der Grenzwert ¢ — 0, w — 0 empfindlich von der
Reihenfolge ab.

(590)

O-(qa LU) = 0p

[g] Transportstofizeit. Offensichtlich gilt 7, = 7 (siehe [b]) nur fir isotrope Streuung. Im
raumlich konstanten Fall (Isotropie des Raumes!) kann eine Anisotropie in der Storstellen-
streuung leicht eingeschlossen werden. Wir betrachten den allgemeinen Stofloperator:

L[ f] = —/dp’Q(p,p’)[f(p) — /()] (591)

1'im Prinzip von der Ener-

Als Nebenbemerkung weisen wir nochmals darauf hin, dass 7~
gie abhéngt. Ist diese Abhéngigkeit schwach, so konnen wir, da das Ergebnis mit 0fy/0e

multipliziert wird, €, = ep setzen, was wir implizit immer getan haben.

Analog zur Uberlegung im Zusammenhang mit Teilchen-Teilchen Stéfen setzen wir

Qp.p") = QP — P'd(e, — &) /N (e) (592)
wobei @Q insbesondere eine Funktion des Streuwinkels 6 sein kann; wegen |p| = |p/| gilt
Ip — p'| = 2p-sin(6/2) (593)

AuBerdem hiingt Q direkt mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt (sieche auch § 22)
zusammen:

~ do
= 4Ny Vp— 594
@ = dmngvp o (594)
wobei ng die Dichte der Storstellen ist. Damit ergibt sich
1 do
. = /dP,Q(E p/) = nstUF/de = NstVUFOtot (595)

Die Boltzmann-Gleichung lautet in linearisierter Form (q = 0):

de’ A no_ _ﬂ ’
0w = -2 (596)

wobei ¢ f auch von w abhingt. Wegen der Isotropie des Raumes ist folgender einfacher Ansatz

{—z’w—l—i]cﬁ(p)—

hinreichend:
6f(p) = a(p)p-F/m (597)
wobei a nur eine Funktion von |p| ist. Mit diesem Ansatz berechnen wir
doy - \.F F [d0, - F1
QP — ) alp) = = a(p)® = [ TG cosh = a(p) =~ ((cost))  (398)

wobei die letzte Relation die Grofe ((cosf)) definiert. In einem Zwischenschritt ist es bequem,
die z-Achse parallel zu p zu wahlen. Somit erhalten wir schliellich

. 1 p-F /
[—iw+ op=-2 g (599)

Ttr
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Diese Gleichung ist von der gleichen Form wie bei isotroper Streuung, mit dem Unterschied

T — Ty Es folgt
2

o(w) = nemrtr [1 — iwanl (600)
mit
Tltr = i[l — <<COSQ>>} (601)

Dieses Ergebnis driickt aus, dass Ereignisse mit Vorwértsstreuung (|0 < 1) weniger effektiv
zur Relaxation des Impulses beitragen (siche auch § 22).

§ 21. Thermoelektrische Eigenschaften

[a] Wir erinnern zuerst an die Phdnomenologie der Transportkoeffizienten bei einem Sys-
tem, bestehend aus zwei Untersystemen, zwischen denen Energie und Teilchen ausgetauscht
werden konnen. Dann hatten wir Jy, Jg als “Stréme”, und Fy, Fg als “Kréfte” eingefiihrt,
mit

Fn=-A/T) , Fp=+A1/T) (602)

(D)= ) (%) 3

Hier gilt Lo = Loy (aufgrund der Onsager’schen Relationen). Nach einer einfachen Trans-

und

formation erhielten wir —Ap und —AT als “neue” Kréfte, und Jy und Jg/T, wobei
Jo = Jg — pJn als Warmestrom bezeichnet wurde, als “neue” Stréme. Entsprechend be-
trachten wir jetzt in der differentiellen Form

E=Vu/e ; =VT (604)
als Krifte, und je und j?2/T als Strome, wobei

=3 =p-Jja/(—e) (605)
zu setzen ist. Unter Ausnutzung der Onsager-Relation finden wir

jel = oE—-0S- (—VT)
j' = —oSTE —kVT (606)

wobei phdnomenologisch die Leitfahigkeit, o, die Wéarmeleitfahigkeit, £, und die Thermo-
spannung, S, eingefiihrt wurde. Letztere Identifizierung ergibt sich fiir jo = 0; dann folgt

E=S(-VT) (607)
und nach raumlicher Integration (E = —V¢):
Ap=S-AT (608)

Somit konnen wir S bestimmen, indem wir den Wérmestrom bei einem angelegten elektri-
schen Feld berechnen. [Die Leitfihigkeit wurde in § 20 diskutiert: o = ne?r/m bei isotroper
Streuung (und fir q =0, w — 0).]
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[b] Thermospannung. Wir greifen auf das Resultat von § 20[f] zuriick, und setzen w =
0,q=0:
F.

mp fi4(6f) , F=—¢E (609)

of =—r1

Sofort folgt: (§f) = 0, und wir berechnen den Warmestrom:

2
j=2 [ 2 (p—ﬂ> 5f (610)
m \2m
Nach Winkelmittelung und [dp — [ de/N (€) ergibt sich
== [ dea@ (=) fi(o) (611)

wobei o(€) = 4N (e)ere?/3m die Leitfihigkeit bei der Energie ¢ (= p?/2m) bezeichnet. Wir
erinnern daran, dass 7 auch eine Funktion von € ist (im Allgemeinen). Wir verfahren wie bei
der {iblichen Tieftemperaturentwicklung (kg7 < p): — f{ ist maximal bei € = p, die Breite
ist ~ kgT', und f} ist eine gerade Funktion von (e — u). Daher entwickeln wir o(¢) gemé8

o(e) =o(p) + gZ(e — )+ ... (612)
und erkennen, dass der erste Term nicht zu j? beitragt. Es ergibt sich:
. E 0o () [ 2, 9fo
e — _™ de (e — _ZJo
j s e = =50
m(kgT)* Oo(p)

- _ . -E 613
3e ol (613)

Durch Vergleich erhalten wir die Thermospannung:

k3T 0
§="—, @[lna(u)} (614)

Nach der Differentiation kénnen wir natiirlich g — ep setzen.

Fiir eine energieunabhiingige StoBzeit ist o(¢) ~ €¥/2, und wir finden do/Ou = 30 /2 und
damit das einfache Resultat:

_ mkyT  ca/n

S = (615)

2el e
wobei ¢ die spezifische Wéarme pro Volumen bezeichnet. Also lasst sich — fiir diesen speziel-
len Fall — die Thermospannung durch thermodynamische Gréfien ausdriicken, da die Stof3zeit
herausgefallen ist. Zwar ist dieser einfache Ausdruck gut genug fiir eine Abschétzung der
Grolenordnung, jedoch ist zu betonen, dass die Thermospannung keine Gleichgewichts-, son-
dern eine Transportgrifie ist.

[c] Wirmeleitfihigkeit. Die Onsager-symmetrische Relation, jg ~ —V T, und die Wérme-
leitfahigkeit konnen wir wie folgt erhalten. Wir setzen E = 0 zur Vereinfachung, und betrach-
ten wieder die linearisierte Transportgleichung im stationéren Fall, aber unter Beriicksichti-
gung des Gradienten:

P ofo

m Or

= —[o7 - 65)] (616)
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wobei wir annehmen, dass fy iiber 7' = T'(r) vom Ort abhéngt. Somit gilt

ofe vT
or —Jfo-(e—p) T (617)
Offensichtlich ist wieder (§f) = 0, und wir erhalten
vT
6f =7 (e—mfi T (618)

Mit dieser Verteilungsfunktion ist der elektrische Strom und der Warmestrom zu berechnen.
Fiir ersteren ergibt sich, wie zu erwarten:

ja=—05-(=VT) (619)

und fiir den Warmestrom:

g _ P, ,p-VT
=2 / dpm(ep 1) —T 7o (620)

Im Gegensatz zur Berechnung der Thermospannung kénnen wir hier, nach Winkelmittelung,
[ dp ~ N (er) | de setzen; daher folgt im nichsten Schritt

i’ = QBTPFN /de (621)
und schliefilich (D = v%7/3):
k=D 2N (eF)WQZ%T =D cy (622)
Wegen o = 2¢*N (ep)D ergibt sich
r_mkpT (623)

o 3e?

das heifit das Verhéltnis x/o ist linear in der Temperatur ( Wiedemann-FranzGesetz).

Wir weisen noch auf einen wichtigen Unterschied in der Nichtgleichgewichts-Verteilung
hin, die von einem elektrischen Feld im Vergleich zu einem Temperaturgradienten erzeugt
wird. Ein E-Feld fiihrt zu einem § f, das ungerade in p und gerade in (e — p) ist; daher erhélt
man als wichtigsten Beitrag (natiirlich) einen elektrischen Strom, und nur unter Berticksich-
tigung der Energieabhéngigkeit der Leitfdhigkeit einen (kleinen) Warmestrom. Im Gegensatz
dazu fiihrt ein Temperaturgradient zu einem 6 f, das ungerade in p und ungerade in (e — )
ist; daher erhélt man (ebenso natiirlich) zunéchst einen Warmestrom, und erst bei genauerer
Betrachtung einen elektrischen Strom. Schematisch ergibt sich das in Fig. 21.1 dargestellte
Bild.

Auflerdem lassen sich die Resultate noch auf folgende Art schreiben:

F=—-ceE: §f=

—Tme 1o (624)
= fo(p) +4f = fo(p — 7F) (625)
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Sl E §¢: VT

1 +Pt= ‘PF

Fig. 21.1

Dies entspricht einer Verschiebung der Fermikugel im Impulsraum um 7F. Andererseits gilt

auch
p Fth

VT: §f=-— ! (626)

wobei wir Fy,, die “thermische Kraft”, geméf der Relatlon

Fy = —2 - EVT = —(¢, — 1)VInT (627)

definiert haben.
§ 22. Quantenmechanische Ubergangsraten

[a] Wir hatten bereits darauf hingewiesen, dass die im StoBoperator auftretenden Uber-
gangsraten eng mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt verkniipft sind. Zum Beispiel
gilt fiir die Streuung von Elektronen an Storstellen:

dmngvp do

Qp,p') = Ner) d0

—50(& — &) (628)

wobei im Vorfaktor, das heifit an unkritischen Stellen, |p| = pr gesetzt wurde. [Beachten
Sie: 4mvp /N (ep) = (27h)3/m?.] Der differentielle Wirkungsquerschnitt lisst sich mit Hilfe
der Quantenmechanik fiir ein gegebenes Storstellenpotential, u(r), berechnen; zum Beispiel
ergibt sich in Born’scher Ndherung

dO‘ /LZ ik-r
m = W| /d37"ek u(r)|2 (629)

mit hk = p—p’. Im vorliegenden Fall ist die reduzierte Masse, u, gleich der Elektronenmasse,
m.

[b] Goldene Regel. Die Ubergangsrate, Q(p, p’), lisst sich storungstheoretisch auch direkt
mit Hilfe der “goldenen Regel” der Quantenmechanik bestimmen. Diese gibt die Ubergangs-
rate fiir einen Ubergang |i) — |f) (i = initial, f = final) an:

PG = ) = T F1010) Po(es — ) (630)
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wobei U die Storung bezeichnet. Fiir Storstellen ist

Ul) = Y ulr —r)) (631)
J
wobei {r;} die zufillig verteilten Orte der Ny Storstellen sind. Zur genauen Abzéhlung der
Zustédnde arbeiten wir mit einem endlichen Volumen, V', und betrachten zuerst eine Storstelle.
Mit
(r|p) = V1/2eiPr/n (632)
und [i) = |p),|f) = [p') ergibt sich

2T

V2 ul) 256, — ) (633)

Plp—p)=
wobei hk = p — p’ wie oben eingefiihrt. Unter Vernachlissigung von Interferenzeffekten
zwischen verschieden Storstellen ist dieses Ergebnis noch mit der Zahl der Storstellen zu
multiplizieren, und wir finden (ng = Ng/V)

2m

V-Pp-p)=~

nse|u(k)[*0(e, — €) (634)

Somit ist die Relaxationsrate fiir einen gegebenen Anfangszustand p gegeben durch

iZZP(p%p')I/dPV-P(p%p’) (635)

p

mit dem Ergebnis, dass V - P(p — p’) = Q(p,p’) zu identifizieren ist, in Ubereinstimmung
mit den Resultaten aus [a]. Ahnliche Uberlegungen lassen sich fiir Teilchen-Teilchen-Sto8e
anstellen.

[c] Phononen. Zu einer Diskussion der Phononen und der Elektron-Phonon- Wechselwir-
kung miissen wir die Annahme fallen lassen, dass die Ionen unbeweglich sind. Es seien {R;}
die (zeitabhéngigen) Koordinaten der Ionen, und {RJ} ihre Ruhelage. Wir entwickeln die
Wechselwirkungsenergie der Ionen in zweiter Ordnung in x; = R; — R?, mit dem Resultat
(unter Einschluss der kinetischen Energie):

£ = ;MZXJQ- - ; SOSTK P agal (636)
J

hJ op

wobei IC%-B = K¥(RY — R?) mit der zweiten Ableitung der Wechselwirkung zusammenhéngt
(o, B = x,y, z). Die Masse eines lons ist M, seine Ladung Z - e, und die lonendichte nennen
wir n;. Nach Diagonalisierung zeigt sich, dass sich die Phononen nach dem Wellenvektor,
q, und dem Polarisationsvektor?® s(q), klassifizieren lassen. Die Eigenfrequenzen nennen wir
Wq,s; fir q||s sprechen wir von longitudinalen, fiir q - s = 0 von transversalen Moden. Bei
mehreren Atomen pro Einheitszelle kann das Phonen-Spektrum recht kompliziert werden,
und wir beschrianken uns im Folgenden auf longitudinale Phononen.

g ist ein Einheitsvektor, |s| = 1.
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Die Frequenz der longitudinalen Phonen kann man mit einer einfachen Uberlegung
abschéitzen. Wir nehmen zunéchst an, dass wir nur das reine ionische System vorliegen haben.
Dann ist die Schwingungsfrequenz gleich der ionischen Plasmafrequenz:

. 471'71@'

Q= i (Ze)? (637)

Nehmen wir jetzt die Elektronen hinzu, fiithrt dies zu einer Abschirmung der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Ionen, das heifit die Frequenz wird reduziert geméafl
1 2 q

S X ¢ S E— (638)

2
w: ~ ~
a e(q)  Pq*+4dmxo(a)

2
p
und speziell fiir ¢ — 0 haben wir yo = 2e2A/(ex). Damit folgt, im langwelligen Grenzfall:

2
2 2 QP

2 2
Wi =cq° , ¢ =-—>t—
a — £ 8me2N (ep)

(639)
Beriicksichtigen wir noch n; = n/Z, wobei n die Dichte der Elektronen bezeichnet, so finden

wir schlieSlich )
2 m U
— LB 640
“T7ZM 3 (640)
das heiit die Schallgeschwindigkeit ist um einen Faktor (m/M)Y? kleiner als die Fermige-
schwindigkeit.

Der Hamiltonoperator des freien Phononensystems ist gegeben durch

. 1

" =" hwy(adaq + 5) (641)
q

wobei d;“, aq die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir ein Phonon mit Wellenvektor

q bezeichnen. Es gilt

[dqv &g] = 501701’ (642)

und, entsprechend wie beim einfachen harmonischen Oszillator, fiir die Matrixelemente:
(igliglng) = (ng +1)"/? (643)

fiir ng = nq + 1 und null sonst, und

(nglag|ng) = (nq>1/2 (644)
fir g = nq — 1 und null sonst. Dabei bezeichnet ng (und 7nq) die Besetzungszahl des
“Oszillators” mit Wellenvektor q; im Gegensatz zur Fermi-Statistik gilt fiir Bose-Systeme
ng = 0,1,2,.... Der Erwartungswert der Besetzungszahl im kanonischen Zustand ergibt sich
sofort zu 5

. w -1
No(a) = (adaq) = [exp—5 — 1] (645)

kgT
Diese Grofle heifit Bose- bzw. Bose-Finstein-Funktion.
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[d] Elektron-Phonon-Streuung.>* Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir jetzt die Uber-
gangsrate fiir Elektron-Phonon-Stiffe berechnen, unter Benutzung der goldenen Regel. Es sei
U(r — R;) die Wechselwirkungsenergie zwischen einem Elektron am Ort r und dem Ion am
Ort R;. Dann betrachten wir

A

Hy = > [U(r—Ry)—U(r—RY)]

12

- Z<xj -V)U(r —R)) (646)

und entwicklen nach ebenen Wellen gemif

Ur) = V1Y eU(q)

q
x; = N;7PY Ry, (647)
q

Unter Vernachlédssigung von Umklapp-Prozessen ergibt sich dann

X N2 .
Hiy = —lT Z iq - Xq U(q)rme'd” (648)
q
Im néchsten Schritt driicken wir die Auslenkung durch die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren aus:

o=t (gr) ot (619

wobei s = q/q fiir longitudinale Phononen zu setzen ist (die wir nur betrachten). Somit finden
wir folgendes Resultat:

Hi = V723 M0t + g (650)
q

mit M, = —i(n;hq?/2Mw,)"? - U(q); n; = N;/V.

Ausgehend von Hiy berechnen wir jetzt die Ubergangsrate P(i — f) mit Hilfe der gol-
denen Regel. Als erstes erkennen wir, dass die Impulserhaltung von der folgenden Form ist:

p=p —hq (651)

was wir als p — p’ unter Erzeugung eines Phonons mit Wellenvektor —q oder Vernichtung
eines Phonons mit +q lesen konnen. Dies sind die elementaren Prozesse bei der Streuung
von Elektronen an Phononen; wir finden folgende Ubergangsraten (abgesehen von dem Faktor
V=2, vergleiche [b]):

2 o
Emission : 7:|/\/lq|2mv+m5(ep — €y —hwy) - (1+ N_q)
2 Op—p’
Absorption : %|Mq|2%+hqé(ep — €y + hw,) - Ny (652)

21Literatur: Taylor, Kap. 7.
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wobei Ny die (mittlere) Besetzungszahl des Phonon-Zustandes q bezeichnet. Beachten Sie
das Auftreten von (1+ N_q) bei der Emission (“spontane Emission”) im Vergleich zu Ny bei
der Absorption. Wegen

Vip-pring — (270)°6(p — P’ + hq) (653)

definieren wir noch:
27
W(p;p',q) = (27T71)331Mq\25(p —p' —hq) §(e, — e — hwy) (654)

und konnen schliellich den Stofloperator hinschreiben (es ist noch iiber p’ und q zu sum-
mieren, und der umgekehrte Prozess abzuziehen; der Faktor V=2 fillt weg bei Ubergang zur
Integration):

d3p/ d3q
I . Nl = — / :
phlf, V] @2nh) (2n)? (655)
mit
X = Wpip,a)|[foll = fo)(1+ No) = for(1 = fp)Ng]

+ W(p'ip.a) [fp(l — Jor)Ng = fr(1 = fp)(1+ Nq)} (656)
wobel die verschiedenen Terme leicht mit den diskutierten Prozessen identifiziert werden
konnen:

Emission : (Ng+1) - {—l— pP—=p)—— p)}

Absorption : Ny - [4— p—p)—(p — p)} (657)

Analog lédsst sich der Phonen-Elektron-Stooperator, der in der Transportgleichung fiir
die Verteilungsfunktion der Phononen, N(q;r,t), auftritt, konstruieren. Bei guter thermi-
scher Kopplung des betrachteten Metalls an die Umgebung (das heifit zum Beispiel an den
Kryostaten) konnen wir jedoch annehmen, dass sich die Phononen im Gleichgewicht befinden.
Dann ist im obigen Ausdruck N(q) durch Ny(q) zu ersetzen. Zu beachten ist aber folgendes:
Waéhrend im gekoppelten System von Elektronen und Phononen Energie und Impuls erhal-
tene Groflen sind (abgesehen von Umklapp-Prozessen, die zu einer Impulsrelaxation fithren),
gilt dies nicht fiir das Elektronen-System allein.

Schliefllich sei noch bemerkt, dass Terme héherer Ordnung in der Entwicklung nach x;
zu Phonon-Phonon-Stéfen in der Transportgleichung fiir die Phononen fiithren. In Metallen
iiberwiegt jedoch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

§ 23. Transportkoeffizienten bei Elektron-Phonon-Streuung

[a] Gleichgewicht. Der StoBoperator I, wurde in § 22 mit Hilfe der goldenen Regel her-
geleitet. Wir iiberpriifen zuerst, ob die zu erwartenden Gleichgewichtsverteilungsfunktionen
fo, No tatséchlich Eigenfunktionen von Iy, mit Eigenwert null sind. Mit fo(—¢) = 1 — fo(e)
und No(—w) = 1+ Ny(w) folgt sofort unter Beachtung der Energieerhaltung, ¢ = € + hw:

Jo()[1 = fo(e)] [1+ No(w)] = [1 = fo(e)| fo(€)No(w) =
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fo(€) fo(=€")No(—w) — fo(—=€) fo(€)No(w) = 0 (658)

nach Einsetzen der Fermi- und der Bose-Funktion. Somit konnen wir erwarten, dass Elektron-
Phonon-Prozesse in der Tat im Laufe der Zeit (ohne dufiere Felder) zu einem Gleichgewichts-
zustand fithren. Nehmen wir weiterhin an, dass die Phononen im thermischen Gleichgewicht
bei einer festen Temperatur und Gesamtimpuls gleich null gehalten werden (durch Ankopp-
lung an die Umgebung), so wird die Verteilungsfunktion der Elektronen ebenfalls dieser
Temperatur (und Impuls gleich null) zustreben. Diese Annahme wollen wir im Folgenden
machen.

[b] Der linearisierte Stoffoperator. Fiir Situationen nahe dem Gleichgewicht setzen wir
wieder f = fy+ 0f und bestimmen den Stoloperator linear in ¢ f; das Ergebnis nennen wir
Lon[0f]. AuBerdem ist es bequem, ¢ f in der folgenden Form anzusetzen:

o
Oe

Beachte die Relation: fy(e)[1 — fo(€)] = kpT(—0fo/0¢) = [4cosh®(BE/2)]7, € = ¢ — p. In
einem ersten Schritt erhalten wir zum Beispiel:
S| FA=f)(1+N) = f'(1= f)N]
= Of - [A= YA+ N)FN] =af" - [f(1+N) = (1= fN] (660)

0f = (=22) g kT (659)

wobei f = f(p) und f' = f(p’) gesetzt wurde. Nach Einsetzen folgt fiir diesen Ausdruck

5[] = fo(=) fole)No(w) [9(p) — 9(p)] (661)

und analog fiir den zweiten Term (einziger Unterschied: No(w) — —No(—w)). Wir identifi-
zieren auflerdem:

Fol=€) foé) No(w) = [8cosh(%iT)cosh(%iT)smh(QZ;"T)}‘1 (662)
und erhalten schliellich (w > wy):
_ : 21| M, |*/h
Emlofl = = / dp / dq 8cosh(B¢/2)cosh(BE/2)[sinh(Bhw/2)]
>(@rh)*3(p — P/ £ hq)d(€ — & & hw) [g(p) — g(p')] (663)

+

Jetzt ldsst sich die Stofirate, die wir mit 1/7; (i=inelastisch) bezeichnen, leicht identifizieren:
1
Lalof] = =—of + [ ..g(p) (664)

[c] Die inelastische Stofrate. Zur Vereinfachung betrachten wir zuerst £ =0 (¢, = ), das
heifit Elektronen an der Fermikante, und natiirlich kT < ep ~ . Dann ergibt sich
| M, /h
cosh(B€'/2)lsinh(B€' /2

Le=0)= [ dp'ap

T;

S (¢ ) (669
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Als formaler Trick ist es bequem, im Integranden eine “1” in der Form
1= / dw 0 (w — wq) (666)
0

einzufiigen; dann ersetzen wir in |M,|? den Betrag des Wellenvektors gemifl ¢ = w/c,, und
kénnen [ dq trivial ausfithren:

1 [Mg[*0(w — wy)(€ — hw)
7' / / cosh(B¢'/2)|sinh(5E/2)| (667)

Auflerdem ist jetzt
hw, = heeqg = hegp — p'| =~ 2¢pr|sin(0/2)| (668)

wegen |p| ~ |p'| ~ pr; 0 ist wieder der Winkel zwischen p und p’. Mit

1

/ dp' — N(er) / a5 / sinddé (669)

fithren wir auch die &’-Integration leicht aus; weiterhin setzen wir

0 0 0 0
sinfdf = QSinicosE = 4sin§d(sin§) (670)
und berechnen damit

1. 2epp, . O\ h2w

§/Sln9d9 5(w - |s1n§|) = e (671)

Dieses Resultat gilt allerdings nur fiir kleine Frequenzen; falls grofle Frequenzen wichtig wer-
den, verwenden wir das Debye-Modell, das heifit wp tritt als Grenzfrequenz bei der letzten
Integration iiber w auf. Entsprechend ist die Debye-Temperatur gegeben durch kgfp = hwp;
typische Werte sind 0p ~ 100 — 500 K, so dass auf jeden Fall hwp < e erfiillt ist
[hwp ~ (m/M)'?ep]. Unter Beriicksichtigung von

Zh
M, = 2

T = GO (672)

erhalten wir

2

(673)

1L o N(ep) niUQO)]F [er dw - w
SE=0)=mh = I cosh(Bhw/2)sinh(Bhw/2)

welches sich leicht berechnen ldsst, insbesondere fiir hohe (T' > 0p) und tiefe (T" < 60p)
Temperaturen. Der Vorfaktor ldsst sich vereinfachen bzw. abschétzen, wenn wir folgende
Relationen beachten:

pr ~hqp ; cpp ~hwp ; Mc, ~muy ~ ep (674)
und n; ~ n. Damit erhalten wir
Vorfaktor ~ [N (ex)U(0)]?/wF ~ \/w?, (675)
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wobei A als dimensionslose Elektron-Phonon-Kopplungskonstante bezeichnet wird (mit einem
wohldefinierten Zahlenfaktor, auf den wir hier nicht eingehen wollen). Wir finden, abgesehen
von numerischen Faktoren:

E(g =0)~ A\ { (kBT)3/(hWD)2 T < 0p
kBT T> HD

T;

(676)

Die Grofe 7;(0) gibt die mittlere Lebensdauer eines Elektrons an der Fermi-Kante aufgrund
von Elektron-Phonon-Sté8en an. Die Stofirate nimmt ~ T ab bei tiefen Temperaturen, da
die zur Verfiigung stehenden Phononen nur einen “kleinen” Impuls haben: hcyq ~ kgT', das
heifit hq < pr fiir T' < 0p. Entsprechend gilt fiir den Streuwinkel

0 |9

sin—
2

~

T<<¢9DZ

5|~ o<1 (677)

Op

’ T
Die vorgefiithrten Schritte lassen sich auch fiir £ # 0 durchfithren, und wir finden

A 3
Bl
Ti (FLWD)2

(678)

im Bereich kpT < [§| < hwp.

[d] Transportstofizeit. Als wichtiger Punkt ist jetzt zu betonen, dass 7;(0) nicht die cha-
rakteristische Zeit fir Impulsrelaxzation ist, die in der Leitfihigkeit auftritt. Auf diesen Unter-
schied hatten wir bereits in § 20[g] hingewiesen (wo er allerdings nicht von groBer Bedeutung
war). Dort haben wir auch folgendes einfache Resultat gefunden: Die Transportstofirate ergibt
sich aus obigem Ausdruck, wenn wir im Integranden die Gréfie (1 — cosf) einfiigen! Wegen

0
1 — cosf = 231n2§ (679)
ergibt sich sofort folgende Abschéitzung:
1 1 T
T<0p: —n~—-(—) (680)
Tw T Op
1 1
T>0p: —~— (681)
Tir Ti

Das erste Ergebnis driickt aus, dass bei tiefen Temperaturen jeder einzelne Stoiprozess nur
mit einer kleinen Impulsinderung, ~ (7'/6)?, verkniipft ist. Andererseits fiihrt bei hohen
Temperaturen jeder Prozess im Wesentlichen um die Fermikugel (hq ~ pg, 6 ~ 7), so dass
Tir ~ T;, abgesehen von einem numerischen Faktor.

Im Allgemeinen treten Elektron-Phonon-Prozesse und Streuung an Storstellen natiirlich
gemeinsam auf. Als Regel ergibt sich, dass die Streuraten zu addieren sind. Somit ist der spe-
zifische Widerstand eine Summe aus einem temperaturunabhéngigen Storstellen- und einem
stark temperaturabhéngigen Elektron-Phonon-Beitrag. Setzen wir den Storstellenbeitrag als
klein voraus, so ergibt sich

(682)

1 T T<xp
P=5 T T>0p
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Dies ist als Bloch-Griineisen-Gesetz bekannt. Bei sehr tiefen Temperaturen bleibt nur der
Storstellenbeitrag tibrig (“Restwiderstand”). Angesichts der verwendeten Approximationen,
insbesondere der Vernachléssigung von Umklapp-Prozessen, sind diese Ergebnisse mit gewis-
ser Vorsicht zu betrachten.

le] Thermospannung, Wirmeleitfihigkeit. Die Thermospannung lasst sich anhand des all-
gemeinen Resultats diskutieren (siehe § 21):

—1In o(y) (683)

Den Beitrag fiir eine energieunabhéngige Stoflzeit haben wir bereits bestimmt. Daher ergibt
sich

Cfn  TEET O
—In 7, 4
AU AN (681)

im Allgemeinen Fall (1 — ep nach Differentiation). Eine genaue Diskussion der Abhéngigkeit

S =

Tee () ist schwierig und stark modellabhéngig, und soll hier nicht weiter durchgefiihrt werden.
Beachtenswert ist, dass die Thermospannung im Prinzip ihr Vorzeichen &ndern kann!

Im Gegensatz dazu ist die Warmeleitfahigkeit einfach abzuschétzen, da es bei der Rela-
xation des Warmestroms nicht auf grole Impulsiibertrédge, sondern nur auf Energieiibertréige
von der GroBlenordnung ~ kg7 ankommt. Mit anderen Worten, die einfache Ndherung

1
Lon[0f] ~ —;5f (685)
ist hinreichend zur Abschétzung von k. Damit folgt wie in § 21:
K~ Cep - U%Ti (686)

Somit gilt das Wiedemann-Franz-Gesetz, k/o ~ T, bei Elektron-Phonon-Streuung nur im
Bereich hoher Temperaturen, T > 0p. Fiir tiefe Temperaturen, T' < 0p, folgt

K T\? (ks\’
o) 2B 687
ol <9D) ( (& ) ( )
Dies wird auch als Lorenz-Verhéltnis bezeichnet; fiir T — 0, im Bereich des Restwiderstandes,
ergibt sich natiirlich wieder k/cT = m2k%/3e?. Wir weisen abschliefend noch darauf hin,

dass auch die Gitterschwingungen einen Beitrag zur Warmeleitfahigkeit liefern; dieser ist in
Isolatoren und Halbleitern natiirlich der einzige Beitrag.??

V Quantenmechanik dissipativer Objekte

In diesem Zusatz-Kapitel, das im Sommersemester 2020 hinzugefiigt wurde, wird an einem
einfachen Beispiel dargestellt, wie Reibung mikroskopisch modelliert werden kann, und wie

22Eine qualitative Diskussion findet sich in: Ziman, Kap. 7.10.
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sich die Reibung auf typische Quanten-Phinomene wie die Kohérenz (im Doppelmuldenpo-
tential) auswirkt. Referenzen zu diesem Kapitel sind auf den ersten Seiten des Skripts separat
aufgefiihrt.

§ 24. Motivation

Wie in Kapitel I dieses Skripts betrachten wir ein Brown’sches Teilchen, oder allgemeiner
ein makroskopisches Objekt, mit “Orts-” Variablen ¢. Die Frage ist: Kann man ein mikro-
skopisches Modell angeben derart, dass nach Eliminierung des “Wéarmebades” und fiir hohe
Temperaturen die Bewegungsgleichung fiir ¢ gerade die in Kapitel I diskutierte Langevin-
Gleichung ist, mit einem Dampfungsterm linear in der Geschwindigkeit plus dem zugehérigen
Rauschterm? Da diese beiden Bedingungen die einzigen sind, die wir stellen wollen, gibt es
vermutlich viele Moglichkeiten, so ein Modell zu konstruieren — aber es ist natiirlich legitim,
das einfachste Modell zu wéhlen: Das Bad soll aus unendlich vielen Oszillatoren bestehen,
die zudem linear an ¢ koppeln. Wir werden sehen, wie die Verteilung der Oszillatoren und

4

Fig. 24.1

die Kopplingskonstanten zu wéhlen sind, um das gewiinschte Ergebnis zu erzielen. Somit

betrachten wir folgenden Hamiltonian (vergleiche Fig. 24.1):
2

= 2an +V(9) + 42 Cata+ 3 halpas ¥a) (688)
mit 9 2
MaWs

ha(pauxo) = 2]:;; + 2 ZEi <689)

Das Superskript “(1)” deutet an, dass wir weiter unten auch noch leicht modifizierte Varianten
diskutieren wollen. Wir werden sehen, dass folgende Kombination aus Kopplungskonstanten

(C4), Massen (m,) und Frequenzen (w,) eine zentrale Rolle spielt:?
Jw)==-% C S(w — wy) (690)
2 ~ MaWa ¢

23In der Theorie der Supraleitung, in der bekanntermafen die Elektron-Phonon-Kopplung eine wichtige
Rolle spielt, tritt eine analoge Grofie auf (und wird mit o F(w) bezeichnet).
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Figs. 24.2, 24.3: In beiden Féllen wird hwy < AV vorausgesetzt.

Wir nehmen w, > 0 an; dann ist J(w) zunéchst nur ungleich null fiir w > 0. Wir wer-
den aber J(w) fiir w < 0 so erkldren, dass diese Groe eine ungerade Funktion ist. Es sei
vorweggenommen, dass J(w) = nw (im Grenzfall w — 0) zu einer Reibungskraft linear in
der Geschwindigkeit fiihrt, wie gefordert. Dieses Verhalten kann offensichtlich nur “erzeugt”
werden, wenn das Bad unendlich viele Oszillatoren enthélt.

Das angegebene Modell ldsst sich problemlos quantisieren. Und dann kann man sich fra-
gen, wie die Kopplung an das Bad typische Quanteneffekte wie das Tunneln (Fig. 24.1) und
die Quantenkohérenz (Fig. 24.2) beeinflusst. Da wir allgemeiner von makroskopischen Objek-
ten sprechen, die an mikroskopische Freiheitsgrade gekoppelt sind, haben sich als Bezeichnung
“makroskopisches Quantentunneln” (MQT) und “makroskopische Quantenkohérenz” (MQC)
eingebiirgert.

Wir erinnern an die Resultate, die sich im Rahmen der WKB-N&aherung — vgl. Landau-
Lifschitz, Band III — fiir n — 0 ergeben:

I~ (;—; exp (—QHB) ,  AFE ~ hwyexp (—g) (691)

Hier bezeichnen I' und AFE die Zerfallsrate und die Tunnelaufspaltung, und

B= /O " dgy2mV (q) (692)

wobei wir annehmen, dass der Koordinatenursprung im Minimum bzw. im linken Minimum
liegt. Die Frage ist dann unter anderem: Wie hangen I' und AE von 7 (und von der Tempe-
ratur) ab?

§ 25. Vom Modell zur effektiven Wirkung

Als alternatives Modell betrachten wir folgenden Hamiltonian:

2 C
H? = 2 L v(g) + 3 ho ( po w0 + —2 693
Der Unterschied ist ein “Potentialterm”:
1 C?
HY — g@ _ Z2 o 694
2q za: maw? (694)
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Eine dritte Variante erhalten wir, wenn wir C, = —mawi setzen:

2
H® = 2 4 V() + 3 halpas 2o — q) (695)

- 2m

Letztere ist explizit translationsinvariant, wie durch Fig. 24.1 angedeutet. Das zugehorige
J(w) ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

J(w) = g > maw? §(w — wa) (696)
Bei geeigneter Parameterwahl ist J(w) = J(w).

[a] Dissipation, klassisch. Wir gehen aus von H® und betrachten die klassischen Bewe-
gungsgleichungen:

mi = —V'(g)—Y (xa + mC“ g q> (697)

) 2 ( Ca )
Mmalag = —MuW, | Lo + 2 q
Mmaw
Nach Fourier-Transformation folgt aus der zweiten Gleichung:
—q(w) = (W — w3)Ta (W) (698)
Und weiter:

(mij + V/(Q))w = <— za: _>> q(w) (699)

Hier haben wir im Nenner w — w410 gesetzt, um die Kausalitdt zu gewéahrleisten. Im letzten
Schritt wurde die Hilfsgrofle Z(w) definiert; ihr Realteil ist eine gerade und ihr Imaginérteil
eine ungerade Funktion von w. Mit

1 2

Im RN —imsgn(w) §(w? — w'?) (700)

folgt
iImZ(w) = —isgn(w)J(|Jw]) = —iJ(w) = —inw (701)

Somit finden wir das angetrebte Ergebnis, das heifit einen Dampfungsterm 7q auf der linken
Seite der Bewegungsgleichung. Die Ableitung der fluktuierenden Kraft (“weiles Rauschen”)
erfordert eine detailliertere Analyse. Fiir den Fall J(w) = nw iiberzeugt man sich leicht, dass
ReZ(w) = 0.

Anmerkungen: (i) Die Form J(w) = nw setzt (mindestens) voraus, dass die w, quasi-
kontinuierlich sind und bei null anfangen. Ein vollig anderes Verhalten findet man, wenn
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J(w) = 0 fiir w < wg, das heifit zum Beispiel, wenn es eine Liicke im Oszillator-Spektrum gibt.
(ii) In manchen Ausdriicken kann es notwendig sein, einen Hochfrequenz-Cutoff, w. = 1/,
einzufiihren. Beliebte Formen sind:

J(w) = HZZ) L J(w) = nwexp(—|w|7.) (702)

[b] Zustandssumme, euklidische Wirkung. Wir betrachten zunéchst nur das Objekt. Dann
ist klar (vgl. Kapitel I):

Zy = Sp e~PHo — / Dg e~ 50/M (703)
(0)=q(np)

Hy = Qﬁ;+v<> So—/ohﬁdr {Tg (gg)erV(q) (704)

Dann nehmen wir die Bad-Oszillatoren und die Kopplung in der Version H® hinzu und
erhalten folgende Wirkung:

S =S+ [ dra¥. Caza+ 3 Sa (705)

mit

Se = /dT [%x2 + maw z? (706)

Zur Vereinfachung werden hier und oft auch im Folgenden die Integrationsgrenzen bei den
T-Integralen weggelassen. Damit ergibt sich die Zustandssumme von Objekt+Bad zu:

Z = /DQ/HD%G_&)/%_Z“ S/l exp (—;_L/qu(T)ZCa:Ba(T)> (707)

Wenn wir die Zustandssumme der Bad-Oszillatoren mit Zg,q bezeichnen, kénnen wir auch
schreiben:

7 = Zgaa / DgeSo/n (o [aran) T, Cazalr)y (708)
(...)¢ ist ein GauB-Mittelwert ({1)¢ = 1) iiber die Bad-Oszillatoren, das heifit:

<e hfd'rq Z Caxal(T >G

2
_exp[ (—/qu ZC To(T > ]
= exp [2712</ drq(1) > Coza(T) /dT’q(T’) Y Coa(t))a (709)
Den Ausdruck, der im Exponenten auftaucht, berechnen wir wie folgt:

21h2 ( / drq(7) ; Coa(7) / dr'q(+") az Cotor (7)) (710)
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— h2/d7’/d7'q ZC Car(za(T)za (T'))c

- o / ar [ a7'o(7)a(r) Y Clra(r)ra(r))
1
= %/dT/dT/(Jé(T —7)q(7)q(T")
wobei wir im letzten Schritt die Funktion

alr — 1) = 2171 3 C2 (o ()aa())e (711)

eingefiihrt haben. Nun kénnen wir den dissipativen Anteil der Wirkung identifizieren (Expo-

nent = —Wirkung/h):
Sdiss = —/dT/dT’a(T — 7)q(T)q(7") (712)
= [ar [arolr o) a7 (o)

- [arla(r)P] [ ar'atr -7

Dabei wurde a(7 — 7') = a(7’ — 7) benutzt. Der erste Term in der letzten Zeile, markiert
mit (e), ist offensichtlich translationsinvariant, das heift invariant unter einer Verschiebung
des Weges um eine Konstante; vergleiche auch die obige Diskussion im Zusammenhang mit
HW H® und H®. Der zweite Term bedeutet “nur” eine Anderung des Potentials und hat
mchts mit Relbung zu tun. In der Tat hitten wir diesen zweiten Term garnicht bekommen,
wenn wir von H® oder H® bzw. von den entsprechenden Wirkungen ausgegangen wiren.
Im Folgenden betrachten wir daher:

7 /Dq e Set/h S g = So + Saiss (713)

mit Sy wie oben, Gl. (704), und

Suw=3 [ dr [ dratr =) - o) (714)

[c] Berechnung von a(t — 7'). Wir fithren die Fourier-transformierten Koordinaten der
Bad-Oszillatoren ein,

T Ze T o(Wn) , W, =mn-21/hB (715)

und schreiben die S, um:

2
S, = / dr | D2y Ma% o (716)
0



Zur Vereinfachung bezeichnen wir die Matsubara-Frequenzen im Folgenden einfach mit w
w'. Offensichtlich ist die x, — . —Korrelationsfunktion diagonal im Oszillatorindex, und wir
erhalten:

Ealrane = (35) T el (717

hi
2
1 . < (5 ’
— = h2 —IWT —iW' T w,w
(hﬁ) 5;;6 Mea(W? + w?)
—tw(T—T 1
B Ezw:e Mea(wW? + w?)
Dies wird in Gl. (711) eingesetzt:
: / 1
N = C2 —iw(T—7") —iw(T—T 718
(=) Wz Ze Y B
_ = Z Z e—iw(T—T’) Wa
Moy hﬁ w? + w2
/
- = W) S et Y
27r/0 de(w)hﬁge w2 +w'?
0o (| ,
= / %J(w)[—b(—w)}e*““”' (J(w) = =J(—w)!) (719)

Damit es keine Missverstédndnisse gibt, wurde im vorletzten Schritt wieder explizit die No-

tation “w,”

verwendet. Mithilfe des Residuensatzes wurde dann die Summe iiber w, (=
Matsubara-Bose-Frequenzen) in ein Integral iiber einen geeignet in der komplexen Ebene
gelegenen Weg umgewandelt und anschlielend, wiederum mithilfe des Residuensatzes, aus-

gewertet. Dazu sei an die bekannte Formel

[ =) =20 S f(z0)  b() = o (720)

er —1
erinnert: Hier ist C ein geschlossener Weg, der die Pole der Bose-Funktion, b(z), im ma-
thematisch positiven Sinn umschlieBt. Auerdem ist vorausgesetzt, dass h(z) entlang der
imagindren Achse analytisch ist. Dann kann zunéchst folgender Weg C gewéhlt werden:
—i00+0...+i00+0...4+ic0 —0... —ico — 0. Die Anwendung auf h(z) = 1/(2? — a?), a
reell, liefert dann (h(z) hat zwei Pole auf der reellen Achse!) das angegebene Ergebnis.
Im Grenzfall T — 0 (—b(—w) — 1) sowie J(w) = nw folgt sofort:

a(T-T’)z”( ! )2 (721)

20\ — 71/

Fiir J(w) = nw und T # 0 ergibt sich die “gleiche” Funktion, nur periodisch fortgesetzt:

i W/h/ﬁ 2 o 400 1 2
2 sin(ﬂ(T—T’)/hﬁ)l Com (T—T’—Fm-hﬁ) (722)

Vergleiche 1. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products, 1.422.4.

a(t —7') =
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§ 26. Tunnelaufspaltung

[a] Doppelmuldenpotential, WKB-Ndherung. Siehe auch Landau-Lifschitz I11, Kapitel VII,
§8 46-50 & Aufgabe 3.

Wir erinnern zunéchst an das bekannte, im Rahmen der WKB-Né&herung (“semiklassi-
sche” Ndherung) gewonnene Resultat fiir die Tunnelaufspaltung:

]_ a
AE%exp(—h / dm\pr) bl = /2mlV (2)] (723)

Dabei wird AV > hwy > AFE vorausgesetzt. Vgl. Fig. 26.1.

Fig. 26.1: Tunnelaufspaltung, AE, im Doppelmuldenpotential (AE < hwy < AV).

[b] Tunnelaufspaltung mit Wegintegral-Methoden. Die Tunnelaufspaltung lésst sich — im
gleichen Grenzfall — auch mithilfe von Wegintegralmethoden gewinnen; siche Coleman, Erice
lectures, Chaps. 7.1 und 7.2. Die Idee ist einfach — wir betrachten die Zustandssumme im
Grenzfall T — 0 (8 — 00):

_ B(E1+Eg

Z=>eln~e ooy e 72 . 9 cosh ( (724)

5(E12— Eo))

Das heifit, wir miissen

1 [hB/2 m .
7 = /Dq exp <_h /—56/2 dr {qu + V(q)

) (725)

im semiklassischen Grenzfall (A — 0) auswerten. Dazu gehen wir aus von den Sattelpunkten,
05y = 0, das heilt von der “klassischen” Bewegungsgleichung,

mg =V'(q) (726)

Da wir die euklidische Wirkung betrachten, ist dies die klassische Bewegungsgleichung des
Teilchens im umgedrehten Potential. Neben den trivialen Sattelpunkten, ¢ = +a mit Sy(q =
+a) = 0, gibt es offensichtlich auch sogenannte Kink- bzw. Antikink-Losungen, die sozusagen
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Fig. 26.2: 1-Kink-Losung der klassischen Bewegungsgleichung (“im umgedrehten
Potential”).

von —a nach +a fithren, bzw. umgekehrt; vgl. Fig. 26.2. Kink und Antikink haben eine nicht-
verschwindende Wirkung, die sich wie folgt berechnet:

By = Sp(Kink) = 2 / - ar it =m / ~ driq (727)
= m/_adqq':/_adq\/QmV(q)
= So(Antikink)

Hier haben wir benutzt, dass fiir die Kink- und die Antikink-Losung (m/2)¢? = V(q) gilt;
und wir setzten V' (q) = V(—¢q) voraus.

Im Hinblick auf die Spur-Bildung sind alle Wege zu summieren, die von —a nach —a
fithren, sowie diejenigen von +a nach 4+a: Aus Symmetriegriinden sind diese beiden Beitrage
gleich (— Faktor 2). Dann ist noch iiber alle “Zeitpunkte” ¢; zu integrieren, zu denen die
“Spriinge” von —a — +a oder +a — —a stattfinden, wobei diese offensichtlich alternieren
miissen. Schlieflich beriicksichtigen wir die Fluktuation mithilfe eines Faktor K:

q&®
o o o o
T ® e @ ©

q®

I | |

Z = Zosy - 2 (Ke_BO/h)n (hB)" (728)

n=0,24,...

Der erste Faktor in dieser Formel, Zog, ~ exp(—[fhwy/2), spiegelt wieder, dass das Teilchen
die meiste Zeit in einem der beiden Potential-Minima “sitzt”. Der letzte Faktor ergibt aus

/ " / Yty / " g, = O (729)

—hB/2 hB/2 —hB/2 n!
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Wichtig: n ist gerade, das heifit Kink und Antikink alternieren. In guter Naherung ist ¢(7)
eine Summe von (alternierenden) d-Funktionen, vgl. Fig. 26.3. (Die Breite der einzelnen
S-Funktionen ist niherungsweise durch wy' gegeben, und ihre Stirke gleich +2a.) Durch
Vergleich mit Gl. (724) lesen wir ab:

AE = 2hK exp (—By/h) (730)

Wie gesagt, der Parameter K beriicksichtigt die Fluktuationen um die 1-Kink-Losung. Zur
Berechnung von Determinanten, oder genauer gesagt: zur Berechnung von Verhéltnissen von
Determinanten, siche Coleman, App. 1. Das Resultat ist:

BO 1/2
K= (2%
<2ﬁh>

In die zweite Ableitung des Potentials, V", ist hier die 1-Kink-Losung, ¢;(7), einzusetzen.

det[—02 4+ wi] 12

det'[—02 + V" (q.(7))/m)]

(731)

AuBerdem ist im Nenner der Eigenwert null auszuschlieien, was durch die Notation (det’)
angedeutet ist.

Ausgehend von ¢(7), vgl. Fig. 26.3, unten, ordnen wir den §-Funktionen “Ladungen” zu,
im angegebenen Beispiel +— -+ —-+—; und wir identifzieren y = Ke Po/"

konnen wir Z, Gl. (728) wir folgt schreiben:

Zx 3 y”/dtl/dtg.../dtn (732)

n=0,2,4,...

als Fugazitat. Damit

hB>t1>t2>... >ty >0

Wenn wir schliellich die Zeiten noch als “Orte” identifizieren, ist dies die groflkanonische
Zustandssumme eines neutralen, nicht-wechselwirkenden Gases von angeordneten Ladungen,
die sich nicht durchdringen kénnen (“hard core”), in einer Dimension. Das “Volumen” dieses
Gases ist hf (— oo im Grenzfall T — 0).

[c] Dissipation. Die entscheidende Frage ist nun: Was dndert sich, wenn wir (bei T' = 0)
zusitzlich Dissipation mitnehmen? Dazu ist es hilfreich, den dissipativen Anteil der Wirkung
umzuschreiben:

n la(7) —q(7))?
S = 1 [ar [all0) 00 i
d 4T T)er (r—1")2 (733)
'

= —%/dT/dT' In <|T;T> q(t)q(7)

Hier haben wir partiell integriert und auch einen Cutoff (7. &~ wy') eingefiihrt, denn ver-
schiedene Ausdriicke verlieren fiir kurze Zeitdifferenzen ihre Giiltigkeit. Dann setzen wir die
Sattelpunktslosung in der approximativen Form

qO(T) ~ 2&2 €j (S(T — tj) (734)
J
ein, wobei die {e; = =1} die Ladungen bezeichnen. Damit erhalten wir:

Sdiss = 7 (2a)*>> esejln <| . ]|> (735)

2m oy Te
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In der Doppelsumme ist i = j auszuschliefen, da fiir diesen Beitrag die Zeitdifferenz kleiner
als die Cutoff-Zeit wére. Bei der Integration iiber die Zeiten ist diese Bedingung, |¢; —tj] > T,
natiirlich auch zu beriicksichtigen.

Die Stérke der Wechselwirkung zwischen den Ladungen (relativ zur Temperatur des “Ga-
ses”) wird durch den dimensionslosen Parameter

2
n 2 ULH
N _gq2= 1% — 9
27rh( @) orh %o “4 (736)

charakterisiert. Bis auf einen Vorfaktor ist die Zustandssumme des In-Gases somit durch
folgenden Ausdruck gegeben:

o =

Z=2 3 / et [ dons /tz‘“le—ai#jvw—tﬂ (737)
n=b12., Te Jo Te 0 Te
mit et
—eze; In (Hizhl t—t 2
vi—ty = { T (55) (sl (739)
o0 (|t2 — t]| < TC)

Dieses Modell zeigt mit abnehmender “Gastemperatur”, das heifit mit zunehmendem «, einen
Phaseniibergang — und der kritische Wert ist o, = 1.

Das Modell ldasst sich auch mit einem Ising-Modell mit invers-quadratischer Austausch-
wechselwirkung in Verbindung beringen, wie in Fig. 26.4 angedeutet. Dazu betrachtet man

"‘ ‘ﬁ‘m‘ﬂ— - ﬁﬁmﬁ (Wfr“ T

Ly huul I Y U

Fig. 26.4

den dissipativen Anteil der Wirkung und diskretisiert die Zeit-Integrale:

for MR o ZH %

(1 —1/)2 r
&2
_>
N

5i8
2 i5j
_>_2GZ‘—‘2

2

wobei die {s;} die Werte +1 annehmen. Im Spin-Modell gibt es somit in der ungeordneten
Hochtemperaturphase viele Bloch-Wénde, wéhrend die Spins in der Tieftemperaturphase
ausgerichtet sind. Das bedeutet fiir das urspriingliche Modell, dass es fiir grofle a keine
Oszillationen mehr zwischen linkem und rechtem Potentialminimum gibt — das heif}, die
Dissipation (~ «) unterdriickt die Quantenkohérenz. Es ist jedoch tiberraschend, dass dies
abrupt — in Form eines Phaseniibergangs — geschieht.

Fiir eine detailliertere Analyse kann man (unter anderem) die sogenannte Renormierungs-
gruppe (RNG) verwenden. Diese wurde von Wilson entwickelt (Nobelpreis 1982); im aktuellen
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Zusammenhang ist die Arbeit von Guinea et al. (1985) empfehlenswert. Wir betrachten noch-
mals die Zustandssumme, Gl. (737), im Grenzfall 5 — oo; es ist offensichtlich dass Z von
zwei Parametern, o und y, abhéngt, sowie dem Cutoff, 7.:

Z = Z(a,y; 7) (740)

Dann betrachtet man eine infinitesimale Anderung des Cutoffs, 7. — 7. + dr., und versucht,
dies durch Anderungen o — da und y — y + dy derart zu kompensieren, dass “im Wesentli-
chen”

Z(a+do,y + dy; 7. + dr.) ~ Z(a, y; 7e) (741)

Die Vergréerung von 7. kann auch als Verringerung des Hochfrequenz-Cutoffs interpretiert
werden, das heifit effektiv, dass man hochfrequente Fluktuationen nach und nach ausinte-
griert. Die Idee dabei ist, dass das Niederfrequenz- bzw. Langzeit-Verhalten Aufschliisse iiber
die relevante Physik liefert.

0 . :
l |
| l
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Damit erhdlt man ein sogenanntes Fluss-Diagramm, a(7.), y(7.), wie fiir den aktuellen
Fall in Fig. 26.5 dargestellt. Spezielle Punkte sind o = 1/2 (Toulouse-Grenzfall) und o = 1.
Insbesondere sieht man, dass fiir « > 1, y < 1 die Linien gegen die horizontale Achse
skalieren, das heifit, in Richtung eines geordneten Zustandes (wie oben diskutiert). In den
Korrelationsfunktionen findet man Potenzgesetze, wobei die Potenzen in charakteristischer
Weise von o abhéngen.

[d] Zusammenfassung

e o < 1: RNG-Fluss derart, dass y — oo (“viele Ladungen”), delokalisiert im
Doppelmulden-Potential, kohérent, mit a-abhingiger Anderung der Tunnelaufspaltung

a = 1: Quantenphaseniibergang (vom Berezinskii-Kosterlitz-Thouless-Typ)

a > 1, y < 1: Ubergang in lokalisierten Zustand (“wenige Ladungen”)

Charakteristisches, a-abhiingiges Verhalten der entsprechenden Korrelationsfunktio-
nen, insbesondere auch als Funktion der Temperatur

a = 1/2: Modell exakt 16sbar — entspricht dem Toulouse-Grenzfall des antiferromagne-
tischen Kondo-Problems
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§ 27. Quantendynamik von Josephson-Kontakte

[a] Schwach gekoppelte Supraleiter. Das Standardmodell eines Josephson-Kontakts geht
aus von zwei Supraleitern, in der Regel in der BCS-Néherung beschrieben, die schwach iiber
eine Tunnelbarriere (Oxidschicht, ~ 1 nm) gekoppelt sind. Die beiden Supraleiter sind durch
ihre komplexwertigen Ordnungsparameter charakterisiert, A; = |A;[e*?! und Ay = |Ay|e??2.
Die relevante Variable ist die Phasendifferenz, o = @1 —y. Die Oxidschicht wird als struktur-
los angenommen und im Rahmen des sogenannten Tunnel-Hamiltonians beschrieben. Siehe
Tinkham, Chaps. 6 & 7.

Fiir die Herleitung kann man von folgendem Hamiltonian ausgehen (Ambegaokar et al.,
1982, 1984):

H = Hgpy + Hspo + Hr + Hy (742)
Dabei beschreiben Hgr; bzw. Hgro die Elektronen links bzw. rechts in der BCS-Néaherung, das
heifit sie enthalten die kinetische Energie plus eine attraktive Wechselwirkung (im s-Kanal),
Hy ist der Tunnelterm und ﬁQ = (2 /2C' die Ladungsenergie.
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Zunéchst hangt H somit von den elektronischen Feldoperatoren ab, die in den drei Wech-
selwirkungstermen in vierter Potenz auftreten. Diese entkoppelt man mithilfe des Hubbard-
Stratonovich-Tricks, indem man zwei komplexwertige Felder A; und A, sowie ein reellwerti-
ges Feld, die Spannungsdifferenz V', einfiihrt.

7 /D2qfl/92\p2e—5/h (743)
x [ DA [ D, [ DY esianantin

In der resultierenden Wirkung kann man nun Volumenbeitrige identifizieren sowie solche,
die mit der schwachen Kopplung der beiden Supraleiter zusammenhéngen. Das Ergebnis ist
eine effektive Wirkung, die nur von der Phasendifferenz ¢ abhéngt:

7 x / Dy e Selél/ (744)
Im Zuge der Ableitung ergibt sich auf natiirliche Weise die bekannte Josephson-Relation,
ho = 2eV.

[b] Effektive Theorie fir die Phasendifferenz. Die effektive Wirkung enthélt drei Terme,
Sy (+» Hr), Sy (+ extern aufgepriigter Strom I) und S, (¢ kapazitive Energie):

Sr = — / dT/dT’ [04(7 —7") cos #(r) — () _2 () B(r —7') cos ¢(r) + (1) —g o) (745)
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h
Sy = ~5 dr Iy

1 h)
Sq 20/ ! <2e *0>
Die Funktionen a(7—7") und (7—7") hingen mit modifizierten Bessel-Funktionen zusammen

(siehe unten). Fiir kleine Freqenzen, hw < |A;| =~ |Ay|, kann der S-Term durch eine 4-
Funktion approximiert werden,

h
B(r—1") =~ —2—610 &t —1") (746)
Somit kénnen wir das iibliche “Waschbrett-Potential” identifizieren,
h h
=——1 ——1I 4
Ulp) = =5 Lecosp— o Iy (747)

sowie die “kinetische Energie” 1m¢? mit m = h*C/4e?.

Andererseits hat der a-Term gewisse Ahnlichkeit mit dem dissipativen Beitrag, den wir
im Caldeira-Leggett-Modell hergeleitet hatten — vorausgesetzt, wir diirften den Kosinus ent-
wickeln und «(7 — 7') hétte die gleiche Form wie oben diskutiert. Aber: Beides ist fiir einen
idealen Tunnel-Kontakt nicht der Fall! Vielmehr ist das Auftreten der trigonometrischen
Funktionen in S7 eine charakteristische Konsequenz der Tatsache, dass Elektronen als Gan-
zes von links nach rechts oder umgekehrt tunneln, das heifit die beim Tunneln transferierte
Ladung ist diskret; und (7 —7') nimmt exponentiell mit der Zeitdifferenz ab, als Konsequenz
der Energieliicken in den Zustandsdichten der beiden Supraleiter.

Nur wenn diese Energieliicken verschwinden, wie in gaplosen Supraleitern oder fiir 7" > T,
—wir nhemen im Folgenden an, dass die beiden gekoppelten Supraleiter identisch sind —, findet
man: 1o LN

a(t—7") = an(r—7") = o7 R <7__7_,> (748)
wobei Ry den Normalwiderstand des Tunnelkontakts bezeichnet.

Dieser Normalwiderstand, Ry, ist vom sogenannten Shunt-Widerstand, R,, zu unter-
scheiden. Letzterer ist ein zusétzlicher Parallalwiderstand, der beriicksichtigt, dass viele reale
Kontakte eben nicht ideal sind: Daher wird oft vereinfachend angenommen, dass es einen
parallelen Kanal gibt, iiber den Ladung kontinuierlich von links nach rechts und umgekehrt
transferiert wird; siehe Fig. 27.2. Somit ist es angemessen, den Shunt-Widerstand durch das
Caldeira-Leggett-Modell zu beschreiben, mit dem entsprechenden «(7 — 7') sowie einer qua-
dratischen Abhéngigkeit von der Phasendifferenz:

St = ; [ [dr'aulr ) [p(r) — o) (749)
as(r—7) = Zw/gs (7’ —1 T’)

Siehe Gleichungen (714) und (721). Durch Vergleich von ag mit acr,, Gl. (721), identifiziert
man:

hi/e? i 27h/e? h Rk i h/(2e)?
_phie _ R _ Rk 750
"="4R. T 27 4R,  274R, 2r R, (750)
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Im vorletzten Schritt haben wir Rx = h/e* ~ 25,8 kQ, die Von-Klitzing-Konstante, ein-
gefiihrt. Der letzte Schritte suggeriert, dass hier h/(2¢)? die relevante Widerstandsskala ist —
mit “2e” der Cooperpaar-Ladung.?* In der Tat kann man das Analogon zu dem dimension-
losen Parameter o, Gl. (736), einfiihren:

q R Eh/462 (2m)*  h/4e?
2mh 27 R 2th R,

Hier haben wir qo — 27 verwendet, was die Analyse der Quantenkohérenz im periodischen
Potential (I = 0) nahelegt — auf die hier aber nicht weiter eingegangen werden kann.

(751)

[c] Anmerkung: klassischer Grenzfall. Im Rahmen der N#herung (746) und unter Ver-
nachlassigung jeglicher Dissipation folgt sofort die folgende klassische Bewegungsgleichung:

mg = —U'(p) (752)
n*C
LS N S
T e ¥ 26( sin )
h
~ —Cgb—}—lcsingo:[
2e
hC . he/2e :
— I =1
— 2690+ R. + I.singp (753)
> C’V+g+]csincpzl, ho = 2eV

Im vorletzten Schritt haben wir einen Shunt-Widerstand beriicksichtigt. Wie gesagt, die
Josephson-Relation hyp = 2eV ist ein Nebenprodukt der Herleitung der effektiven Wirkung.
Die Bewegungsgleichung (753) ist auch als RSJ-Modell bekannt (RSJ = Resistively Shunted
Junction).

[d] Anmerkung: Quasiteilchentunneln. Wie oben diskutiert, wird der dissipative Anteil
des Quasiteilchen-Tunneln durch folgende Wirkung beschrieben (a-Term in Gl. (745)):

Sdiss = 2 / dr / dr' a(r — 1) sin? (W) (754)

24Bestimmte diinne metallische Filme sind bei tiefen Temperaturen entweder supraleitend oder isolierend,
wobei der einzige bestimmende Parameter der Normalwiderstand zu sein scheint: Der Supraleiter-Isolator-
Ubergang findet bei Ry =~ 6,5 k) statt; siche Jaeger et al., Ref. 22.
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Wir hatten auch bereits erwdhnt, dass a(7 — 7/) nur im Grenzfall |A;| = |As] = 0 die
Caldeira-Leggett-Form hat. Allgemein findet man:

R A]]A,] |A7| | AT
Oé(T)—%eQRN o K= K (755)

K;(.) bezeichnet die modifizierte Bessel-Funktion. Alternativ kann man dies wie folgt aus-

driicken (vgl. Gl. (719)):

ofr) = [ o Tl (756)

Die Funktion I,,(w) héngt nicht nur von der Frequenz, sondern auch von der Temperatur
ab. Insbesondere ist 1,,(eV/h) der Quasiteilchen-Tunnelstrom bei vorgegebener Spannung V';
siehe Fig. 27.3 sowie Tinkham, Chap. 3.8.4. Der Vollsténdigkeit halber sei erwahnt:

Ty (V)

A
T=0
14,1= 14 =1
/
7
/
' eV
N
V4
Fig. 27.3
_ R A[As] (AT |Ayr]
A0 = ~oroRy w2 KO( h >K0< h ) (757)

_ Z [ dw @) b=t

Die Funktion /.(w) héngt mit dem kritischen (Supra-)Strom durch den Josephson-Kontakt
zusammen; vgl. Ambegaokar et al., 1984.
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