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Kapitel O

Vorbemerkungen

Obwohl die klassische Physik (Mechanik, Elektrodynamik, spezielle Relativitats-
theorie) viele Phdnomene in der Natur ausreichend beschreibt, gibt es natiirlich
auch viele Sachverhalte, die nicht oder nicht befriedigend erklart werden konnen.
Beispiele finden sich in der Atomphysik (Periodensystem, Atomspektren, Photo-
effekt), Chemie und Molekiilphysik (Form und GroBle von Molekiilen, chemische
Bindung), Festkorperphysik /Physik makroskopischer Systeme (Hohlraumstrahlung,
Temperaturabhéngigkeit spezifischer Warmen, elektrische Leitfahigkeit, Supralei-
tung, Ferromagnetismus), Kernphysik (Stabilitdt der Kerne, radioaktiver Zerfall,
Kernspaltung und -fusion), Elementarteilchenphysik (Massenspektrum, magnetische
Momente, Zerfélle, Wechselwirkungen).

Wesentliche Aspekte der Quanten- bzw. Wellenmechanik sind die Quantisierung
vieler physikalischer Grofilen (F = hw), der Wellencharakter klassischer Teilchen
bzw. der Teilchencharakter klassischer Wellen (z. B. Interferenzen von Elektronen-
wellen im Doppelspalt-Experiment und Aharonov-Bohm-Effekt), die Unschérfere-
lation (manche Groflen konnen nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen werden,
Ax - Ap ~ h), der intrinsische Wahrscheinlichkeitscharakter einer Messung. Al-
lerdings ist das Messen bzw. der Messprozess ein Problem: Die Quantenmechanik
nimmt also eine sehr eigenartige Stellung unter den physikalischen Theorien ein: Sie
enthdlt die klassische Mechanik als Grenzfall und bedarf gleichzeitig dieses Grenzfalls
zu threr eigenen Begrindung. (Landau-Lifschitz, Bd. I11, §1) Der klassische Grenzfall
wird formal durch i — 0 erreicht.

Das folgende Skriptum, das im Wesentlichen auf dem Buch von Gordon Baym —
dem auch die meisten Bilder entnommen sind — basiert, fasst den Stoff von etwa 30
Vorlesungs(doppel)stunden zusammen. Die Vorlesung wurde ergéinzt und vertieft
durch etwa 14 Ubungs(doppel)stunden.



Ich danke insbesondere meiner Sekretarin, Frau Colleen Wunsch, die die erste
(WORD-)Version dieses Skripts in eine schone Form gebracht hat, sowie den
Ubungsassistenten der Vorlesung fiir ihre Anregungen. Mein herzlicher Dank gilt
schliellich Herrn Bernd Pinzer, der die vorliegende TEX-Version erstellt hat.

Augsburg, 1996/2004 Ulrich Eckern
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Kapitel 1

Photonen

1.1 Darstellung der Polarisationszustéinde [§ 1]

(a) Wir gehen aus von klassischen elektromagnetischen Wellen und deren Propa-
gation im Vakuum. Zur Vereinfachung sei im Folgenden k | 2. Der Vektor des
elektrischen Feldes ist dann

E.(z1)
E(r.t)= | E,(z1) |, (1.1.1)
0

wihrend das Magnetfeld (in GauBschen Einheiten) einfach durch
H=2xEFE (1.1.2)

gegeben ist. Der Betrag des Wellenvektors, k& = |k|, hingt gemafl k = 27/ mit der
Wellenlénge A zusammen; auflerdem muss w = ck gelten, wobei ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit ist. Die Komponenten des elektrischen (und entsprechend des magnetischen)
Feldes lassen sich z. B. als Realteil der folgenden komplexen Gréflen gewinnen:

E.(2,t) = B, ") [ (2 t) = B, ¢/**=1) (1.1.3)
wobei E, und E, (eventuell komplexe) Konstanten sind.
(b) Wir definieren jetzt die verschiedenen Polarisationszustande des Lichts:
(i) E, = 0: linear polarisiert in z-Richtung
(ii) E, = 0: linear polarisiert in y-Richtung

)
)
(iii) £, = Ecos?, E, = Esin?: linear polarisiert in ¢J-Richtung
(iv) E, =1iE,: rechts zirkular polarisiert

)

(v) E, = —iE,: links zirkular polarisiert
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Als néichstes betrachten wir die Energiedichte des Feldes,

_E2+H2

1.14
St ( )

€

wobei offensichtlich der elektrische und der magnetische Beitrag gleich grofl sind.
AuBerdem mitteln wir sofort iiber einen Raumbereich, d.h. ein Volumen V, das
grof} (in allen Richtungen) gegeniiber der Wellenlénge ist. Ergebnis:

E?-Vv
Etot = /Vd37’ e(r,t) = | |87r (1.1.5)

mit |E|* = |E,|*+|E,|?, d. h. |E]?/8 ist die mittlere Energie pro Volumen (= Ener-
giedichte).

(c) Filter. Licht, mit E = (E,, E,,0) wie gerade beschrieben, treffe nun auf einen
Filter, der nur in x-Richtung polarisiertes Licht durchldsst. Dann ist hinter dem
Filter die elektrische Feldstéirke gegeben durch E’ = (E,, 0,0) und damit die Energie
der Welle um den Faktor

2 .
B2+ B, B

(1.1.6)

reduziert.
Wir wollen diesen Effekt , quantenmechanisch® diskutieren (Planck, 1900; Einstein,
1905). Danach besteht Licht aus Quanten, Photonen, die die Energie hw tragen:

Etot :th, 5;0‘5 :N/hw (117)

mit N'/N = |E,|?/|E|*. Wie koénnen wir aber verstehen, dass von N identischen
Photonen nur N’ < N durch den Filter gelassen werden? Wir interpretieren das
Ergebnis so, dass wir sagen, fiir jedes Photon gibt es eine bestimmte Wahrschein-
lichkeit, den Filter zu durchdringen. Zum Beispiel ist diese, fiir £, = FEcosd,
E, = Esind, gerade durch cos? ¥ gegeben. Entsprechend lisst sich ein Filter disku-
tieren, der nur (rechts oder links) zirkular polarisiertes Licht durchlésst.

(d) Zustandsvektoren. Der Zustandsvektor eines Photons wird nun wie folgt defi-

W) = (%) (1.1.8)

Y

niert:

mit ¥, = (V/8mhw)Y?E, und entsprechend fiir ¥,. Dieser Vektor ist normiert:
|W,[* + |¥,|> = 1, unabhingig vom Volumen, und legt den Polarisationszustand
fest:

(i) |z) = €' (}): linear in z-Richtung
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cos

sin ¥

(i) |y) = € (]): linear in y-Richtung
(i) [9) = €7 (

): linear in ¥-Richtung
(iv) |R) = %(}) rechts zirkular

(v) |L) = %(_1‘) : links zirkular

Mit dem Spaltenvektor [W) assoziieren wir weiter einen Zeilenvektor (V| = (¥, W¥),
wobei das Sternchen ,konjugiert komplex“ bedeutet. Auflerdem sei ein Skalarpro-
dukt definiert:

(@T) = 2V, + 7T, (1.1.9)

Insbesondere ist der Zustandsvektor normiert, (V|U) =1, z. B. (z|z) = 1, (R|R) =1
und es gilt

(zly) =0,  (R[L) =0, (1.1.10)

d.h. |z), |y), und |R), |L), sind jeweils orthogonal zueinander. Weiterhin bilden
{|z),|y)} und {|R),|L)} eine Basis:

V) = U, |z) + U, |y) (1.1.11)

bzw.
v, —iv, U, + iU
—~ YRy + == —Y|L). 1.1.12
7 |R) 7 L) ( )

Aus (1.1.11) ergibt sich, durch ,Multiplikation“ mit (z|, sofort (z|¥) = ¥, etc.
Somit kénnen wir diese Gleichung auch anders schreiben:

W) =

() = [z) (z[¥) + |y) (y|¥) (1.1.13)
oder auch:
|0) = [R)(R|¥) + [L)(L]V) (1.1.14)

Fir den diskutierten zweidimensionalen Fall lasst sich alles anhand von 2 x 2-
Matrizen nachrechnen. Kehren wir nun zu (1.1.6) zuriick, ist die Durchgangswahr-
scheinlichkeit offensichtlich durch

(= W)[? (1.1.15)

gegeben. Wir nennen (x|W) die Wahrscheinlichkeitamplitude der in z- Richtung
polarisierten Komponente von |V); ihr Betragsquadrat gibt die Wahrscheinlichkeit
an, einen x- Filter zu durchdringen.

Fiir (---] und |- --) ist die Bezeichnung ,,bra“ und ,ket* geldufig.
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Abbildung 1.1:

0

Fig. 1-2
Rotation of plane polarized basis by angle 6.

1.2 Basistransformationen [§ 2]

(a) Wir untersuchen jetzt, wie sich die Komponenten eines Zustandsvektors |¥) bei
einem Basiswechsel verhalten, {|x), |y)} — {|2/), |y} }.
Dazu gehen wir aus von der Identitat

(W) = |} (2| W) + [y) (y|¥) (1.2.1)

und nehmen das Skalarprodukt mit (2’| bzw. (y'|. Das Ergebnis ist
— , 1.2.2
<‘I’y/) <<y’\x> {Y'ly)) \¥, 122

wobei natiirlich diese Matrix als Transformationsmatrix bezeichnet wird. Fiir das
angegebene Beispiel (siche Abb. 1.1) kennen wir (aus elementarer Vektorrechnung)
das Resultat:

|z) = cosV|z’) — sind|y’) (1.2.3)
ly) = sind|z’) + cosI|y’) (1.2.4)
Hier lisst sich die Transformationsmatrix (hier auch: Drehmatrix) R(19)) ablesen:
~ costy sin?
9) = 1.2.
k() (— sinty cos 19) (1.2.5)

GL (1.2.2) ldsst sich verschieden interpretieren. ¥, und ¥,/ sind (i) die Komponen-
ten von |¥) in dem um 9 gedrehten Koordinatensystem, aber auch (ii) die Kompo-
nenten des Vektors |U’), der aus |¥) durch Drehung um —d¢ hervorgeht.
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(b) Wenn wir einen Vektor |¥) mit der Matrix R transformieren, haben die neuen
Komponenten im Allgemeinen mit den alten keine Ahnlichkeit - auler wenn es sich
um Eigenvektoren handelt:

R|T) = \|D) (1.2.6)
Hier heiit A Eigenwert. Das Standardverfahren zur Bestimmung von A fiithrt auf
det (R - )\IL) (1.2.7)

wobei hier (und auch gelegentlich sonst) explizit der Einheitsoperator (Einheits-
matrix) ausgeschrieben wurde. Wir definieren weiter den Spinoperator (-matrix) S
eines Photons (in der z-y-Basis):

S = ((1) Bi) (1.2.8)

mit dem sich R = cos? - 1 + isind - S schreiben lasst, und bestimmen zuerst die
Eigenwerte und -vektoren von S. Wir rechnen leicht nach, dass §2 = 1, und daher
folgt A2 = 1 und

A==+l (1.2.9)

Auflerdem sind die beiden FEigenvektoren gerade durch die schon eingefiihrten
Zusténde |R) und |L) gegeben:

A

S|R) = |R), S|L)=—|L) (1.2.10)

d. h. zirkular polarisierte Photonen sind Eigenzustidnde von S und damit auch von

R:
RIR) = ¢ |R), R|L)= eV |L). (1.2.11)

Ein beliebiger Zustand verhéalt sich unter der Wirkung von R demnach gerade so,

dass die R-Komponente mit e und die L-Komponente mit e~V multipliziert wird:

R|¥) = R(IR)(R|¥) + |L)(L|¥))

= o |RV(R|W) + e~ |L)(L|¥) (1.2.12)

1.3 Drehimpuls [§ 3]

(a) Wir werden nun zeigen, dass der Spinoperator S direkt mit dem Drehimpuls
(entlang der Ausbreitungsrichtung) eines Photons verkniipft ist, gemif

L. = h{¥|S|0). (1.3.1)
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Dazu erinnern wir an den klassischen Ausdruck (siehe Elektrodynamik) fiir die Im-
pulsdichte des elektromagnetischen Feldes:

1

Dies ist im iibrigen gleich der Energiestromdichte (Poynting-Vektor) dividiert durch
c2. Dann ist

L= /d3rr x p(r,t). (1.3.3)

Setzen wir nun in (1.3.2) eine ebene Welle ein, ist offensichtlich p||Z und damit
L, = 0i. Dieses Resultat gilt aber nur, wenn der ganze Raum mit einer ebenen Welle
gefiillt ist - das ist keine realistische Losung. Wenn der Lichtstrahl auf ein endliches
Volumen beschrankt ist, wird p, um die Maxwell-Gleichungen zu erfiillen, in der
Néhe der Oberflidche auch eine x-y-Komponente haben. Zur Berechnung formen wir
(1.3.3) um mit Hilfe des (transversalen) Vektorpotentials: Wegen V - E = 0 kénnen
wir schreiben:

H=VxA, E-_14 (1.3.4)
&

Wir ersetzen H in (1.3.2) bzw. (1.3.3) durch V x A, integrieren partiell (Oberfléche
nach unendlich schieben!), und finden

L= i/d?’r [E X A+ ZEa(r x V)Aa| . (1.3.5)

dre
Nun ist aber (r x V), = %, wobei ¢ der Polarwinkel in Zylinderkoordinaten mit
Achse entlang 2 ist. Das heifit in dem zweiten Term in (1.3.5) gibt es nur Beitrage
die von der Oberfliache des Lichtstrahls herriithren, und diese konnen gegeniiber dem
ersten Beitrag, der proportional zum Volumen ist, vernachléssigt werden. Achtung:
zur Berechnung miissen wir mit reellen Ausdriicken fiir £ und A arbeiten, und
setzen daher z. B.

A, = EEQ sin(kz — wt + o) (1.3.6)
w
A, = EEZ sin(kz — wt + ay,) (1.3.7)

und berechnen

L. - 4%0 Er (B2, ) Ay (2, 1) — Ey(28) Ay (2, )] (1.3.8)

mit dem Resultat

Vv
L, = Tro gEZ sin(ay — ay). (1.3.9)
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Mit den GroBen E, = E2 e | E, = Eg el | die direkt — siche Kap. 1.1 — mit dem
Zustandsvektor verkniipft sind, ldsst sich (1.3.9) umschreiben, zunéchst zu

Vo .
L.=—(E:E, ~ E.E;) (1.3.10)

und dann zu

L. =— (|Brcpl® — |Erepl?) , (1.3.11)

v
4w
wobei Frcp = (B, — iEy)/\/E, Ercp = (B, + iEy)/\/§ (RCP = rechts zirkular
polarisiert, LCP = links zirkular polarisiert). Endergebnis:

L. =1 [[(R|®)]> = [(L|¥)]"] (1.3.12)

Dies ist identisch mit (1.3.1), wenn wir dort den Einheitsoperator in der Form
|R)(R| + |L)(L| einschieben und benutzen, dass |R) und |L) Eigenfunktionen zu
S sind (siehe Kap. 1.2).

(b) Operatoren und Matrizen. Zum Beispiel ist

$1 = $(|R)(R| + |L)(L]) = |R)(R| — |L)(L|. (1.3.13)

Hier und an anderen Stellen verwenden wir das duflere Produkt zweier Vektoren,
definiert durch

U,oF U,
e o y) (1.3.14)

) (®| =
(2] <\I/y(I>;§ v, o7

Zum Beispiel:

ool = (g o) lawi= (5 o) (1515)

[y) (] = (2 8), ) (y| = (8 (1)) (1.3.16)

Es ist klar, dass auf diese Weise jedem Operator eine Matrix zugeordnet werden
kann,

M < (i|M|j) = My (1.3.17)

wobei {|i)} ein vollstdndiger orthonormaler Satz von Zustédnden (orthonormale Ba-
sis) sein muss. Diese Korrespondenz haben wir bereits mehrmals implizit verwendet.
Wir definieren noch den adjungierten Operator M+ zu M wie bei Matrizen iiber die
Matrixelemente:

(M), = Mj, (1.3.18)

v
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Ein Operator heifit selbstadjungiert oder hermitesch wenn M+ = M. Dann sind
seine Eigenwerte reell. Multiplikation ist ebenfalls wie bei Matrizen erklart:

(71P) = MaPy (1.3.19)
ij
k

(c) Wie konnen wir nun das Ergebnis (1.3.12) interpretieren? Es ist eine experi-
mentelle Tatsache, dass, wenn ein Photon von Materie absorbiert wird, sich der
Drehimpuls (in z-Richtung) der Materie entweder um +h oder um —h &ndert, dass
man aber nicht voraussagen kann, welches dieser beiden Ereignisse eintritt. Somit
miissen wir (1.3.12) bzw. (1.3.1) als Mittelwert, gemittelt iiber viele Experimente
gleicher Art, interpretieren. Der Mittelwert ist also gleich +A mal der Wahrschein-
lichkeit |(R|¥)|?, dass sich ein Photon im Zustand |¥) so verhilt, als sei es rechts
zirkular polarisiert, plus —% mal der Wahrscheinlichkeit [(L|¥)|?, dass es sich so
verhilt, als sei es links zirkular polarisiert. Nur im Zustand |R) oder |L) hat der
Drehimpuls einen scharfen Wert.

Wir fassen die Beschreibung der z-Komponente des Drehimpulses eines Photons zu-
sammen. Dieser Grofie entspricht ein Operator, L, = hS. Photonen, die in einem
Eigenzustand sind, haben einen scharfen Wert der z-Komponente des Drehimpulses.
In anderen Zustéinden hat L, keinen scharfen Wert, wir kénnen nur Wahrscheinlich-
keiten fiir R bzw. L angeben. Der Mittelwert oder Erwartungswert wird gemessen,

wenn viele Experimente mit gleichen Photonen durchgefiihrt werden.

1.4 Amplitudenmechanik [§ 4]

Bei der Diskussion des Photonendrehimpulses hatten wir bereits gesehen, dass
|(R|W)|* die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Photon im Zustand |¥) den Drehim-
puls +7 in einem Experiment abgibt. Weiterhin war |(R|W¥)|? die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass das Photon einen Filter durchdringt, der nur rechts zirkular polarisiertes
Licht durchlasst. In beiden Fallen ist dies also die Wahrscheinlichkeit, dass das
Photon im Zustand |¥) sich so verhélt, als wére es im Zustand |R). Hintergrund
dieser Interpretation ist das Superpositionsprinzip, ausgedriickt durch die Relation

(W) = [R)(R[W) + [L)(L|T). (1.4.1)

Allgemein: Wird in einem Experiment eine Grofle abgefragt (,, Welchen Drehimpuls
hast Du?“), die charakteristisch fiir einen Zustand |®) ist, so ist |(®|¥)|* die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass |¥) sich so verhélt, als ob an dessen Stelle der Zustand |®)
vorldge. ,,Charakteristisch fiir einen Zustand“ heifit, dass die abgefragte Grofle in
diesem Zustand einen scharfen Wert hat. Schlampige Ausdrucksweise: |(®|W)]? ist
die Wahrscheinlichkeit, dass das Photon sich im Zustand |®) , befindet®. Die Grofle
(®|W) heiBt Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Zustand |¥) im Zustand |®) zu
sein.
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Es ist verlockend zu sagen, dass ein Photon, da es immer +A oder —h iibertragt,
immer im Zustand |R) oder im Zustand |L) ist (mit bestimmten Wahrscheinlichkei-
ten). Dies ist falsch, denn mit dieser Interpretation kénnen wir nicht verstehen,
warum ein Photon im Zustand |z) nie durch einen y-Filter (der nur in y-Richtung
polarisiertes Licht durchlésst) geht:

(a) Ein Photon in |z) ist mit Wahrscheinlichkeit 1/2 in |R), und |R) geht mit
Wabhrscheinlichkeit 1/2 durch einen y-Filter. Wahrscheinlichkeit also = 1/4.

(b) Analog fiir |L). Summe (a) und (b) liefert die Gesamtwahrscheinlichkeit = 1/2.
Aber dies ist falsch!

Bei der Wahrscheinlichkeitsbetrachtung wurden gerade die fiir die Amplitudenme-
chanik wesentlichen Interferenzterme weggelassen. Die korrekte Betrachtung ist die
folgende. Wir stellen zunéchst |z) als Superposition von |R) und |L) dar,

|z) = [R)(Rl|z) + [L)(L|x) (1.4.2)
und berechnen dann die Amplitude fiir den Durchgang durch einen Filter:

(ylz) = (y|R)(R|z) + (y|L)(L|z) (1.4.3)
Dann erst berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, |(y|z)|? die sich natiirlich — auf-
grund der Interferenzterme — zu Null ergibt. Wir kénnen (1.4.3) auch anders le-
sen. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir aufeinander folgende Moglichkeiten (z —
R — y,x — L — y) ist das Produkt der Amplituden. Dabei ist iiber ununterscheid-

bare Moglichkeiten zu summieren. Formal:

(ly) = (wlLlz) = (I (IR)(R| + | L){L])|z) (1.4.4)

und damit ergibt sich (1.4.3).

In diesem Zusammenhang ist , ununterscheidbar® sehr wichtig. Stellen wir uns zum
Beispiel einen Photonenstrahl vor (Zustand |®)), der auf ein Prisma trifft, das rechts
und links zirkular polarisierte Photonen rdaumlich aufspaltet. Diese treffen dann auf
verschiedene Spiegel, werden in einem zweiten Prisma zusammengefiihrt und treffen
dann auf einen z-Filter (siehe Bild 1.2):

Wenn ein Photon aus dem x-Filter austritt, konnen wir im Prinzip aus dem Riickstofl
an den Spiegeln ausrechnen, ob es ein R- oder ein L-Photon war! Die Phasenver-
schiebung auf den beiden Wegen, je nach Stellung der Spiegel, wird aber verschieden
sein, d.h. der Zustand hinter dem Prisma B ist nicht mehr |®), sondern

|®") = |RY(R|®) &' + |L)(L|®) (1.4.5)

und damit ist die Wahrscheinlichkeit, den Filter zu passieren, gegeben durch
|(z|®")|?. Wenn wir diese GroSe berechnen, finden wir einen Interferenzterm von
der Form

2Re((x|R)(R|<I>>(m|L>*<L|<I>>* ei(e—P) ) (1.4.6)
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Abbildung 1.2:

B A Ix)

L)

© x-polaroid
M,
‘Fig.1-4
Device for observing whether a photon passes through an x-polaroid as a right or
left circularly polarized photon. Prism A splits the beam into right and left circu-
larly polarized components, which are then reflected from mirrors [Mj, Mg, and
M3 for the right circularly polarized component ] before being tecombined by

prism B.

Die ,,Ort-Impuls-Unschérfe“, auf die wir spéter noch zuriickkommen, bedingt aber
nun, dass die Lage der Spiegel unscharf ist — und daher sind a und [ verschmiert.
Das Resultat vieler Messungen ist dann der Mittelwert iiber die Phasen, d.h. der
Interferenzterm verschwindet, und wir erhalten das klassische Ergebnis. Durch An-
bringen der Spiegel sind die Wege unterscheidbar geworden!

1.5 Unpolarisiertes Licht [§ 5]

Bisher haben wir uns nur mit Photonen beschéftigt, die alle in einem wohldefinierten
Polarisationszustand sind. Wie konnen wir aber unpolarisiertes Licht beschreiben?
Betrachten wir zum Beispiel einen Lichtstrahl (monochromatisch), dessen Photonen
aus zwei unabhéangigen Quellen kommen. Die eine Quelle sende Photonen im Zu-
stand |W,), die andere im Zustand |U3). Wenn die Quellen die Photonen zufillig
aussenden, kénnen wir nicht sagen, ob ein bestimmtes Photon im Strahl von der
einen oder anderen Quelle kommt. Aber unter Umsténden kennen wir die Intensitét
der Quellen, und konnen damit Wahrscheinlichkeiten p; und p, angeben, ob ein
Photon im Zustand |¥;) oder |Wy) ist (p; + p2 = 1). Dieser allgemeinere Fall, d. h.
wenn p; # 1, po # 1, heilt gemischter Zustand und enthélt den bisher diskutierten
Fall eines Zustands, auch reiner Zustand genannt, als Spezialfall (z. B. ps = 0).

~

Wie berechnen wir nun aber einen Erwartungswert, z. B. (L.)? Dies ist wie vorher
auch bestimmt, (+h) mal die Wahrscheinlichkeit, dass ein Photon +7 iibertragt,
plus (—h) mal die Wahrscheinlichkeit, dass ein Photon — iibertrégt. Diese beiden
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sind nun
+h: Wo = pi[(RIU)[* + pol (R]W,)[? (1.5.1)
“hi W = pu (LI 4 pal (L) (1.5.2)

und wir finden somit
(L.) = h(W, —W_). (1.5.3)

Nun fassen wir die Terme proportional zu p; und p, zusammen, mit dem Ergebnis

~

<Lz> = p1<ﬁ2>1 +p2<i/z>27 (154)
wobei (L.); = (U;|hS|¥;) und analog fiir ,2¢. Hier tritt also der Mittelwert im
Zustand ,,1°¢, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit p;, plus der Mittelwert im
Zustand ,,2“, multipliziert mit p,, auf. Wichtiger Unterschied: Die Aussage ,,Das
Photon ist im Zustand |¥;) oder |Ws), aber wir wissen nicht, in welchem*® ist nicht
gleich der Aussage ,Das Photon ist in einem Zustand, der eine Superposition von
|Wy) und [Wy) ist“.

Wir formalisieren etwas die obigen Betrachtungen, indem wir den reinen und ge-
mischten Zustdnden einen Zustandsoperator (auch: Dichtematrix) ¢ zuordnen.

(i) reiner Zustand:
o= W) (15.5)

(ii) gemischter Zustand:

0 =p1| V1) (V1| + p2|Va) (Vs (1.5.6)

Im vorliegenden einfachen Fall ist g eine 2 x 2-Matrix. Wir definieren die Spurbildung
»Sp* wie tiblich:

SpM = Z<¢|M|¢> (1.5.7)

wobei {|i)} eine orthonormale Basis ist. Dann gilt (fiir (i) und (ii))

(1) Spo=1 (Normierung) (1.5.8)
(2) ) (Eigenwerte reell) (1.5.9)
(3) (U|o|¥) >0 (Eigenwerte positiv) (1.5.10)

AufBlerdem miissen die Eigenwerte kleiner oder gleich eins sein. Beispiel: ¢ = |z)(z|
d. h. in Matrixschreibweise

b ((1) 8) (15.11)
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Wir lesen ab: A\; = 1, Ay = 0 (reiner Zustand!).
Als wichtige Konsequenz dieser Uberlegungen ergibt sich

(L.) = sp (oL.) (1.5.12)

was sich leicht iiberpriifen ldsst, wenn wir z. B. die R-L-Basis verwenden und mit
(1.5.3) vergleichen:

(L.) = (R|6hS|R) + (L|ohS|L)
= h((R|o|R) — (L|o|L)) (1.5.13)
(1.5.3)

Der beschriebene Formalismus, der einen Zustandsoperator benutzt, spielt auch in
der Statistischen Physik eine wichtige Rolle (aber nur eine geringe Rolle im Folgen-
den).



Kapitel 2

Bewegung von Teilchen in der
Quantenmechanik

2.1 Die Schriédinger-Gleichung [§ 6]

(a) Der Zustand eines Teilchens in der Quantenmechanik wird durch eine komple-
xe Wellenfunktion beschrieben. Die Zeitentwicklung der Zustandsfunktion, |W (%)),
ist durch die Schrodinger-Gleichung gegeben, die wir jetzt diskutieren wollen. Zur
Vereinfachung betrachten wir eine Dimension und ein Intervall der Lénge L, das in
viele kleine Intervalle der Lénge a aufgeteilt ist (sieche Abbildung 2.1).

Die Intervalle tragen Nummern 1,2,...4,7+ 1,... und

(W (t) (2.1.1)

ist damit die Amplitude, das Teilchen im Intervall ¢ zu finden. Die Zusténde {|i)}
bilden eine Basis (,,Ortsbasis®), und wir verlangen

(il7) = d; (2.1.2a)
Z i) (i] = 1. (2.1.3a)

Abbildung 2.1: Diskretisierung der Ortskoordinate.
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AuBlerdem sei der Zustand |V) (wir unterdriicken gelegentlich das Zeitargument)
normiert, (¥|¥) = 1, woraus wir sofort finden:

S e = SN = 1 (2.1.4)

i

Im Grenzfall a — 0 ist eine andere Notation angemessen:
li) = a1/2|;p>, (1| ¥) = al/Q\I/(ZL‘), az — /dl‘ (2.1.5)
Damit wird aus (2.1.4)

/dx|\lf(:c)\2 =1 (2.1.6)

und wir kénnen sagen: |¥(x)|>dx ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Intervall
z...x + dz zu finden. Weiterhin:

(2.1.2a) — (x|y) = 0(z —y) (2.1.2b)

(2.1.3a) — /dx\xxx\ ~ 1. (2.1.3b)

Die Wellenfunktion/Zustandsfunktion soll den Zustand des Systems vollstéindig be-
stimmen. Durch Vorgabe von W zu einem bestimmten Zeitpunkt werden daher nicht
nur die Eigenschaften zu diesem Zeitpunkt, sondern auch fiir alle zukiinftigen Zei-
ten festgelegt. Mathematisch bedeutet dies, dass die Zeitableitung OV /dt durch den
Wert der Funktion zum gleichen Zeitpunkt bestimmt sein muss. Aufgrund des Su-
perpositionsprinzip muss dieser Zusammenhang linear sein. Ganz allgemein:

) -
i [U() = W (), (2.1.7)

wobei W ein linearer Operator ist (hier: i2 = —1). AuBerdem soll (2.1.6) natiirlich
fiir alle Zeiten gelten (Erhaltung der Wahrscheinlichkeit). Daher

O wy = 0= (i) + (v]d)

ot (2.1.8)

= (W — W|D).

Somit muss W ein hermitescher Operator sein.

Bekanntermafen ist W gleich dem Hamiltonoperator dividiert durch &. Diesen Zu-
sammenhang kénnen wir plausibel machen, wenn wir uns an den Ubergang von der
Wellenoptik zur geometrischen Optik erinnern, der im Grenzfall A — 0 anwendbar
ist: In der geometrischen Optik geht man davon aus, dass eine beliebige Feldkom-
ponente des elektromagnetischen Feldes die Form u = ug e'¥ hat, wobei uq schwach
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verénderlich, die Phase ¢ (Eikonal) aber grof§ ist und sich auf kurzen Strecken stark
dndert. Der Verlauf eines Lichtstrahls (fir A — 0) wird durch das Fermat’sche
Prinzip festgelegt, nach dem die optische Weglinge des Strahls (= Phasendifferenz
zwischen Anfangs- und Endpunkt) minimal sein muss.

Andererseits wird die Bahn eines klassischen Teilchens auch durch ein Extremal-
prinzip bestimmt, 5 = 0, wobei S die mechanische Wirkung ist. Somit sollte im
klassischen Grenzfall die Phase der Wellenfunktion auch proportional zu S sein, und
der Proportionalitétsfaktor heit "

h—0: (z|¥) o /M, (2.1.9)

Mit (2.1.8) finden wir

oU 108 A 189
= VW= (2.1.10)

Wie aber aus der Mechanik bekannt, ist —0S/0t gerade die Hamiltonfunktion. Somit
ist

o X
ih—|U) = H|U 2.1.11
ih| W) = H19), (2.1.11)

wobei die Gestalt des Hamiltonoperators H noch zu bestimmen ist (wir kennen bis
jetzt nur den klassischen Grenzfall, h — 0, in dem H — H = Hamiltonfunktion).

(b) Ortsdarstellung. Wir betrachten (2.1.11) in der diskreten Ortsbasis, ¥; = (j|W):

ihW,(t) = HjypWk(t) (2.1.12)
k

und nehmen nun an, dass Hj, nur auf der Diagonalen und fiir j = £ £ 1 von Null
verschiedene Matrixelemente hat. Dann erhalten wir

W, = H;V; + Hjj 1V + Hj 1P, (2.1.13)
und definieren V; iiber die Relation

Hjj=Vi—=Hjjn—Hjj (2.1.14)
sowie

Hyj = Hj;s; Hyj=Hjj. (2.1.15)

Dann gehen wir zur Kontinuumsnotation iiber und entwickeln (a — 0):

1
U=V = U(z+a)— V(x) =a¥'(z)+ iaZ\II"(:p) +... (2.1.16)
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Endergebnis (¥ — U(x,t);x; — x):

i =V (2)U + a(Hg — H,)V' (z) + %Q(HR + H )V (z) + . .. (2.1.17)

Fiir den einfachen Fall ohne Magnetfeld sind Hg und Hy, unabhéngig vom Ort und
gleich,

hZ

Hp = Hy, — ———
R L — 27771012’

(2.1.18)
wobei m die Masse des Teilchens ist. Damit haben wir die Schrodinger-Gleichung
(Ortsdarstellung, D = 1, kein Magnetfeld) zumindest motiviert:

) h2
hW(z,t) = —%\If"(x, t) 4+ V(z, t)¥(z,t), (2.1.19)

wenn wir V(z,t) mit der (i.a. zeitabhédngigen) potentiellen Energie des Teilchens
identifizieren.
Die Verallgemeinerung fiir den dreidimensionalen Fall ist die Folgende:

ih(r,t) = —%VQIII(T, 1)+ V(r, t)U(r,1). (2.1.20)
(c) Freie Teilchen. Wir 16sen die Gleichung fiir den Fall V' = 0 mit dem Ansatz

U(r,t) = ellPr-E0/MA (2.1.21)
und finden sofort

E=- (2.1.22)

om’

d. h. die wohlbekannte Energie-Impuls-Relation. Im iibrigen ist |¥(7,¢)|* eine Kon-
stante, d. h. unabhéngig von Raum und Zeit: Diese Losung beschreibt einen Zustand,
in dem das Teilchen zwar einen wohldefinierten Impuls hat, dafiir aber wvollstindig

im Raum delokalisiert ist.

2.2 Zustinde, Operatoren, Unschirferelation [§ 7]

(a) Wir wollen noch etwas genauer auf den Zusammenhang zwischen dem Zustand
|¥) und seiner Darstellung in einer bestimmten Basis, U(r), eingehen. Wir verwen-
den direkt die Kontinuumsnotation und benutzen die Darstellung des Einheitsope-
rators in der Ortsbasis:

1= /d37’\r><r\. (2.2.1)
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Dann folgt sofort

T) = 1|T) = /d37“|'r)(r|\1/> (2.2.2)

und wir identifizieren (r|¥) = ¥(r). Mit dem gleichen Trick wird das Skalarprodukt
zu

(O|T) = (P|1|T) = /d37“<<1>|r>(r|\11>. (2.2.3)
Mit (®|r) = (r|®)* ist dann

(®|W) = /dgr O*(r)U(r). (2.2.4)
Auch folgt aus (2.2.2) sofort

(r'| V) = /d37“<7°'|'r)(r|\1/), (2.2.5)
d.h. (r'|r) ist mit der (dreidimensionalen) Delta-Funktion zu identifizieren.

Betrachten wir nun die bekannte Fourier-Darstellung einer Wellenfunktion (,,Ent-
wicklung nach ebenen Wellen*),

U(r) = / (2‘15)3 P/ (p), (2.2.6)

und fiihren eine Impulsbasis {|p) } derart ein, dass ihre Komponenten in der Ortsbasis
gerade die ebenen Wellen sind:

(rlp) = */". (2.2.7)

Dann liegt nahe, auch ¥(p) = (p|¥) zu setzen, und aus (2.2.6) wird

i) = | %wwm, (2.2.8)

d. h. der Einheitsoperator in Impulsdarstellung ist gerade

1= / (2‘1—,%3,|p><p|. (2.2.9)

Das Skalarprodukt (2.2.3) kann natiirlich auch in der Impulsbasis (oder in jeder
anderen Basis) berechnet werden. Die bekannte Relation
d3p

(rlr'y =06(r —r') = / @ty ePr=r)/h (2.2.10)



2.2 Zustinde, Operatoren, Unschérferelation [§ 7] 25

ergibt sich auf natiirliche Weise.

(b) Der Ortsoperator 7 sei nun so definiert, dass die Zustédnde {|r)} gerade Eigen-
zustande sind:

rlr)y =r|r), (2.2.11)

d.h. 7 ist diagonal in der Ortsbasis. Wie sieht nun 7 in der Impulsbasis aus? Dazu
berechnen wir die Matrixelemente

wlilp) = [ Eriplrir)rip)
:/d?’r r(p'|r)(r|p) (2.2.12)

= /d?’rrei"'(p_p/)/h.
Abgesehen von gewissen Unendlichkeiten (diese Relationen und andere sind nur

im Distributionensinn erkldrt) konnen wir in der letzten Form = durch —ihd/0p
ersetzen. Es folgt

(270h)*06(p — p')
Op

— +ih(27h)*6(p — p') 0

— 2.2.1

(P|7|p) = —ih
wobei der letzte Schritt einer partiellen Integration entspricht. (Berechnen Sie zum
Beispiel (®|7|¥) mit Hilfe der Impulsbasis.) Lasche Sprechweise: 7 in der Impulsbasis
ist +ih mal der Ableitung nach p.

(c) Analog definieren wir den Impulsoperator, p|p) = p|p) und bestimmen seine
Matrixelemente in der Ortsbasis:

(r'|p|r) = —ihd(r — r') 4

— 2.2.14
= (22.14)

was wiederum innerhalb eines Skalarprodukts zu erklédren ist. Lasche Ausdruckswei-
se: p = —ih%. Kehren wir jetzt aber zur Schrodinger-Gleichung (2.1.20) zuriick, so
sehen wir, dass diese von der Form

in|¥) = H|D) (2.2.15)

ist, mit H=H (p, 7) gerade der klassischen Hamiltonfunktion des Teilchens, in der
Impuls und Ort durch die entsprechenden Operatoren ersetzt sind. Allerdings ist
(2.2.15) unabhéngig von der Basis geschrieben, (2.1.20) ist die Ortsdarstellung.

(d) Jeder physikalischen Grofle, d.h. jeder Funktion von Impuls und Ort, kénnen
wir somit den entsprechenden Operator zuordnen:

fp,r) = f = f(#,D). (2.2.16)
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Allerdings ist gelegentlich, z.B. bei einem geladenen Teilchen im Magnetfeld, die
Anordnung wichtig: Offensichtlich ist (D = 1 zur Vereinfachung) nicht p& gleich zp!
Vielmehr finden wir

(x|zp|¥) = —ihx%\ll(x) (2.2.17)

(x|pz|¥) = —ih%[x\ll(x)], (2.2.18)
und damit

px — &p = [p, &] = —ih. (2.2.19)

Hier wurde der Kommutator zweier Operatoren,
[A,B] = AB — BA (2.2.20)

eingefithrt. Der Kommutator [p, Z] verschwindet nicht, p und & vertauschen nicht.
An dieser Stelle sei an die Poisson-Klammern (und den zugehdorigen Formalismus)
der klassischen Mechanik erinnert.

(e) ,,Zwei physikalische GroBen, deren Operatoren nicht vertauschen, kénnen nicht
gleichzeitig scharf gemessen werden* und haben keinen gemeinsamen Satz von Ei-
genfunktionen. Der zweite Teil dieser Aussage ist klar: Wenn es einen gemeinsamen
Satz von Eigenfunktionen gibt, sagen wir {|n)} mit Eigenwerten a, und b, zu A
und B , dann verschwinden alle Matrixelemente,

(n|[4, Blm) =0, (2.2.21)

d.h. [A, B] ist identisch Null. Den ersten Teil beweisen wir fiir Ort und Impuls, und
definieren zunéchst die Varianz éx und dp in einem beliebigen Zustand |W):

(Az)® = ((& —(2))*):  (Ap)* = (6 — (1)) (2.2.22)
Zum Beweis der Unschdrferelation
Az - Ap > g (2.2.23)

betrachten wir zwei beliebige (normierte) Zustéinde |©) und |®) und bilden
€)= 16) — z|@), (2.2.24)

wobei z eine komplexe Zahl mit Betrag eins ist. Dann folgt aus (¢|¢) > 0 sofort

2(6]®) + 2" ($|O) < 2 (2.2.25)
und mit
[y T S (2.2.26)

(0]0)1/* (B[@)/
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die Ungleichung

2(0]®) + 2 (D|0) < 2[(@|0)(0]0)]"/*.
Wir wihlen nun z = —i, und

@) = (5= (L), 1©) = (& — (2))|¥). (2.2.27)
Damit wird (Az)? = (6]0), (Ap)? = (®|®), und wir erhalten

20z - Ap > —i(¥|[& — (2),p — (5)]|¥) (2.2.28)

und mit (2.2.19) schlielich (2.2.23).
Wir merken noch an: & und p sind natiirlich hermitesche Operatoren (d. h. sie haben
reelle Eigenwerte).

2.3 Freie Teilchen [§ 8]

(a) Eine Losung der Schrodinger-Gleichung im Fall freier Teilchen hatten wir bereits
angegeben, siehe (2.1.21):

2
U(r t) = B0 p P 2.3.1

(r,t)= e = (231)

Das Betragsquadrat dieser Funktion ist eins, d. h. es treten offensichtlich Schwierig-

keiten bei der Normierung dieser Funktion auf. Dem kann man begegnen, indem man
ein endliches Volumen, V, betrachtet, mit festen oder periodischen Randbedingun-
gen. Wir betrachten zur Vereinfachung wieder D = 1 und das Intervall —a/2...a/2.

(i) Periodische Randbedingungen (Ring) Dann gilt fiir alle Zeiten ¥(z + a) =
U(z), d.h.

. 2mh
eralh 1 o = 0, 41,42, . (2.3.2)
a

(ii) Feste Randbedingungen (hohe Winde) Dann gilt fiir alle Zeiten ¥(a/2) =
U(—a/2), die Wellenfunktion verschwindet am Rand. Offensichtlich betrachtet
man sinnvollerweise die Lésungen

_ sin(px/h) o—iEpt/h
v {Cos(pm/h)} 239

mit dem Resultat:

sin : = (wh/a)n, n gerade
p = (nhjayn, n g .
cos: p= (mh/a)n, n ungerade
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Abbildung 2.2:

Kpl¥)

: ' Fig. 3-8
. The absolute value of the momentum space amplitude (gl') for a wave packet of
mean momentum p, and uncertainty in momentum ~Ap.

Auf einem endlichen Intervall ldsst sich der Normierungsfaktor aus der Bedingung

L/Wdﬂ@@ﬁﬁzl (2.3.5)

—a/2
leicht berechnen.

(b) Natiirlich gibt es auch fiir unendliche Systeme normierbare Losungen, denn auch
eine beliebige Linearkombination

> dp i(pr—
W) = [ ST pp) el (2:3.6)

ist eine Losung der freien Schrédinger-Gleichung (in D = 1, E, = p?/2m vorausge-
setzt). Normierung:

dp 2
— = 1. 2.3.7
[ sliw) (237
Die Groe f(p) = (p|¥(0)) ist die Impulsamplitude des Zustands zum Zeitpunkt
t = 0. Zum Beispiel konnen wir ansetzen:

f(p) = g(p) @, (2.3.8)

wobei g(p) reell und positiv, und a(p) reell ist.

AufBlerdem sei g(p) bei einem bestimmten Wert py zentriert, mit einer Breite Ap
(siehe Bild 2.2).

Setzen wir (2.3.8) in (2.3.6) ein, so erhalten wir fiir ¢ = 0 eine Wellenfunktion, die
ein Teilchen mit mittlerem Impuls py (und Unschérfe Ap) beschreibt. Wie entwickelt
sich dieser Zustand im Lauf der Zeit? Dazu bestimmen wir die Punkte x;, bei denen
|U(z,t)]* lokalisiert ist, mit Hilfe der Approximation der stationdren Phase. Bei
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dieser Ndherung geht man davon aus, dass sich alle Beitrdge im Integral iiber p im
wesentlichen wegheben, aufler wenn

0
— [pz: — Ept + ha(p)] = 0. (2.3.9)
dp
Nach Bildung der Ableitung ist auflerdem p — pg zu setzen. Mit zo = —ha/(po)
finden wir
2= 2% 4 g, (2.3.10)
m

d. h. das Zentrum/Maximum des Wellenpakets bewegt sich mit der Geschwindigkeit
po/m, der Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets. (Die Phasengeschwindigkeit
ist E,/p = w/k = p/2m.) Wie dndert sich nun die rdumliche Ausdehnung? Dazu
betrachten wir ein Beispiel:

a(p) = —zop/h;  g(p) = Ae "7, (2.3.11)

Aus der Normierungsbedingung (2.3.7) ergibt sich
9\ 1
A = 2rhb (-) . (2.3.12)
T

AuBerdem ist (p) = po, (Ap)? = (4b?)~! (unabhiingig von der Zeit). Die Wellenfunk-
tion fiir ¢ = 0 ergibt sich, siehe (2.3.6), zu

U(z,t =0) = BelPo@0) o= (o—w0)*/4n% (2.3.13)
mit B = (27h*?)/4. Wir lesen ab:
<l‘>t:0 = Xy, Al‘tzo = hb. (2314)

Somit ist der Anfangszustand - eine GauB-Funktionen in Ort und Impuls - ein Zu-
stand minimaler Unschérfe, Az-Ap = h/2. Die Zeitentwicklung des Ortsmittelwerts
haben wir schon bestimmt, (z); = x4, siche (2.3.10). Wie verhélt sich nun aber die
Ortsunschérfe, Ax;? Da wir es nur mit Gaufl’schen Integralen zu tun haben, ldsst
sich alles explizit berechnen. Das Resultat ist

B2 [b4 + t2 ]

Az? = 6—24W (2.3.15)

Somit verlduft das Wellenpaket im Laufe der Zeit, Ap - Ax; > h/2 fir t > 0.
Insbesondere ist Ax; o t fiir grofie Zeiten.
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2.4 Wegintegrale [§ 9]

(a) Wir wollen die Propagation freier Teilchen von einem anderen Gesichtspunkt
aus betrachten und schreiben (2.3.6) um:

(@lv@) = [ $Etalp) 5 (o) 241

und setzen hier ein:
(p|¥(0)) = /dx’<p|$'><fﬁ'l‘1’(0)>- (2.4.2)
Wir nehmen ¢ > 0 an, und definieren den Propagator K (zt,z'0) iiber die Relation
U(z,t) = /dx'K(xt, Z'0)¥(2,0). (2.4.3)

Durch Vergleich mit (2.4.1) und (2.4.2) finden wir folgenden Ausdruck:

d :
K(zt,2'0) = /%(x\p) e IER/R (2. (2.4.4)
Nun erinnern wir uns: H = p®/2m, H|p) = E,|p), und damit

o iflt/h p) = o iBpt/h p). (2.4.5)

Wenn wir dies in (2.4.4) beriicksichtigen, finden wir
K(xt,2'0) = (x| e HH/" |2/), (2.4.6)

d.h. der Propagator beschreibt die zeitliche Entwicklung eines Teilchens, das fiir
t = 0 bei 2’ lokalisiert ist. Betrachten wir jetzt drei Zeiten t; > t, > t3, dann ist

K(SEltl, Igtg) = <!L’1| eiiH(tlits)/h ‘1’3> (247)

Wir finden aber auch folgende Beziehung, durch Einschieben des Einheitsoperators:
K(SEltl, Igtg) = / dSL’QK(.Tltl, .TQtQ)K(SL’QtQ, .T3t3). (248)

Dieses Ergebnis lésst sich graphisch interpretieren, wie in Abbildung 2.3 dargestellt.
Zur expliziten Berechnung des Propagators kehren wir zuriick zu (2.4.4), mit dem
Resultat

K(xt,2'0) = (27:?7%)1/2 exp (%M) o(t). (2.4.9)

Hier - und auch an (2.4.6) - erkennt man:

K(xt,2'0) — §(x — 2') fiir t — +0. (2.4.10)
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Abbildung 2.3:

Tty

T3t

Fig. 8-4
Motion from r3t3 toryt; as asum over all two-legged paths. The time
tg is the same for all paths.

Der Ausdruck (2.4.9) ist insofern interessant, als dass wir im Exponenten die klas-
sische Wirkung erkennen:
m (z — 2')?

t o m m [ z— 2\
Sq= [ d/—=v*=— [ dt L 2.4.11

da die Bahn eines freien Teilchens entlang einer Gerade verlauft, und damit ist die
Geschwindigkeit v = (z — 2’) /t.

(b) In einer Verallgemeinerung von (2.4.8) betrachten wir jetzt das Zeitintervall
0...t, das wir N-fach unterteilen: ¢t; = j-¢, e =t/N, ty =t. Durch (N — 1)-faches
Einschieben der 1 in der Ortsbasis erhalten wir

K(ZL‘t, ZL‘IO) = /dl‘N_l e d[L‘lK(l‘t, xN—ltN—l) N K(ZL‘ltl, ZL‘IO), (2412)

wobei jeder der Faktoren, d.h. jeder Kurzzeitpropagator, gegeben ist durch

m o\ /2 im (z; — xj_1)?
K(SCjtj,SL’jfltjfl) = (27T1ht) exp (2h+ . (2413)

Da der Exponent gerade iSq(x;, z;_1,¢)/h ist, schreibt man auch

K(zt,20) = Y eSvelt (2.4.14)

alle Wege

wobel Sy die gesamte Wirkung eines Weges ist, der in (2'0) beginnt, zu den Zeiten
t; durch die Punkte x; geht, und in (xt) endet. Diese Bildung nennt man auch
Wegintegral - eine Summe iiber alle Wege (2'0) — (zt), wobei iiber den Ausdruck
e'S/" summiert wird. Der Vorteil der Darstellung (2.4.14) zusammen mit (2.4.13)
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ist, dass ohne Schwierigkeiten auch eine potentielle Energie, V' (x), beriicksichtigt
werden kann. In diesem Fall ist

Su— e [g <M)2 - V(xj_l)] (2.4.15)

€

zu setzen (siehe auch Kapitel 3.7).

Die Verallgemeinerung zu D = 3 ist unproblematisch. Den Einfluss eines Magnet-
feldes diskutieren wir kurz im néchsten Paragraphen.

Anmerkung: Wir kénnen nun ebenfalls den Kontakt zur Diskussion in Kapitel 2.1
herstellen. Der klassische Grenzfall entspricht 7 — 0. In diesem Fall wird das viel-
dimensionale Integral in (2.4.14) durch die Wege stationdrer Phase bestimmt sein,
d.h. S = 0. Diese Bedingung, wie aus der Mechanik bekannt, fiihrt mit

S = /dtL(q,q,t) (2.4.16)
zu den klassischen Bewegungsgleichungen

d oL 0L

— = . 2417

dt 0¢  0q ( )

4

Hier ist L(q, ¢,t) die Lagrange-Funktion des Teilchens, und wir haben kurzfristig ,,¢*
fiir den Ort verwendet. Fiir ,kleine h* - semiklassischer Grenzfall - lassen sich unter
Umstdnden Resultate durch , Entwickeln um den klassischen Weg® gewinnen.

2.5 Magnetfeld, Aharonov-Bohm-Effekt [§ 10]

Fiir ein geladenes Teilchen mit der Ladung e in einem Magnetfeld hat die Hamilton-
Funktion folgende Form:

Hip,r) = % b A(rn S V), (2.5.1)

wobei A(B =V x A) das Vektorpotential ist. Dem Vektorpotential entspricht ein
Beitrag in der Lagrange-Funktion:

Li=v- A (2.5.2)
&

und der Wirkung:

e

SA:/dtLA = —/d’l"'A, (253)

C

wobei wir dtv = dtr = dr benutzt haben.
Nach diesen Vorbemerkungen koénnen wir qualitativ den Aharonov-Bohm-Effekt dis-
kutieren (Doppelspaltexperiment mit geladenen Teilchen, sieche Abb. 2.4).
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Abbildung 2.4:

screen

source solenoid

Fig. 3-11
Two-slit diffraction experiment with a solenoid enclosed in the region
between the two slits. The magnctic field is out of the paper and confined
to the interior of the solenoid: the particles travel only in field free regions.

Das eingeschlossene Magnetfeld, senkrecht zur gezeichneten Fléche, ist sorgfiltig
abgeschirmt und iibt keine Kraft auf die Teilchen aus. Trotzdem gibt es eine Pha-
senverschiebung zwischen Weg ,, 1 und Weg ,2* aufgrund des Vektorpotentials,

e

Ap=— dr- A — i/ dr - A. (2.5.4)
he Weg 1 C JWeg 2

Aufgrund der iiblichen Regeln fiir Linienintegrale erkennen wir aber, dass Ay nicht

von den genauen Wegen abhéngt, sondern nur von dem eingeschlossenen Fluss:

e e
Ap=—¢dr-A=— [ dF-B 2.5.
% Cj{d c/d , (2.5.5)

wobei dF' ebenfalls senkrecht zur Zeichenebene steht. Mit &, = 2whe/e = he/e =
4 x 107 "gauss - em~2 — diese Grofe wird als Flussquant bezeichnet — finden wir

schliefilich

B 21 d

Ap = 272 9.5.6
LS (2.5.6)

mit & dem magnetischen Fluss.

Wir konnen also erwarten, dass das Interferenzmuster auf dem Schirm eine peri-
odische Funktion des magnetischen Flusses ist, mit der Periode ®(. Die experimen-
telle Beobachtung dieses Effekts, der theoretisch von Aharonov und Bohm (1959)
vorausgesagt wurde, gilt als eine der schonsten Bestédtigungen der Konzepte der
Quantenmechanik.



Kapitel 3

LOosungen der
Schrodinger-(Gleichung

3.1 Stufen, Barrieren, Tunneln [§ 11]

(a) Stationdre Zustdnde. Fiir zeitunabhéngige Potentiale, V' (r), konnen wir eine
Losung der Schrédinger-Gleichung von der Form

U(r,t) = e PUR QY (p) (3.1.1)
suchen. Diese Zusténde heiBen stationir, da |¥|? offensichtlich nicht von der Zeit

abhéngt.

(b) Wir betrachten jetzt eine Stufe D = 1 der Hohe V' (siche Abbildung 3.1).
und suchen Losungen der stationdren Schrodinger-Gleichung

W) 4 V(@) B(a) = BU). (31.2)

Wir setzen hk = V2mE, hx = /2m(E — V), und betrachten zundchst E >
V. Dann ist eine Losung (wir verlangen, dass von rechts keine einlaufende Welle

Abbildung 3.1:

o ] i

x=0

Fig. 4-1

One-dimensional potential step at x=0.
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Abbildung 3.2:

v
! V=0
Fig. 4-3
kommt):
r<0: Ak 4 Be ke (3.1.3)
z>0: C e (3.1.4)
Die Anschlussbedingungen — Stetigkeit von W und ¥’ — verkniipfen die Konstanten
miteinander:
k—kr 2k
B = A = 3.1.5
k+r 7 k+k (3:1.5)

Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeitsstromdichte, j, aus ,,Geschwindigkeit“ mal
Wahrscheinlichkeitsdichte:

ok
_m

h
>0 jr=—2|C]
m

r<0: JL (|A\2—\B|2)

(3.1.6)

Natiirlich ist j;, = jg. A ist die Amplitude der einfallenden Welle, B die Amplitude
der reflektierten Welle und C' die Amplitude der transmittierten Welle. Der Trans-
missionskoeffizient, T(F) = x|C|?/k|A|?, ist eine monoton wachsende Funktion der
Energie, T'(E — V) — 0, T(E— oc0)=1.

Fir £ < V ist k = i|k|, d.h. wir finden eine exponentiell abklingende Wahr-
scheinlichkeitsamplitude im klassisch verbotenen Bereich x > 0 . Natiirlich ist dann
jo = jr = 0 (JA| = |B|) . Allerdings gibt es eine Phasenverschiebung zwischen
einfallender und reflektierter Welle:

A k—ils[ __2i8(E)

B krim O

(3.1.7)

d.h. tan(E) = k/|s|; 6(E — 0) — 0.

(c) Barriere. Wir betrachten £ < V und untersuchen das wichtige Phénomen des
, Tunnelns“: ein quantenmechanisches Teilchen kann eine Barriere durchdringen, ob-

wohl seine Energie, klassisch betrachtet, zu klein ist. Wir setzen hx = /2m|E — V|
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und betrachten wieder den Fall, dass nur von links eine Welle einlduft. Dann erhalten
wir
r<0: Ack? 4 Beike
O<z<a: Ce "™ +Det™ (3.1.8)
a<ux: AS(E) et
Da die Barriere eine endliche Breite hat, ist innerhalb der Barriere auch die ex-
ponentiell anwachsende Losung zugelassen. Weiterhin haben wir die Groéfie auch

Tunnel-Matrixelement oder Transmissionsamplitude genannt, eingefiihrt. Nach
langerer Rechnung ergibt sich

2ikk

E) = . 1.
S(E) 2ikk cosh(ka) 4+ (k? — Kk?) sinh(ka) (3.19)
Der Transmissionskoeffizient, T' = |S|?, ist dann
sinh?(ka) -
T(E)=|1 3.1.10
O = aEmn - Em S
Im Fall einer dicken Barriere, ka > 1, wird T" exponentiell klein:
16E(V - FE
ka>1: T(E) ~ % e e (3.1.11)
In dem anderen Grenzfall, ka < 1 (F — V), finden wir
v -1
E—-V: TE)~ |1+ ———| , 3.1.12
- (E)~ 1+ 5 3112)

d.h. T héngt von dem Verhéltnis von Potentialh6he zu ,, Lokalisierungsenergie® =
h? /2ma? ab.

Beispiele fiir den Tunneleffekt sind der a-Zerfall, sieche Abbildung 3.3, und metalli-
sche Tunnelkontakte, siche Abbildung 3.4.

3.2 Harmonischer Oszillator [§ 12]

(a) Wir bestimmen die stationdren Zustéande des harmonischen Oszillators,

. 1
ji g 2p_m + gmed, (3.2.1)

mit Hilfe eines algebraischen Verfahrens, das auf Dirac zuriickgeht. Wir definieren
zwei Operatoren a und a*:

.
a= i+ 3.2.2
2h vV 2mhw ( )

it =y 2 (3.2.3)
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Abbildung 3.3:

V(r)4

Fig. 4-4

Potcntial felt by a pafticle of energy E in the residual nucleus.

Abbildung 3.4:

e metal § e
(<)

insulator

¥/
Fig. 4-6
Tunneling junction.
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und N = ata. Folgende Relationen lassen sich leicht nachrechnen:

[, 7] = —ih = [a,aT] =1 (3.2.4)
Na=a(N —1); Nat=a"(N+1) (3.2.5)
. 1

f{:iw)<d+d+§> (3.2.6)

Konsequenz: Wenn wir die Eigenwerte und -zusténde von N gefunden haben, kennen
wir auch die Eigenwerte und -zusténde von H.

(b) Wir nennen die Eigenzustéinde von N einfach |n),
N|n) = n|n), (3.2.7)
und iiberlegen uns, welche Werte n annehmen kann. Aus (3.2.5) erhalten wir
N(aln)) = a(N — 1)|n) = (n — 1)a|n). (3.2.8)

Somit ist a|n) = K -|n— 1), d. h. der Zustand, in dem n um 1 erniedrigt wurde. Die
Normierung ergibt sich zu K = /n:

K*in—1n—1) = K* = (nla*a|n) = n (3.2.9)

Entsprechend gilt a*|n) = v/n + 1|n + 1). a* und a heiBen auch Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren. Fiir einen beliebigen Zustand gilt (U|N|¥) > 0, d.h. alle
Eigenwerte sind > 0. Daher folgt:

n=0,123,... (3.2.10)

Ausgehend von |0),a|0) = 0,, konnen wir also alle Zusténde |n) durch mehrmalige
Anwendung von a* konstruieren,

iy = L gy, (3.2.11)

n!

Die Energieeigenwerte sind dann
1
E, = hw (n + 5) . (3.2.12)

Zur explizierten Konstruktion der Wellenfunktionen kénnen wir z.B. die Ortsbasis
verwenden,
0= (alalo) = 5 (€ + 3 ) el (3213
= (z|a|0) = — — | (x/|0), 2.
V2 ¢

wobei als Abkiirzung £ = z/(mw/h) eingefithrt wurde. Resultat:

(2]0) = Wo(x) = (%)M €2 (3.2.14)
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Abbildung 3.5:

— — V=0
=¥

x==a/2  x= a/2_‘v
‘Fig. 4-7

Finite depth square well symmetric about x = o.

Die angeregten Zustédnde erhilt man durch Anwendung von (a™)". Resultat:

H,(£)e /2. 3.2.15
I (&) e ( )

Wn(z) = (7?71

mw> 1/4 1
(

In diesen beiden Gleichungen wurde eine vereinfachende Schreibweise verwendet:

Wir miissen uns ¢ jeweils eingesetzt denken. H, () sind die Hermite-Polynome (Po-

lynome n-ten Grades):

Ho(€) =1; Hi(§) =26 Hy(6) =462 —2; et (3.2.16)

Obiges Ergebnis ist u.a. ein Beispiel fiir die Knotenregel: In einer Dimension hat
der Grundzustand keinen Knoten (=Nullstelle), der erste angeregte Zustand einen
Knoten, der zweite zwei Knoten, usw. Die obigen Ergebnisse lassen sich natiirlich
auch als direkte Losung der Schrodinger-Gleichung gewinnen. Die Bedingung W(x —
+00) — 0 legt dann die Energieeigenwerte fest.

3.3 Gebundene Zustinde, Resonanzen [§ 13|

(a) Wir betrachten nun nochmals (vgl. 2.3) einen Potentialtopf der Linge a symme-
trisch zu x = 0 (vgl. Abbildung 3.5; V(z) = —|V/| im Bereich —a/2---+ a/2, und
V(z) = 0 sonst).

In Kapitel 2.3 hatten wir bereits den Fall |V| — oo diskutiert und gesehen, dass
dann die Losungen proportional zu sin(kx) oder cos(kx) waren, d.h. insbesondere
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ungerade oder gerade. Dies ist ein allgemeines Resultat: Wir definieren den Paritéts-
operator P iiber die Beziehung

(x| P|W) = (—z| ). (3.3.1)
Wegen V (z) = V(—x) folgt
[H,P] =0, (3.3.2)

d.h. der Paritdatsoperator vertauscht mit dem Hamiltonoperator, und wir konnen
die Eigenzustinde zu H so wéhlen, dass sie auch Eigenzustdnde zu P sind. Wegen
P? = 1 sind die Eigenwerte von P gerade +1, entsprechend geraden und ungeraden
Wellenfunktionen.

Dieses Prinzip gilt fiir jeden Operator, der mit H vertauscht, [I;T ,X] = 0. Diese
Operatoren X sind erhaltene Graflen (vorausgesetzt, sie sind nicht selbst expli-
zit zeitabhéngig), denn fiir beliebige Zustidnde |¥), die der Schrodinger-Gleichung
geniigen, gilt

0

L0
ot

(U XY = (V] [X H] T = 0 (3.3.3)
wegen HX = X H.
(b) Fiir den Potentialtopf setzen wir folgende Losungen an:
r < —g o Ce™
gerade: im Topf: A cos(kx) (3.3.4)

a
x>§: Ce ™

x < —g o —Ce™
ungerade: im Topf: Asin(kz) (3.3.5)
x> g o Ce™™

Die Randbedingungen — Stetigkeit von ¥ und ¥’ bei x = +a/2 — liefern dann
folgende Gleichungen:

gerade: ktan (%)

ungerade: k cot (%) = —K (3.3.7)

K (3.3.6)

Auflerdem ist hk = \/2m(E + |V|), it = V—2mE, sowie —|V| < E < 0. Die
Losung ist in vielen Standardtexten zu finden, und wir wollen hier nicht weiter
darauf eingehen. Fiir kleine |V| gibt es nur eine (gerade) Losung, mit wachsenden |V|
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Abbildung 3.6:

Fig. 4-8

Transmissivity of the square well.

kommt zuerst eine ungerade, dann wieder eine gerade, usw. Losung hinzu. Die Zahl
der gebundenen Zustdnde — d.h. die Wellenfunktionen verschwinden exponentiell
mit der Entfernung zum Topf — ist immer (fir |V endlich) endlich.

(c) Weiterhin kénnen wir auch Losungen fiir £ > 0 konstruieren, die z.B. ein Teilchen
beschreiben, das von links auf den Topf trifft und teilweise reflektiert und transmit-
tiert wird (vgl. 3.1). Das Ergebnis fiir den Transmissionskoeffizienten kénnen wir in
(3.1.10) ablesen, wenn wir — vgl. Kapitel 3.1(c) — dort V' — —|V/| setzen:

:h/i = V2mlE = V= 2m(V - E)] Barriere [\/—Qm(\w +E) = ihk] Topt

(3.3.8)
:sinh(/ﬁa)] e [sinh(:l:ika) = i sin(k;a)} oot (3.3.9)
T (1) = {1 + 4(E/\;iyl>l(1<k+a>E/yvy)} - (3310)

Fiir bestimmte Energiewerte, gegeben durch sin(ka) = 0, ist 7' = 1: Diese Maxima
nennt man Resonanzen, siehe Bild 3.6.

Die Transmissionsamplitude, betrachtet als analytische Funktion der (komplexen)
Energie E, hat einige interessante Eigenschaften (vgl. Abb. 3.7:

(i) Pole fiir reelle E < 0 <> gebundene Zusténde

(ii) Pole im Quadranten Re £ > 0,Im E < 0, die den Resonanzen entsprechen.
Allerdings liegen diese - iiblicherweise wird die Ebene so aufgeschnitten, dass
V'E einen Sprung entlang der positiven reellen Achse hat - auf dem zweiten
Riemannschen Blatt. Die Phasenverschiebung variiert stark mit £ nahe der
Resonanz.

(d) Die obigen Uberlegungen lassen sich an einem Beispiel illustrieren, V(z) =

vod(z), siehe Abbildung 3.8,
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Abbildung 3.7:
4 ImE
bouhd states
. E0 N
0 g v Re E
[a)
branch cut ~~resonance at
just below E, —iI'/2 on
positive real second Riemann
axis sheet
. Fig. 4-9

Singularities of the transmission amplitude in the complex E plane.

V; <0

v X

¥x

V, > 0

Abbildung 3.8: -formiges Potential, abstolend (links) bzw. anziehend (rechts).
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Zur Vereinfachung der folgenden Gleichungen setzen wir vy = h*€Q/m und machen
den folgenden Ausatz fiir den Ortsanteil der Wellenfunktion:

r<0: & 4 Beth®

) 3.3.11
r>0: Sk ( )

Hier ist die einfallende Welle normiert; hk = v2m£FE. Eine besondere Diskussion ist
nun aber beziiglich der Anschlussbedingungen notwendig. Dazu schreiben wir die
Schrodinger-Gleichung nochmals auf:

h? h?

EV(x)+ %\II"(x) =

Q6 (2)W(0), (3.3.12)

wegen d(z)W(xz) = 6(x)¥(0). Durch Integration von —¢...+¢,e — 0, erkennen wir,
dass zwar WU stetig ist, ¥’ jedoch einen Sprung hat:

U'(4¢e) — W' (—¢) = 2Q¥(0) (3.3.13)
Endergebnis:
Q ik
Der Transmissionskoeffizient zeigt keine Resonanzen:
9 E
T(E) = [S(E)] (3.3.15)

" E+ (hQ)?2)2m

Weiterhin hat S(E) einen Pol in der E-Ebene fiir Q2 < 0:
k= —iQ — V2mE = —ihQ, (3.3.16)

und daher muss E < 0 sein: v2mE = i\/m . Die zugehorige Energie ist

Ep = —%. (3.3.17)

Die Wellenfunktion dieses (einzigen) gebundenen Zustands ergibt sich zu
Q<0: Up(z) = Q2 1% (3.3.18)

d.h. die Ausdehnung ist durch |[Q|~! gegeben.

3.4 Kronig-Penney-Modell [§ 14]

(a) Wir untersuchen jetzt die stationéren Zustédnde eines Teilchens in einem spezi-
ellen periodischen Potential €2 > 0,

o0

V(z) = %Q Z d(z — na). (3.4.1)

n=—oo
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Dieses Modell hat grofle Bedeutung fiir das Verstdndnis der Elektronenzustéinde
eines kristallinen Festkorpers erlangt. Als Besonderheiten eines periodischen Poten-
tials ergeben sich:

(i) Im Band der in Frage kommenden Energiewerte 0 < E < oo gibt es verbotene
Bereiche.

(ii) Alle Zusténde sind delokalisiert.
Wir verwenden folgenden Ansatz:
(n—1a<z<na: A, el 4 B e-ial@mna) (3.4.2)

wobei wie iiblich A%¢> = 2mE. Die Anschlussbedingungen, Stetigkeit von ¥ und
Sprung in ¥, vgl. (3.3.13), angewandt auf = = na, liefern eine Matrixgleichung, die
(Ayi1, Bay1) mit (A, B,) verkniipft:

() (2

) (1 - 12) gar 2 giae
{2 oine (1 n 1%) ol

mit

Iteration fithrt offensichtlich auf

@:) =" (g‘;) : (3.4.5)

Bei Vorgabe beliebiger Werte Ay, By werden die A, B,, mit steigendem n entweder
exponentiell anwachsen oder abklingen. Dies sind aber nicht die Zustdnde, die uns
interessieren. Unter Umsténden gibt es aber auch Losungen, die sich beim Fort-
schreiten um eine Gitterkonstante nur um einen Phasenfaktor &ndern:

T (g) -\ (g) , A= ek (3.4.6)

Jeder dieser Zusténde wird durch Angabe von A bzw. k (—7/a < k < 7/a) charak-
terisiert. Wir berechnen die Eigenwerte (und finden A\jAs = 1 = A\ = A}), setzen
A1 + A2 = 2cos(ka), und erhalten folgende Bestimmungsgleichung fiir ¢ = ¢(k):
Q .
cos(ka) = cos(qa) + — sin(qa) (3.4.7)
q

Die Losung, q(k), eingesetzt in h®q*/2m, liefert dann die erlaubten Energiewerte,

Ey. Siehe Bild 3.9 und Bild 3.10.
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Abbildung 3.9:

mvya sinqo

Acosqa +
i2  qa

=0 k=0

N =
1

+1

o N\ =sy

-1 |
r

] Fig, 4-16
Graphical solution of Eq. (4-121). Allowed values of q are in the unshaded
areas on the q axis. ‘

Abbildung 3.10:

!
1
—1/a 0 T/

Fig. 4-16

Energy bands for the one-dimensional periodic array of delta functions.
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(b) Wie werden diese Energiezustdnde nun durch die vielen Elektronen in einem
Festkorper besetzt? Zunéchst erinnern wir an die periodischen Randbedingungen
(sieche Kapitel 2.3), die dafiir sorgen, dass in jedem Band genau N (= Zahl der
Gitterpldtze) diskrete k-Werte moglich sind. Weiterhin sind Elektronen Fermionen,
und das Pauli- Prinzip besagt, dass zwei Fermionen nicht den gleichen Zustand be-
setzen konnen. (Wir kommen in Kapitel 6 darauf zuriick.) Allerdings miissen wir
noch beriicksichtigen, dass Elektronen noch zwei Spineinstellmoglichkeiten haben
(,up* und ,down*). Somit ergibt sich zum Beispiel: Wenn der Festkorper genau
2N Elektronen enthélt, ist genau das unterste Band besetzt, Anregungen erfor-
dern eine endliche Energie (,,Halbleiter), wéhrend bei einer groferen oder kleineren
Elektronenzahl ein Band nur teilweise besetzt ist (,Leiter”). In einem Leiter ist die
Anregungsenergie beliebig klein (unendliches Volumen vorausgesetzt); das bedeu-
tet insbesondere, dass die Elektronen ohne Schwierigkeiten von einem elektrischen
Feld beschleunigt werden kénnen, d. h. es fliefit elektrischer Strom bei Anlegen eines
Feldes.

3.5 Periodische Potentiale [§ 15]

Wir wollen einige der Uberlegungen im letzten Paragraphen formalisieren (wir blei-
ben aber bei D = 1). Wir gehen von einem periodischen Potential aus,

V(z) =V(x+a), (3.5.1)
und definieren einen Translationsoperator T iiber folgende Relation:
(z|T|¥) = (z + a|T), (3.5.2)

d.h. T verschiebt in der Ortsdarstellung das Argument um eine Gitterkonstante.
Anhand der Taylor-Reihe

1
U(z+a)=V(x)+a¥ (x)+ éaZIIf”(:E) +... (3.5.3)
erkennen wir aber auch sofort, dass gilt:

U(z + a) =exp (a?)‘ll(:c), (3.5.4)

x
d. h. der Translationsoperator ist gegeben durch

T = e/t (3.5.5)

und somit ein unitédrer Operator, T+ =T, Im Fall eines periodischen Potentials
vertauscht der Translationsoperator mit dem Hamiltonoperator,

[H,T] =0, (3.5.6)
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d.h. insbesondere konnen wir die Figenzustinde zu H so widhlen, dass sie auch
Figenzustinde zu T sind! Wie schon im letzten Paragraphen diskutiert, sollte die
Wellenfunktion sich bei Translation nur um einen Phasenfaktor &ndern. Daher

(2|T|¥) = Mz|T), X= e*a (3.5.7)
V(x4 a) = e U(z)
Wenn wir weiterhin wuy(x) definieren iiber
U(z) = ey (x), (3.5.9)
so erkennen wir, dass uy(x) eine gitterperiodische Funktion sein muss:
ug(x + a) = ug(x). (3.5.10)

Eine Wellenfunktion dieses Typs heifit Blochwelle. Da k und k + 27n/a den gleichen
Eigenwert des Translationsoperators liefern konnen wir die k-Werte auf das Intervall

Tep<t (3.5.11)
a a

einschrinken. Ergebnis: In einem periodischen Potential lasst sich ein kompletter
Satz von Eigenzustdnden in der Form von Blochwellen konstruieren, die dann gleich-
zeitig Eigenzustdnde des Translationsoperators sind. Die Energieeigenwerte tragen
dann den Index , k*.

3.6 Bilder, Zeitentwicklungsoperator [§ 16]

(a) Wir untersuchen jetzt, wie der Erwartungswert eines Operators A(t), der im
Allgemeinen selbst zeitabhéngig sein kann, von der Zeit abhéngt. Der Hamiltonope-
rator des Systems, H, sei zeitunabhéngig. Dann léasst sich die Schrédinger-Gleichung
formal l6sen:

1W(t)) = e H/7 | 1(0)). (3.6.1a)

Anmerkung: Es sei {|n)} ein vollsténdiges Orthonormalsystem von Eigenzustdnden
zum Hamiltonoperator mit Eigenwerten £,, und |¥(0)) = > c¢,|n). Dann folgt
sofort mit (3.6.1a):

(W) =D coe M n). (3.6.1D)

Aulerdem finden wir fiir den Erwartungswert

(A)e = (TOIANL(2)) = (¥(0)] An(t) ¥ (0)) (3.6.2)
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mit

Ay = ft/h 4 71/ (3.6.3)
Dies ist das sogenannte Heisenberg-Bild des Operators A. Die Zeitabhéngigkeit der
Wellenfunktion wurde auf den Operator geschoben. Die ,alte® Version heifit im

Gegensatz dazu Schréidinger-Bild. Somit kénnen wir leicht die Bewegungsgleichung
fiir Ay angeben:

L d N I

wobei im Moment — siche aber auch (d) — Hy = H, da 5" mit H vertauscht.

(b) Als Beispiel betrachten wir

A p2
H=— . .0.
o V() (3.6.5)

Unter Benutzung der Vertauschungsrelationen von Ort und Impuls ergibt sich

d N ﬁH

S = (3.6.6)
d R

P = —VV(7n), (3.6.7)

d. h. die Bewegungsgleichung fiir die Operatoren im Heisenberg-Bild hat die gleiche
Form wie die klassischen Bewegungsgleichungen. Die Ahnlichkeit beruht darauf,
dass der Kommutator, dividiert durch (ih), der Poisson-Klammer der klassischen
Mechanik entspricht. Im Allgemeinen lassen sich (3.6.6) und (3.6.7) nur schwer l6sen.
Ausnahme: freie Teilchen, konstantes Kraftfeld, harmonischer Oszillator. In diesen
Féllen sind die Ergebnisse der klassischen Mechanik direkt iibertragbar.
Harmonischer Oszillator:

~

Fu(t) = i cos(wt) + % sin(wt) (3.6.8)

pu(t) = pcos(wt) — mwi sin(wt) (3.6.9)
(c¢) Wechselwirkungsdarstellung (Dirac-Bild). Ein haufig auftretender Fall ist
H = Hy+ H(t) (3.6.10)

mit einem zeitabhiingigen Anteil H;(t). Dann ist eine gemischte Version bequem,
d. h. wir verschieben den durch Hj bestimmten Anteil der Zeitabhéangigkeit von den
Zusténden zu den Operatoren:

Ap(t) = eiflot/h J g=1Hot/h (3.6.11)
[Wp(t)) = e (1)) (3.6.12)
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Die Bewegungsgleichung fiir Ap ist die Folgende:

d . N I
lh&AD = [AD, HQ] -+ ih <§A>D (3613)

(d) Im allgemeinen Fall eines zeitabhéngigen Hamiltonoperators fithren wir den
(unitéren) Zeitentwicklungsoperator U (t, o) ein:

d - N N
iU (t,t0) = H(OU (¢, o). (3.6.14)

wobei ty den ,, Anfangszeitpunkt® bezeichnet. Es gilt
(W) = U(t, o) ¥(to)). (3.6.15)

Das Heisenberg-Bild ist jetzt gegeben durch

~

Au(t) = Ut (t,t0)AU(t, t,). (3.6.16)

Die Bewegungsgleichung ist aber unveréndert (3.6.4). Achtung: Jetzt ist Hy nicht
gleich H ! Wegen U(ty, to) = 1 kénnen wir aus (3.6.14) leicht eine Integralgleichung
gewinnen:

A

1/t - -
to

Wichtig: (3.6.14) lisst sich nicht einfach 16sen, da H(t)H(t') # H(t')H(t) fiir t #
t" ! Nach mehrmaliger Iteration von (3.6.17) kann man sich aber von folgender,
kompakter Darstellung iiberzeugen:

O(tto) = Ty exp <—% / t dt’H(t’)) (3.6.18)

to

Hier ist T, der Dysonsche Zeitordnungsoperator, definiert durch

A

A(ty)

T, [A(t) B(t2)] = { B i(? fiar £, > 1 (3.6.19)

t
tg) ( ) fir to >t

Verallgemeinerung fiir mehrere Zeiten: Der Zeitordnungsoperator ordnet in einem
Ausdruck der Form

T |A(h) B(t)C ) . X ()]

die Operatoren so an, dass die spateren Zeiten links von den fritheren Zeiten stehen.
Beweis von (3.6.18): Entwickeln der Exponentialfunktion; mehrmaliges Vertauschen
der Integrationsvariablen; Vergleich mit der Reihe, die durch unendlichfache Itera-
tion von (3.6.17) entsteht.
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3.7 Propagator, Wegintegraldarstellung [§ 17]

(a) Der Hamiltonoperator sei zeitunabhéngig; die stationédren Zusténde bezeichnen
wir mit |n), die zugehorigen Energieeigenwerte mit £,,. Zur Vereinfachung sei D = 1.
Der Propagator ist definiert — vergleiche Kapitel 2.4 — iiber die Relation

K(xt,2't") = (z| e —iH(t=t)/h |zt —t'). (3.7.1)

Durch Einschieben des Einheitsoperators in der Form
1= |n)nl (3.7.2)

erhalten wir

K(zt,2't') = (a[n) e =M (nlahO(t — 1), (3.7.3)

n

und fiir die Fourier-Transformierte beziiglich der Zeitdifferenz:
K(z,2', F) —/ dt e'FY" K (xt, 2'0) (3.7.4)

= K(z,2', E) mz ‘”|” W (3.7.5)

Hier ist bei F ein positiver Imaginérteil zuzufiigen, ¥ — F +i0 , um die Integration
in (3.7.4) sinnvoll zu erkldren. Damit ist K (z,2’, E) eine analytische Funktion in
der oberen Halbebene, eine sogenannte retardierte Funktion. In koordinaten-freier
Darstellung setzen wir

K(t,t) = e HEM gy — ) (3.7.6)

und finden die Bewegungsgleichung
0
1h8— - H =0t —t). (3.7.7)

Daher heiBt K (¢t — ¢') auch Green’sche Funktion.

(b) Wir betrachten wieder (3.7.1) fiir ¢ > ¢’ = 0 und unterteilen das Zeitintervall
N-fach: e = t/N,t; = je, und

N
e—iﬁt/h _ H e—iﬁ(tj_tj—l)/h ) (3.7.8)

Jj=1

Durch N — 1-faches Einschieben der 1 in der Form

1= /dxj\xj><xj| (3.7.9)
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finden wir, analog zu (2.4.12)
K(zt,2'0) = /del codm K(xt, oy _1tn_1) ... K (218, 20). (3.7.10)

Im Grenzfall N — oo erhalten wir die Wegintegraldarstellung des Propagators (die
von Feynman eingefiihrt wurde). Zur Berechnung des Kurzzeitpropagators (¢ — 0)
verwenden wir

K (zjt;, a5 1t;_1) ~ (x;] e /2 o= V@e/h (3.7.11)

und schieben den Einheitsoperator in der Form

dp
1= — 3.7.12
[ 3o (3712
ein. Damit erhalten wir
d . .
K(SCjtj, l’jfltjfl) = / % ele(p,a:j,l)e/h elp(xjimj*l)/h (3713)

und finden, nach einer Gauf3’schen Integration,

m \1/2 .
K({L‘jtj, IL'j_ltj_l) = (27‘[‘1h€) elsd/h (3714)
2
S, =c [% (%) - V(xj_l)] . (3.7.15)

Abgekiirzte Schreibweise:

K(zt,2'0) = /D:p tSlel/h (3.7.16)
/

wobei die Integration iiber alle Wege geht (z(0) = 2, z(t) = = vorausgesetzt).

(¢) Bemerkungen

e (3.7.3) und (3.7.4) heiflen auch Spektraldarstellung,.

e Wir betrachten (3.7.4) fiir x = 2/, integrieren iiber x und setzen t —t' = —ih[.
Dann erhalten wir die Gréfe

7 = /de(:c,x',t —t' = —ihp) = Z e PEn (3.7.17)

7, auch kanonische Zustandssumme genannt, ist eine zentrale Grofle in der
Statistischen Physik.



Kapitel 4

Drehimpuls, Zentralpotential

4.1 Kommutatoren, Eigenfunktionen [§ 18]

(a) Der Drehimpulsoperator in der Quantenmechanik ist analog seinem klassischen
Aquivalent definiert:

A

L=7xp (4.1.1)

oder in Komponenten:

~
A

L, =q9p. — 2p,, etc. (4.1.2)

Der Drehimpulsoperator ist hermitesch, L= 13*, und damit sind seine Eigenwerte
reell. Aus den bekannten Vertauschungsrelationen fiir 7 und p finden wir eine Reihe
von Relationen, z.B.

A ~

Ly, %] =0, [Ly,9) =ih3, [Ly, 2] = —ihg, (4.1.3)

die sich mit Hilfe des antisymmetrischen Einheitstensors dritter Stufe, €;;;, zusam-
menfassen lassen:

[im ;| = iheijr, (4.1.4)

wobei iiber & summiert wird. In €;;, sind nur diejenigen Komponenten von Null
verschiedenen, fiir die (ijk) eine Permutation von (123) ist. 123 = +1, und ;5 = +1
fiir eine gerade Anzahl von paarweisen Vertauschungen, und €5, = —1 fiir eine
ungerade Anzahl von paarweisen Vertauschungen der Indizes (ausgehend von (123)).
Sei n ein numerischer Vektor; dann folgt aus (4.1.4):
[n- L,#] =ih (7 x n);, also (4.1.5)
n-L,#]=ih(f xn). (4.1.6)

Aufgrund der ,,Symmetrie“ zwischen Ort und Impuls gilt analog:

n-L,p|=ih(pxmn). (4.1.7)



4.1 Kommutatoren, Eigenfunktionen [§ 18] 53

Die Komponenten von L vertauschen aber nicht miteinander; wir benutzen die all-
gemeine Beziehung

[A, BC] = B[A,C) +[A, BIC (4.1.8)
und finden
n- L, L] =ih (Ji x n) (4.1.9)
[Li, Lj] = iheijily. (4.1.10)
Explizit:
(Lo, Ly = ihL., etc. (4.1.11)

bzw. in Vektornotation
L x L =ihL. (4.1.12)

(b) Als Konsequenz ergibt sich u.a.

~

[L*, L] =0, (4.1.13)

d.h. das Quadrat des Drehimpulsoperators vertauscht mit jeder einzelnen Kompo-
nente. Somit konnen wir, wenn wir einen vollstindigen Satz von Eigenzusténden
zu L2 gefunden haben, diese so wihlen, dass sie auch Eigenzustdnde zu einer der
Komponenten von L sind. Wir wihlen als diese willkiirlich die z-Komponente. Alle
Eigenwerte von L2 sind positiv, und wir setzen diese gleich h2I(I + 1) (mit [ > 0).
Dies ist dimensionsméfig korrekt und definiert . Auflerdem setzen wir die Eigenwer-
te von L, gleich hm; die moglichen Werte, die [ und m annehmen kénnen, sind aber
noch zu bestimmen. Entsprechend bezeichnen wir die Eigenfunktionen mit |I,m):

L1, m) = RA(L+ D)|l,m); LI, m) = hm|l,m). (4.1.14)
Schliefflich definieren wir noch

L= 1L,+iL, (4.1.15)
und finden folgende Relationen:

(L, Li]=+hLy (4.1.16)
L.L_=L*—~L*+nL. (4.1.17)
—hl, (4.1.18)

A A A A + A
sowie [Ly,L_] = 2hL,. AuBlerdem ist (L+> = L_, und daher gilt fiir jeden Zu-

stand, und insbesondere auch fiir |, m),

(L, m|LyL_|l,m) > 0. (4.1.19)
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Wenn wir hier (4.1.17) und (4.1.18) verwenden, erhalten wir

I(l+1)—m*>+m >0 sowie

(4.1.20)
I(1+1)—m?—m > 0.

Diese beiden Relationen bedeuten, dass |l + 1/2| grofler sein muss als |m + 1/2] |
und dies geht nur fiir

—1<m <+l (4.1.21)

Im Weiteren gehen wir vor wie bei der Konstruktion der Eigenzustdnde des harmo-
nischen Oszillators. Aus (4.1.16) folgt

L.L_|l,m) = L_(hm — h)|l,m) = h(m — 1)L_|l,m), (4.1.22)

d.h. ﬁ_|l, m) o< |l,m —1): L_ verringert m, die azimutale Quantenzahl, um 1, und
entsprechend vergréfiert L, m um 1. Da |l,m) normiert ist, finden wir mit (4.1.17)

Ly|l,m) = hCy|l,m £ 1) (4.1.23)

Ci=11+1)—m(m=£1). (4.1.24)
Aus diesen Relationen ergibt sich: Wenn m ein Eigenwert von L. /h ist, so sind auch
m £ 1, m £ 2, etc. Eigenwerte. Andererseits muss |m| <[ sein. Dies geht nur, wenn
die aufsteigende Reihe mit dem Wert m = [ und die absteigende Reihe mit dem
Wert m = —[ abbricht [Cy(m = £I) = 0]. Die moglichen Werte von m sind also
+[ minus eine ganze Zahl bzw. —[ plus eine ganze Zahl. Daher muss 2/ eine ganze

Zahl sein, d.h. [ ist ganz- oder halbzahlig. Fiir jedes vorgegebene [ gibt es 2/ + 1
verschiedene m-Werte,

m=—l,—l+1,....0—1,L (4.1.25)
Orthogonalitétsrelation:
<l, m|l', m'> = 5”/5mm/. (4126)

Bemerkung: Die Werte von [, die beim Bahndrehimpuls L=7x p moglich sind, sind
ganzzahlig. Wenn jedoch interne Freiheitsgrade betroffen sind — Eigendrehimpuls
(Spin) —, kann die entsprechende Grofie ganz- oder halbzahlig sein.

4.2 Drehungen [§ 19]

Wir hatten bereits in Kap. 3.5 gesehen, dass der Impulsoperator Translationen im
Ortsraum ,erzeugt”,

(r| 2P/ W) = U(r + a). (4.2.1)
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Entsprechend lassen sich mit dem Drehimpulsoperator Drehungen beschreiben. Wir
betrachten zunéchst den Operator

P=7r+dx7P, (4.2.2)
wobei & ein infinitesimaler Vektor ist. [Aus technischen Griinden wird ein ,, Pfeil“ be-
nutzt, um den Drehvektor & zu kennzeichnen.] Wir benutzen (4.1.6) und bestétigen
durch Entwicklung leicht die Beziehung

,’q/: ei(f}-.tz/h ,f, efi@-.i//h (423)

(e” ~ 1+ x, quadratische Terme weglassen). Diese Relation gilt auch fiir endliche
&: 7' ist der um die Achse &/|&| um den Winkel || = w gedrehte Ortsoperator! Zur
[lustration setzen wir w — w + dw, d.h. wir betrachten Rotationen um eine feste

Achse; dann folgt aus (4.2.3)

d . . = ‘t s
—p = elw~L/h i w - ,'f‘ e—lw-L/h
dw h 1l (4.2.4)
@416 _, 1
= WX 7.
<]

Dies ist eine (z.B. aus der klassischen Mechanik) bekannte Beziehung.
Wie wirkt der Operator exp(i@ - L/h) auf eine Wellenfunktion? Da 7' der , gedrehte
Operator ist, setzen wir

7'|r) =7r'|r). (4.2.5)

Hier ist 7' die durch eine Drehung aus r hervorgegangene Koordinate. Wir benutzen
(4.2.3) und erhalten

P e—i&-i/h |'I°> — e—i&-i/h |,,,> (4.2.6)

Daher ist der Zustand e~ &-L/h |r) ein Eigenzustand zum Ortsoperator mit Eigenwert
r’, d.h.

') = e L/ |p) (4.2.7)
und

(r'| = (r| =L/ (4.2.8)
Damit finden wir

U(r) = (W) = (r] Z 0 W) = (r] W) (4.2.9)
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bzw. (von rechts nach links gelesen)
U'(r) = U(r). (4.2.10)

Die gedrehte Wellenfunktion, |¥’), bekommt in der Ortsdarstellung als Argument
die gedrehte Koordinate.

Anmerkung (1): Die Uberlegungen zur Rotation des Ortsoperators, vgl. (4.2.3), gel-
ten fiir jeden Vektoroperator.
Anmerkung (2): Wir setzen formal (vgl. (4.2.9), aber auch (4.2.7))

U) = R|¥), R= oL/ (4.2.11)

und fordern, dass der Erwartungswert in einem beliebigen, vorgegebenen Zustand
invariant unter Rotationen sein soll, d. h.

(gl = (¥'|g'|v), (42.12)

wobei @ ein beliebiger Vektoroperator ist. Dann folgt (wegen R = R*; R ist ein
unitirer Operator < Erhaltung der Norm)

Gg=R'4R (4.2.13)
bzw. (vgl. (4.2.3))
G = RGR™". (4.2.14)

Das bedeutet anschaulich, dass eine Drehung des Zustands und der physikalischen
Grofle den Erwartungswert unveréndert lasst. Entsprechend gilt

U(r) = (r|¥) = (r|RTIR|V) = (#"|T) = ' (r") (4.2.15)

mit |#") = R|r) = |#'(—&)): Eine Drehung von Zustand und Basis (in die gleiche
Richtung!) ldsst die Komponenten des Zustands unveréndert.

Anmerkung (3): Hiufig werden Drehungen auch durch die Euler-Winkel «, 3,y be-
schrieben:

R = L=/ iBLy/h il /h (4.2.16)

Der Zusammenhang von «, (3, mit & lasst sich nicht leicht herstellen.

4.3 Kugel(flichen)funktionen [§ 20]

(a) Um die Darstellung des Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten herzuleiten,
kénnen wir direkt von (4.1.1) in der Ortsdarstellung ausgehen:

L — —ihr x V (4.3.1)
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und Kugelkoordinaten einfiihren:
xr=rsinOcosp, y=rsinOsingp, z=rcosO. (4.3.2)

Wir kénnen aber auch von (4.2.8) ausgehen und infinitesimale Drehungen um die
kartesischen Achsen betrachten, z.B. & = (0,0,w), w — 0:

(r',®.,¢'| = (r,0,¢|

h

1+ MLZ] . (4.3.3)

Nun wissen wir aber, dass bei einer derartigen Drehung ' =r,0' =0,¢' = p + w
zu setzen ist:

(10,0 +w| = (r0,¢ |1+ “"h ] . (4.3.4)
Mit
0
(r,©,p+w|~(r,0,p| +w%<7’,@,¢\ (4.3.5)
finden wir somit durch Vergleich
“ 0
(r,0,p|L, = —ih— (1,0, ¢|. (4.3.6)

Oy

Entsprechend gilt fiir eine infinitesimale Drehung um die x-Achse:
O =0 —wsing, ¢ =¢p—wcotOcosp, (4.3.7a)

und um die y-Achse:

O =0 +wcosp, ¢ =p—wcotOsingp. (4.3.7b)
Resultat:

L, — —ih <— sin go% — cot O cos gp%) (4.3.8)

L —ih | cos 9 _ cot © sin 9 (4.3.9)

Ly — —ih e (ii% — cot @%) : (4.3.10)

Auch das Quadrat des Drehimpulsoperators ldsst sich entsprechend darstellen:

o 2| 1 0 1 0 (. 0
L h Lin2@8902 + T sin © (4.3.11)
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Mit Hilfe dieser Beziehung lisst sich der Laplace-Operator umschreiben:

1 e

= — r —
r Or? 72

v2

: (4.3.12)

wobei L? jetzt gerade der in (4.3.11) angegebene Differentialoperator ist; nach Mul-
tiplikation mit —h%/2m ergibt sich

R p? L?
Mg 4.3.13
2m 2m  2mr? ( )
mit p, = —ih(9/0r + 1/r). In dieser Form sollten Erinnerungen an die klassische

Mechanik (Kepler-Problem) und auch an die Elektrodynamik (Laplace-Gleichung in
Kugelkoordinaten) wach werden!

(b) Die Eigenfunktionen von L? und L. in der Ortsdarstellung sind gewisse Funk-
tionen, auch Kugelflichenfunktionen genannt, fiir die sich folgende Notation ein-
gebiirgert hat:

(0, ¢ll,;m) =Yin(0,¢). (4.3.14)

Anmerkung: Die Bedingung ,m (und damit auch [) ist ganzzahlig® folgt aus der
Forderung der Eindeutigkeit der Wellenfunktion bei einer Drehung um 27:

(0, ¢ + 21|l m) = (O, p| ™=/ |1 m)

o (4.3.15)
= e <@790|l7m> = <@790|l7m>'

Die Differentialgleichungen fiir die Kugelfunktionen ergeben sich aus ﬁz|l,m) =
hm|l,m) und L2, m) = R2(l + 1)|I,m). Es ist klar, dass der g-abhiingige Teil
o €™ ist, vgl. (4.3.6). Wir machen einen Produktansatz,

Yin(©, ) ox ™ f(£), & =cosO, (4.3.16)

und erhalten folgende Differentialgleichung:

9

e - o =i+ 15 (@317
bzw.
2 8 2 8 2 2
[(1—{ )0_§<1_€ >8_£+l(l+1>(1_£ )—m”| f(§) =0. (4.3.18)

Losungen dieser Gleichung sind von der Form

F(€) oc (1 — €2)mI2plmle). (4.3.19)
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Pllml(f ) heiit zugeordnetes Legendre-Polynom und ist ein Polynom vom Grad [ — |m)|

(= 0):

Im|
PI(€) = S Pi©) (4320)

Die Funktionen P;(§) heilen Legendre-Polynome,

1 d o, .
PE) = g qa € — V)" (4.3.21)

Zusammenfassend erhalten wir

Yim(©,¢) = Cpp €™ (1 — £2)ImI2 (g, (4.3.22)
Die Konstante Cy,, ist durch die Normierung bestimmt,

/dQ Y (0, 0)Yim (©,0) = i, (4.3.23)
und ergibt sich zu

= {7 im0y fIET fOlely 120

(Das Vorzeichen fiir m > 0 ist natiirlich nur Konvention.)

Alternativ kénnen wir auch von der Beziehung L,|l,I) = 0 ausgehen, d.h. (vgl.
(4.3.10))

0 9,
(1% — cot @&0) Yu(0,¢) = 0. (4.3.25)

Die Losung dieser Gleichung ist o< €l (sin ©)!). Die iibrigen Y}, lassen sich dann
durch mehrmaliges Anwenden von L_ konstruieren.
Beispiele:

/3 / .
Yio=1/—cosO, Y1 =F i eT¥ sin O,
47 8
Yoo =4/ > (3cos®’© — 1) Yor1 = \/15sin@cos@eii“’
20 =\ 167 ) 241 = F S )
[ 15 -
Yoio = 39, sin? © et

Anmerkung (1): Die Paritétsoperation 7 — — entspricht in Kugelkoordinaten © —
m—0, ¢ — p+m. Anhand der expliziten Form sehen wir, dass unter dieser Operation

Yim(©,¢) = (=1)"Yim(©, ), (4.3.26)
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d.h. Zustédnde mit geradem (ungeradem) [ haben eine gerade (ungerade) Paritit.
Formal (vgl. (3.3.1)):

P|l,m) = (—1)!1,m) (4.3.27)

wegen (r|P|0) = (—r|D).

Anmerkung (2): Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstindiges orthonormales
Funktionensystem auf der Einheitskugel, d.h. jede Funktion von O, kann nach
Yim (0, ) entwickelt werden. Formal:

>l my(t,m| =1, (4.3.28)

I,m

aber auch

/dQ 19,0} (0, | =1 (4.3.29)

(Vgl. zum Beispiel (4.1.26) mit (4.3.23)).
Anmerkung (3): Es gilt das ,,Additionstheorem*

!
AT ,
Pi(cos o) = A1 Y Y (0,¢)Yim(©, ) (4.3.30)
m=—1

Hier ist o der Winkel zwischen den durch (©’;¢’) und (0, ¢) festgelegten Einheits-
vektoren.

4.4 Zentralkrifte [§ 21]

(a) Nachdem wir die Theorie des Drehimpulses entwickelt haben, kénnen wir jetzt
die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralpotential diskutieren (d.h. das Po-

tential héangt nur vom Abstand r = |r| ab):
A ﬁQ
H="—+V(r|). 4.4.1
P v(e) (44.)

Der Hamiltonoperator ist dann invariant unter Rotationen um den Ursprung, d. h.
der Drehimpuls ist eine Erhaltungsgrofe:

[H,L] =0 (4.4.2)
und insbesondere

[H,L* = 0. (4.4.3)
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Dies bedeutet, dass wir einen vollstédndigen Satz von Eigenzusténden finden kénnen,
die gleichzeitig Eigenzustinde von H, L? und L, sind. Wir nennen diese |E,l, m).
AuBerdem vertauscht H auch mit L, und L,, d.h. auch mit L,. Wegen

HL4|E,l,m) = L+H|E,l,m) = EL|E,1,m) (4.4.4)

sind die Zustidnde f/i|E, l[,m) ebenfalls Eigenzustiande zu H mit dem gleichen Ei-
genwert F. Konsequenz: Das zu einem festen [-Wert gehorige Energieniveau ist auf
jeden Fall (21 + 1)-fach entartet — eine direkte Folgerung aus der Rotationsinva-
rianz des Problems! In der Ortsdarstellung (und in Kugelkoordinaten) lautet die
stationdre Schrodinger-Gleichung

n* 1 0 L2

T+ g+ V()| W) = BU(r) (4.4.5)

und wir machen wieder einen Produktansatz:

U(r) = fi(r)Yim(©, ¢). (4.4.6)

Hier héngt der erste Faktor, fi(r), wie durch die Notation angedeutet, nicht von m
ab. Wenn wir dann noch fi(r) = w(r)/r setzen, erhalten wir
D v i) = But (4.47)
———t —— )| w(r) = Bul(r 4.
2m Or? 2mr? : n
welches wie eine eindimensionale Schrodinger-Gleichung aussieht (allerdings: 0 <
r < o0), die zusétzlich das Zentrifugalpotential enthélt. (Dieser Anteil ist nur fiir
[ > 0 wirksam.) Wie wirkt sich diese Zentrifugalbarriere aus? Dazu betrachten wir
(4.4.7) fiir r — 0, unter der Annahme, dass V' (r) schwiicher als 1/r? divergiert. Dann
kénnen wir V/(r) vernachlissigen und erhalten

r—0: wuocrloder ocr. (4.4.8)

Die zweite Losung ist unphysikalisch (da nicht normierbar). Resultat: Die Zentrifu-
galbarriere sorgt dafiir, dass ein Teilchen mit endlichem Drehimpuls nicht zu nah an
den Ursprung kommt, f;(r) ~ 7!, und das ist umso mehr so, je grofer [ wird.
Unter der Annahme V(r — o0) — 0 finden wir fiir grofle Absténde

e:l:ikr

r—oo,E>0: fix (4.4.9)

—KRT

e

r—oo, BE<0: fx (4.4.10)

mit hk = v2mE fiir E > 0 und hk = /2m|E| fir E < 0.
Nomenklatur:
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[l =0: s-Zustinde (,sharp®)
l=1: p-Zustinde (,principal®)
= 2: d-Zustéinde (,diffusive®)

[l =3: f-Zustande (,fundamental®)

(b) Als Beispiel betrachten wir einen dreidimensionalen Potentialtopf,

-V r<a
Vir) = 4.4.11
m={7y s (411)
Fiir dieses — und jedes andere stiickweise konstante — Potential ist eine Gleichung
vom Typ

2 2d I(l+1)
i S A 4 =0 4.4.12
{dﬂ * rdr 72 * fulr) ( )

zu lésen, bzw. mit k* < —k? (und geeigneter Identifizierung von k bzw. k). Die
Losungen hiangen von x = kr ab und heiflen

Ji(x):  sphérische Besselfunktionen
ny(z): sphérische Neumannfunktionen
hi(x) = ji(x) + iny(z): sphérische Hankelfunktionen

Beispiele:
sin x sinx  cosT
- _ ; — — 4.4.13
o) =5, i) = T -2 (14.13)
. 3 1\ . 3
Ja(x) = <; - ;) sing — — cosa, (4.4.14)
cos T cosx  sinx
_ - — 4.4.15
mow) =~ 2L () = 5T - (1.415)
3 1 3
ne(x) = — (E - E) COST — — sin . (4.4.16)
Asymptotisches Verhalten:
Ji(z) oc 2t
x—0 () o —g— @+ (4.4.17)
; 1 ]z
T — 00 : @) = Sim (e ~15) (4.4.18)
ny(z) — —2 cos (. —15)

Wir erkennen an (4.4.18) dass h;(x) asymptotisch eine auslaufende, und hj(x) asym-
ptotisch eine einlaufende Welle beschreibt. Nahe dem Ursprung (x — 0) ist n;(z)
auszuschliefen. Fiir den Fall k? — —x? ist Iy(irr) die korrekte Losung (abfallend
fir r — o0).

Mit Hilfe der beschriebenen Funktionen (und unter Beriicksichtigung der An-
schlussbedingungen) lasst sich jedes radialsymmetrische Problem mit einem stiick-
weise konstanten Potential behandeln.
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4.5 Wasserstoffatom [§ 22]

(a) Ein Wasserstoffatom besteht aus einem Proton (,,p*) und einem Elektron (,e®),
die iiber das Coulombpotential wechselwirken. Der Hamiltonoperator ist

~9 ~9
: b D A A
- Po P s 45.1
2mp + 2me + (|’r rp|)7 ( )
mit den beiden Massen m,, und me, und V() = —e?/r. Die Impuls- und Ortsopera-

toren fiir das Proton und das Elektron geniigen jeweils den iiblichen Vertauschungs-
relationen, wihrend gemischte Kommutatoren verschwinden, wie z.B.

[Pe, 7] = 0. (4.5.2)

Wie auch bei der Behandlung des Kepler-Problems in der klassischen Mechanik
gehen wir als erstes zu Schwerpunkt- und Relativvariablen iiber:
. 5 MpTp + MeTe

, (4.5.3)

mp + Me

, P =p, + p., (4.5.4)

und definieren die reduzierte Masse, m = mem,/(me + m;,), und die Gesamtmasse,
M = me + m,. Wir finden:

H=—+Z Lyqs) (4.5.5)

wie in der klassischen Mechanik. Wichtig ist dabei, dass Schwerpunkt- und Rela-
tivbewegung unabhéngig voneinander sind, und dass Relativimpuls und -koordinate
den {ibliche Impuls-Ort-Vertauschungsrelationen geniigen:

[P, p;] =0, [B,7]=0, [pi,7]=—ihd,, (4.5.6)

d.h. wir konnen sofort einen Produktansatz machen und die Schwerpunktbewe-
gung (= ebene Welle) abseparieren. Somit erhalten wir fiir die Relativbewegung die
Schridinger-Gleichung eines Teilchens mit reduzierter Masse m im Potential —e? /7.
(b) Da der Hamiltonoperator fir die Relativbewegung mit L = 7 x p vertauscht,
machen wir wieder den Ansatz

\Ilnlm<r> = Rnl<T)lem<@> 90)7 (457)

wobei die Quantenzahl, n“ jetzt den Index ,E“ (siehe Kap. 4.4) ersetzt hat. R,;(r)
geniigt folgender Differentialgleichung;:
P A2 RA(I+1 2
- 4 (+ )_e_ (r-R)=E(r-R) (4.5.8)

2m dr? 2mr? r
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Fiir jedes [ gibt es eine unendlich grofie Zahl von (normierbaren) Losungen mit Index
,n, n > 1+ 1, auch Hauptquantenzahl genannt, die gegeben sind durch

2\ 2
Rnl('f’) =—Cy efr/nao (_T) Lilj-rll (_T) , mit (4.5_9)

nagp nagp
2\ (n—1—1)!
Cn = . 4.5.10
: (nao) 2n[(n + )3 ( )
Hier ist

h2
ag = — ~ 0.53 x 10~° cm (4.5.11)

me

der Bohrsche Radius und Lffill ein assoziiertes Laguerre-Polynom. Wichtig ist, dass
die Energiewerte nur von n abhéngen,
E ¢ 1 (L Formel) (4.5.12)
= ——— man-Forme 5.
2a0 n? Y
mit e?/2ag &~ 13.6 eV = 1 Rydberg. Fiir ein fest vorgegebenes n (und damit E,,,n >
1) kann [ die Werte

1=0,1,2,...,n—1 (4.5.13)

annehmen. Wir hatten bereits die (2/ + 1)-fache Entartung zu festem [ aufgrund der
Rotationssymmetrie diskutiert. Die zusdtzliche Entartung — die Energie héngt nur
von n und nicht mehr von [ ab — heifit auch ,zufillig® und ist eine Eigenart des
Coulomb-Potentials. Die gesamte Entartung eines Energieniveaus wird damit (wir
haben den Spin der Elektronen noch nicht beriicksichtigt!)

n—1

> @i+1)=n” (4.5.14)

=0

(c) Beispiele:

2
Rio=—75 e /a0 (4.5.15)
)
1 r
= [(2——) e/ 4.5.16
Rao (2a0)" ( CLO) e ( )
1
Ry = L /2w (4.5.17)

—_— e
(2a0)3/2 \/gao

(d) Die groBe Entartung der Niveaus héngt direkt mit einer weiteren Symmetrie des
Problems zusammen, die klassisch ihren Niederschlag darin findet, dass gebundene
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Abbildung 4.1:
AL

)

F 1go 7-1
The angular momentum L and Lenz’s vector R
for an elliptic orbit of the classical Kepler problem.

Bahnen des Kepler-Problems in sich geschlossen sind. Die zugehorige Erhaltungs-
grofle, der Runge-Lenz-Vektor, ist lings der groflen Achse vom Brennpunkt zum
Perihel gerichtet (siehe Bild 4.1):

1 e?
R=—pxL——r. (4.5.18)
m r
Die entsprechende quantenmechanische (hermitesche) Version dieses Ausdrucks ist
. 1 /. 4 A ) e
R:—(pr—LXp>— >y (4.5.19)
2m |7

Es lésst sich nachrechnen, dass dieser Vektoroperator erhalten ist:
[H,R] = 0. (4.5.20)

Die Existenz dieser weiteren erhaltenen Grofle kann die zusétzliche Entartung im
Wasserstoff-Problem erkldren, und es ldsst sich auch ein algebraisches Verfahren
zur Bestimmung der Energieeigenwerte angeben (siche Baym, S. 175-179). Weitere

Relationen:
R-L=L-R=0 (4.5.21)
. 2H(L? + h?
R =¢* (L7 + A7) (4.5.22)
m
. —92H .
[RZ‘,RJ‘] =1ih m 5ijkLk (4524)
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Wichtig: Wir stellen fest, dass sich der Hamiltonoperator durch andere Erhaltungs-
grofen — hier: L und R — ausdriicken lisst!

Allgemeine Regel: Liegt eine Entartung des Energiespektrums vor, so ist damit eine
erhaltene Grofle bzw. eine Symmetrie des Problems verkniipft!



Kapitel 5

Spin

5.1 Spin-1/2: Einfiihrung [§ 23]

(a) Viele Elementarteilchen haben einen ,inneren Drehimpuls, auch Spin genannt,
mit folgender Eigenschaft. Wenn wir die Komponente des Spins entlang einer be-
liebigen Richtung (im Ortsraum) messen, finden wir entweder den Wert +%/2 oder
den Wert —h /2. Man spricht auch von Spin-1/2-Teilchen; insbesondere das Elektron
wird uns noch beschéftigen. Wir ordnen dem Spin einen Vektoroperator § zu, mit
den drei Komponenten 3., §,, 5., und verlangen, dass diese die iiblichen Drehimpuls-
Vertauschungsrelationen erfiillen:

Die Uberlegungen aus Kapitel 4.1 sind direkt anwendbar. Als Basis wihlen wir
Eigenzustinde zu $% und 3.:

§%|s,5.) = hs(s +1)|s,5.), 8.]s,5.) = hs.|s,s.). (5.1.2)

Nun ist aber s = 1/2 fest im Folgenden, und daher wird dies nicht immer explizit
angegeben; s, kann die Werte +1/2 annehmen. In dieser Basis entsprechen den
Operatoren folgende Matrizen:

3p% (1 0 hi(l 0
32 o 2 3, o . 1.
SH4<0 1)’ 3H2<0 —1) (5.1.3)

Abkiirzende Notation:

o=tz o), 5=z ol (5.1.4)

Ein beliebiger Zustand lasst sich wie iiblich entwickeln:

) = x¢T) + xu11), (5.1.5)
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und entspricht einem komplexen Vektor mit zwei Komponenten. Aus der Normie-
rung ( |T) und ||) als normiert vorausgesetzt) folgt

il + [x P = 1. (5.1.6)

Die Vertauschungsrelationen sind erfiillt, wenn wir die Operatoren mit den Pauli-
Matrizen identifizieren:

h

—

S~ 5% mit den Komponenten (5.1.7)

o <(1) 3) . oy = (? Bi) . 0. = ((1) _01) . (5.1.8)

Das Quadrat dieser Matrizen ist gleich der Einheitsmatrix:

10
2 _ 2 _ 2 _
0,=0,=0,= (0 1) (5.1.9)
und es gilt:
0,05 -+ 0;0; = 252J (5110)
0,05 —00; = QiEijkO'k (5111)
0,05 = 5”‘ + igijkaka (5112)

sowie fiir zwei Vektoren a und b:
(a5)(bﬁ)zalbjazajzab+1(a><b)5’ (5113)

Weiterhin lésst sich jede 2 x 2-Matrix in der Form « + 5 - ¢ schreiben; a und ﬁ sind
reell, wenn die Matrix hermitesch ist.

(b) Aufgrund der Normierungsbedingung lésst sich ein beliebiger Zustand wie folgt
darstellen:

X1 = €9 e %% cos(0/2), X, = €° ™2 5in(0/2), (5.1.14)

Der Phasenfaktor ! ist offensichtlich irrelevant; wir setzen § = 0. Der angegebene
Zustand ist ein Figenzustand zu § - n, wobei n gerade der durch ¢ und © charak-
terisierte Einheitsvektor ist, mit Eigenwert +5h/2! Um dies einzusehen, setzen wir
n = (ng, ny,n,), benutzen die Matrixdarstellung

h h i
.§-n<_>§5-n:—( e T my) (5.1.15)

2 \ng +1iny —n,

und setzen

()= () o



5.1 Spin-1/2: Einfiihrung [§ 23] 69

Resultat:
ny = cospsin®, n, =sinpsin®, n, = cosO. (5.1.17)
(¢) Drehungen im Spinraum. Wir untersuchen die Wirkung, die der Operator d(&) =
2

exp(—id- §/h) hat. In der Matrixdarstellung, unter Beriicksichtigung von (7 -&J)* =

w?, w = ||, ergibt sich zunichst

L aap N (210 6/2)"
)= e P (5.1.18)
n=0 e
= 1 cos(w/2) — id - T sin(w/2)

mit © = &/w . Explizit:

dyy = cos(w/2) — iw, sin(w/2) = dJ; (5.1.19)
iy, = (@, — i@y) sin(w/2) = id", (5.1.20)

Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die y-Achse, @ = (0, 1,0), berechnen

1 cos(w/2)
d = 5.1.21
(o)~ (/) 12
und erkennen im Vergleich mit (5.1.14), dass dieser gedrehte Zustand Eigenzustand
zu & - m ist, wobei m der durch die Drehung um @, Drehwinkel w, aus der z-Achse

hervorgegangene Einheitsvektor ist. Dies lédsst sich verallgemeinern. Es sei |m7T)
Eigenzustand zu § - m mit Eigenwert //2, dann ist

In1) = djm1) (5.1.22)

Eigenzustand zu § - n mit Eigenwert //2, wobei m durch die Drehung aus m her-
vorgegangen ist. Es ergibt sich aus dieser Tatsache folgende Relation:

§-n=d(s-m)d. (5.1.23)
In der Matrixdarstellung erkennen wir aber auch:
d(27@) = —1. (5.1.24)

Allgemein gilt d(& + 27@) = —d(&), d. h. diese Darstellung der Rotationen ist zwei-
wertig, :i:ci(u?) entsprechen der gleichen Rotation.
Anmerkung:

(m7|s|m7) = gm (lm| =1). (5.1.25)
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5.2 Bloch-Gleichungen, Spin-Resonanz [§ 24|

(a) Ein klassisches Teilchen der Ladung e (e kann auch negativ sein) und der Masse
m hat ein magnetisches Moment, das dem Drehimpuls proportional ist:

e
liow, = 5—L. 5.2.1
Horb e ( )
Quantenmechanisch ist der Drehimpuls quantisiert; somit ist ein geeignetes Maf
fiir die GroBe des magnetischen Momentes das Bohrsche Magneton (wir setzen die
Elementarladung und die Elektronenmasse ein!),

_e|n g eV

s = ~ 0,510~ . (5.2.2)
2mc gauss
Auch mit dem Spin ist ein magnetisches Moment verkniipft,
7 ° 5 (5.2.3)
spin — 9§57 S, -4
Hsp g e

wobei man g den , Landéschen g-Faktor“ nennt. Fiir Elektronen ist ¢ = 2 in sehr
guter Ndherung (¢ = 2,002319...), fiir Protonen ergibt sich ¢ ~ 5,6. Achtung:
Wegen der grofleren Masse ist das Moment des Protons, bei gegebenem Spin, etwa
tausendmal kleiner als das Moment des Elektrons!

Anmerkung: Auch neutrale Teilchen mit Spin haben i. A. ein magnetisches Moment
(Neutronen: g = 3, 83).

(b) Wir konzentrieren uns zunéchst auf den Spin und nehmen an, dass sich das Teil-
chen in einem Magnetfeld B befindet. Dann konnen wir fiir den Hamiltonoperator
ansetzen:

~

H=—ji B, (5.2.4)

wobei B auch zeitabhéngig sein kann. Die Wirkung des Feldes auf den Spin sieht
man am besten im Heisenberg-Bild, vgl. Kapitel 3.6:

Lod L7 L2

i 8u(t) = [8u, Fn] = ([s, H])H. (5.2.5)
Den Kommutator berechnen wir mit den bekannten Spin-Vertauschungsregeln und
erhalten

d ge

—8y = —38§ B 5.2.6

4t T ot . ( )

wobei wir das Zeitargument weggelassen haben. Diese Gleichung enthdlt die Ope-
ratoren nur linear, d. h. wir kénnen ohne Probleme den Erwartungswert in einem
beliebigen (zeitunabhdngigen) Zustand nehmen. Offensichtlich beschreibt (5.2.6) die
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Prézession des Spins um das Magnetfeld: Zur [lustration betrachten wir ein zeitu-
nabhéngiges Feld entlang der z-Richtung, B = (0,0, By), und setzen

_geBy

wo (=Larmor-Frequenz). (5.2.7)

 2me

Mit S = (8g) wird damit aus (5.2.6)

0

Offensichtlich sind §% und S, erhaltene Grofien. Die Losung dieser Gleichung ist

Sz (t) = 5,(0) cos(wot) + Sy (0) sin(wot)

. (5.2.9)
Sy(t) = —S2(0) sin(wot) + S, (0) cos(wpt).

Die Schrodinger-Gleichung fiir die Komponenten z, x| lautet entsprechend

(T geh B, B, —iB xq
(1) =—2= v 5.2.10
' (l’l) dme (Bm +1iB, —B, T ( )

mit der Losung (im Moment ist B = (0,0, By))
z1(t) = 21(0) €042 | ) (t) = x,(0) e 0t/ (5.2.11)

Vergleiche (5.1.14). Dies lasst sich auch sofort mit Hilfe der allgemeinen Formel

|U(t)) = e tHt/h |W(0)) — eloto=/2 (ZES;) (5.2.12)

gewinnen. Die Bewegungsgleichungen (5.2.8) — in der allgemeinen Form, B = B(t)
— heilen auch Bloch-Gleichungen.

(c) Spin-Resonanz. Wir betrachten den Fall, dass zusétzlich ein oszillierendes Feld
in die z-Richtung angelegt wird, d.h. wir setzen

By cos(wt)
B= 0 : (5.2.13)
By

und definieren w; = geB;/2mc analog zu (5.2.7). Das Wechselfeld kann in zwei
,rotierende” Anteile zerlegt werden,

By cos(wt) By cos(wt) ! By cos(wt)
0 ) —Bysin(wt) | + 3 By sin(wt) | . (5.2.14)
0 0 0
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Im rotierenden Bezugssystem wird aus dem ersten Anteil ein konstantes Feld,
wihrend sich die Frequenz des zweiten Anteils verdoppelt. Wir setzen

() = et/ (1)), (5.2.15)
und erhalten mit
eTiwtos/2 5 plwto/2 _ 5 iwto (5.2.16)

folgende Bewegungsgleichung:

/

i (”“"T) _ {“’ P cos(2ut) + o, sin(2wt)} (‘CT) . (5.2.17)

| 2 2 2 z|

Fiir w ~ wy vernachliassigen wir die zwei Hochfrequenzterme und erhalten damit
wieder eine Gleichung, die die Prézession eines Spins um ein konstantes, effektives
Magnetfeld beschreibt. Das effektive Feld zeigt entlang (—w1,0,w —wp). Die Losung
lasst sich wiederum leicht angeben,

@8) = e @Eg;) (5.2.18)

d ;woaz - %ax, Q0% = (w—wp)? + Wi (5.2.19)

(6% = 1) und schliefilich

W(1)) < (Zg) = lwlo/2 o TiUF/2 (ggg%) . (5.2.20)

Jetzt nehmen wir noch an, dass sich der Spin zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand |T)

befindet, d.h. x1(0) = 0, und berechnen die Amplitude, den Spin zum Zeitpunkt ¢
im Zustand ||) zu finden:

mit

o=

(L[W(t)) = e ™2 (] e M52 7). (5.2.21)
Endergebnis:

2y (t) = ie w12 % sin (%) (5.2.22)

Pi(t) = |z, (1)) = 2“"—9%2(1 — cos()). (5.2.23)

Der Maximalwert von |z|? ist natiirlich kleiner als eins, kann aber = 1 werden im
Resonanzfall w = wy. Dann wird der Spin vollstdndig ,,herumgedreht”, und zwar
fiir Zeiten Qt = w,3m, ..., d.h. zum ersten Mal nach einem sogenannten 180°-Puls.
Nach einem 90°-Puls, 2t = 7/2, und fiir w = wy, zeigt ein Spin, der anfangs entlang
der z-Achse gerichtet war, in die y-Richtung.

Die obigen Uberlegungen sind von groBer Bedeutung fiir Spinresonanzexperimente
(ESR = electron spin resonance, NMR = nuclear magnetic resonance).
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Abbildung 5.1:
Pty A
(w1/2)?

| %
1 i -t

Qt=m Qt= 27

Fig. 14-6

Probability of spin flip as a function of time in a spin resonance experiment.

5.3 Gesamtwellenfunktion [§ 25]

Die Gesamtwellenfunktion eines Teilchens mit Spin hat einen Orts- und einen Spin-
anteil. Der Spin ist unabhéngig von allen Groflen, die etwas mit den raumlichen
Freiheitsgraden zu tun haben, und wir verlangen daher

[§,7] =0, [8,p]=0, etc. (5.3.1)
Als Quantisierungsrichtung fiir den Spin wihlen wir wieder die z-Richtung und
setzen

Uy (r) = (r,T|¥), Y (r)=(r|]T). (5.3.2)

Damit ist z.B. |¥;(r)[* die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen im Zustand ,,1*
am Ort r zu finden, und

/ | W () ? (5.3.3)

ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Zustand ,,7* zu finden. Die Normierungs-
bedingung wird dann zu

/d% (103 (F)[2 + [0, (r)) = 1. (5.3.4)
Der Gesamtdrehimpuls ist die Summe aus Bahndrehimpuls und Spin,

J=1L+3s, (5.3.5)
und der Operator

e i@ I/h (5.3.6)
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erzeugt Drehungen sowohl im Orts- als auch im Spin-Raum:

v’ nT) = e @I/ |p m1), (5.3.7)

wobei wir die Notation von Kap. 4.2 und 5.1 verwendet haben. Das gesamte magne-
tische Moment ist aber nicht parallel zum Gesamtdrehimpuls, sondern durch

—— (L + g.§> (5.3.8)

gegeben (wir nehmen jetzt an, dass das Teilchen die Ladung e hat, und setzen g = 2
(Elektronen) im Folgenden). Der gesamte Hamiltonoperator ist dann zunéchst

e (o EA(ﬁ))Q 5. BV (5.3.9)

2m c mc

Der gemischte Term ist symmetrisch in Ort und Impuls:

e
———(p- A(7) + A(7) - D). 5.3.10
5 — (P A() + A7) - p) (5.3.10)
Gemil B =V x A ist das Magnetfeld mit dem Vektorpotential verkniipft. Im Fall
eines raumlich konstanten Magnetfeldes konnen wir A = B X /2 setzen. Dann ist
p-A=A-p, und wir finden durch einfache Umformung

2

9

3 b € N2 D .

H=—+ B —nu-B+YV 5.3.11
2m 2mc2< XP) = (7). (5.3.11)

d.h. in erster Ordnung den Beitrag —ﬁ - B, wie es sein sollte.

Welchen Einfluss hat nun das Magnetfeld — wir betrachten nur den Term erster
Ordnung in B und wéhlen das Feld konstant und entlang der z-Richtung — z.B. auf
das Energiespektrum des Wasserstoffatoms (vgl. Kap. 4.5)?7 Wir schreiben

H=Hy+ H, H =+usB (iz + 2§Z> /h, (5.3.12)

wobei H, gerade der Anteil der Relativbewegung in (4.5.5) ist. Die Eigenzusténde
zu Hy, unter Beriicksichtigung des Spins, sind von der Form

1
In,l,m;s =—,s,) = |n,[,m) ® |§, S2), (5.3.13)

N | —

oder explizit

@:ﬁﬂg:i) ' (5.3.14)

Diese Zusténde sind aber auch Eigenzusténde zu ﬁl, da

ﬁl\n, [,m;s,s,) =+ugB(m+2s,)|n,l,m;s, s.). (5.3.15)
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Abbildung 5.2:
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v

m=-1, S;'=—h/2
(b)
Fig. 14-3

Splitting of a hydrogenic P state in a strong magnetic field: (a) neglecting spin:
(b) including spin, but neglecting spin orbit interaction.

Daher konnen wir die Energieeigenwerte ohne Schwierigkeiten angeben:
Epms, = B + ppB(m + 2s.,), (5.3.16)

wobei EY) in (4.5.12) gegeben ist. Wir erinnern, dass fiir feste Hauptquantenzahl
(n) I die Werte 0,...,n — 1 annehmen kann und m von —[,...,[ lduft. Aulerdem
ist s, = £1/2,d.h. m+2s, = m 4 1. Wenn wir den Spin fiir einen Moment ignorie-
ren, stellen wir fest, dass das Magnetfeld die (21 4 1)-fache Entartung, die mit der
Rotationsinvarianz zusammenhéngt, authebt: Dies ist ein Beispiel fiir den Zeeman-
Effekt. Beriicksichtigung des Spins fiihrt zu einer weiteren, zweifachen Aufspaltung
der Niveaus (T und |), allerdings entstehen wegen g = 2 wiederum entartete Ener-
gieeigenwerte (siehe Abb. 5.2).

Weitere Korrekturen beruhen auf relativistischen Effekten, wie z.B. der Spin-Bahn-
Kopplung, die folgenden Beitrag zum Hamiltonoperator liefert:

Hyo = f(r)L - 8, (5.3.17)
mit
flr) = L_1dVir) (5.3.18)

2m2c2r dr
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fiir ein Zentralpotential V' (r). Die Spin-Bahn-Kopplung beruht darauf, dass ein Elek-
tron, das sich mit Geschwindigkeit v durch ein elektrisches Feld E bewegt, in nied-
rigster Ordnung in v/c ein Magnetfeld v x E /¢ spiirt. Mit H,, = —ﬁspin (px E)/mc
ergibt sich (5.3.17) (bis auf einen Faktor 2; siehe ,Relativistische Quantenmecha-
nik*).

Anmerkung: Wir setzen r = ap in (5.3.18) und erhalten die Abschétzung

R f(r ~ ag) ~ é 2€_2~10*46_2~10*4R (5.3.19)
T\ ke ) ag ap Y o

wegen €2 /Tic ~ 1/137.

5.4 Inhomogenes Magnetfeld [§ 26]

(a) Wir untersuchen den Effekt, den ein inhomogenes Magnetfeld auf die rdumliche
Bewegung eines spinbehafteten Teilchens hat (Stern-Gerlach-Versuch). Die Wech-
selwirkungsenergie eines Spins mit einem Magnetfeld ist

Hspin = _/j_[spin ’ B('f‘), (541)
d. h. wir erwarten eine dementsprechende Kraft auf das Teilchen,
F = _VHspin = V(/j_[spin ’ B>7 (542)

die das Teilchen in einen Raumbereich mit minimaler Energie zieht. Zum Beispiel
fiir /|| B heifit das, dass das Teilchen in den Raumbereich mit grofierem Feld gezogen
wird. Wir betrachten B = (0,0, B(z)) und ein Spin-1/2-Teilchen mit Zusténden |T)
und ||). Dann konnen wir eine Aufspaltung des Teilchenstrahls in zwei Komponen-
ten erwarten (siehe Bild 5.3), wenn die Teilchen urspriinglich in einem beliebigen
Anfangszustand sind.

Anmerkung: Die Beobachtung dieses Effekts ist ein klarer Hinweis auf den quanten-
mechanischen Charakter der betroffenen magnetischen Momente. Auflerdem weist
die beobachtete Aufspaltung in zwei Komponenten (an Silber-Atomen) eindeutig
auf die Existenz eines halbzahligen Spins hin!

(b) Als Beispiel nehmen wir an, dass der Spin vor Durchgang durch das Feld in
z-Richtung zeigt, und dass der rdumliche Zustand durch ein Wellenpaket Wy(7, )
gegeben ist:

U(r,t) = % (igg:g) - (5.4.3)

Zu einem spéteren Zeitpunkt, ¢ + 7T, d. h. hinter dem Feld, ist dann

U(r i+ T) = % (&E:iig) , (5.4.4)
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Abbildung 5.3:

i <

Fig. 14-8
Splitting of a wave packet of a spin /2 atom by an inhomogeneous field in the Stern-Gerlach
apparatus. ¢ is the angle of deflection and 8y is the angular width of the emerging wave
packets.

wobei Wy und ¥ Wellenpakete sind, die in den in Bild 5.3 eingezeichneten Bereichen
lokalisiert sind. Insbesondere ist daher Wy (r,t + 1)V (r,t +T) ~ 0. Erhaltung der
Wabhrscheinlichkeit fiir T (und |) fiihrt zu

/d3r|\IfT(r,t+T)]2 = /d?"r\\llo(r,t)\Q (5.4.5)
und entsprechend fiir |, und daher ist
/ﬁ%mﬂnHJWW:/&H%WJ+TW. (5.4.6)

Fiir den Gesamtspin (integriert iiber den Raum) ergibt sich zum Zeitpunkt ¢ (e, sei
Einheitsvektor in z-Richtung):

@ﬁ:i/&%@pﬁzéer (5.4.7)

Zum Zeitpunk t + T', da die beiden Wellenpakete zu diesem Zeitpunkt nicht iiber-
lappen, ist die lokale Spindichte gegeben durch

@mgzggﬂ%wj+ﬂf—mmw+TW) (5.4.8)
Mit (5.4.6) erhalten wir schliefllich

<@HT:/H%@%HT%Q (5.4.9)
In einem homogenen Feld haben wir andererseits folgendes Resultat:

h h
(8)irr = 5€s cos(woT") — 26y sin(woeT), (5.4.10)
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entsprechend einer Rotation um die z-Achse. Qualitativ betrachtet fiithrt ein va-
riables Feld B(z) zu einer variablen Frequenz wg(z) — je nach Position im Raum
drehen sich die Spins schneller oder langsamer, und dies fiithrt ¢m Mittel zu dem
angegebenen Resultat (5.4.9). Wir bezeichnen mit Awy die ,,Unschérfe“ in der Fre-
quenz; dann muss sicher Awg - T" > 27 sein — andernfalls kann (5.4.10) im Mittel
nicht verschwinden. Mit

Awr~ - AB~ -2 B(2)Az (5.4.11)

mce mc
ergibt sich

eB’
me

2T

R 4.12
> s (5 )

Dies ist eine niitzliche Beziehung, mit der sich die Funktionsfdhigkeit eines Stern-
Gerlach-Aufbaus abschiitzen lisst. Im Ubrigen ist dies auch gerade die Bedingung,
dass die beiden Strahlen geniigend separiert sind, dp < ¢ (sieche Abb. 5.3): Offen-
sichtlich ist ¢ ~ p,/p,, wobei p, der (mittlere) Impuls des einfallenden Strahls ist,
und =+p, die Impulsdnderung aufgrund der Einwirkung der Kraft, p, ~ F' - T, mit
F =~ |ehB’|/mc. Damit erhalten wir

eh B’

mc

T
Py

O = (5.4.13)
SchlieBlich benutzen wir noch eine Abschétzung aus der Theorie der Beugung von
Wellen,

A 2mh

Spm— 5.4.14
vl vs ( )

wobei A die deBroglie-Wellenlénge des einfallenden Teilchens ist, und sehen daran
die Aquivalenz von (5.4.12) mit d¢ < ¢: Die Bedingung , vollstindige Aufspaltung
des Strahls® ist dquivalent zu ,,vollstandigem Dephasing®.

Im allgemeinen héngen die Energiecigenwerte eines Atoms auch vom elektrischen
Feld ab. Daher kann man mit Hilfe eines inhomogenen elektrischen Feldes verschie-
dene interne Zusténde in einem Atomstrahl separieren.

5.5 Addition von Spins [§ 27]

(a) Wir betrachten zuerst den einfachen Fall von zwei Spin-1/2-Teilchen mit Spin-
operatoren $; und $,. Da sich diese auf zwei verschiedene Teilchen beziehen, setzen
wir
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Der Gesamtspin,

A

S =3 + 5 (5.5.2)

erfiillt wegen (5.5.1) wiederum die iiblichen Drehimpuls-Vertauschungsrelationen,

[Sj, Sj] = ihEiijk. (553)
Wir wéhlen die z-Achse wieder als Quantisierungsrichtung. Dann bilden die vier
Zusténde

10, 1110, 111), 1) (5.5.4)

eine vollstdndige Orthonormalbasis fiir das 2-Spin-System. Wir verwenden eine
Schreibweise, die suggestiv ist:

T = i ®@[T)2  ete. (5.5.5)

Nun wissen wir aber, dass S2 und S, miteinander kommutieren, d.h. wir kénnen
Zusténde wihlen, die gleichzeitig Eigenzustdnde zu diesen beiden Operatoren sind:

S%S,5.) = hS(S+1)|5,8.), S.|S,S.) = hS.|S,S.), (5.5.6)

wobei S, die Werte —S, ..., S annehmen kann. Wie kann man diese Zusténde durch
|S12, S2.) ausdriicken? Die Wirkung von S, = §1.+ 8. auf die vier Zustinde in (5.5.4)
lasst sich leicht berechnen:

S =R, SalLL) = —h|LL)

. . (5.5.7)
S:ATL) = S:11) =0

Somit sind die Eigenwerte von S, offensichtlich 0, +h. Zur Berechnung der Wirkung
von 8?2 schreiben wir dies um:

S% = (8, + 8,)% = 82 4 82+ 25,5,
3h (5.5.8)

=5 + 251,80, + S1480— + 518594
Fiir jeden einzelnen Spin gilt (vgl. Kap. 4.1)

341 =0 S4ll) =nIn) (5.5.9)
5.1 = hlL) |y =0 (5.5.10)

und damit folgt sofort

S =28%11) « S =1 (5.5.11)
S?|11) = 2m2|]]) < S =1. (5.5.12)
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Wegen
S°[11) = B*|11) + h2[LT) (5.5.13)
S?|11) = R2|11) + R*[11) (5.5.14)

erkennen wir weiterhin, dass [1]) £ /1) Eigenzustéinde zu S? sind:

SP(ITLy + 1) =20 (ITL) + 1)) < S =1 (5.5.15)
S%([11) = I1) =0« S = 0. (5.5.16)

Zusammenfassung (inklusive korrekter Normierung):

Singlett-Zustand: |0, 0) T(HL 111)) (5.5.17)
H1>|ﬁ>
Triplett-Zustinde: 11,0) = E(HU +111)) (5.5.18)

(b) Als zweites Beispiel — das sich ohne Probleme verallgemeinern lésst — betrachten
wir die Addition von Bahndrehimpuls und Spin:

J=L+s. (5.5.19)

Die Zusténde {|l,m, s, s,) = |l,m) ® |s, s,) } bilden eine Basis. Wir stellen aber auch
fest, dass
. L =0=1[J,5,

A . 3.5.20
wihrend [J? L] #0, [J? 3.]#0. ( )

Somit bilden auch die Zustédnde {|J,J.,[,s)} eine Basis. Der Zusammenhang
zwischen diesen beiden Orthonormalsystemen ist durch die Clebsch-Gordan-

Koeffizienten gegeben:
|J, J., 1, s) = Z \',m, s’ s ){l',m, s, s.|J, J., 1, s) (5.5.21)
' ;m,s’ s,

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind nur ungleich 0 fiir [ = I, s = §'. Auflerdem
muss J, = m+ s, sein. Wieviele Zusténde gibt es? Fiir festes [ und s gibt es (21 + 1)
m -Werte und (2s + 1) s,-Werte, d.h. (21 + 1)(2s + 1) unabhéngige Zustédnde. Ohne
weiter in die Details zu gehen, weisen wir nur darauf hin, dass J folgende Werte
annehmen kann:

l—s| <J<l+s. (5.5.22)
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Kleiner Test: Die Gesamtzahl der Zusténde berechnet sich dann (—J < J, < J)
geméf

HZS 2J+1)=20+1)(2s+1) (5.5.23)
J=|l—s]

wie zu erwarten (sieche Baym, Kap. 15, fiir weitere Details).



Kapitel 6

Naherungsmethoden

6.1 Quasiklassische Ndherung [§ 28]

(a) Wir wollen die Uberlegungen aus Kapitel 2.1 zum klassischen Grenzfall, A — 0,
vertiefen und zeigen, wie sich daraus in einem gewissen Grenzfall eine Methode zur
approximativen Bestimmung der Wellenfunktion herleiten lasst. Wir betrachten ein
Teilchen in einem Potential, so dass in der Ortsdarstellung

. h2
H— ——V+V(rt 6.1.1
— eV V(1) (6:11)
zu setzen ist, und gehen mit dem Ansatz
U(r,t) =ae"” (6.1.2)
mit a, ¢ reell in die Schrodinger-Gleichung ein. Wir erhalten zwei Gleichungen:
h
a+ 2—(2Va-Vg0+aV2g0) =0 (6.1.3)
m
hZ 2
he + — T+V— *a = 0. 6.1.4
b o (VP +V — 5V (614

Die erste dieser Gleichung, (6.1.3), hat die Form einer Kontinuitétsgleichung und
beschreibt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit; wir setzen

h ha?
0=a% j="Im(TvY) ="y, (6.1.5)
m m
und finden
0+V -5 =0. (6.1.6)

Die Grofe j ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Entsprechend den Uberlegungen
aus Kapitel 2.1 erwarten wir, dass fiir A — 0 gilt: ¢ — S/h, wobei S die klassische
Wirkung ist. Daher setzen wir ¢ = S/h in (6.1.4) ein:

2

.1 , h
S$+ 5 (VS +V — o

V2a = 0. (6.1.7)
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Wenn wir jetzt den Term oc h* vernachlissigen, erkennen wir, wie es sein muss, die
klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die Wirkung S eines Teilchens. Aulerdem
wird
. 0
J=—=V5, (6.1.8)
m

d.h. ,Dichte x Geschwindigkeit* (p = V.5).

(b) Geladenes Teilchen. Dann gibt es folgenden Zusatzbeitrag im Hamiltonoperator:

.h 2
L(V-A+AV) 4 S

2me 2mc?

A% (6.1.9)
Als Resultat dandert sich der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte,
. 1, e
j— —a (tho - —A) : (6.1.10)
m c

und entsprechend ist
e

Vo= Vp——A (6.1.11)

in (6.1.4) zu ersetzen.

(c¢) Wir untersuchen jetzt, zur Vereinfachung fiir D = 1, genauer die stationdren
Losungen der Schrédinger-Gleichung im quasiklassischen Grenzfall. Dazu setzen wir

S = So(x) — Et, plx) = /2m(E ~ V(2)). (6.1.12)

und erhalten

(6.1.4) — (S))* — p(x)* + O(h*) = 0, (6.1.13)
(6.1.3) — 2a'S) + aS} = 0, (6.1.14)

wegen a = 0. Resultat:

S, ~ +p(x), S%j:/ do'p(2’), a(z) < —, 6.1.15
o~ £p(x), Sy i p(a), a(z) 7 ( )

so dass insgesamt (abgesehen vom Zeitanteil)

W) = %exp (% /pd:zc) + %exp (—% /pdx) . (6.1.16)

Im klassisch verbotenen Bereich, E < V(x), ist p(x) ist rein imaginér, so dass die
Exponenten reell werden. Die Wellenfunktion fiir diese Bereiche schreiben wir in der
Form

U(x) = fﬁexp <—% /|p|dx) + \/B|;?|exp <+% /|p|dx) : (6.1.17)
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Der Giiltigkeitsbereich dieser Nédherung ergibt sich durch genauere Analyse von
(6.1.4) zu

)

d.h. die Wellenlénge des Teilchens darf sich auf Strecken von der Groflenordnung

<1, (6.1.18)

der Wellenldnge selbst nur wenig éndern. Mit F' = —V” ergibt sich auch

mh|F|
3

<1, (6.1.19)

d.h. bei zu kleinem Impuls, insbesondere in der Nahe klassischer Umkehrpunkte,
wird die quasiklassische Nédherung problematisch.

(d) Der Punkt = = a sei ein klassischer Umkehrpunkt derart, dass V(z) > E fiir alle
x > a ist, d. h. der Bereich x > a ist klassisch verboten. Dann kénnen wir ansetzen:

r>a: Vx)= Lexp <—%/ \p|dx’) (6.1.20)

2+/|p|

und

r<a: V()= %exp (%/ pdx’) + %exp <—%/ pdx’) . (6.1.21)

Zur Bestimmung der Koeffizienten A, B ist es notwendig, in der Néhe des Umkehr-
punktes die exakte Losung der Schrédinger-Gleichung zu betrachten. Dies lésst sich
umgehen, wenn man x formal als komplexe Gréfie auffasst und (6.1.20) analytisch
fortsetzt (siehe Landau-Lifschitz, Bd. 111, § 47). Endergebnis:

r<a: VYx)= % cos (%/a pdx’ + %) : (6.1.22)
Von diesem Ergebnis ist es nur ein kleiner Schritt, die Bohr - Sommerfeld - Quan-
tisierungsbedingung fiir die Energieniveaus eines Teilchens in einem Potentialtopf
herzuleiten. Der klassisch erlaubte Bereich, b < x < a, sei durch zwei Umkehrpunk-
te begrenzt. Die Anwendung der Anschlussbedingung auf beide Umkehrpunkte und
die Forderung nach Eindeutigkeit der Wellenfunktion im erlaubten Bereich fiihrt auf
die Bedingung

“ 1
/ pdx = 7h <n + 5) : (6.1.23)
b

wobei n eine ganze Zahl ist.
Anmerkung: Diese Formel ist exakt fiir den harmonischen Oszillator!
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6.2 Variationsverfahren [§ 29|

Das Rayleigh-Ritz-Verfahren ist eine einfache Methode, die Grundzustandsenergie
eines (zeitunabhéngigen) Hamiltonoperators abzuschétzen. Das Verfahren beruht
auf der Beobachtung, dass der Erwartungswert von H in einem beliebigen (normier-
ten) Zustand immer grofer oder gleich der Grundzustandsenergie ist:

(V| 11]W)
———— > Fj. (6.2.1)
(V|w)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn |¥) der wahre Grundzustand ist. Um
(6.2.1) zu beweisen, stellen wir H mit Hilfe seiner Eigenzustéinde {|n)} dar:

H=> |n)Ey(nl|, (6.2.2)

wobein = 0,1,2,...die Zustdnde mit Ey < E; < E, < ... bezeichnet. Damit ergibt
sich

(U|H|V) = ZE |(n|W)]* > EOZ\ (n|W)[* = Ep(W|W). (6.2.3)

Wie konnen wir dieses Verfahren praktisch verwenden? Mit Hilfe einer beliebigen
Funktion |¥) kénnen wir geméf (6.2.3) eine obere Schranke fiir E, bestimmen,
und diese Schranke wird umso besser sein, je ,ndher“ die Versuchswellenfunktion
dem exakten Grundzustand ist. Man wird somit in der Regel einen Ansatz ma-
chen, der einerseits einfach genug ist, um (U|H|¥) und (¥U|¥) exakt zu berechnen,
der aber andererseits von einem oder mehreren Parametern abhéngt: Minimierung
beziiglich der Parameter liefert dann, im Rahmen des gewéahlten Ansatzes, eine op-
timale Abschitzung.

Anmerkung: Der Ansatz W (z) oc e=****. fiir den harmonischen Oszillator liefert, nach
Minimierung beziiglich o, das exakte Ergebnis fiir die Grundzustandsenergie und die
-wellenfunktion. Entsprechendes gilt fiir ¥(x) o< e #" und das Wasserstoffproblem.

Unter Umstédnden lassen sich auch die Energiewerte der angeregten Zusténde
abschétzen. Wir nehmen z.B. an, dass der Grundzustand |0) bekannt ist, und
wihlen die Versuchswellenfunktion orthogonal dazu, (¥|0) = 0. Dann folgt analog
u (6.2.3)

(W) =0 = (U|H|¥)> E(T|D) (6.2.4)

etc. In der Praxis fiihrt dies zum Ziel, wenn weitere Information iiber den Grund-
zustand, z.B. seine Symmetrie, vorliegt. So ist der Grundzustand des harmonischen
Ostzillators ohne Zweifel gerade, und eine ungerade Versuchsfunktion liefert daher
eine Abschitzung fiir den ersten angeregten Zustand. Diese Uberlegung gilt fiir alle
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geraden Potentiale, V(z) = V(—x), und entsprechend fiir kugelsymmetrische Po-
tentiale: Ein Ansatz mit einer s-Wellen-Versuchsfunktion liefert eine Abschéatzung
fiir den Grundzustand, eine p-Wellen-Versuchsfunktion liefert den niedrigsten p-
Zustand, usw.

Gelegentlich lasst sich auch eine untere Schranke fiir Ey, die Energie des Grundzu-
stands von H, angeben, z.B. wenn

H=Ho+V (6.2.5)

ist, wobei V ein positiver Operator ist, d.h. (¥|V|¥) > 0 fiir alle Zustéinde |¥). Es
sei |0) der exakte Grundzustand zu H; dann gilt

Ey = (0]H|0) > (0]H,|0) > <o, (6.2.6)

wobei gy die exakte Grundzustandsenergie zu Hy ist. Wenn wir H entsprechend
(6.2.5) aufspalten kénnen und dann auch noch die Grundzustandsenergie von H,
bekannt ist, haben wir sofort eine untere Schranke fiir Fy: Das Vernachldssigen von
positiven Termen verringert immer die Grundzustandsenergie.

6.3 Zeitunabhingige Storungstheorie (nicht ent-
artet) [§ 30]

(a) Ein storungstheoretisches Verfahren ldsst sich u. U. anwenden, wenn der Ha-
miltonoperator aus zwei Teilen besteht, einem bekannten, Hy, und einem , kleinen“

Anteil, V:

H=Ho+V (6.3.1)
Hy|n) = en|n), (6.3.2)

d.h. wir nehmen an, dass sowohl die Eigenwerte ¢,, als auch die Zustande {|n)} zur
Verfiigung stehen. Wir nehmen weiter an, dass sich die Eigenenergieen und -zusténde
von H kontinuierlich aus denen von H, entwickeln; genauer gesagt, wir setzen

H=Hy+\V (6.3.3)

und variieren A von 0 bis 1. Bei diesem Prozess sollen €, und |n) kontinuierlich in die
entsprechenden Grofen zu H, E, und |N) iibergehen. Der Parameter A dient formal
nur zum Abzihlen der Potenzen in einer Reihenentwicklung; am Schluss setzen wir
A = 1. Potenzreihenansatz:

E,=¢c, +A\EM + N2 E@ 4 (6.3.4)
IN) = |n) + AIND) + N2 IN®)y 4
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Anmerkung: Die Konvergenz einer derartigen Reihenentwicklung ist in der Regel
sehr problematisch!

(b) Wir gehen davon aus, dass die Zustédnde {|n)} normiert sind, (n|n) = 1, und
wdhlen die Normierung von |N) derart, dass (n|N) = 1. Daher gilt

(n|N) =1 = (n|n) + AMn|ND) + N2 (n|N®) + . (6.3.6)
und alle Korrekturen |[N®) sind daher orthogonal zu |n):

(n|NDy =0, i=1,2,... (6.3.7)
Wir setzen jetzt (6.3.4) und (6.3.5) in die Schrodinger-Gleichung

(F[o + Af/) INY = E,|N) (6.3.8)

ein und vergleichen die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von A:

PR Hy|n) = ep|n) (6.3.9)
AL Ho|[NDY +V|n) = e,|NV) + ED|n) (6.3.10)
AR Ho|N®)y 4 VNG =

en NV L EW|INGE=DY ¢ 4 EW|p). (6.3.11)

Wir nehmen das Skalarprodukt mit (n| in (6.3.10) und erhalten fiir die Korrektur
erster Ordnung:

EWY = (n|V|n), (6.3.12)

d.h. die Verschiebung der Energie in erster Ordnung ist gerade durch den Erwar-
tungswert der Storung, genommen in dem ungestorten Zustand, gegeben. Entspre-
chend folgt aus (6.3.11):

EW = (n|V|N®-D)y, (6.3.13)

Wichtig war hierbei die Wahl (6.3.7). Wenn wir die Korrekturen (6.3.13) summieren,
erhalten wir schlieBllich (A = 1)

E, =¢e,+ (n|VIN). (6.3.14)

Die Korrekturen zum Zustand erhalten wir, wenn wir (6.3.10) und (6.3.11) von links
mit (m|, m # n, multiplizieren. Zum Beispiel ergibt sich in erster Ordnung

(6.3.10) — (m|Ho|NM) + (m|V|n) = e, (m|ND), (6.3.15)
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und mit (m|Hy = e, (m):

() — Vi) (65,10

Somit haben wir in erster Ordnung:

- ' |m) {m|V|n)
|N) ~ |n>+Zm: pr— (6.3.17)
wobei nur iiber m # n zu summieren ist. (Dies wird durch den Strich am Summa-
tionszeichen angedeutet.) Generell kann man daher vermuten, dass diese Entwick-
lung Sinn macht, wenn alle Matrixelemente (m|V|n) klein gegen die entsprechenden
Energiedifferenzen sind.

Anmerkung: Der Zustand |N) ist noch zu normieren, allerdings tritt eine Korrektur
erst in zweiter Ordnung auf:

V]n) [

NIV~ 1+ Y }(g:_ e (6.3.18)

Mit (6.3.17) und (6.3.14) ergibt sich die Korrektur zur Energie in zweiter Ordnung:

~ 2
E® = Z'M (6.3.19)
En

Wenn es sich bei dem Zustand |n) um den Grundzustand von Hy handelt, ist daher
ER immer negativ!

(c) Als Beispiel betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator, der
durch eine konstante Kraft gestort wird:

V = —Fi. (6.3.20)

Wegen (n|V|n) = 0 verschwindet die Korrektur erster Ordnung, EY = 0. Die

einzigen nicht verschwindenden Matrixelemente sind (siehe Kapitel 3.2)

- A(n+1)]"?
%4 H=—-F|—= 6.3.21
v+ 1) = - |20t (6:3:21)
R hn 1/2
Vin—-1)=—-F | —— . 6.3.22
iV = 1) = -F | 2| (6322
Damit erhalten wir
~ 2 ~ 2
Vin+1 Vin -1 P
E® — (nlVin+ O[° | [elVin =D F* (6.3.23)

—hw hw 2mw?
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Natiirlich war dieses Resultat, das im iibrigen exakt ist, zu erwarten: Ein konstantes
Kraftfeld verschiebt gerade den Nullpunkt,

2 2 2
%mw2x2 — Fx = m;d (:c — FQ) F (6.3.24)

mw 2mw?’

und ein verschobener Oszillator hat natiirlich die gleichen Energiewerte, hw(n +
1/2). Die einzige Anderung ist der konstante Term, —F?/2mw?. Ebenfalls lisst sich
storungstheoretisch nachweisen, dass die , gestorten” Zustdnde einfach verschoben
sind,

IN) = e PF/me™h ), (6.3.25)

Vgl. Kapitel 3.5; | N) ist bereits normiert. In der Orstdarstellung ist daher

mw?

(z|N) =T, <r . ) : (6.3.26)

wie zu erwarten.

6.4 Zeitunabhingige Storungstheorie (entartet)
[§ 31]

(a) Im letzten Paragraphen hatten wir implizit angenommen, dass die ungestorten
Energieniveaus nicht entartet sind. Diese Annahme geben wir jetzt auf und gehen
aus von (wie in Kapitel 6.3 sei H = Hy + V)

Holn,i) = eq|n, i), i=1,2,...,f (6.4.1)
d.h. das Niveau ist f-fach entartet. Aulerdem ist
(n,iln, j) = 83 Vi = (n,i|Vn, 5). (6.4.2)

Nun ist aber auch jede Linearkombination der {|n,4)} eine Eigenfunktion zu Hy mit
Eigenwert ¢,, d.h. wir kénnen einen Satz von f orthogonalen Zustdnden

f
In, ) = ZCMM, i), mit Cy; = (n,i|n, a), (6.4.3)

i=1
suchen, der die Stérung 1% diagonalisiert:

(n,a|Vin, B) = Vabags. (6.4.4)
Wir setzen zunéchst

> ViiCsj = VaCli. (6.4.5)
J
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Dies ist eine normale Eigenwertaufgabe in dem Unterraum des entarteten Niveaus,
und die

Co = (Car,Cazy ..., Cap), C%-Cs = 6ag (6.4.6)

sind die orthonormierten Eigenvektoren zu der Matrix V;; (V;; ist hermitesch). Wir
multiplizieren (6.4.5) mit C, und summieren iiber ¢, mit dem Resultat

> CiViiCj = Vabap. (6.4.7)
ij

Dies entspricht gerade (6.4.4).

(b) Mit Hilfe der neuen Zusténde |n, ) lasst sich die Storungstheorie wie in Kapitel
6.3 durchfiithren. Die Ergebnisse (in zweiter Ordnung fiir die Eigenwerte, in erster
Ordnung fiir die Zustédnde) sind

rm)(m|V n,a
IN,a) = [n,a) + ) | >§ |_8| ) (6.4.8)
~ 2
. rH{im|Vin, «
En,a =&+ <n, OJ‘V|77,, Oé) + Z ’<€|_|—€>}, (649)

wobei wiederum iiber alle Zustdnde |m), m # n, zu summieren ist, d. h. nicht iiber
die f Zustdnde {|n,a)}. In einem ersten Schritt (erster Ordnung in der Energie)
ist somit einfach die Matrix V;; zu diagonalisieren. Dies liefert die Korrektur erster
Ordnung zur Energie und die korrekten Zustédnde nullter Ordnung in dem Unterraum
des entarteten Niveaus. Die Storung hebt im allgemeinen die Entartung auf.

(c) Als Beispiel betrachten wir ein Wasserstoffatom im elektrischen Feld (Stark-
Effekt) und insbesondere das Niveau mit der Hauptquantenzahl n = 2. Dieses ist
4-fach entartet (wir zdhlen nicht den Spin), und die Zustédnde sind

1200), [210), [211), |21(—1)) (6.4.10)

wegen [ = 0,1 und m = —[,...,[. Die Storung, entsprechend einem konstanten
elektrischen Feld in die z-Richtung, ist

V=—F 2 (6.4.11)

Im Prinzip miissen wir also eine 4x4-Matrix diagonalisieren. Zuerst stellen wir aber
fest, dass die Matrixelemente von Z (und damit V') zwischen Zustédnden mit ver-
schiedenen m-Werten verschwinden,

(Im|2[l'm'y = 0 fiir m # m/, (6.4.12)

da[L,,2] =0:

0 = (Im|[L., 2]|I'm’) = h(m — m')(Im|2|I'm’). (6.4.13)
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Dies ist ein Beispiel fiir eine Auswahlregel: Die Storung kommutiert mit einer Fr-
haltungsgrofle des ungestorten Problems, und daher verschwinden Matrixelemente
der Storung zwischen den Zusténden, die zu verschiedenen Eigenwerten dieser Er-
haltungsgrofle gehdren. Somit sind durch die Stérung nur die beiden Zustédnde mit
m = 0 betroffen,

1200), [210), (6.4.14)

und es bleibt eine 2 x 2-Matrix. Schlieflich sind die ungestorten Zusténde gerade
unter der Paritédtsoperation » — —r, und die Storung ist ungerade, d.h. die Diago-
nalelemente verschwinden ebenfalls:

0 Vig 00
Vy = Vgl 8 8 8 : (6.4.15)
0O 0 00
mit
Vi = —F(200|2]210) = V5, = 3Faq. (6.4.16)
Im letzten Schritt haben wir
Wa10(r) = Rar(r)Yi0(O, ) (6.4.17)

und die Resultate aus Kapitel 4.3 und 4.5 benutzt. Die Eigenvektoren und Eigen-
werte in dem betroffenen Unterraum sind

1 1
— — +3Fay. (6.4.18)
V2 <il>

Daher wird der (n = 2)-Zustand in drei Niveaus aufgespalten, die m = £1-Zustédnde
sind nicht betroffen, und es bleibt eine zweifache Entartung des mittleren Nive-

aus. Zur Abschétzung der Stéarke der Aufspaltung betrachten wir die dimensionslose
Grofe

Fay  Fle
e2/ay  e/ad’

(6.4.19)

wobei

€ - 9
i 5,15 x 10” Volt/cm (6.4.20)
ist. Daher ist, fiir ,normale* elektrische Felder, die Aufspaltung aufgrund des Stark-
Effekts sehr viel kleiner als der Abstand zwischen den ungestorten Niveaus (und
damit die Storungstheorie gerechtfertigt).
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6.5 Ubergiinge unter dem Einfluss von Stérungen
[§ 32]

(a) In diesem und im folgenden Paragraphen untersuchen wir den Einfluss einer
zeitabhdngigen Storung. Wir gehen aus von

H=Hy+V(), (6.5.1)

wobei die Storung V von der Zeit abhéngt. Insbesondere wollen wir annehmen, dass

~

V(t) fiir t < to verschwindet, d. h. die Stérung wird zum Zeitpunkt ¢, eingeschaltet.
Eigenzustdnde und -werte von Hy seien wiederum bekannt.

t<ty:  ih|We(t)) = Ho|Wo(t)) (6.5.2)
t>ty:  iR|V() = (Ho+ V(1) |¥(1)) (6.5.3)

(b) Wir l6sen (6.5.3) formal mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators (siche Kapitel
3.6):

(W (t)) = Ut to)| ¥ (to)) (6.5.4)

mit U+ = U~!. Wir wollen nun den Anteil der Zeitentwicklung abspalten, der durch
Hy bestimmt ist (Dirac- bzw. Wechselwirkungsbild), d.h. wir setzen

[B(t)) = e o=t/ [y (1)) (6.5.5)
und finden

U (t)) = S(t, to)[W(to)) (6.5.6)
mit

S(t,tg) = efot=t0)/m {14 1), (6.5.7)

(Es gilt S(to,to) = 1,8+ = S~1). Die Bewegungsgleichung fiir diese Grofe ist

d .~ A .
iﬁ&S =Vp(t)S, (6.5.8)
mit
Vi = oiflo(t—to)/n V(t) o~ iHo(t—to)/h (6.5.9)

Dies ist von der Struktur dhnlich zu (3.6.14), und die Losung ist daher (vgl. (3.6.18))
gegeben durch
i

W (t)) = T exp <—ﬁ / dt’VD(t’)> 1D (k) (6.5.10)

to
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mit den Zeitordnungsoperator ;.

(c) Es seien {|n)} die stationiren Zustéinde zu Hy. Wir stellen uns nun vor, dass sich
das System zum Anfangszeitpunkt in einem dieser Zusténde befindet, z.B. |n). Dann
konnen wir die Frage stellen: ,, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, das gestorte Sy-
stem zu einem spateren Zeitpunkt in irgendeinem anderen Zustand |m) anzutreffen?
Diese Grofe, Ubergangswahrscheinlichkeit genannt, ist gegeben durch

Pon(t) = [(m|U (¢, to)[n) . (6.5.11)
Wegen
1= (n[n) = (n|UTT|n) =Y (n|U*|m)(m|U|n) (6.5.12)

gilt offensichtlich

> Prm(t) =1 (6.5.13)

Weiterhin kénnen wir U in (6.5.11) durch S ersetzen — durch Hy werden keine
Uberginge induziert:
2

Po(t) = '<m|TteXp (—% / t dt'VD(t')) n) (6.5.14)

to

Wir setzen nun n # m voraus und berechnen die Ubergangsamplitude in erster
Ordnung in der Storung; ty = 0 zur Vereinfachung. In einem ersten Schritt erhalten

wir
. t . . o
_ %/ dt' (m| ottt /h V) o—iHot'/h In) =
0
: t
%/ dt’ e Em ==/ (| V (1)), (6.5.15)
0
und damit
1] , . ?
Pym(t) = 3 / dt’ e Em et/ (| V(1)) (6.5.16)
0
Als einfachstes Beispiel betrachten wir
. 0 firt<o,
UOEE S (6.5.17)
V firt>0,

d.h. ein ansonsten zeitlich konstanter Operator V wird bei t = 0 ,eingeschaltet®.
Dann ist das Matrixelement in (6.5.16) zeitunabhéngig, die Integration ldsst sich
ohne Schwierigkeiten durchfiihren, und wir erhalten

sin ((em — €n)t/20) , -

Paon(t) = |25 mlVim)| (6.5.18)
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Abbildung 6.1:

Py—n(t)
~t2

1
g  gt2ri/t

Fig. 12-1
Probability of a first-order transition from |0)to In) after the potential has
been on a time t, assuming [ {n IVIO}P to be a slowly varying function of €.

oder auch, mit wy,, = (e, — €n)/h,

Pom(t) = %ﬁm sin’ (wz"t) [(m[V|n)|. (6.5.19)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit héngt also nicht nur von den Matrixelementen,
sondern auch von der Energiedifferenz ab (siche Bild 6.1).

Die Hohe des zentralen Maximums wéchst o< ¢2, seine Breite nimmt oc ¢t~ ab. Fiir
eine gegebene Zeit At, die die Storung wirkt, sind im wesentlichen nur Ubergénge
moglich, deren Energiedifferenz im zentralen Maximum liegt,

Ace - At ~ h, (6.5.20)

d. h. fiir eine kurzzeitige Storung kénnen wir eine groflere Energieunschérfe tolerie-
ren, wihrend bei einer langwirkenden Storung nédherungsweise nur energieerhaltende
Uberginge moglich sind.

Anmerkung: Die Unschérferelation (6.5.20) ist grundsétzlich von der z-p-Unschérfe-
relation verschieden. Bei letzterer handelt es sich um zwei physikalische Grofien
(Observablen), wihrend die Zeit nur ein Parameter ist!

(d) Wir betrachten jetzt eine Storung, die nicht plétzlich, sondern adiabatisch ein-
geschaltet wird:

V()= e"V, n—+0. (6.5.21)

Dann miissen wir die untere Integrationsgrenze in (6.5.16) durch —oco ersetzen, und
wir erhalten

Prom(t) = — (m|Vn)[. (6.5.22)
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Dies — als Funktion von w,,, — ist eine Lorenz-Kurve mit der Breite ~ 7, d.h.
Ubergiinge sind nur wahrscheinlich fiir Ae < hz. Die Ubergangsrate, d.h. die Zahl
der Ubergénge pro Zeiteinheit, ist
: 1 2net
Lym(t) = Poom(t) = 5 ———Vinn 6.5.23
()= Puonlt) = g Voo (65.23)
(wobei Vi, = (m|V|n) definiert wurde) und reduziert sich im Grenzfall n — 0 auf
eine Delta-Funktion,

o 2
T % % (em — €n)|[Vinn|*, (6.5.24)

da

) a

(111_)1'% m = 7T5(SU> (6525)
Das Ergebnis (6.5.24) ist auch als Fermis Goldene Regel bekannt (insbesondere
im Zusammenhang mit Ubergéngen in ein Kontinuum von Zustinden; siehe Ka-
pitel 6.6).

6.6 Induzierte optische Uberginge [§ 33]

(a) Wir wenden die Ergebnisse des letzten Paragraphen, insbesondere (6.5.16), jetzt
auf eine harmonische Storung an, d.h. wir setzen fiir ¢ > 0

~

V(t) =V cos(wt). (6.6.1)

Wiederum lésst sich die Integration explizit durchfithren. Wir erhalten zwei Bei-
triage, die in ihrer Struktur dhnlich zu (6.5.19) sind, sowie einen , gemischten Term*
x cos(2wt). Den letzteren konnen wir weglassen, wenn wir das Ergebnis {iber eini-
ge Perioden der externen Stérung mitteln. Anders ausgedriickt: Die ersten beiden
Terme,

1 sin? [(wy, + w)t/2
3 [( )t/2]

2
72 (o £ )2 Vol (6.6.2)

Prm (t) =

+

dominieren in der Néhe einer Resonanz, d. h. fiir w,,, ~ +w. Mit Hilfe der Relation

lim sin’(az) = mé(x) (6.6.3)

a—oo  qr?

erhalten wir fiir grofle Zeiten

t
Pt — 00) = % > Vi 26 (win + w), (6.6.4)
+
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und schlieBlich fiir die Ubergangsrate

27 Vi |?
Tooom = 54 zi: 8(em — €n + hw). (6.6.5)

Offensichtlich beschreiben diese beiden Terme die Absorption bzw. die stimulierte
Emission:

A: ¢g,=¢,+hw

(6.6.6)
E: ¢,=¢,— hw

Das quantenmechanische System nimmt entweder die Energie hw aus der externen
Storung auf, oder es gibt die Energie hw ab (stimuliert durch die Stérung). Das
Ergebnis (6.6.5) erhélt man ebenfalls durch adiabatisches Einschalten der Stérung
(im Grenzfall n — 0).

(b) Ein wichtiger Fall ist, dass der Endzustand |m) im Kontinuum liegt, oder dass
|m) zu einer Gruppe eng benachbarter Zustdnde gehort. Diesem Fall tragen wir
durch eine Anderung der Notation Rechnung, |m) — |u). Die natiirliche Frage-
stellung ist dann: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von e,
nach €, & ¢, + hw (wir betrachten den Fall, dass das Kontinuum oberhalb des An-
fangszustands liegt)? Wir miissen dann (6.6.2), mit m — u, iber aller moglichen
Endzusténde summieren:

P (t Z P, (6.6.7)

wobei der Strich auf die Einschrénkung ¢, =~ ¢, + hw hinweist. Wir definieren die
Zustandsdichte der Endzustédnde derart, dass g(¢)de gerade die Zahl der Zustéinde
im Intervall [e, e 4+ de] angibt. Damit erhalten wir

ZPM : / ey ofey) DA =/ o (6.6.8)

(Wyn — w)?

Fiir grofie Zeiten hat der Integrand als Funktion von ¢, ein scharfes Maximum. Wir
nehmen an, dass die Matrixelemente fiir die Ubergéinge in die in Frage kommen-
den Endzustéinde im wesentlichen gleich sind, ersetzen |V,,|? durch eine irgendwie
gemittelte GroBe, und fithren dann das Integral aus:

/ -
S Pt & t;—h|vm|2g(en + hw). (6.6.9)

Grofle Zeiten bedeutet demnach, dass h/t klein sein muss im Vergleich zu dem
Energieintervall Ae, iiber das sich die Zustandsdichte und die Matrixelemente als
Funktion der Energie wesentlich &ndern. (6.6.9) entspricht (6.6.5), wenn wir dort die
Absorption betrachten, mit o(e,,) multiplizieren und iiber die Energie integrieren.
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Die Rate fiir Uberginge aus einem diskreten Niveau in ein Kontinuum ist somit
direkt proportional zur Dichte der Endzustéinde (und daher ist dies eine weitver-
breitete Methode, die Zustandsdichte experimentell zu bestimmen).

(¢) Wir wenden die zeitabhéngige Storungstheorie jetzt auf die Wechselwirkung von
Elektronen (z.B. in Atomen) mit klassischer elektromagnetischer Strahlung an. In
der transversalen Eichung werden die elektromagnetischen Wellen durch das Vek-
torpotential A beschrieben, mit V- A = 0, wiahrend das skalare Potential gleich null
gesetzt wird. Wir setzen

A=A, [ei(k'r_“’t) + e ilkr—ut) } (6.6.10)

mit Ag reell und w = c|k|. Dann ergeben sich das elektrische und das magnetische
Feld zu

10 iw : .
E=—~-"—A=—= ier—wt) _ gmilkr—wt) 6.6.11
c ot ¢ e ¢ I ( )
B=VxA=ik x Ay [k _ orilkr=eh ] (6.6.12)
(6.6.13)

Schlieflich setzen wir Ag = Age, |e| = 1,k - e = 0. Die Storung ist durch folgenden
Ausdruck gegeben:

2

Ve—"Apr A=V T, (6.6.14)

mit A = A(7,1).
Zunéchst noch einige Abschitzungen. Wir setzen p & h/ap und erhalten

P e _ ehEy Vo e’Ef

S VAP 6.6.15
2m  ma§  ag mwag 27 mw? ( )

mit Fy = wAg/c. Fiir hw > €%/aq ist daher V; eine kleine Stérung fiir Fy < e/a?, d. h.

wenn Ej sehr viel kleiner als das ,,atomare” Feld e/a? ist. Unter dieser Voraussetzung

finden wir aber auch
v, E
Vi~ efay’

(6.6.16)

d.h. der quadratische Term o< A? ist vernachlissighar — wie auch magnetische Ef-
fekte:

pswAy € Ey €
“ heefday

d. h. magnetische Beitrige sind nochmals um einen Faktor e?/fic ~ 1/137 kleiner als
Vi (a = €2 /he heiBt auch Feinstrukturkonstante). V; ist daher der dominante Anteil
der Storung.
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Bei der Berechnung der Ubergangsrate sind gewisse Matrixelemente von V zwischen
atomaren Zustdnden zu berechnen. Die rdumliche Ausdehnung dieser Zustéande ist
~ ayg = h*/me* < XA = 2n/k (A = 107 cm fiir hw ~ 1 eV, so dass Vereinfa-
chungen moglich sind. Insbesondere kénnen wir k - 7 im Exponenten von (6.6.10)
vernachlédssigen (Dipol-Nédherung) und erhalten schlielich

‘A/ _ 2€E0

~
~

o~ (p - e)cos(wt). (6.6.18)

Dies ist von der gleichen Form wie (6.6.1). Wegen A > aq wirkt die Stérung wie ein
raumlich homogenes Feld. Wir konnen daher vermuten, dass auch der Ansatz

V =—¢E(t) 7, E(t) =2Eesin(wt) (6.6.19)
zu physikalisch dquivalenten Ergebnissen fiihrt. Dies ldsst sich mit Hilfe der Relation
o o ih
[Ho 7] = 5 -[p7, 7] = ——p (6.6.20)

nachweisen. Wir berechnen die fiir die Stérung (6.6.18) relevanten Matrixelemente:

h

i2eky
T how
= +2eiFy(m|r-eln),

2eE 1 2eE) A N
(m| (‘ : O)ﬁ'eW:i 2 (im|Hy #e — i-e Ho|n)
mw w

(6.6.21)

(Em — €n){m|7-€|n)

wobei im letzten Schritt e, — e, = +hw eingesetzt wurde. Abgesehen von einem
Faktor i ist dies das relevante Matrixelement fiir die Stérung (6.6.19), die somit
die gleichen Ubergangsraten wie die Stérung (6.6.18) liefert.

Anmerkung (1): Die Aquivalenz von (6.6.18) und (6.6.19) lisst sich auch mit Hilfe
einer Eichtransformation zeigen.

Anmerkung (2): (6.6.21) zeigt, wie sich Impuls- und Ortsmatrixelemente ineinander
umrechnen lassen. Zur expliziten Berechnung kann die eine oder die andere Form
bequemer sein.

(d) Wir betrachten nochmals die Absorption und fassen die obigen Ergebnisse zu-

Salniern:

2
Ty = %( Eo)? [(m|#-e[n)|” 6(em — £n — he). (6.6.22)
Daher ist hw-T',,_.,, die pro Zeiteinheit absorbierte Energie, und wir definieren einen
Wirkungsquerschnitt als

absorbierte Energie / Zeit (6.6.23)

Oa ™ Energiestromdichte des Feldes
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Die Energiestromdichte des Feldes ist entsprechend der klassischen Elektrodynamik
betragsmifig gegeben durch (siehe Kapitel 1.1 und 1.3)

, c
jg = 4—}E(r,t)} - | B(r, t)| (6.6.24)
T
und ergibt sich im Mittel zu jp = (c/QW)Eg. ( je hat die Einheit Ener-
gie/(Flédche - Zeit)). Damit erhalten wir
AT om 2 R
0y = 2 472 (] e|n) | S (won — w). (6.6.25)
JE hic

Nun sei |n) der Grundzustand (und daher wy,, > 0). Integration von (6.6.25) und
Summation {iber alle m ergibt

/dw Zaa(w) = 4#2% Zwmn}<m|ﬁ-e|n>’2.

Die verbleibende Summe lésst sich ganz allgemein auswerten, mit dem Resultat

2 p 92,2
/deaa(w) g LT (6.6.26)

he2m me

Diese Oszillator-Summenregel enthélt kein i mehr auf der rechten Seite — und ist
daher mit der klassischen Elektrodynamik herleitbar.
Herleitung: Benutze (vgl. auch (6.6.21))

. B2

Hy,z], 2| = —— 6.6.27

[[ 05 .',U], l‘] m ( )

und berechne —h?%/m = (n| [[]:IO, 2], ] |n) durch Einschieben eines Einheitsoperators,
mit dem Resultat

S oY |l ) [ (6.6.28)

Anmerkung: Diese Summenregel ist allgemein giiltig — wir mussten die potentielle
Energie in Hy nicht spezifizieren!



Kapitel 7

Systeme identischer Teilchen

7.1 Bosonen und Fermionen [§ 34]

(a) In der klassischen Mechanik besitzen gleichartige Teilchen trotz der Identitét
ihrer physikalischen Eigenschaften eine Individualitdt. Man kann sich die Teilchen
durchnumeriert vorstellen und dann die Bewegung entlang jeder Bahnkurve verfol-
gen. Zu jedem spéteren Zeitpunkt kénnen die Teilchen daher identifiziert werden.
Wie aber unmittelbar aus der Unschdrferelation folgt, verliert in der Quantenme-
chanik die Bahnkurve ihren Sinn: Auch wenn wir die Teilchen zu einem bestimmten
Zeitpunkt numerieren, konnen wir daraus nicht iiber ihre Identifizierung zu einem
spateren Zeitpunkt aussagen. Dieses Prinzip der Ununterscheidbarkeit identischer
Teilchen spielt eine grundlegende Rolle in der Quantenmechanik.

Als Beispiel betrachten wir N identische, nicht wechselwirkende Teilchen mit

A=y Bﬁ% } Zhj, (7.1.1)

d. h. der Hamiltonoperator ist eine Summe von sogenannten 1-Teilchen-Operatoren.
Wir stellen uns vor, dass wir das 1-Teilchen-Problem gelst haben,

hla) = eaa), (7.1.2)

wobei ,a* fiir alle Quantenzahlen steht. Im folgenden sei {|j)} eine bestimmte Basis
(z.B. Ort und z-Komponente des Spins), und als Abkiirzung schreiben wir

Z/d?’?“j |7y, 1) (rj, 81 — /dj 17} (7.1.3)
s

Mit @,(j) = (rj, s7|a) bilden wir nun einen Eigenzustand des Gesamtsystems,
Un(l,...,N) =D,(1)Py(2) - - - P, (N), so dass (7.1.4)
H|Uy) = Ex|Uy), mit (7.1.5)
Exn=c,+ep+...+¢y, (7.1.6)



7.1 Bosonen und Fermionen [§ 34] 101

Die 1-Teilchen-Energien sind einfach zu summieren.

(b) Der Hamiltonoperator dndert sich nicht, wenn zwei , Koordinaten* vertauscht
werden. Wir definieren den Vertauschungs- oder Permutationsoperator iiber die Re-
lation

(i s P59 = (g D). (7.1.7)

Offensichtlich ist }/\75 = 1, d.h. dieser Operator ist gleich seinem Inversen, und
er hat die Eigenwerte +1. Wegen [H, P;;] = 0 fiir beliebige (ij) konnen wir die
Eigenzustdnde von H auch als Eigenzustédnde zu Pij wahlen. Da Pij und pkl im
Allgemeinen aber nicht kommutieren, niitzt diese Bemerkung wenig. Es ist aber eine
experimentelle Tatsache, dass in der Natur nur zwei Typen von Teilchen vorkommen:

Bosonen: Die Gesamtwellenfunktion ist symmetrisch, wenn
zwei beliebige Koordinaten vertauscht werden.
PyWg(l...i...j...N)=+Ug(l...i...5...N) (7.1.8)

Fermionen: Die Gesamtwellenfunktion ist antisymmetrisch,
wenn zwei beliebige Koordinaten vertauscht
werden.
P;Wg(l...i...5...N)=—Ug(1...i...5...N) (7.1.9)

Anmerkung: Es zeigt sich (und lésst sich innerhalb der relativistischen Quantenme-
chanik begriinden), dass Teilchen mit ganzzahligem Spin Bosonen und Teilchen mit
halbzahligen Spin Fermionen sind.

Bes=01,2.. Fos= (7.1.10)

9 I

[\RUV]
DO | Ot

N | —

Beispiele:

Bosonen: Photonen, Pionen, *He-Kerne, ...
Fermionen: Elektronen, Protonen, Neutronen, ...

Neueste Untersuchungen haben aber gezeigt, dass in zweit Dimensionen auch andere
,» Teilchen®, sogenannte Anyonen, existieren konnen, mit }5|\11> = €% |¥) und ¢ #
0, 7. In einem gewissen Sinn ist auflerdem die Unterscheidung von Fermionen und
Bosonen in einer Dimension hinfillig.

Eine wichtige Konsequenz von (7.1.9) ist das Pauli- Prinzip: Zwei Fermionen kénnen
nicht in allen Quantenzahlen {ibereinstimmen,

Up(.. i, i) =0. (7.1.11)

Auf dieses Prinzip hatten wir bereits am Ende von Kapitel 3.4 im Zusammenhang
mit den Energiezustéinden eines einfachen ,Metalls“ hingewiesen.
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Anmerkung: Wir vernachléssigen fiir einen Moment den Spin. Dann héngt ein allge-
meiner N-Teilchen-Zustand nur von den Ortskoordinaten rq, ..., ry ab. Die Wahr-
scheinlichkeit, irgendeines der Teilchen an einem vorgegebenen Ort r zu finden, ist
gegeben durch

Q(’l") :/d3T2d37‘3 ...dgTN |\I/(7",'I"2,.--,7°N)|2+

/d3T1d3T3 ...d37’N|\I[(’I"1,’I",...,'I"N)|2—|— (7112)

Diese Grofle, die 1-Teilchen ,, Wahrscheinlichkeitsdichte®, lasst sich auch als Erwar-
tungswert des Dichteoperators

or) =D _o(r =) (7.1.13)

darstellen. (In diese — allgemeinere — Aussage kann der Spin ohne weiteres einge-
schlossen werden.) Generell folgt aus der Ununterscheidbarkeit der Teilchen, dass
sich jede physikalische Grofie durch einen in allen Koordinaten symmetrischen Ope-
rator darstellen lisst. Fiir einen Produktzustand vom Typ (7.1.4) folgt (wieder ohne
Spin)

o(r) = |Da(r)2+ ... + [®u(r)]?, (7.1.14)

d. h. die Wahrscheinlichkeitsdichten addieren sich einfach auf. Normierung:

/d3r o(r) = N.

7.2 Zustandsfunktion zweier Elektronen [§ 35]

(a) Wir gehen aus von (7.1.4) fiir N = 2,

Us(1,2) = 0, (1)Dy(2). (7.2.1)
Offensichtlich ist jede Linearkombination

1 Wa(1,2) 4+ Uy(2,1) (7.2.2)

auch eine Eigenfunktion von H mit dem gleichen Eigenwert ¢,+¢;, (Dieses Phdnomen
heifit auch Austauschentartung). Nach Kapitel 7.1 sind aber nur Zustédnde mit ¢; =
+c5 in der Natur realisiert!

Explizit:
Up(1,2) = iz(cbau)cbb@) + 0, (2) (1)), (7.2.3)
Wi(1,2) = —= (@,(1)0(2) — 0,(2)0,(1). (7.2.4)
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Offensichtlich ist f’12|\IfB> = |Ug) und p12|\I/F> = —|Wg). Der Faktor ,v/2¢ tritt
aufgrund der Normierung auf (die 1-Teilchen-Zusténde sind als normiert vorausge-
setzt).

(b) Wir betrachten jetzt zwei Elektronen (s = 1/2) und schreiben die 1-Teilchen-
Zusténde als Produkt von Orts- und Spinanteil, vgl. (5.3.13) bzw. (5.3.14). Der
Zustand (7.2.4) ist dann aber im Allgemeinen kein Eigenzustand zum Quadrat des
Gesamtspins,

A~

S? = (8 + 82)°. (7.2.5)

Vergleiche Kapitel 5.5. Die Eigenzusténde zu 52 sind bekanntermafien der Singulett-
Zustand |0, 0) und die drei Triplett-Zustéinde, |1, S.),S, = —1,0, +1:

1

S: |0,0>=\/§(|Tl>—|lT>), (7.2.6)
T L1 = 1), (79.7)
1.0) = (111 +1D) (7.28)
1,1) = [11). (7.2.9)

Wir erkennen sofort, dass der Singulett-Zustand antisymmetrisch ist und die
Triplett-Zustéande symmetrisch sind bei Vertauschen der Teilchen! Nun muss aber
die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch sein, d.h. der Ortsanteil der Wellen-
funktion muss gerade symmetrisch (S) bzw. antisymmetrisch (T) sein:

v % [0a(1)00(r2) + alr2) ou(r1)] 10, 0), (7.2.10)
o) = % [Pa(r1) (1) — @alr2)es(r1)]10, Ss). (7.2.11)

Daher tritt in \I/%T) ein Austauschloch auf — die Wellenfunktion verschwindet fiir
TR Ty,

Diese einfache Tatsache hat weitreichende Konsequenzen, z.B. fiir die Beschreibung
von Elektronen in Festkorpern. In vielen Fillen ist die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Elektronen nicht vernachldssigbar. Grob gesprochen kénnen wir uns
vorstellen, dass wir die Wechselwirkung zwischen den Elektronen mit Hilfe eines
Variationsansatzes oder im Rahmen der Storungstheorie behandeln. Dann sind die
Matrixelemente

ABs = (P VIOP), AR = (W [V[wLD), (7.2.12)

mit V = e?/r,r = |r; — 7o, ein MaB fiir die Wechselwirkung zwischen zwei Elektro-
nen. Aufgrund des Austauschlochs ist in vielen (nicht allen!) Fallen AEg > AFEr,
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d. h. ein Triplett-Zustand liegt energetisch niedriger als ein Singulett-Zustand. Ob-
wohl die Wechselwirkung nur im Ortsraum wirkt, hdngt die Energie der zwei Elek-
tronen davon ab, welchen Spinzustand sie haben! Die Energieinderung (7.2.12) lasst
sich auch wie folgt zusammenfassen:

S(S+1

AE = AEg + (AEyp — AES)%, (7.2.13)

da S(S + 1) =0 oder = 2 fiir die beiden Félle. Mit
2 4 e, 3 54

h S(S -+ 1) — <81 + 82) — 7 -+ 281'82 (7214)
fithrt dies zu einer ,spin-abhéngigen“ Wechselwirkung (,, Austauschwechselwir-
kung*),

4J81-8
AE = konst. — J;; 52 (7.2.15)

mit —J = (AEr — AEs)/4. Im Allgemeinen — siehe oben —ist J > 0, d. h. die Aus-
tauschwechselwirkung bevorzugt Triplett-Zustdnde und eine , Parallelstellung der
Spins®.

7.3 Zweite Quantisierung [§ 36]

(a) Wir konstruieren jetzt explizit die Vielteilchen-Zusténde, die ein System von
identischen Teilchen (Bosonen oder Fermionen) beschreiben, und fithren dann eine
Notation ein, die den Umgang mit diesen Zustdnden erleichtert. Wir gehen aus von

(7.1.14) und bilden

|Ug) = Zp\xpm, (7.3.1)

wobei die Summe iiber alle méglichen Permutationen, d. h. iiber alle moglichen paar-
weisen Vertauschungen lauft. Dieser Zustand beschreibt ein System von Bosonen,
denn

PUg) =Y (P'P)|[Uy) = P'|Uy) = +|Tp). (7.3.2)

P pr

Dieser Zustand ist vollstdndig symmetrisch. Ein Fermisystem wird durch einen
vollstéandig antisymmetrischen Zustand beschrieben:

[Wp) =) (1) P|¥y), (7.3.3)

P
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wobei (—1)F gleich +1 ist bei einer geraden Zahl von paarweisen Vertauschungen,
und gleich —1 bei einer ungeraden Zahl von paarweisen Vertauschungen. Der Fer-
mionzustand (7.3.3) lédsst sich auch als Determinante darstellen:

Bu(1) Bu(2) ... BL(N)
- q>b:(1) <1>b:(2) (I)b(:N). _—
B,(1) B.2) .. B,(N)

Die Normierung dieser Zusténde ergibt sich aus

(Up|Wp) = NI, (7.3.5)
N!

UplUp) = ————
Wsl¥e) = o

(7.3.6)

wobei N,, Ny, ... gerade angibt, wie oft die Zusténde a,b,... in (7.3.1) auftreten.
(Vergleiche Kapitel 7.2 fir N = 2; in (7.2.3) wurde a # b vorausgesetzt.) Diese
Zustinde sind Eigenzustinde zu H (siehe (7.1.1) mit Eigenwert

EotEp+ ...+ ey (7.3.7)

(b) Das Pauli-Prinzip hat dramatische Konsequenzen fiir das Tieftemperaturverhal-
ten von Bosonen im Vergleich zu Fermionen. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass
die 1-Teilchen-Energien

Ep e < < -- (738)

nicht vom Spin abhéngen, und wir vergleichen N Bosonen (s = 0) mit N Fermio-
nen (s = 1/2). Bei dem Bosonensystem sind alle Bosonen im Grundzustand im
niedrigsten 1-Teilchen-Zustand:

UY(1,2,...,N) = &p(1)®(2) - - - Dy(N), (7.3.9)
und die Energie dieses Zustandes ist
ES = Ne,,. (7.3.10)

Im Gegensatz dazu befinden sich je zwei Fermionen (Spin T und Spin |) in den N/2
(N sei gerade) niedrigsten Zusténden, und die Energie dieses Zustandes ist
N

EY=2(eo+er+...+er), k:E—L (7.3.11)

(c) Gegeben sei nun wieder eine 1-Teilchen-Basis mit Energieeigenwerten ¢; (wir
bleiben bei der Numerierung 0,1,2,.... Dann sind offensichtlich die Zustdnde ¥y
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und ¥ eindeutig festgelegt, wenn wir angeben, wie oft jeder 1-Teilchen-Zustand in
(7.3.1) bzw. (7.3.4) vorkommt. Diese Darstellung heifit auch Besetzungszahldarstel-
lung. Zum Beispiel fiir die Grundzustédnde gilt

|\IIOB> A |N[0}7 nny, n2p, gl - - '>7 (7312)

wobei Njg bedeutet, dass der Zustand ,,0“ N-mal vorkommt (besetzt ist). Entspre-
chend

1O < L7 Lo Ltgs - - - » Lgs Oy - - -)- (7.3.13)

Wichtiges Resultat: Die Besetzungszahlen eines Fermisystem sind nur gleich 0 oder
1!

Anmerkung: Das Zahlentupel {ng,ny,ng, ...} bzw. {ng;, g, N1y, ...} ist unendlich
lang, da im Allgemeinen die Zahl der -Teilchen-Zustdnde unbeschréankt ist.

(d) Die Besetzungszahldarstellung hat Ahnlichkeit mit den Zustéinden {|n)}, die wir
bereits beim harmonischen Oszillator kennengelernt hatten. Wir betrachten zuerst
Bosonen und definieren entsprechend zu Kapitel 3.2 Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren mit folgenden Vertauschungsrelationen:

a;,af] =65, i, a5] = [af d;r] =0. (7.3.14)

J
Ausgehend vom ,, Vakuum*
|0y =10,0,0,...) (7.3.15)

konstruieren wir die (normierten) Besetzungszahlzusténde durch mehrmaliges An-
wenden von Erzeugungsoperatoren:

@) (@)™ (ag)™
vV TLQ! vV TLl! vV TL()!

Aus Kapitel 3.2 wissen wir, dass diese Zustdnde Eigenzustdnde zum Besetzungszahl-

‘\I]B> And |’I’L07 ny,ng, .. > = |O> (7316)

operator n; sind:
TAlj :CAL;FCAL] = ﬁj|n0,n1,...> :nj\no,nl,...>. (7317)
Daher misst der Operator

N=> i (7.3.18)
J

offensichtlich die Gesamtteilchenzahl,

N‘no,n17...> :N|TL07TL1,...>. (7319)
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Zwei Zustdande |ng,ny,...) und |ng,ny,...) sind immer zueinander orthogonal, au-
Ber wenn sie in allen Besetzungszahlen {ibereinstimmen. Damit stehen insbesondere
Zustande mit verschiedener Teilchenzahl immer senkrecht aufeinander.
Anmerkung: Der so konstruierte Hilbert-Raum von Zustdnden heifit auch Fock-
Raum.

Die Energie eines Zustands |{n,}) ist

E({n;}) Z En;, (7.3.20)

d.h. ein bestimmter 1-Teilchen-Energiewert ¢; tritt genau so oft auf wie die ent-
sprechende Wellenfunktion in dem Vielteilchenzustand vorkommt. Daher hat H aus
(7.1.1) folgende Darstellung:

f{ <~ Z&jﬁj, (7321)

denn die Anwendung dieses Ausdrucks auf den Zustand im Fock-Raum liefert gerade
(7.3.20).

Beispiel: Teilchen im Kasten der Lange a, periodische Randbedingungen. Dann ist
(vgl. Kapitel 2.3)

1 21h

O, () = = elpa/h g — %n n=0,+1,.... (7.3.22)
Mit

[dpv d;;r/] = 51?1?’7 [dlﬂ dp’] = [d;)ra d;)r’] =0, (7'3'23)
erhalten wir

2
2 Adon p
H e eafa, &= e (7.3.24)

Natiirlich ist H in der Impulsbasis diagonal. Wie sieht H in einer anderen Basis,
z.B. der Ortsbasis aus? Wir definieren Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die
ein Teilchen an einem bestimmten Ort erzeugen oder vernichten, geméf

= @r(x)a,, (7.3.25)
p
r) =Y ®,(x)a,. (7.3.26)
p
Offensichtlich gilt [‘i!(:c) (2! )] = 0, und auerdem
[¥(2), Z &y ( ay, ay)
— Z ®,(2)0; (z') (7.3.27)

= 5(‘27 - xl)7
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da

1 - /
. Z P/ — 5z — 2. (7.3.28)
P

Wir setzen

i = / dz ®,(z)¥* (), @, = / dz @ (z)¥(z) (7.3.29)
in (7.3.24) ein und erhalten

H /daz Ut (z) {—h—Qd—Q} (). (7.3.30)

2m dx?

Hier taucht gerade der 1-Teilchen-Operator der kinetischen Energie in der Ortsbasis
auf. Entsprechend gilt

N = / dz U (2)0 (). (7.3.31)

Ohne weiteren Beweis halten wir fest, wie sich beliebige 1-Teilchen- und 2-Teilchen-
Operatoren (letztere treten bei wechselwirkenden Teilchen auf) darstellen lassen:

SV (i) / do G+ (2)V () (2), (7.3.32)
J
1 o L L
5 Z U(t; — 2j) < /dxd:p’ Ut ()0 (2" U(x — 2/ )V (2") W (). (7.3.33)
i£]
In der Impulsbasis wird z.B. aus (7.3.32)

/ de WH(2)V(2)U(z) = Y Vi) ay, (7.3.34)
p.p’
wobei V,,y die ,Ubergangsamplitude“ fiir p’ — p ist:

Vo = [ do 8)V (@) (0) = 1719, (7.3.35)

Der Ubergang zu D = 3 ist problemlos. Auerdem lésst sich ohne Schwierigkeiten
der Spin beriicksichtigen.

(e) Die Besetzungszahlzusténde fiir ein System von Fermionen konstruieren wir ana-
log zu (7.3.16):

[Wg) < [no,n1,ma,...) = -+ (¢3)™(¢)" (7)™ 0), (7.3.36)

wobei der Spin durch eine Anderung der Numerierung beriicksichtigt werden kann.
(Wegen n; = 0,1 und 0! = 1! = 1 treten keine zusétzlichen Faktoren auf.) Aufgrund
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der Antisymmetrie des Zustands miissen die Fermionenerzeuger und -vernichter aber
folgenden Antikommutationsrelationen geniigen:

{éi, ¢} = 0y, {éiaéj} {ef e (7.3.37)
mit {A B} AB + BA:; ,i* und ,, 7 steht hier beispielsweise fiir Impuls und Spin,

¢; entspricht ¢,y und ¢,;. Die Relationen (7.3.37) kann man sich wie folgt explizit
klarmachen, wenn wir uns die Zustandsfunktion zweier Teilchen erzeugen:

110} = ei(1), (7:3.39)

o 1
& ¢710) < 7 [0i(1)(2) — ¢i(2);(1)], (7.3.39)

1
&0y o —=[0;(1)ei(2) — 9;(2)@i(1)]. 7.3.40
|>H\/§[%()90() ©;(2)¢i(1)] ( )
Offensichtlich ist dann ¢/ ¢7[0) = —¢¢f]0) fiir 4 # j. Fiir gleiche Quantenzahlen

ergibt sich

(&5)?10) = —(&)?|0) = 0. (7.3.41)

Die Vertauschung zweier Teilchen wird durch folgenden Operator beschrieben:

eretec |- = [5z‘jﬁi _ ﬁiﬁj} |-, (7.3.42)

%
Erst wird ein Teilchen in ,,j“ vernichtet, dann wird ein Teilchen von ,,¢“ nach 5
transportiert, und schliefllich wird wieder ein Teilchen in ,i“ erzeugt. Die rechte
Seite von (7.3.42) verschwindet fiir ¢ = j (natiirlich kann man nicht zwei Teilchen
im gleichen Zustand vernichten), und ergibt —|---) fiir ¢ # j (vorausgesetzt, beide

A4

Zustande L3¢ und ,,j“ sind besetzt). Wie vorher ist n; = éjéj der Besetzungszahl-

operator; fiir Fermionen hat er die Eigenwerte 0, 1:
’flj| ...,nj,...> = ﬁj (é;—)nj |O> = 7’Lj| ...,TLj,...), (7343)

wiederum mit Hilfe von (7.3.37). Analog zu Abschnitt (d) lassen sich auch fiir Fer-
mionen die 1-Teilchen- und 2-Teilchen-Operatoren darstellen. Die Erzeuger und Ver-
nichter in der Ortsbasis erfiillen jetzt aber die Antikommutationsrelationen

{0 (@), Ui} = o —2'), (7.3.44)
(W), Wo(2')} = (U] (2), Wl (2')} =0, (7.3.45)

wobei hier explizit der Spin (z.B. s = T, | ) mit aufgeschrieben wurde. Zum Beispiel
ist der Dichteoperator durch folgenden Ausdruck gegeben:

j(z) = U (x)T, Z Z o ) s (7.3.46)

Analog erhalten wir fiir die Splndlchte
h o o
=3 > Ui (2)0 .V (x) (7.3.47)

mit o,y = ((crx)ssz, (0y)sss (O'Z)SS/) den Pauli-Matrizen.



Kapitel 8

Streutheorie

8.1 Problemstellung [§ 37]

(a) Wir untersuchen Losungen der Schrodinger-Gleichung
ih|W) = H|W), (8.1.1)

mit H = Hy + V(#), die die Streuung eines Teilchens an einem (kurzreichweitigen,
bei 7 & 0 lokalisiertem) Potential V (r) beschreiben; Hy = p?/2m. Diese Losung soll
aus einem Wellenpaket bestehen, das zu einem frithen Zeitpunkt ,links“ von dem
Potential lokalisiert ist und sich auf dieses zubewegt. Zu spéten Zeiten erwarten wir
im Wesentlichen, das Wellenpaket ,rechts* zu finden, plus gestreute Wellen (sieche
Abbildung 8.1).

Unter der Voraussetzung, dass das Wellenpaket rdumlich gréfer ist als der Streuer,
d.h. die Reichweite des Potentials, ist es moglich, diese Situation mit Hilfe von
einfallenden ebenen Wellen zu beschreiben, und das werden wir weiter unten tun.

(b) Es sei nun |®) ein Eigenzustand zu Hy (ebene Welle bzw.
Wellenpaket),

Hy|®) = E|®). (8.1.2)
Dann lasst sich die stationdre Schrodinger-Gleichung

(Hy +V)|¥) = B|D) (8.1.3)
wie folgt umschreiben:

W) = |®) + [E — Ho| ™' V|W). (8.1.4)

Abgesehen von der singuldren Natur des in dieser Gleichung auftretenden inversen
Operators ist dies offensichtlich die Lésung mit der Eigenschaft |¥) — |®) fiir V —
0. Die Singularitdt wird durch einen kleinen Imaginérteil behoben. Wir erhalten

(WY = (@) + [E — Hy +10] " V[0, (8.1.5)
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Abbildung 8.1:

Abbildung 8.2: Einfallendes Wellenpaket — transmittiertes Wellenpaket plus Streuwellen.

Diese Gleichung ist als Lippmann-Schwinger-Gleichung bekannt. Auf die physikali-
sche Bedeutung des (£) kommen wir gleich zuriick. In der Ortsdarstellung ergibt

sich
\I/(i) = 2m d3 e / 1Y \I/(:t)
(r) = @(r) + 5 [ &7 G (r, ) (' [V]TH) (8.1.6)
mit
! h2 % .A1—1
Gyi(r,r') = %@“HE—HOj:lO} |r") (8.1.7)

als Greenscher Funktion des freien Problems. (Welche Differentialgleichung erfiillt
G+7) Die Berechnung von G4 fithrt man am besten mit Hilfe der Impulsbasis durch
(vgl. z.B. Sakurai, Kap. 7.1). Ergebnis:

1 e:l:ik\'r—'r"\

Gy(r,r') = (8.1.8)

CAm e =]
mit £ = h*k?/2m wie iiblich. Daher beschreibt G (G_) auslaufende (einfallende)
Kugelwellen (vgl. (4.4.9)). (8.1.6) ist eine Integralgleichung fiir ¥*). Wir betrachten
grofle Abstande, |r| > |r'|, entwickeln

!/

klr — | %k(fr— T'T> (8.1.9)

r

und erhalten als Ndherung

1 H 1./ /
G, ~ ——— ¢k g7ikr 8.1.10
- amr - © ’ ( )

wobei wir noch k' = kr/r gesetzt haben. Der Vektor k' zeigt zum , Beobachtungs-
punkt® r und ist betragsméaBig gleich k; daher ist k' der Wellenvektor fiir Wellen,
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die zum Beobachtungspunkt laufen. Mit (8.1.6) und (8.1.10) erhalten wir

eikr

T (p) x ek 4 f(k, K, (8.1.11)

Flle, k) = - / B e F T Y (YT (), (8.1.12)

Somit besteht ¥(*) aus einer ebenen Welle plus einer auslaufenden Kugelwelle mit
Amplitude f(k,k'); f(k, k') heiit Streuamplitude. Wir berechnen die Wahrschein-
lichkeitsstromdichte

j(r) = %Im(\l’*w’) (8.1.13)

fiir die beiden in (8.1.11) gegebenen Anteile:

hk
ebene Welle: 7, =
1.14
Bk |fPr (8.1.14)
Kugelwelle:  jy = —=—-—.
m r? r

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist definiert {iber die Zahl der Teilchen, die
pro Zeiteinheit in das Raumwinkelelement d€2 gestreut werden (d. h. durch die Fléche
r2dQ) gehen), dividiert durch die einfallende Zahl der Teilchen pro Fliche und Zeit:

jo|r2d Q)
do = % = | f(k,K")|["aQ. (8.1.15)
Resultat:
d /
T~ [fkK) ). (8.1.16)

8.2 Bornsche Niherung [§ 38]

(a) Fiir ein schwaches Potential — siehe unten — kénnen wir U in (8.1.12) durch
eine ebene Welle ersetzen und erhalten

m
onh?

fk,E)=— Br e B=ET (), (8.2.1)
d.h. in der Bornschen Né#herung ist die Streuamplitude direkt durch die Fourier-
transformierte des Streupotentials gegeben:

Pk, k) = f(k— k) = -

m

onh?

V(ik—k). (8.2.2)

Fiir ein kugelsymmetrisches Potential, V(r) — V(r), vereinfacht sich (8.2.1) zu

2m 1

f(e)= —?5 /OOO dr rV (r)sin(qr), (8.2.3)
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mit ¢? = (k — k')? = 4k?sin*(©/2); O ist der Ablenkwinkel.

(b) Als Beispiel betrachten wir die Streuung an einem Yukawa-Potential (= abge-
schirmtes Coulomb-Potential),

e Hr

Vir) =V, . 8.2.4
)=V (82.4)
Resultat:

2mVO 1
f(©) = 8.2.5
©)= -7l (8:2.5)

I gibt die Reichweite des Potentials an. Im Grenzfall u — 0, Vo/pu — ZZ'e?
finden wir fiir den Wirkungsquerschnitt

do _ (2m\* (226
dQ 7\ %) 16k*sin*(©/2)

(8.2.6)

Mit E = h*k?/2m ,verschwindet“ sogar h aus diesem Ausdruck,

!
d_azi(ZZQQ) _t (8.2.7)
dQ 16 E sin®(©/2)
Dies ist genau der Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt, den man auch klassisch
erhélt (Rutherford-Streuung), mit seiner charakteristischen Divergenz in Vorwérts-
richtung (© — 0)!
Anmerkungen: In Bornscher Ndherung und fiir ein kugelsymmetrisches Potential ist

(i) die Streuamplitude nur eine Funktion von ¢;
ii) die Streuamplitude reell;
p

f(©) unabhéngig von © fiir k£ — 0;

)
)
(iii) do/d€2 unabhéngig vom Vorzeichen des Potentials;
(iv)
)

(v) f(©) Klein fiir grofie g;

(c) Die Giiltigkeit der Bornschen Naherung ergibt sich, wenn wir (8.1.8) in (8.1.6)
einsetzen und den zweiten Term fiir » ~ 0 betrachten. Dies fiihrt zu der Bedingung

m eikr’
h2 /d3 /T—V<T,>

Die Auswertung dieser Bedingung z.B. fiir das Yukawa-Potential liefert

< 1. (8.2.8)

K22
k< Vol < 24

(8.2.9)

Rk
ks Vol < —EF,

(8.2.10)
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wobei im letzteren Fall logarithmische Korrekturen vernachléassigt wurden. Die Born-
sche Naherung wird also tendenziell besser fiir grofie k-Werte, d. h. fiir grole Ener-
gien, E > h?u?/2m.

Anmerkung: Fiir Vy < 0 und |Vp| > 2,7 x h*u?/2m hat das Yukawa-Potential einen
gebundenen Zustand. Dann sollte die Bornsche Nadherung natiirlich nicht mehr an-
wendbar sein.

(d) Korrekturen zur Bornschen Néherung lassen sich systematisch ableiten. Wir
gehen zuriick zu (8.1.5) und definieren einen Ubergangsoperator T iiber die Relation

VT = 7). (8.2.11)
Wir multiplizieren (8.1.5) von links mit V und lesen folgende Identitiit ab:
T=V+V[E—Hy+i0] T (8.2.12)

Diese Gleichung lésst sich ohne Schwierigkeiten iterieren. Aus (8.1.12) und mit
(r|®) = e*7 erhalten wir folgendes exaktes Resultat fiir die Streuamplitude:
f(k, k') =

m

R (K'|T|k), (8.2.13)

welches sich offensichtlich in niedrigster Ordnung, T ~ V, auf (8.2.1) reduziert. Im
allgemeinen ist 7" aber, im Gegensatz zu V nicht diagonal in der Ortsbasis!

8.3 Partialwellenzerlegung [§ 39]

(a) Wir betrachten wieder ein kugelsymmetrisches Potential und legen zur Vereinfa-
chung den Wellenvektor der einfallenden Welle entlang der z-Richtung. Dann bietet
sich eine Zerlegung nach Eigenfunktionen von L? und L. an, wobei sofort m = 0
gesetzt werden kann (aufgrund der Drehsymmetrie um die z-Achse). Asymptotisch,
d. h. fiir grole Abstédnde vom Streuer, konnen wir die Ergebnisse aus Kapitel 4.4(b)
anwenden, d.h. Losungen der freien Schrédinger-Gleichung sind von der Form

= Pi(cosO) . lm
U x Z(Ql + 1)Al% sin (kr -5t 51) : (8.3.1)
1=0

Hier haben wir die beiden asymptotischen Ausdriicke (4.4.18) zusammengefasst und
Streuphasen §; definiert. Wir wollen untersuchen, wie sich die Streuamplitude

f(©) =) (20 +1)fP(cos ©) (8.3.2)

1=0
durch die Streuphasen ausdriicken lédsst. Mit

200
20+ 1

/ dO sin © P(cos ©) Py (cos ©) = (8.3.3)
0
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ist die Umkehrung von (8.3.2)

fi= % /W dOsin © P (cos ©) f(O). (8.3.4)

0

(b) Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus (8.1.16) nach Integration iiber
den Raumwinkel:

0227r/0 0 sin 6| f(O)[2. (8.3.5)

Wir setzen (8.3.2) ein und erhalten unter Beriicksichtigung der Orthogonalitétsre-
lation (8.3.3)

o= Zal, mit o; = 47(20 + 1)|f|?, (8.3.6)
1=0

wobei man o; partielle Streuquerschnitte nennt.

(¢) Im Weiteren werden wir (8.1.11),

Ut (r) = e** + f(9), (8.3.7)

mit der allgemeinen Losung (8.3.1) vergleichen und so den gesuchten Zusammenhang

herstellen. Dazu miissen wir noch e** = ¢#7¢s© pach Partialwellen entwickeln:

ikz i'(21 + 1) Py(cos ©); (kr)
- (8.3.8)

i'(20 + 1) Py(cos @)W,

I
NE

l

2
NE

l

I
o

wobei im letzten Schritt die asymptotische Form der sphérischen Besselfunktionen,
vgl. (4.4.18), verwendet wurde. Wir vergleichen jetzt:

1 sin (kr — & + ) o sin (kr — ) oikr

2 . 8.3.9

: kr kr i r ( )

Die Differenz ¥*(r) — e** muss eine auslaufende Welle darstellen, d.h. Terme
o e " miissen sich in dieser Gleichung wegheben. Dies fiihrt zu

A =il (8.3.10)

Der restliche Anteil, oc e*" | fiihrt dann auf folgende Gleichung:

A b _ il ailr/2
(4 , ) _ (8.3.11)
2ikr T
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SchlieBlich (mit i’ e ™2 = 1) ergibt sich

eQi(Sl _ 1
=— 8.3.12
Ji ok ( )
und
5
fp =20 (8.3.13)
(d) Die partiellen Wirkungsquerschnitte (8.3.6) sind gegeben durch
dr . 9
o = 12 <2l + ) Sin 51, (8314)

und daher auf jeden Fall kleiner als 47 (2[+1)/k?. Eine interessante Relation, bekannt
als Optisches Theorem, ergibt sich sofort, wenn wir in (8.3.2) © = 0 setzen (P)(1) =

1):

62151 -1

2ik

NE

feO=0=S"(2+1) (8.3.15)

IHW
o

= Imf(© Z (20 4 1) sin? 4, (8.3.16)

Tk

d.h. der totale Wirkungsquerschnitt hingt direkt mit dem Imaginérteil der
Vorwiértsstreuamplitude zusammen:

o= —Imf(© =0). (8.3.17)

Ein Beweis von (8.3.16), der nicht auf die Partialwellenzerlegung zuriickgreift, ist
natiirlich auch moglich (siehe Sakurai, Kap. 7.3).

Anmerkung: Im Rahmen der Bornschen Néaherung ist der Effekt des Streuers gering
und entsprechend ¢; < 1. Allerdings ist f(©) reell, und damit ist die Bornsche
Néherung nicht genau genug, um die exakte Relation (8.3.17) zu erfiillen.



