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Kapitel 1

Vektoranalysis

1.1 Skalar- und Vektorfelder in der Mechanik und der Elek-
trodynamik

Beispiel aus der Mechanik

FEin Teilchen der Masse m, Koordinate r(t), Kraft F(r), Newton’sche Bewegungsgleichung: mi =
F(r). Durch Losen dieser Differentialgleichung (mit Anfangsbedingungen) ergibt sich die Bahnkurve,

r(t).

e Kraftfeld, F(r) = Vektorfeld: jedem Punkt r wird ein Vektor zugeordnet.

Beispiel aus der Hydrodynamik

Die Hydrodynamik befasst sich mit der Bewegung wieler Teilchen, zum Beispiel der Atome in ei-
nem Gas oder einer Fliissigkeit. Wir betrachten einen bestimmten (festen) Punkt r und ein festes
(kleines) Volumenelement AV; die Zahl der Atome in diesem Volumenelement sei AN (r). Die GroBe
n(r) = AN(r)/AV nennt man Teilchendichte. Multipliziert man die Teilchendichte mit der Masse
m der Atome, erhélt man die Massendichte. Sind die Teilchen geladen und haben alle die glei-
che Ladung ¢, ist gn(r) die Ladungsdichte. Analog kann man auch die lokale Geschwindigkeit der
stromenden Fliissigkeit, v(r), definieren. Damit ergibt sich die lokale Stromdichte zu n(r)v(r) und
die Massenstromdichte bzw. die Ladungstromdichte zu mn(r)v(r) bzw. gn(r)v(r). Achtung, Dichte
und Stromdichte hdngen im Allgemeinen auch von der Zeit ab! Und oft wird fiir die Stromdichten
das gleiche Symbol, j, verwendet!

e Dichte, n(r) = Skalarfeld: jedem Punkt r wird ein Skalar zugeordnet.

e Geschwindigkeit, v(r) = Vektorfeld: jedem Punkt r wird ein Vektor zugeordnet.



Beispiel aus der Elektrostatik: zwei verschieden grofle gegennamige La-
dungen

e Elektrisches Potential: Skalarfeld ®(r)

Skalarfeld ®(r) Aquipotentiallinien

e Elektrisches Feld: Vektorfeld E(r)

Feldlinien

Aquipotential- und Feldlinien stehen )
Ladungen sind Quellen und Senken des

senkrecht aufeinander (siche Math. Konz. I, .
elektrischen Feldes.

Kapitel 2.6).



Beispiel aus der Magnetostatik: gerader stromdurchflossener Leiter

Magnetisches Feld: Vektorfeld B(r)
Strome fithren zu Wirbeln im Magnetfeld.

Im Folgenden befassen wir uns mit der Frage, wie sich (zum Beispiel) die oben gezeigten Strukturen
(Vektorfelder) mathematisch beschreiben lassen. Ausgehend von vorgegebenen Quellen und Senken:
Wie sehen die entsprechenden Vektorfelder aus? Und umgekehrt: Wie bestimmt man die Quellen
und Senken aus einem vorgegebenen Feld?

1.2 Nabla-Operator (V)

Am Beispiel des elektrischen Potentials ® und des elektrischen Felds E (vgl. Math. Konz. I, Kapitel
2.6):

V=e g—ire 2—|—e2
" 0x Yoy “0z

E=—-grad =-Vo

0o 0P 0P

E= e, —e,—
exﬁx eyay 0z

Formal: ‘Multiplikation’ eines vektoriellen Differentialoperators mit einem Skalar. Es sind noch andere
‘Arten’ der Multiplikation moglich, insbesondere:

e Divergenz:

ov, oV, V.
+ Lt

.V =divV = 1.1
v v ox dy 0z (1.1)
e Rotation:
ov, 0V, oV, IV, v, 9V,
V=10tV = E_ Y -z Tz -4 _ -2 1.2
VX o egg(@y 8z)+ey<8z 8$>+ez(8w 8y) (12)



1.3 Divergenz, Sitze von Gaufl und Green

Physikalische Interpretation: Fluss durch eine Fléche (siehe auch Math. Konz. I, Kapitel 2.8, Flachenintegral).
Wir betrachten hier das Vektorfeld j(r), zum Beispiel die Stromdichte. Der Strom durch die abge-
bildete Flache hiangt offensichtlich vom Winkel zwischen der Stromdichte und der Flachennormalen

ab:
Strom durch Flache =

j| |dF| cosav = j - dF (1.3)

Als Konvention wird festgelegt: Die Fliachennormalen-
vektoren zeigen immer nach auflien. Strom durch die bei-
den Flachen:

P | AF —a(@)AF,  jo(z + Az)AF
. . Das ergibt den Nettostrom:
j,\/ jx
: : _ Jel(w 4+ Az) — ju(x)
X A Ax Je(x + Az)AF — j,.(z)AF = s AV

Volumenelement: AV = AzAF. Im Grenzfall Az — 0:

Az—0 Ax ox

Verallgemeinerung auf drei Dimensionen
Nettofluss nach auBen (Summe iiber alle sechs Ober-
fléichen):

+ (Jy(2,y + Ay, 2) — jy(2, 9, 2)) AvAz

+ (Ja(2,y, 2 + A2) = ja(2,y, 2)) AzAy (1.5) Ay

lim
Az, Ay,Az—0 d]z 8jy 8jz o ..
<8$+8y+8z AV =divj- AV

(Volumenelement: AV = AzAyAz)



Kontinuititsgleichung: Die zeitliche Anderung der Teilchenzahl im Volumen AV ergibt sich aus dem

Strom in das Volumen bzw. aus dem Volumen heraus — was wir gerade bestimmt haben.

. AN .. On
d1VJ-AV——E<—>d1VJ— 5

Hier ist n(r, t) die Teilchenzahldichte. Da diese Grofie i. A. von Raum und Zeit abhéngt, ist es besser,

bei der Zeitableitung die partielle Ableitung zu verwenden.

an

o divj>0— %

< 0 — Fluss aus dem Volumen heraus (Quelle)

on

e divj <0 — % >0 — Fluss in das Volumen hinein (Senke)

Beispiele:
Quelle mit konstanter Stéirke im gesamten Keine Quellen oder Senken:
- —» l [ T
Raum:
u = r=uxe,+ye, + ze, u = —ye,+re,
) or Oy 0z ) oy Ox
v Ox + dy + 0z i Ox + Jy
Rechenregeln:

e div(u+v)=div(u) +div (v)
e div(au) = adiv (u), a: konstanter Skalar

o div(Sv)=Sdiv(v)+v-grad S, S: Skalarfeld

Herleitung der dritten Beziehung:
div (Sv) = 0;(Sv;) = v;0;S + SOv; = v - grad S + Sdiv (v)

0 0 0

81:%7 82:8_y7 63:£

(1.6)

(1.7)

Hier wird die Einstein’sche Summenkonvention verwendet: Wenn ein Index 2-mal auftritt, wird iiber

ihn summiert (i = 1,2, 3).



Anwendung:

1 1
div (%) = r-grad <r_3) + T—3divr

divr = 3
1 1 r
grad (ﬁ) = grad (22 + y2 + 22)3/2 - _Sﬁ
/T r2 3 B

Anmerkung: Betrachte gradf(r), wobei f(r) eine beliebige Funktion ist, die aber nur vom Abstand
r und nicht von der Richtung von r selbst abhéngt:

B .Of_ ‘8f87“_ T df v
VIO =D e gy =2 gy e =g = e

— Die Gradientenbildung zerfillt in das Produkt aus radialem Einheitsvektor und der eindimensio-
nalen ‘einfachen’ Ableitung von f nach r.

Satz von Gaufl

Das Elektrische Feld E = a 55 besitzt aulerhalb des Ursprungs keine Quellen oder Senken. Wie kann

Tf

man die Stéarke der Quelle bei r = 0 bestimmen? Betrachte dazu nochmals ein kleines Wiirfelvolumen:

]m($+Al’7y, Z)AyAZ_.]:E(xmyWZ)AyAZ +
Jy(x,y+ Ay, 2)AzAz — j,(z,y, 2)AzAz +
gz y, 2+ A2)AzAy — 7. (z,y, 2)AzAy = divjAzAyAz (1.9)

Auf der linken Seite stehen die Beitrége (j - dF'); von allen sechs Seitenfléchen:

6

> (- dF); = divj-dV (1.10)

=1

Ein beliebiges Volumen lésst sich in infinitesimale Wiirfel zerlegen, wobei sich die Beitrage der In-
nenflichen gegenseitig wegheben, falls j stetig ist:



Grenzfliche zweier kleiner Wiirfel, die Beitrage an der Innenseite kompensieren sich.

Die Summation iiber alle Wiirfel liefert im Grenzfall infinitesimal kleiner Wiirfel eine Integration.
Nur die Beitrédge der Volumenoberfldche bleiben {ibrig. Wir erhalten:

/j-dF:/divj-dV

(@] \4

Dies ist der bekannte Satz von Gauf}, wobei O die Oberfliche des Volumens V' bezeichnet.

Anwendung: j =r/r?

Aus Symmetriegriinden ist es sinnvoll, als Integrationsvolumen eine Kugel mit Zentrum im Ursprung



zu wahlen. Der Kugelradius sei R.

dF = nR%df sinfd¢  n= % t| =R (1.11)
iy 2T
/&-dF:i/sme{/dwR%%é%::@r (1.12)

O 0 0

Unabhéngig vom Radius R liegt eine Quelle der Stéirke 47 im Volumen, und zwar im Ursprung, da
das Ergebnis unabhéngig von R ist; das restliche Volumen ist quellenfrei. Vgl. Math. Konz. I, Kapitel

2.8.

Beispiel: Feld einer Punktladung

Die Ladungsdichte p(r) stellt die Quelle fiir das elektrische Feld E dar.

divE =p/e,

Eine Punktladung ¢ sitze im Ursprung. Wegen der Kugelsymmetrie steht das elektrische Feld immer

senkrecht auf jeder Kugeloberfliche um den Ursprung. Verwende den Satz von Gaufl mit einem

Kugelvolumen (Radius R).

In vektorieller Schreibweise:

Anmerkung (1):

Erster Schritt: Integration iiber Kugelvolumen

1 1
/diVEdV =— [ pdV = —¢q (1.13)
€0 €0
Zweiter Schritt: Satz von Gaufl
/EdF:g:MWE (1.14)
€o

Hier wurde verwendet, dass das elektrische Feld aus
Symmetriegriinden nur eine Radialkomponente E,. be-
sitzt, deren Betrag nicht von der Richtung abhéngt.

I ¢

—F,. = — fi =R
4d7ey R? i [r]
g r
E(r) = —
() 4drrey 13

(1.15)

(1.16)



Mathematisch kann die Ladungsverteilung einer Punktladung mithilfe der J-Funktion dargestellt
werden. Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall und definieren:

00, T =

d(z — xq) :{ 0. w4z (1.17)

derart, dass das Integral eins ergibt:

/Oo dz 6(z — ) :/:OJrde(S(x—xo) ~1 (118)

—00 0—€

fiir beliebige € > 0. Offensichtlich ist die J-Funktion die Ableitung der Stufenfunktion, vgl. Math.
Konz. I, Kapitel 4. Und damit folgt:

O(x — xo) :/ﬂf da’ §(x’ — xg) (1.19)

Ebenso gilt: . h
/_ dz 6(z — 20) f(z) = F(0) (1.20)

falls f(zo) # 0. Falls f(z) zudem unendlich oft differenzierbar ist, ergibt sich durch partielle Integra-
tion:

/ " 60 (@ — x0) f() = (—1)" £ (o) (1.21)

[e.9]

Hier bezeichnet 6 (z — z4) die n-te Ableitung der §-Funktion und f((x,) die n-te Ableitung
von f(z) an der Stelle xy (vorausgesetzt, diese ist ungleich null). Somit kann eine Punktladung im
Ursprung mithilfe einer 3-dimensionalen ¢-Funktion dargestellt werden:

p(r) = qd(x)o(y)o(z) (1.22)
Man kann sich eine d-Funktion natiirlich auch als Grenzfall einer Funktionenfolge vorstellen, zum
Beispiel:

5z — ) = Tim ——exp <_M> (1.23)

o—0 2m0 20'2

Anmerkung (2):
Differentialoperatoren kénnen auch nacheinander angewandt werden. Zum Beispiel:

E = —grad ¢, divE = L div grad ¢ = _r (Poisson-Gleichung) (1.24)
€0 €o
Alternativ:
v.vy = L
€o
B 0¢ 0¢ 19J0)
Ve = exax +ey8y +ezaz
B 0 0 0 0¢ 0¢ ¢
—+V.V¢ = (emg + eya—y + eza) . (ema + eya—y + ezg)
02  0%¢ 0%¢
= 1.2
ox? * 0y? + 022 (1.25)

9



Laplace-Operator (A):
0? 0? 0?

A=V - V="t 4 — 1.26
0x? + oy? + 072 ( )
Poisson-Gleichung:
Ap=-L (1.27)
€o
Beispiel aus der Quantenmechanik
Die zeitunabhéingige Schrodingergleichung des freien Teilchens hat die folgende Form:
h2
~5 AV¥(r) = E VU(r) (1.28)

Dies stellt ein Eigenwertproblem dar: Gesucht sind Losungen dieser (linearen) Differentialgleichung
unter bestimmten Randbedingungen, wobei Letztere festlegen, fiir welche E-Werte Losungen exis-
tieren.

Anwendung des Satzes von Gaufl

Wir verwenden

div (Sv) = Sdiv (v) + v - grad S

und erhalten folgende Bezichung;:

div(®grad ¥V — ¥ grad ) = PAVY + (grad ®)(grad V) — VAP — (grad ¥)(grad ®)
— BAV — UAD (1.29)

Diese Gleichung wird {iber ein Volumen V integriert und dann der Satz von Gaufl verwendet. Resultat:

/(CIDA\IJ —VAD)dV = /(QJ grad ¥V — Wgrad @) - dF  (Satz von Green)
v 0

1.4 Wiederholung: Integrale

Siehe Math. Konz. I, Kapitel 2.7 und 2.8.

1.5 Rotation
B B ov,  Ovy ov,  Ouv, ov,  Ovy
rotv—va—el,(ay 0z)+ey<82 8x)+ez<0x ay) (1.30)

10




rotv=Vxv=| 2 6% 2 (1.31)
Uy Uy Uy

Komponentenschreibweise: (rot v); = €;,0;v (Einstein’sche Summenkovention!)
Beispiele:

l. v=r

rotr =e %—@ +e @_% +e @_a_x =0 A
- " \oy 0z Y\0z O “\ox oy) \ /
Alternativ:
(votr)s = 3 endjan = 3 €ijudin = iz = 0 / \
Jk jk j Y

Aber: divr = 3! Dieses Vektorfeld besitzt Quellen, jedoch
keine Wirbel.

2. v= —ye, + re,
/ D \
Ox dy Jr 0Oy
l g T rOtV:_emg_ey&—}_ez (%"’a_y) :2€z
] - Aber: divv = 0! Dieses Vektorfeld ist ein Wirbelfeld,

besitzt aber keine Quellen oder Senken.

Im Allgemeinen ist ein Vektorfeld f(r) eine Kombination aus einem Wirbelfeld und einem Quellen-
/Senkenfeld, d. h. f = V x v+ VS. Damit folgt, siche folgendes Unterkapitel: V x f =V x V x v,
V- £=V.VS5=AS.

1.6 Rotation und Wirbel, Satz von Stokes

Berechne ein Linienintegral um eine infinitesimal kleine Flache dF":

11



(x+Ax,y+A y)

Ay v Az, + vy Ay[ n, — VAT 8, — v AY|, =
Y A vy(z + Az, y) —vy(z,y)  velx,y + Ay) — va(z,y) ArAy
Ax Ax Ay
(x,) Im Limes Az, Ay — 0 ergibt sich:
vy
(% . a—”y) dF = (rotv),dF = (rot v) - dF (1.32)
%V -ds = (rotv) - dF (infinitesimales dF") (1.33)

Eine nicht verschwindende Rotation hdngt mit Wirbeln zusammen. Verallgemeinerung auf beliebige

!
y

—_> —

Bei Unterteilung einer Fldche in kleine Rechtecke heben sich Beitrdge an den Innenfliichen weg. Im Grenzfall
einer unendlich feinen Unterteilung liefert diese lediglich den Beitrag des Randes der Fléche.

Konturen: Setze die Flédche aus vielen kleinen Rechtecken zusammen. Die Beitridge der inneren Kanten
heben sich gegenseitig weg, sofern das Vektorfeld stetig ist. Somit erhélt man ein Linienintegral {iber
den Rand C' (gelegentlich auch als OF bezeichnet) der Fliache F:

fv ds = /(rot v)-dF (Satz von Stokes)

C F

12



Anwendung in der Elektrodynamik
In der Magnetostatik gilt rot B = ugj:

e B magnetische Induktion (manchmal einfach Magnetfeld)
¢ j (Ladungs-)Stromdichte

B, héngt wegen der Zylindersymmetrie nicht von ¢ ab. Integration
iiber Kreisscheibe mit Radius R:

/dFI'OtB = [LQ/de:,uol

I
= /B-ds:27rRB¥,,B¢:5LR (1.34)
s

Rechenregeln fiir Rotation:
e 1ot (u+ v) =rot (u) + rot (v)
e 1ot (au) = a rot (u), a: konstanter Skalar

e rot (Su) = Srot (u) + (grad S) x u, S: Skalarfeld
Beweis dieser Beziehung:

ot (Sw)l; = > endi(Sw) = eiju(S0up + wd;S)

jk jk
= S Z €105 + Z €ik(0;8)u, = S(rotu); + ((grad ) x u);
ik jk

—rot (Su) = S(rotu)+ (gradS) x u

e Gradientenfelder sind wirbelfrei: rot grad S =0 oder V x V.S =0, da ) i €ij10;0KS = 0.

e Wann ist ein Kraftfeld K konservativ, d. h. wann existiert ein zugehoriges Potential? Nach
Math. Konz. I, Kapitel 2.7 muss das Linienintegral iiber jede geschlossene Kurve verschwinden.
Satz von Stokes:

%d&K:/dF'rotK (1.35)

C F

Es muss also rot K = 0 sein. Ein Kraftfeld ist konservativ, wenn seine Rotation iiberall ver-
schwindet.

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld rotationsfrei:

0B
tE=——=0
%) T ,
so dass man ein elektrisches Potential ¢ mit E = —grad ® einfiihren kann.

13



e Die Divergenz eines Rotationsfeldes ist immer null:
divrotu =0

oder
V- (Vxu)=0

da
Z 8iez-jk8ju;§ = Z eijkf)i@juk =0.

ijk ijk
— Ein Rotationsfeld ist quellenfrei, umgekehrt kann man ein quellenfreies Vektorfeld immer

also Rotationsfeld schreiben.

In der Elektrodynamik gilt ganz allgemein: divB = 0, das heifit das B-Feld hat keine Quellen (es
gibt keine magnetischen Monopole).

— Man kann daher
B =10t A

setzen, wobei A Vektorpotential heifit.

Weitere Beziehungen, die die Rotation enthalten:

grad(u-v) = (u-V)v+(v:-V)u+uxrotv+v xrotu
diviuxv) = v-.rotu—u-rotv
rot(uxv) = (v-V)ju—(u-V)v+udivv — vdivu

rotrotu = graddivu — Au

Beweis der ersten Beziehung (Einstein’sche Summenkonvention!):

lgrad (u-v)], = OJwu;v; = u;0v; + v,;0;u; (1.36)
[uXrotv], = €;KUj€mOVm = €jkEkimU;iO
(016 jm — Oim0;1) U0V, = ;005 — u;0;v;
[v xrotu], = v;0;u; —v;0u,
— [grad (u-v)], = u;0;v; + [u x rot v]; +v;0;u; + [v X rot ul;
—grad(u-v) = (u-V)v+ (v-V)u+uxrotv+vxrotu

14



1.7 Zusammenfassung

Nabla-Operator:

0 0

o

Gradient: V.S = grad S

e Divergenz: V - v = divv, beschreibt Quellen von v

Rotation: V x v = rot v, beschreibt Wirbel von v

Wichtige Integralsitze:

— Satz von Gauf3:

/dVdivj = /dF-j (1.38)

1% o}
Der Flachennormalenvektor zeigt in den Auflenraum.

/dF~rotj :/ds-j (1.39)

F (&

— Satz von Stokes:

e Wichtige Identitéten:

— rot grad S = 0: Ein wirbelfreies Vektorfeld lisst sich als Gradientenfeld schreiben.
— divrot v = 0: Ein Rotationsfeld hat keine Quellen.

e Ein beliebiges Vektorfeld f kann in der Form f = V x v + VS geschrieben werden.

15



1.8 Krummlinig-orthogonale Koordinaten

Abhéngig von der Problemstellung kann es giinstig sein, statt kartesischer Koordinaten Kugel- oder
Zylinderkoordinaten zu verwenden. Die Basisvektoren hdngen dann vom Ort ab, stehen aber immer
noch paarweise senkrecht aufeinander. Anmerkung: Wir beschrinken uns auf diesen Fall, obwohl

einige der folgenden Relationen auch gelten, wenn dies nicht so ist.

Cy €

Q

Beispiel: Polarkoordinaten oder Zylinderkoordina-
> ten in einer Ebene senkrecht zur z-Achse

X
°

1.8.1 Linien-, Flachen- und Volumenelement

Erinnerung an Math. Konz. I, Kapitel 2.7 und 2.8: Wir gehen aus von den kartesischen Koordinaten x,
y, z und betrachten dann ‘neue’ Koordinaten wuy, us, uz. Wir nehmen an, dass es einen eineindeutigen

Zusammenhang x,y, 2 <> uy, Ug, ug gibt.

u,=const u,=const

Xy

A

Basisvektoren in den neuen Koordinaten w;:

or
5’u,-

1 a1

€ P =

Berechnung der h;

Zylinderkoordinaten:

T=pCcosy, y=psinp, z2=2 — U =p, Uy =, Uz =2
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Kugelkoordinaten:

ox
2 — R
i = (37’
oz
2 — _
o = <89
ox
2 — _
s = (&p

Linienelement

2 )

= (a_z) +<8—z) +<8_Z> = cos® p +sin*p =1

2 92\ 2
) + (—) = p*sin® ¢ + p?® cos® p = p?
I

() (Y o

’]’lel, ]’LQZp, hgzl‘

xr = rsinfcosp
y = rsinfsinp
= rcosf

Uy =71, up =10, ug =

2oy 02\’
+1=2) + (=) =sin?6cos®p+sin*fsin p + cos®f = 1
or or
2 2 2
0 0
) + (a—z> + (8_;> = r?cos® f cos® ¢ + r? cos® fsin? ¢ + r*sin? =
2 2 2
0 9,
) + (%) 4 (é) = r?sin” @ sin® p + 1 sin f cos® ¢ = 1 sin” @
’h1 =1, hg =1, hg =rsinf
Beispiel: Polarkoordinaten
——|du,=h,du,

Da die Basisvektoren orthogonal zueinander sind, erhdlt man das Linienelement mit Hilfe des Satz

von Pythagoras:

ds® = hiduj + h3du3 + hidu; (1.41)
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Flachenelement

Als Beispiel betrachten wir das Fldchenelement senkrecht zur 3-Richtung, dF's:
dFs = hihy - dug dus - e (1.42)
Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die anderen Flachen.
Volumenelement
dV = hihshs - du; dus dus (1.43)
e In Zylinderkoordinaten: dV =r - drdpdz

e In Kugelkoordinaten: dV = r?sin 6 - dr df de

1.8.2 Differentialoperatoren

Gradient:
dU =U(r +dr) = U(r) = grad U - dr (1.44)
Fiir die Herleitung ist Folgendes hilfreich:
dr = e,dz+ e, dy +e,dz
or or or
= —d —d —d
8u1 uLt 8u2 uz ¥ 8u3 s
= elhldul + ethdUQ + eghgd'u;g (146)
sowie:
dU =U(r+dr) - U(r) = VU-dr
vU - (elhldul + ... )
= (VU : el)hldul + ...
oUu
= —d .
oy u1 +
oU
aul
e Kartesische Koordinaten: oU oU 5U
gradU = e, (1.48)

9z %oy T
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e Zylinderkoordinaten:

ou 10U ou

gradU = epa—p + ewz% + ezg (1.49)
e Kugelkoordinaten:
oU 10U 1 oU
dU = e. 2= -7 - - 1.
gradU = e, or +e9T 00 +e@rsin08g0 (1.50)
Divergenz:
divV .dV =
divV - h1h2h3 duldUQdU3 =
+  [Vi(uy + duy, ug, uz)he(uy + duy, ug, uz)hs(ug + duq, ug, ug)
du, — Vi(un, ug, uz)ho(ur, ug, uz)ha(uy, ug, uz)|dusdus
' du, + [Va(ur, ug + dug, uz)hy (1, ug + dug, uz)ha(ur, uz + dug, us)
du,

- VQ(U1,U2,U3)}11(U1,U27U3)h3(U1,U27U3)]duldu3
+ [Vg(’dl, U2, U3 + du3)h1(u1, U2, U3 + dU3)h2(U1, Ug, U3 + du3)

- V3(Ulau2,u3)h1(u1,u27U3)h2(U1,U2,U3)]du1du2

) 1 O(hahsVy) — O(hihsVa) — O(hihaVs)
divV = 1.51
o hlhghg aul + 8uz + 8U3 ( )
e Kartesische Koordinaten: av. 8V 8V
divV = — Y - 1.52
iv Ee -+ dy + 3 (1.52)
e Zylinderkoordinaten:
) 10(pV,) 10V, 09V,
divV = - Py =F z
v > op + > Do + 9>
ov, 1 10V, 0V,
_ e Ly 2% OV
I Y P
e Kugelkoordinaten:
, 100V, 1 O(sinfVy) 1 9V,
divv = 2 or * rsin 6 00 * rsinf dy
av, 2 10V, t0 1 JV
_ T VAN : (1.53)

ar r r 00 r 9+rsin9 Op
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Laplace-Operator:

) 1 0 [ hohs OU 0 [ hihs OU 0 [ hihy OU
d dU = 1.54
Ve U h1h2h3 {aul ( hl 8u1) * 8u2 ( hQ 8u2) * 8U3 ( h3 8U3)] ( g )

Dieses Resultat folgt direkt aus den obigen Ergebnissen fiir grad U und div V.

e Kartesische Koordinaten:

0*U  0*U 90U
= -

AU 1.55
0x? * oy? 022 (1.55)
e Zylinderkoordinaten:
10 oU 1 0°U  0°U
AU = ——|p= A3t a9
pOp (,) (9p) p?* Op? =
0?U 10U 10*U 0°U
- 2 2y T T 1.56
3p2+p<9p+p23s02+322 (1.56)
e Kugelkoordinaten:
10 ou G ou 1 09U
AU = ——(r*=— ———— | sinf— _—
v r2 Or (7’ or ) T 2o a0 (sm 00 > T e Op?
U N 20U N 1 0*°U N cot 6 OU N 1 09U (1.57)
0r2  ror 2o r2 00  r2sin®6 Op? '
Rotation:
Betrachte kleine Flédche senkrecht zur 1-Richtung:
(rot V) -dF; =
du3 (I'Ot V)l hghgdUQd'ng = [%(Ul, (%) + dUQ, U3)h3 (Ul, () —+ dUQ, Ug)

—  Vi(ur, ug, uz)hs(ug, ug, ug)|dus
—  [Va(uq, ug, uz + duz)hs(uq, ug, us + dug)

- V2(U17U27Us)hz(uhuzaus)]duz

1 (3(h3V3) 3(h2V2))

(I‘Ot V)1 = aUZ au3

 hohg

Enstprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die iibrigen Komponenten, (rot V), und (rot V).

e Kartesische Koordinaten:

B v, 0V, ov, IV, v, 0V,
rotV =e, ( oy 0: ) +e, ( P 8x> +e, ( or oy ) (1.58)
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e Zylinderkoordinaten:

rotV=e 181/2_% +e %_8‘/; +e
P\ p Oy 0z Y\ 0z Op :

1 a(pvso) _ %
p ( dp 390) (1.59)

e Kugelkoordinaten:

rotV. = e

1 I(sinfVy) OV
"rsind 00 Op

voe ( L ov. 18(TV@)) —|—e<p1 (8(7‘\/9) OVT)
r

- — 1.60
rsinfd dp r Or or 00 (1.60)
Anmerkung:

Alternativ kann man bei derartigen Umrechnungen auch ‘einfach’ die Kettenregel verwenden:

£_3u18+8U28+8u30 o
Or  Oxr Ouy Oz Ous  Ox Ousg

fic. (1.61)

Dabei tritt wieder die Jacobi-Matrix auf, die bereits in Math. Konz. I, Kapitel 2.8 eingefiihrt wurde.
Wir benutzen folgende Abkiirzungen: 0, = 0/0x, 0; = d/du;, etc, und erhalten:

Oy Ouy 0z Oug/O0x Oug/Ox 0y
Oy | = | Ous /0y Ouy/0y Ous/dy Oy (1.62)
0, Ouy/0z Ouy/0z Ous/0z O3

In der ersten Spalte der hier auftretenden Matrix erkennt man den Gradienten von uq, in der zweiten
Spalte den Gradienten von us, etc. Auflerdem ist diese Matrix gerade die Transponierte der Matrix
J~! siche Math. Konz. I, Gleichung 2.175:

Ouy/0x Ouy /Oy Ouy/0z
Il = w — | Ous/Ox Ous/Oy Oy /0= (1.63)
©Y,z Oug/0x Oug/dy Ous/0z

Zu beachten ist, dass wir dort die kartesischen Koordinaten mit x1, xo, x3 bezeichnet hatten.

21



Kapitel 2

Funktionentheorie

cos(z + iy) = cosx coshy — isinxsinhy In(x + iy)

In diesen Bildern ist jeweils links der Realteil und rechts der Imaginérteil der beiden angegebenen
Funktionen dargestellt.

2.1 Komplexe Zahlen

Siehe Skript Math. Konz. I, Kapitel 3.

2.2 Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen

Die komplexwertige Funktion w = f(z), bildet die komplexe Zahl z = = + iy auf die komplexe Zahl
w = u + 1w ab, wobei x,y, u, v reell sind.

Beispiel: f(z) =2%2=1+21 > 2=1, y =2
w=(1+2)=1+4i—4=-3+4i, u=-3,v=4 (2.1)

Lassen sich komplexwertige Funktionen differenzieren? Mit anderen Worten: Existiert eine eindeutige
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Ableitung

f(Z) — f<20> (22>

z=z0

die unabhéngig von der Richtung ist, aus der man sich dem Punkt z; ndhert?
Differentiation entlang der z-Richtung: Differentiation entlang der y-Richtung:

X A X A J
Zy

® Z,

|

—_— > ¢ 4———

Y y
off  _ou_ .0v of | _ou oy
x|, _,  Jx Oz iy) |,—., dy Oy

Die Forderung, dass diese beiden Ausdriicke gleich sind, liefert die Cauchy-Riemann’schen Differen-
tialgleichungen:

0 dv 0 0
gpm_ov o gu_ v (2.3)
or 0Oy Oy ox
Diese Bedingungen sind notwendig fiir die (totale) Differenzierbarkeit; sie werden hinreichend, wenn
alle ersten Ableitungen existieren und stetig sind.

Eine eindeutige Funktion f(z) heifit analytisch im Punkt zg, wenn sie im Punkt zy und einer Umge-
bung von z; differenzierbar ist. Anderenfalls ist sie in zy singuldr.

Beispiele:

2 2

a) w=z22=a22—y +i2zy, u=2%—19y* v=2uy

ou B ov

—~_9 —— =9 2.4
Ox v Ox 4 (2:4)
ou v
= — 9 — =9 2.5
o oG, (2.5)
— w ist analytisch mit
O _ 9y 42y — 22 (2.6)
dz v= '

Auch jede andere Potenz, w = 2", ist analytisch in der gesamten komplexen Ebene.

b) w=z"=z—1iy
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ou ] v

ou ov
ou , Ov
— £ — 2.
or ' Oy (2.9)

— Die komplexe Konjugation ist keine analytische Funktion. Entsprechendes gilt, wenn man

zum Beispiel Potenzen von z mit Potenzen von z* multipliziert, f(z) = 2"(z*)™.

Physikalische Anwendung: Wir betrachten zwei Funktionen wu(z,y) und v(z,y), die den Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen geniigen. Aulerdem nehmen wir an, dass die zweiten partiel-
len Ableitungen stetig und vertauschbar sind. Dann folgt:

0%u 0%v 9%u 0%v

= = — 2.1
ox2  Oxdy’  Oy? Oxdy (2.10)
Pu  *u
Entsprechend gilt:
v v
922 + 8_y? =0 (2.12)

Diese beiden Funktionen u und v, die Losungen der zweidimensionalen Laplacegleichung A¢ = 0
sind, nennt man ‘harmonisch’. Die tatséchliche Losung wird durch die Randbedingungen festgelegt.
Vergleiche erste Maxwell-Gleichung (ohne Quellen) in zwei Dimensionen.

2.3 Analytische Funktionen

Wir diskutieren zunéchst verschiedene Beispiele.

1. Exponentialfunktion:

e” =" = ¢ (cosy + isiny) (2.13)
Analytische Funktion?
0 0
8—Z = e’ cosy (9_:: =e"siny (2.14)
0 0
a—z = —e"siny O_Z =e"cosy (2.15)



4 (2.16)

e” ist in imagindrer Richtung 2m-periodisch:

ez+27rz _ ex+z(y+27r)

= ¢e"(cos(y + 2m) + isin(y + 27))

= e"(cosy +isiny) =" = ¢

Fiir x = 0 ergibt sich die Euler-Formel:

e = cosy +isiny (2.17)
L _ o
< Cosy:§(ezy—|—ezy), smy:?(ezy—e’y) (2.18)
i

<  Re” =cosy, e =siny

(2.19)

In der Praxis rechnet man héufig mit mit einem komplexen Ansatz, siehe Kapitel 4 in Math. Konz.

I, zum Beispile bei gedampften Schwingungen, und nimmt am Ende den Real- oder Imaginérteil.

Dadurch vereinfacht sich die Multiplikation und die Differentiation.

2. Sinus und Kosinus:

eiz_i_efiz
cosz = ————
2
1 1T—Y —iz+y
= 5(8 +e )
L _, . y .
= §(e (cosx +isinz) + e’(cosx —isinz))
eV +e? e’ —e |
= ————COsT —i————sinz
2 2
cosz = coshycosx —isinhysinx

Hier taucht der Sinus Hyperbolicus und der Kosinus Hyperbolicus auf:

Y _ oV Y1 ey
sinhy:e 2e , coshy:%

—  cos(iy) = coshy (z=0)

Entsprechend:
sin z = sinx cosh y + 7 cos x sinh y

—  sin(iy) =isinhy (2 =0)
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3. Potenzen:

A
2i 9
________ 2" = (|2 )" = |2[" e (2.25)
! I+ Beispiel:
3 p
Al 3 e=14i= V26 2= (140) = 2i = 267
1
Achtung — komplexe Wurzeln sind mehrdeutig, zum Beispiel:
e 3(z), S1/2 (7] ew)l/2 _ ]2\1/2 /2
e 3
aber auch
~—» 21/2 _ |z|1/2 ei(p/2+7ri
b w(z) . -
Weiteres Beispiel:
4n
3 . )
¢ (22’)”2 = V2¢™* oder (22’)”2 = /2e7/4

Noch ein Beispiel:

13 =1 oder 1Y% =23 oder 1Y° = /3

Wir betrachten speziell eine komplexe Zahl vom Betrag eins, |z| = 1; die n-te Einheitswurzel teilt
den Einheitskreis in n gleiche Abschnitte:

n/ i@y g 2mi
Veir =en P57 £ =0,2,..n—1

Jeder dieser Abschnitte wird fiir sich alleingenommen durch die n-te Potenz auf den gesamten Ein-
heitskreis abgebildet. Mithilfe Riemann’scher Blétter kann jedoch eine eineindeutige Abbildung kon-
struiert werden. Wir betrachten dazu den Fall n = 2, d. h. die Wurzelfunktion.
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0
N

a
A

C A D B
2) A
\ R(z)
D

Urbildebene der komplexen Wurzelfunktion. Der
duBere Kreis mit den Punkten A, B,C,D liegt
auf dem ersten Blatt, der innere (blaue) auf dem
zweiten Blatt. Die rote Linie, die von z = 0

EV

Bildebene der komplexen Wurzelfunktion. Wenn
man die Wurzel aus den Punkten B, C, D zieht,

li die Ergebnisse in der ob Halbebene.
ausgehend entlang der reellen Achse bis nach oo 1GEEN (e Brgebnisse In der oberen Hatbebene

verlauft, deutet den Verzweigungsschnitt an.

Urbildebene der komplexen Wurzelfunkti-
on, 3D-Darstellung. Bei z = 0 liegt ein
Verzweigungspunkt, die Funktion ist dort

nicht analytisch.

Anmerkung: Die oben diskutierte Wahl des Verzweigungsschnitts bei der Wurzelfunktion entspricht
der Festlegung, dass die Wurzel so zu ziehen ist, dass $v/z > 0. Betrachten wir zum Beispiel z = z+iy
im Grenzfall y — 0 (y > 0). Dann ergibt sich:

Vr+iy = +z fir >0 (2.26)
Vr—iy = —vz fir >0
Vaetiy = 4iy/]z| fuir x<0
Somit hat \/x + iy fiir > 0 einen Sprung, wenn man iiber den Verzweigungsschnitt geht (und dabei
von einem Blatt auf das andere ‘springt’).
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4. Logarithmus:

z = |z]e

Inz = Inlz|+i(e+2mn), n=0,%+1,+2, .(2.27)

— Es gibt unendlich viele Blatter. Der Logarithmus wird
eindeutig bei Beschrinkung auf den Hauptzweig:

Inz=In|z| +ip —7m < <m, Sprung bei £
(2.28)

In(—1+ie)=in In(1)=0

In(—1—ie)=—in

Abgesehen vom Schnitt auf der negativen reellen Achse einschlieBlich z = 0 ist der Haupzweig des
Logarithmus analytisch.

Taylorreihen im Komplexen:

) (5,
=3 L)y (2.29)

n!
n=0

Die Konvergenz ist durch die dem Entwicklungspunkt zo nichstgelegene Singularitdt bestimmt.
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Beispiele:

1
f(z)= 1+Z2:1—22+24—..., 20=0
(Singularitéten bei z = =)
2 .3
f(z) =In(1+2) = z—§+§—... , 20=0

(Singularitét bei z = —1)

Der Konvergenzradius ist in beiden Féallen
gleich 1, d. h. die Reihen konvergieren fiir
2| < 1.

Konvergenzbereich

|z|]<1

+i

R(w)

2.4 Integration in der komplexen Ebene

3(z)a

Parametrisierung des Weges: z(t)

dx
dat

. /w@_j(

(1+14)

-

AR

ay
—

Teilstiick C1 :]

Wir betrachten eine beliebige Kurve (‘Weg’)
C, die von z; nach 2z, fiihrt, und das Kurven-

integral:
/w(z)dz (2.30)
C
w(z) =u(z) +iv(z), dz = dz +idy (2.31)

Aufteilung in Real- und Imaginérteil:

/wdz:/(udx—vdy) /(vdx+udy)

C C C

=z(t) +iy(t), 21 = z(t1), 20 = z(t2)

t

dy g dz dy

t1

Beispiel 1:

w(z) =22 —u=2"—y*v="2wy

(2.32)



Teilstiick C2 :]

x(t) = cost, y(t) =sint, 0 <t < %

u(t) = cos®t —sin®t, v(t) = 2costsint

w/4

— /22 dz = / dt [(cos®t —sin?t)(—sint) — 2 costsint)(cost)]
Co 0

/4
+ i / dt[2costsint(—sint) + (cos*t — sin®t)(cost)]
0

w/4 w/4
= /dt(1—40082t)sint+i/dt(1—4sin2t)cost
0 0

(2.33)

Hier kann man die beiden Stammfunktionen direkt ablesen und die Integrale berechnen. Alternativ

bietet sich im ersten Term die Substitution s = cost und im zweiten Term die Substitution s = sin ¢

an. Mit cos(7/4) = sin(n/4) = v/2/2 erhilt man:

Teilstiick C3 : ‘

/z2dz:— / dt 2t +i / dt2t2:§(\/§/2)3—i§(\/§/2)3:\g—ig

Cs V2/2 V?2/2
Somit ergibt sich fiir die gesamte Kurve, C} + Cy + Cs:

22dz=0

C1+C2+C3

(2.34)

(2.35)

Fiir zwei Punkte auf der Kurve (Kontur) hingt dieses Integral nicht vom Weg ab, der auf der Kontur

zwischen den beiden Punkten gew#hlt wird, zum Beispiel:
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/ zzdz:/szz

C1+Co Cs

C5 bezeichnet den Weg Cj, der aber in umgekehrter Richtung durchlaufen wird.

Beispiel 2: w =1/z

Wir integrieren diese Funktion iiber einen Kreis mit Radius » um z = 0 im mathematisch positiven
Sinn, d. h. gegen den Uhrzeigersinn. Parametrisierung des Kreises wie iiblich: x = rcos p, y = rsin ¢,
oder z = re??, 0 < ¢ < 27.

) 1 1 .
dz=rie¥dp, —=-e% (2.36)
z
2 2
1 1.
— j{dz - = /dgpire“"—e_w = i/dcp =2mi #£0 (2.37)
z r
0 0

Dies ist ungleich null, denn der Weg schliefit eine Singularitét bei z = 0 ein. Die Funktion ist also
nicht im gesamten Integrationsgebiet analytisch, sondern nur fiir z # 0.

Allgemein gilt (Satz von Cauchy-Goursat, ohne Beweis): Ist der Integrand auf der geschlossenen
Kontur €' und in dem durch sie begrenzten, einfach zusammenhéngenden Gebiet analytisch, so ist

%Cf(z)dz:O.

/Z () dz

Aquivalent dazu ist die Aussage:

héngt nicht vom Integrationsweg ab.
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Cauchy’sche Integralformel:

Ist f(z) innerhalb und auf einer geschlos-
senen Kontur analytisch, so gilt fiir einen
Punkt zg im Innern der Kontur:

Flz0) = — 7{ RRICE (2.38)

271 Z— 2

Satz von Cauchy-Goursat
—>]1+]2+]3+I4:0

— [1 = —]3 (IQ = —]4)

Fiir infinitesimal kleinen Radius des Kreises I3 = —2mif(z0) (Durchlauf im Uhrzeigersinn)

— [1 = ZWZf(Zo)

Fiir die Ableitungen erhélt man entsprechend:

(=) = %f dZ—( /2)

27 z—29)2%’

Erweiterung der Taylorreihe zur Laurent-Reihe:

Funktion f(z)
analytisch

Im Ringgebiet, das durch C; und Cj begrenzt ist, sei
f(2) analytisch. Dann lésst sich die Funktion durch eine
Laurent-Reihe darstellen:

f2)= D Au(z—z)" (2.40)

L fa S
2t Jo o (2) — z)" L

wobei die Kontur C' zwischen C; und Cj liegt und

Ay (2.41)

das Ringgebiet einmal im mathematisch positiven Sinn
duchlauft. Die Taylorreihe, A, = 0 fiir n < 0, ist ein
Spezialfall.
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11

3(z)4
Beispiel:
£ = 1/ + 1), / }
Entwicklung um zg = 0 _1\/ >

Lz|<1, fz)=1—z2+4+22—23+ ...

I 1<z, fle)=1/2—1/2241/2%— ...

Weiteres Beispiel:
e A e
Z)=exp| —— | = —1)"——
P 22 = n! z2n
Diese Funktion hat im Punkt z; = 0 eine sogenannte wesentliche Singularitdt, was mit dem un-
gewohnlichen Verhalten fiir [z| — 0 zu tun hat. Betrachten Sie dazu x = 0, y — 0 im Vergleich

zuy = 0, x — 0: Offensichtlich ist die Funktion nicht differenzierbar. Entsprechend treten in der
Laurent-Reihe nur negative Potenzen auf.

2.5 Residuensatz

Integration iiber eine Funktion, die abgesehen von isolierten Singularitdten analytisch ist.

=0 (Cauchy-
Gaussatz)

Wir betrachten den Beitrag eines Pols bei 2z, und verwenden die Laurent-Reihe um diesen Punkt:
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Kontur C:

z =z +1re dz = ire'? dy (2.42)

jf dz f(z) = f dz A, (2 — 2)" (2.43)
C C

2 +00 2 +00
fdz f(z) = /dtp ire'? Z Aprte™ = z'/dap Z A, Heinte (2.44)
c 0 n=—00 0 n==-
o
/ dpe! ™t Ve = 975, (2.45)
0
j{dz f(z) =2miA_, (2.46)
C

A_;: Residuum der Funktion f(z) an der Stelle zg, Res[f(2), 2o

Residuensatz allgemein (fiir mathematisch positiven Umlaufsinn):

j{dz f(z) = 2mi Z Res[f(2), zx] (Residuensatz)

Pole k im
c Innern von C

Anwendung:
Bestimme das Residuum einer Funktion f(z) = g(2)/(z — 2z0)™ bei zy, wobei g(z) analytisch in zy ist.
Entwickle g(z) um zq in eine Taylorreihe:

g(nfl)(ZO)
(n—1)!

g(n—l) (ZO) 1

9(z) =g(z0) + ¢ (20)(z — 20) + ... + (z—20)" 1 +... (2.47)

f(2) = g9(z0)  _ 9'(=0)

(Z — Zo)n (Z — zo)(ﬂfl) ot (n _ 1)] Z— 2 (248)
=1 (2,
g(n — (1)!) =44 (2.49)
(n—1)
ReS[f(Z)a ZO] = lim 1 d (Z _ Zo)"f(z) (2‘50)

alternativ:

Res[f(2), z0) = % j{dz f(z) = %j{dz(gi = lim ;!g("_l)(z) (2.51)
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Beispiel 1:

2

1
= [dp—"——
/(p5+4cos<p
0

Strategie: Integration iiber den Einheitskreis C, z = €, dz = ie® dp

21

. 2{ d f(z) = / ie dg f(c*)

. . 1 1
6P £ (0P — —
W f(e) b4+4cosyp 5+ 2 4 2e
. 1 , 1
(z) = TGt 2:+2/2) 2215242

1
I:—i?{dz—
222 4+ 5242

5 5 125 5 3 1
2
— 1= = —— + — — ]l = ——+ = = —_ = 92
z +22+ O:>21,2 1 16 1 4:>Z’1 % 29

Der Pol bei 25 liegt aulerhalb der Kontur und liefert keinen Beitrag.

Pole:

R (Z) A
-2 —1/2 % (z)
Bestimmung des Residuums:
R 1 1 — lim z+4+1/2 lim z+4+1/2 _ 1

Sl 512 2
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(2.52)

(2.53)
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(2.55)
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1 1 2w
I=27Res | —— ——| = —
e {2z2+5z+2’ 2] 3
Beispiel 2:
+00 I
cos kx
dp —
/ Tt a
Strategie:

e Erweitere den Integrationsweg zu einer geschlossenen Kontur im Komplexen.
e Die Integrale iiber die zusétzlichen Wegstiicke sollten leicht zu berechnen sein.
e Auswertung des Integrals mit Hilfe des Residuensatzes.

Problem: cos(kz) divergiert auf der imaginiren
Achse im Unendlichen, da

cos(ikz) = cosh(kz) 3(2)
Es bietet sich folgende Umschreibung an: k>0
x io,a>0 \
i k 2o ik foe
cos kx e
dr —— = [ dov —— 2.61
/ Tt a2 / Tt a (261) - -
- - R(z)

da e** = cos kx + i sin kz und

X —io ’
“+o00 k<0
. / d sin kx 0 (2.62)
) T = )
2+ a2

da der Integrand ungerade unter x — —ux ist.

(2.59)

(2.60)

Darstellung des Realteils von /(22 + 1), der explizit gegeben ist durch e ¥[(z? — y? + 1) cosz +

2ysinx]/[(2? + y?*)? + 2(2* — y?) + 1].
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Dito, jedoch ist die komplexe Ebene entlang der reellen Achse durchgeschnitten.

Dito, jedoch ist die komplexe Ebene entlang der imagindren Achse durchgeschnitten.

; ™
. ikz z=Re'¥ . . . ik R(cos @+isin ¢)
lim fdz - = lim fdga 1Re" *——5——5— JrEPS T
R—o0 Zta R—o0 2P ta

(2.63)

™
_ ; ;AT R (ikR cos p—kRsin @)
A [ dpict? mairse

Damit das Integral verschwindet, muss der Integrand im Limes R — oo verschwinden. Grenzwert-

betrachtung:
R 1 ‘
T~ = ip| — 5
v ra “ R R—_>>O(1, || = 1 beschréinkt. (2.64)
Problematisch ist das Argument der reellen e-Funktion, e ¥%s"¢ Wihle also abhingig von k den

Integrationsweg so, dass ksin ¢ > 0, und somit

lim e~ ¥ —
R—oo

Dann folgt:
) eikz
am e e =0 (2.65)
N

Eine genauere Abschiitzung zeigt, dass fiir einen Integranden von der Form f(z)e?** die Bedingung
f(z) =O(|z]7), € > 0 geniigt.
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e Fiir £ > 0 verschwindet die im Unendlichen schlieende Kontur in der oberen Halbebene:
sinp >0fiir p=0...7

e Fiir k£ < 0 muss die Kontur in der unteren Halbebene geschlossen werden:
sinp <0firp=0---—7

Nun erfolgt die Auswertung mit Hilfe des Residuensatzes, zunéchst fiir £ > 0:

e ik ik ik
otk otkz . otkz .
/ dx m = %dz m = 271 - Res [m; ZO(:| (266)
—00 n
Bestimmung des Residuums:
ikz

etkz 1 e

_ 2.67
2+0? z—iazta ( )
eikz e—ka
A= i _ 2.68
! zl—% z 4+« 21 ( )
Also:
oo ikx
€ T ko o
Nun fir £ < 0:
o0
ezkx eikz ) ezkz .
s §]
(Umlauf im mathematisch negativen Sinn)
eikz eka eflk‘a
A= 1 - - 2.71
1= ez —ia 2 2ia (2.71)
Zusammenfassung:
+o ika e k
e cos kx T
. o _‘k‘a .
/ Qo = / o o = Te e i alle k (2.72)

Anmerkung: Was passiert, wenn Pole auf der Kontur liegen?

Beispiel: Das Integral
+oo

eikx
dx
T

—00
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existiert nicht ohne Weiteres, da

+oo 0
eikm eika:
dx und dx
T T
0 —00

nicht existieren. Es existiert jedoch das Hauptwertintegral (principal value integral):

R —r

—+00
eikx eikx eikx
lim dz + [ dx =P/ dx
r—0 € €x €
T —00

R— o0
-R

(2.73)

Beachten Sie, das in diesem Hauptwertintegral sowohl die Grenzen in der Niahe der Singularitit als
auch im Unendlichen symmetrisch zu wéhlen sind.

A

_—4 —>

ikz O ke
]{dz S / do S —ir =0 (2.74)
2 x

—00

Dieses Integral ergibt null, da keine Pole innerhalb der Kontur liegen.

+00 .
ezkx
7?/ do— = in (2.75)
+o00 I +o0 e
P/ do 2208 73/ de 22— (2.76)
s x

Alternativ:
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Cy /f(z) dz — imRes[f(2),0] =0 (2.77)
Cy - / F(2) = + inRes[f(2), 0] = 2miRes[f(2), 0]
— Q/f(z) dz = 2miRes[f(z), 0] i/f(z) dz = miRes[f(z), 0]

Zusétzliche Pole im Inneren der Kontur miissen gegebenenfalls natiirlich wie iiblich beriicksichtigt
werden.

Anmerkung: Haufig bestimmt die physikalische Problemstellung, wie ein Pol auf der reellen Achse
bei der Integration zu umlaufen ist.

Beispiel 1:
+oo .
= w e 2.78
t) = d .
f() / ) ( )

Kausalitatsforderung: f(t) = 0 fiir ¢ < 0, vergleiche die Diskussion der Green’sche Funktion in Math.
Konz. I, Kapitel 4.5. Aquivalent dazu ist: Der Pol bei w = wy darf nur fiir ¢t > 0 beitragen.

A A

Aus der Kausalitidtsbedingung folgt, dass der Pol bei wg wie gezeigt umlaufen werden muss.

Nur bei dieser Wahl der jeweiligen Kontur verschwindet der Beitrag des Halbkreises im Unendlichen
(linke Abbildung: ¢t > 0, rechte Abbildung: ¢t < 0). Statt den Pol unten zu umlaufen, kann man den
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Pol alternativ in die obere Halbebene verschieben: wy — wy + €. Damit ergibt sich:

e+izt e—l—izt
t>0: j{dz —————— = 2miRes |—————, wp + i€ (2.79)
Z — wy — i€ z— wy — 1€
N

+iwot ,—€ +iwot

= 2mie e =2rmie
im Grenzfall € — 0. Zusammengefasst:
f(t) = 2miet™ O(t) (2.80)

mit O(¢) der Stufenfunktion.

Beispiel 2 (harmonischer Oszillator, vgl. Math. Konz. I, Kapitel 4):

+0o0

e—iwt

—o0
Beachten Sie, dass hier ein Minus-Zeichen im Exponenten gewihlt wurde — dies ist in der Physik
Konvention. Daher ist nun die korrekte Vorschrift, den Pol in die untere Halbebene zu verschieben,
d. h. wir ersetzen den Nenner im Integral wie folgt:

W-wl = (wtie)? -l

Damit liegen die Pole bei w = +wy — i€ (¢ > 0 vorausgesetzt).

Im Beispiel 2 miissen die Pole in der unteren Halbebene liegen: Genau dann ist g(¢) = 0 fiir ¢ < 0 (Kausalitit),
siehe rechtes Bild, da dann kein Pol innerhalb der geschlossenen Kontur liegt.

Fiir t < 0 kann man nun den Halbkreis in der oberen Halbebene hinzufiigen und erhélt g(t) = 0. Fiir
t > 0 fiigt man den Halbkreis in der unteren Halbebene hinzu und wertet das Integral mithilfe des
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Residuensatzes aus:

e—izt —izt
t>0: ddr—o = 21y Res|— 4wy —i 2.8
7{ Z(z+z'e)2—wg m; es [(z+z’€)2—w8 “o 26] (282)
U
e—int e’int
— _2 . L a€t
m{ 0 +—2w01 e
o {—isin(wot)]
wo
T
= i t
o sin(wot)

Hier haben wir wieder ¢ — 0 verwendet. Zusammengefasst:

o(t) = —i—: sin(wot) O(1) (2.83)

Alternativ betrachten wir:
+00 d? 2| s—iwt +oo
{ — wé} g(t) = /dw & 5 = /dw et (2.84)

Cde? w? — wg

—00 —00

Hier haben wir zur Sicherheit das letzte Integral zum Hauptwertintegral erklart, das wir wie folgt

berechnen:
' . @ . 1 . 4
77/ dwe™" = lim dwe ™ = lim — [e " — eti¥] (2.85)
Qo0 |_q Q—o0 —it
— 9 lm sin(Qt)
Q—o0 t

Die Funktion sin(€t)/t ist eine gerade Funktion unter ¢ — —t¢; sie ist gleich € fiir ¢ = 0, wird also
unendlich grof. Die erste Nullstelle liegt bei t = 27/Q; damit konnen wir die Fliche unter der Kurve
abschétzen zu ~ Q - 27/Q) = 27. Die exakte Rechnung liefert:

+00 in(Q +00 in(Q +00 :
/ at2 tim S o dt Sm(t D _, / EPLLICORP (2.86)

Q—o0 t Q—oco [ X

(e} o0 o0

in Ubereinstimmung mit der Abschitzung. (Es wurde die Substitution z = Qt benutzt.) Somit
konnen wir diese Funktion mit der §-Funktion identifizieren:
sin(Qt)

2 lim
Q— o0

~ 275 (%) (2.87)

Schliefflich finden wir, vergleiche Math. Konz. I, Kapitel 4.5, folgende ‘Bewegungsgleichung’:

[_5_; - wg] g(t) = 27d(1) (2.88)
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Das €, das wir im Zusammenhang mit der Kausalitétsbedingung eingefiihrt haben, hat Ahnlichkeit
mit einem Dampfungsterm:
el
dt? dt
wobei wir den Term o €2 weggelassen haben. Umgekehrt kann man feststellen, dass die DAmpfung
(Reibung) die zeitliche Kausalitiat garantiert — denn durch Dadmpfung wird eine Zeitrichtung ausge-
zeichnet. Die hier diskutierte Funktion, ¢(t¢), entspricht der Green’schen Funktion, G(t), die wir in
Math. Konz. I, Kapitel 4.5.1 eingefithrt haben: ¢g(t) = —27 - m - G(t).

—wi| g(t) = 2m6(t) (2.89)
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2.6 Zusammenfassung

Euler-Formel: ¥ = cos ¢ + isin ¢

Notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit komplexer Funktionen, w = f(z) = u(z, y) +
iv(z,y), z = x + 1y: Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen

ou  Ov ou ov
o 27 = 2.
or 0Oy’ oy Ox (2:90)

Residuensatz: Fiir eine bis auf endlich viele isolierte Singularitéiten innerhalb einer geschlossenen
Kontur C' analytischen Funktion f(z) ist das Integral ¢ dz f(z) durch 27i mal die Summe der
c

Residuen der eingeschlossenen Singularitdten gegeben.

Laurent-Reihe:

Fo= S Ade—z), Ay= - ar I (2.91)
R T S EEEN '
Delta-Funktion: .
dw —iwt

6(t)—73/ %e (2.92)
Theta-Funktion [O(t) = §(t)]:

t +Oodw efiwt

@(t)Z/_Oodt M) =P o =i (2.93)

—00

Green’sche Funktion des geddmpften harmonischen Oszillators:

+o0 —iwt
Gt) = -~ do__ e (2.94)

m | 2

o 2T w? +iwy — wp
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Kapitel 3

Zerlegung nach orthogonalen
Funktionensystemen

3.1 Motivation

Als ‘mathematische’ Motivation sei zundchst an Math. Konz. I, Kapitel 1.2 und 5.1, erinnert. Dort
hatten wir Vektoren a, b, c, ... betrachtet, die sich mithilfe einer Orthonormalbasis e, e® e®) . ..
wie folgt darstellen lassen:

a= Zaie(i) , oa=a-e el.eld) =g

i

Das heift, die Komponente a; ergibt sich als Projektion des Vektors a auf den Basisvektor e(®. Hier
wird auch die Vollstdndigkeit der Basis angenommen:

Y e (e’ =1

Dies alles setzt offensichtlich die Existenz eines geeigneten Skalarproduks voraus. Die wesentlichen
Eigenschaften des Skalarprodukts, das wir allgemeiner mit (.,.) bezeichnen, sind:

[ J
— — /E —~ —

Qo

£
I

2
Qo

o

~—

£}
L
@

@,

a,b)* = (b,a) (fiir komplexwertige Vektoren)

Mithilfe eines derartigen Skalarprodukt ldsst sich der Betrag (allgemeiner: die Norm) eines Vektors
definieren:
la] = V/(a,a)
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wobei die Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b| erfiillt ist. In diesem Kapitel wollen wir die Frage,
ob es etwas Ahnliches auch fiir Funktionen gibt, stellen (und beantworten). Allerdings werden die
fiir Funktionen passenden Basissysteme in der Regel unendlich-dimensional sein.

Eine wichtige Anwendung in der Physik ist die Analyse zeitlich periodischer Signale, zum Beispiel
die Schwingung einer Saite eines Musikinstruments. In diesem Fall findet man in der Regel eine
Grundschwingung (Grundton) sowie bestimmte Oberschwingungen (Oberténe), die den Klang aus-
machen. Daher ist es angemessen, den zeitlichen Prozess nach Frequenzen zu ‘zerlegen’. Wir werden
sehen, dass der Ubergang vom Zeit- in den Frequenzbereich einem Basiswechsel entspricht. In diesem
Beispiel spricht man auch von ‘Fourier-Analyse’.

Beispiel: geddampfter harmonischer Oszillator

Beispiel: Musikinstrument

Klarinette
Klarinette

3.2 Fourierreihe
Wir betrachten periodische Funktionen mit Periode L:

flx+ L) = f(z)
und definieren ein Skalarprodukt zwischen zwei Funktionen f(z) und g(x):

L

(f,9) = /dx f(x)g(z) (f,g reellwertig) (3.1)

0

46



(f,9) = /dx f*(z)g(x) (f, g komplexwertig) (3.2)

Man {iiberzeugt sich leicht, dass diese Skalarprodukte die geforderten Eigenschaften haben, insbeson-

dere ist
L

(. f) = / da |f()? > 0

Als Basissystem bieten sich die L-peridischen trigonometrische Funktionen, Sinus und Kosinus, an
(fiir den Fall reellwertiger Funktionen):

2 2
1, sin (%kx) , COS (%kx) , k=1,2,... (3.3)

Diese sind jedoch noch nicht normiert, und wir miissen uns auch iiberzeugen, dass die Basisfunktionen
senkrecht aufeinander stehen.

Normierung der Basisfunktionen: N bezeichnet den zu bestimmenden Normierungsfaktor, und wir
fithren fiir die normierten Funktionen die Abkiirzungen cy, sx(z), cx(z) ein.

L

f(a:):N—>(f,f):N2/dk:N2L:1—>N:%:>CO:% (3.4)

0
L

f(z) = Nsin <2%kx> — (f, f) =N2/dx sin? (2%/{35) :N2§ =1—-N= \/% (3.5)

0

s(z) = \@ sin (2%/%) (3.6)
() = \/% cos (2;1@) (3.7)

Die Orthonormalitét der Basisfunktionen zeigt man wie folgt (k # m):

/Odecosk(x) 0, /Odecock(x) — 0
dz sp(x %/L %[ ( (k —m)e )+sin<2%(k+m)x)]:0
Az se(2)sm(2) = %/de% [cos (%(k—m)x) ~ cos (%(/{:—Fm)x)} — 0
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/L dz () em(x) = %

2 2
\/_ \/73111(%/6:1:) \/;cos(%kx>, k=1,2,3,...

bilden somit ein Orthonormalsystem. Wir werden spéter noch sehen, dass das Funktionensystem

Die Funktionen

auch vollstindig ist. Damit erhélt man die Fourierreihe einer reellen Funktion f(z) = f(x + L):

2 2w 2 . 2T
ak\/;cos (Tkx> + bk\/;sm ( 7 km)]

Durch geeignete Skalarproduktbildung lassen sich die Koeffizienten a; und b, bestimmen:

o

f(l') = aoL +

=

1 L
o =(f.c0) = = / d f(x) (3.8)

Entsprechend:
ag = (f, cx(z \/>/d:vf cos( )
b = (f, si(x \/7/dxf sm< ) (3.9)
Beispiel 1:
R L 1L0<xz<L/2
>
flxy=1< =1, L/2<xz <L (3.10)

(periodisch!)

Diese Funktion f(z) ist antisymmetrisch beziiglich des Ursprungs, f(z) = f(—=x), daher folgt sofort
agp = 0,a, = 0:

ag X /dxf(x) =0 (3.11)

0

~

ar o /dxf(:v) cos (%kx) =0

0
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Fiir die by ergibt sich:

L
by = \/%/dxf(a:) sin (%km)

L2 L
2 2 2
= 17 /dx sin (%kx) — /dx sin (%km)
0 L/2
L L/2
) 2 . 27 L
/ dz sin <flm> = / dz sin <fk (m + 5))
L/2 0

L/2 L/2
2 2
= / dz sin (%k’x + ’/Tk‘) = (—1)* / dz sin (%k‘x) (3.12)
0 0

Somit ist fiir k gerade der entsprechende Koeffizient gleich null, b, = 0, wahrend fiir £ ungerade:

2 . (27 22L
by = 2\/;/dm sin (ka) “\1I%r (3.13)

4 &K osin (Fkr) 4 Sosin (2Z(2n — 1)z)
- @) = o) P
k=1,3,... n=1
4 2 1 1 1
= = {Sin (%x) + 3 sin (%x) + 5 sin <%x) 4+ .. ] (3.14)

Hétte man auch direkt sehen sehen kénnen, dass by fiir gerade k verschwindet? Ja, denn fiir gerade &
liegt in jedem Teilintervall, in dem die Funktion f(x) konstant ist, genau ein Vielfaches der Periode
der Basisfunktion.

k gerade (hier: k = 2) k ungerade (hier: k = 1)

Bei dieser Fourierreihe findet man iibrigens f(L/2) = 0. Allgemein gilt fiir den Wert der Fourierreihe
an Sprungstellen z:

Flao) = S7@) + )], o =200 (315)

Gibbs’sches Phanomen: Wenn man die Fourier-Reihe durch endlich viele Terme approximiert, treten
an Sprungstellen charakteristische Uberschwingungen auf, egal wie viele Terme man mitnimmt. Die
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Beispiel 1, siehe Gleichung 3.10. Die Approximation wird offensichtlich immer besser, je mehr Terme (n)
man in der Fourier-Summe mitnimmt.

Auslenkung dieser Uberschwingung nimmt nicht ab, auch wenn man die Anzahl der mitgenommenen
Terme erhoht.

Beispiel 2:
A
1/e
%, 0<x<e
fz) = (3.16)
0, e<z<L
- >
Damit finden wir folgende Fourier-Koeffizienten:
1
ay = —= (317)

VL
21 | 2 21 L or \[©  [2sin(Zke)
= /2[4 Tha) =2 sin [ Zka )| =/2p L
i Le/ “OS(L x) temSln(L x)o L Zke
0
21 [ (on [21 L o
b, = Zg/dx sin (Tkx>— ST (—cos (ka))
0

Im Grenzfall € — 0:

¢ B 21 — COS (zf”ke)

L 2f”k‘e

0
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27rk,
ar — \/7 \/7 2%: (3.18)

+o0
— lg%f( Z d(z —nL) Zcos <27Tk;m> (3.19)

In diesem Beispiel nimmt die Amplitude der Oberschwingungen nimmt nicht ab! Im Grenzfall ¢ —
0 erkennen wir die Delta-Funktion, é(x), auf die wir noch genauer eingehen, und ihre periodisch
fortgesetzte Variante, :d(x):.

{% \/%cos (%ﬂm) : \/%sin (%m)} (3.20)

vollstandig? Wir erinnern an den Begriff der Vollstdndigkeit in endlich dimensionalen Vektorrdumen,
den wir bereits in Kapitel 5 von Math. Konz. I diskutiert hatten. Mithilfe des dyadischen Produkts
konnten Projektionsmatrizen P, = e*) (e definiert werden; und die Vollsténdigheit der Basis lief

Ist das Basissystem

sich als Y P, = 1 ausdriicken, bzw. in Komponenten:
%

D (Poas = D_(e)ale®)s = bus (3.21)
k k
Jetzt haben wir stattdessen Basisfunktionen f®*)(z), das heifit k¥ nummeriert die Funktionen durch
und z entspricht dem Index, der bei den Vektoren die Komponenten bezeichnet. Daher hat die
Vollstéandigheitsbedingung jetzt folgende Form:

Z FO@) P (") =:6(x — 2): (3.22)

Hier steht auf der rechten Seite sozusagen die — periodisch fortgesetzte — kontinuierliche Variante des
Kronecker-Deltas, da = eine kontinuierliche Variable ist. In dieser Gleichung kann man iibrigens x
und 2’ problemlos vertauschen.

Vektoren pertodische Funktionen
a=Ya,e® g(z) = > e f® ()
e®) ,2(1) = Ok (f®, Jf(l)) = Oul
ap = e .a= Y ea aa Crp = f(k)7g = deiU/ f(k)]*(ﬂvl)g(x/)
a= Xk:e(k) (e Ta fde f(k (@)[f®]*(2") g(2)
=+ Dl u(e®)y =8 | = SFO@IFO) @) = 0w ) (0<wa <L)
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Uberpriifung der Vollsténdigkeit:

Zf DN () = = (3.23)

— % + % Zcos (Q%k(x — x/)> =:0(z —2'): (3.24)

Zusammenfassend halten wir fest: Die Funktionen

{% \/%cos (Q%kx) , \/%sin (%m)} (3.25)

bilden eine vollstéindige Orthonormalbasis im Raum der Funktionen mit Periode L. Ein dquivalentes
(aber trotzdem oft bequemeres) Basissystem ist durch

]_ - 27
f®(z) = ﬁezﬂf , k=0,41,42, ...

gegeben. Hier haben die Basisfunktionen alle den gleichen Vorfaktor, und es gilt:

Orthonormiertheit: .

1
(f(n),f(n)) =7 /dx (eZ L"x> T = 1
0
L L
1 om 1 o
(f(m)7f(n _ Z /dl’ ez%nx _ Z/dx elZL (n—m)x 0 (TZ 7& m)
0
Vollstéandigkeit:

Y P@WE) =

k=—00 k=1

~| =
[a—y
+
/N
D
.
oy
=
7
3
N
+
D
J
o
=
8
H\
~
|

(3.26)

I
=
—_

+
[\

%
8
(@)
o
wn
VR
[(\)
~| 5
=
s
|
&\
N
| — |
I
[@%)
—~~
s
|
H\

3.3 Fouriertransformation

Mit Hilfe der Fourierreihe kann man periodische Funktionen darstellen. Lésst sich dieses Konzept
auch auf nicht-periodische Funktionen erweitern? Idee: Eine nicht-periodische Funktion lasst sich als
periodische Funktion im Grenzfall unendlicher Periode verstehen.
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Betrachte konkret eine Funktion f(z) mit Periode 2L, also f(z+2L) = f(z), auf dem symmetrischen
Intervall —L < z < L. (Dies ist bequem, da wir den Grenfall L — oo betrachten wollen.)

+o0
1 iTnx nx
r) = Z cnﬁe " e, = \/_/dxf (3.27)

Je grofler die Periode L ist, desto enger liegen die Werte n/L. Im Grenzfall L — oo wird die Summe
in der Gleichung zum Integral. Verwende folgende Ersetzungen:

[ TT [T ™

+vnL

5 1) = o= S oAk, o r / dy f(y)e (3.28)

n=—oo

Fir L — oo kann die Summe als Riemann-Integral interpretiert Werden, sofern die notwendigen
Konvergenzeigenschaften erfiillt sind.

+o00 +oo
1 r iky r _ 1 e—iky
f<y>:ﬁ/ dk F(R)e™, (k) = m/ dy £(y)

Die Funktion f(k) nennt man die Fouriertransformierte von f(y).

Die Verteilung der 1/v/2m-Faktoren ist im Prinzip willkiirlich. In der Physik wird in der Regel eine
Definition verwendet, in der vor einem Integral der Faktor 1/27 und vor dem anderen Integral der
Faktor eins steht.

Verallgemeinerung auf drei Dimensionen (3-D):

+00 +00 +00 400 +00 400

10 = [ [ [ akf00e = o [ [ atesmen

—00 —00 —O0 —00 —00 —OO

1-D Beispiel: f(t) = e a >0

Anmerkung: Da in der Physik ¢ die Zeit bezeichnet, schreibt man in diesem Fall w statt k fiir die
‘konjugierte’ Variable.
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+o00

+o0
flw) = \/%/dtf(t)e_mz\/%/dte—alt—iwt

—00

[e.e]

ef(aJriw)t e(aiw)t)

+oo
1 » . 1
— dt efat efzwt + ezwt — (_ : o :
V2T 0/ ( ) VT o+ w a—iw /|,

1 1 1 2 o
_ N 3.29
V2or (a+iw+a—iw> \/;aQ—i—wZ (3:29)

Je schneller die Exponentialfunktion abfillt, je lokalisierter f(¢) also ist, desto breiter ist die Fourier-

Transformierte, die Lorentz-Kurve f(w). Genauer gesagt: Wenn man mit At die Breite von f(¢) und
mit Aw die Breite von f(w) bezeichnet, ergibt sich At ~ 1/a und Aw ~ «, das heifit At - Aw ~ 1.

Physikalische Relevanz: Ein exponentieller Zerfall fithrt zu einer Lorentz-férmigen Spektrallinie.

Anmerkung: f (w) ist im Allgemeinen eine komplexwertige Funktion, im obigen Beispiel ergab sich je-
doch eine reelle Fouriertransformierte. Hintergrund: Die Fourier-Transformierte einer reellen geraden
Funktion ist reell, da aus f(t) = f(—t) folgt:

1 T —iwt
fo) = “_2_”1 dt ft)e

+oo
t=—t 1 / it
= — dt f(—t)e™
V2r (=1)

1 T wt [ [ *
Eé dt f(1)e = [f(w)] (3.30)

1=

Alternativ kann man wie folgt umformen:

+00 +o0
1 —iwt __ L e—iwt _ eiwt
fw) = El L / at (F(H)e™" + f(—t)d)

+o0 +oo
fo=f-n 1 it | ity _ |2 "
-/ \/%O/dtf(t)(e ooty — \/;O/dtf(t) cos(wt) (3.31)

Das heifit, die Fourierkosinus-Transformierte ist rein reell fiir reelle f(¢). Andererseits gilt fiir ungerade
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Funktionen, f(t) = —f(—1):

et _ L
fo) = o= / (e = ——

f(_t)i fzwt zwt o
= \/_/dtf = \/7/dtf ) sin(wt) (3.32)

Das heift, die Fouriersinus-Transformierte ist rein imaginér fiir reelle f(t). Weitere Eigenschaften:

400 +o0o
f(O):\/% / at (1), f<o>=¢% / dw f(w)

dt (f(t)e™" + f(—t)e™")

O\g

Faltungsatz
Die Faltung zweier Funktionen fi(¢) und fa(t), f1 * fo (t), ist wie folgt definiert:
+oo +o0
fiox b (1) = /dsfl( Vfalt — ) = /dsfl(t—s)fz(s) (3.33)

Anwendungsbeispiel: Green’sche Funktion, vergleiche Math. Konz. I, Kapitel 4.5

—+00

w(t) = / A& Gt —t)f(t') = G f (1) (3.34)

—00

Wir setzen F(t) = f1 % fo (t) und betrachten die Fourier-Transformierte dieser Funktion:

Flw) = \/_/th et — \/_/Oodt/dsfl t— s)fals)e !

— o —zwt s) —iws
\/_/dt/dsflt s)e fa(s)e (3.35)

Anstelle von t fithren wir die neue Variable u ein, u =t — s bzw. t = u+s. Zur Umrechnung von dtds
benotigen wir die Funktionaldeterminante, die durch den Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix
gegeben ist, vergleiche Math. Konz. I, Kapitel 2.8. Diese berechnet sich geméf:

a(t, s) o 11
Ermid FRARI S (33

5 Fw)= o= / du / ds fu(w)e " fo()e* = /37 fi(w) folw) (3.37)



wobei der Faktor /27 von der Definition der Fouriertransformation abhéngt. Im Wesentlichen gilt:
Die Fouriertransformierte einer Faltung ist das Produkt der Fouriertransformierten der beiden Funk-
tionen.

3.4 Delta-Funktion

In Math. Konz. I, Kapitel 4.5, hatten wir die Green’sche Funktion als Antwort eines Systems auf einen
beliebig kurzen Einheitskraftstofl eingefiithrt. Dies wird mathematisch durch eine Delta-Funktion
beschrieben, die keine eigentliche Funktion ist, sondern eine sogenannte Distribution. Fiir unsere
Zwecke ist es ausreichend, die Delta-Funktion, 6(x — zg), als Grenzfall einer am Ort xq lokalisierten
Funktion zu definieren, deren Breite gegen null geht, die aber integriert eins ergibt. Daraus folgt:

b
S flw) fallsa<azo<b
/dx flz)d(x — x9) = { 0 sonst (3.38)
Insbesondere gilt:
+oo
/da:5(x —1x9) =1

Die Delta-Funktion ist immer in diesen Sinne unter einem Integral zu verstehen.

Beispiele fiir Darstellungen der Delta-Funktion:

1 e

o) = 11—138;.%24-62

1 2

d(z) = lim e 22
e—=0 \/27e

S(r) = 1 1sin(z/e)
e—0 77 x

Fourier-Darstellung der Delta-Funktion:

+00
1 . 1 )

— dz §(x — xp)e ** = ——e ko 3.39

Vor / (= 20) NeT (3.39)

Die Fourier-Transformierte fallt nicht ab als Funktion von k, vergleiche die Fourier-Reihe der peri-
odischen Delta-Funktion. Fiir die Riicktransformation folgt:

“+oo

+oo
1 T 1 .
Sa—a0) = = [ aket et = o fapete

— 00
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Anwendung 1: Vollstindigkeit der Fourierbasis

1 T ~ ikx
fo) = Eé Ak Fkge

7 7
_ dk eikx / dl'/ $, efikx’
V2T / V2T f( )

—+00

“+o00

1 o
= — [ df(2) / dk e*(r=)

27

—+00

—0o0

- / Ao/ f ()0 — 2') = f(z)

—00

Anwendung 2:

400 +o00o

—0o0

+o00 +

+ 400

[aris@r = o [ar [arfre [aviwe

—00

+o00

= / dk /Oodk’[f(k:)]*f(k’)% / dz et =F)e

—00

Mit
+oo
1
27
folgt das Parseval-Theorem:
+oo

—00

[ is@r = [ ak |

+oo

—0o0

Eigenschaften der Delta-Funktion:

1. Skalierung

5(z) = ‘i|
Denn es gilt:
+o0 +oo
[ s =" [ (%

—0(z) = 0(—x) =0(x)

“+o0o
1

)dts) = 510) = [ o fo)irate)

—0o0

o7

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)



Fiir A < 0 wird der Faktor —1 verwendet, um die Integrationsgrenzen zu vertauschen.

2.
Sg(x) =3 m(m ) (3.44)

Dabei wird angenommen, dass g(x,) = 0 und ¢'(z,) # 0; es ist iiber alle Nullstellen von g(z) zu

summieren. Beispiel:
z—a)+i(z+a)

§(z° — a?) = ool (3.45)
3. Ableitungen der Delta-Funktion
+o00
[ drt@d@—m) = ~fam)
boe
/ dz f(2)6™ (z — 20) = (=1)"f"(x0) (3.46)

Dies ergibt sich sofort, wenn man die Taylorentwicklung der Funktion f(z) um den Punkt z( einsetzt.
Es wird vorausgesetzt, dass f(x) in x¢ unendlich oft differenzierbar ist.

3.5 Losung linearer Differentialgleichungen durch Fourier-
transformation

Als Beispiel betrachten wir wieder den geddmpften harmonischen Oszillator mit Antrieb. Die Bewe-
gungsgleichung lautet:
m (% + vi + wpr) = F(t)

Hier setzen wir die Fourier-Darstellung von z(t) und F(¢) ein. Insbesondere verwenden wir:
o
i(t) = — [ dw(iw)i(w)e™
0 = —= [ dwwie)

+00
1 .
i) = — [ dw(—w?)E(w)e™! 3.47
0 = o= [ (i) (347
da jede Ableitung nach t einen Faktor iw liefert.

+00 +oo
1 . 1 - .
— dwm(—w?+1i w+w2:iwem:—/dwaeWt 3.48
o= [ dom(-w 4w+ il = (@) (3.48)
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Aufgrund der Orthogonalitdt der Basisfunktionen muss der Integrand der linken Seite gleich dem
Integranden der rechten Seite sein:

= m(—w? +iw+w)) F(w) = F(w) (3.49)
Jetzt haben wir eine algebraische Gleichung, die leicht zu l6sen ist:

F(w)
m(—w? + iyw + wd)

= V21 G(w)F(w)

T(w) =

mit
~ 1/V/2m

Glw) = m(—w? + iyw + wd)

(3.50)

Fiir die Riicktransformation verwenden wir den Faltungssatz und erhalten:

+o0

w(t) = / At G(t — t)F(t)

—0o0

wobei, vergleiche Kapitel 2.5 und 2.6, die Green’sche Funktion durch folgenden Ausdruck gegeben

1st:
“+o0

dw eiw(tft’)
Gt—t)= [ — 3.51
( ) / 21 m(—w? + iyw + wd) (3:51)

—00

Die Green’sche Funktion ist die Losung der Bewegungsgleichung, bei der die Kraft durch einen
idealisierten Kraftstof 6(¢) gegeben ist:

—+00
. : dw m(—w? + yiw + w?)
mG() + maG) +maia(n) = [ 52 T
0
+ood
W
= — e :6t ° 2
5 © (t) (3.52)

—00

eiwt

Somit ist G(t) fir t # 0 eine Losung der homogenen Differentialgleichung. Wie ergibt sich die in Math.
Konz. I, Kapitel 4.5 hergeleitete Sprungbedingung fiir die Ableitung der Green’schen Funktion? Dazu
integrieren wir die Bewegungsgleichung fiir G(¢) iiber ein beliebig kleines Intervall, —¢. . . e:

+e€

+e
S om / at [G(e) + (1) + 3G = / At 5(t) = 1 (3.53)
Und verwenden dann, dass die Stammfunktionen von G und G stetig sind:

+€ +€
lim [ dtG(t) =0, lim [ dtG(t)=0
e—0 e—0

29



Somit hat G hat einen Sprung bei ¢ = 0:
. +e€ 1
mlimGt)| =1 — GO -G0)=—

e—0 i m

Aufgrund der Kausalitét ist auflerdem G(07) = 0. Allgemein, das heifit bei linearen Differential-
gleichungen n-ter Ordnung, vergleiche Math. Konz. I, Kapitel 4.5.2, hat die (n — 1)-te Ableitung
der Green’schen Funktion G(t) bei t = 0 einen Sprung, der durch 1/a, gegeben ist, wobei a, der
Koeffizient der n-ten Ableitung ist.

Anwendung in der Elektrostatik: das Coulomb’sche Gesetz

Wir betrachten die erste Maxwell-Gleichung,
VE=L E=-_vs - vi=_L (3.54)
€0 €0
wobei p(r) die Ladungsdichte bezeichnet. Die letztere Gleichung nennt man Poisson-Gleichung,
wihrend die homogene Gleichung, V¢ = 0, als Laplace-Gleichung bezeichnet wird. Wir fithren
Fourier-transformierte Funktionen ein:

1 3 zkr _ 1 31. = ik-r
o) = s[RI ple) = s [Pkl

Damit ergibt sich:

1 ~ .
2 _ 31 (1.2 ik-r
V() = o / & (— k)G (k)e (3.55)
Die Fourier-transformierte Maxwell-Gleichung ldsst sich leicht 16sen:
. (k) pk)
—k?) ¢(k) = o) — .
(ko0 = -2 = G0 = 28 (3.56)
Die inverse Fouriertransformation (Faltungssatz!) liefert dann:
1 dgk’ eik-r
— 3 —
(b(r) = /d r! G(I‘ — r/>p(r/)7 G(I‘) = %/W ? (357)

Zur Auswertung des Integrals wihlen wir Kugelkoordinaten im k-Raum, wobei die z-Achse in Rich-
tung von r zeigt:

o] ™ 21

Gr) = — / dkk? / d0sin 0 / ap "
(27)3¢ i L
0

0 0
1 . ikr cos @
= dk [ dfsinfe
42 60

u=cos ikru zkr —ikr
— G = dk [ d = —
(r) 472 60/ / ue 472 60/ ¢ )
0

i k 1 1
_ / sm o ™ (3.58)
0

2m2eyr © 2m2eqr 2 47r60r
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Damit finden wir fiir das elektrische Potential:

o(r) = /d3r' p(r’)

4meg|r — 1|

Das Potential einer Punktladung nennt man Coulomb-Potential:

p(x) = ¢6O(x), / Ero(r) = ¢ (3.59)

wobei §®)(r) = §(2)d(y)d(2) die dreidimensionale Delta-Funktion bezeichnet. Fiir eine Punktladung
am Ort r( folgt sofort: ¢(r) = 1/4mep|r — ro.

Die gerade diskutierte Losung der Poisson-Gleichung ist die Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung, wobei die Inhomogenitéit durch die Ladungsdichte gegeben ist. Zu dieser konnen wir noch eine
Losung der homogenen Differentialgleichung, V?@pon, = 0, addieren, so dass die allgemeine Losung
die folgende Form hat:

p(r')
Amepr —

(1) = Ppom(r) + /d3r'

i

Der Anteil ¢pom(r) kann verwendet werden, um die Randbedingungen zu erfiillen.

Ein Beispiel dafiir sind geerdete Metallplatten, bei denen sich in einigen Féllen die Methode der
Bildladung erfolgreich anwenden l&sst. Wir betrachten eine einfache Geometrie: Eine Metallplatte
liegt in der y-z-Ebene (bei x = 0). Rechts davon, am Ort ry = ae,, befindet sich eine Punktladung
der Starke q. Gesucht ist das elektrische Potential im rechten Halbraum. Wir gehen somit aus von

p(r) = q®(r — ae,) = ¢o(x — a)d(y)d(z) (3.60)

und bestimmen zuerst das Potential ohne Metallplatte:

q 1
inhom - 0T 3.61
Gintom ) dmeg |r — ae,| (3.61)
wobel Ginnom (r) die Losung der inhomogenen Differentialgleichung bezeichnet:
V2 hinhom = —25(3)(1' — ae,) (3.62)

€0

Wir kénnen dazu noch eine homogene Losung addieren, derart dass VZ¢pom = 0 im rechten Halb-
raum, die wir so wahlen, dass das Potential bei z = 0 — das heif§t auf der Metallplatte — verschwindet:

o(r) = L (| ! ! ) — Gr=0,y,2)=0 (3.63)

~ dreo r—ae,| |r+ ae,|

Die Funktion —¢q/4meg|r + ae,| ist in der Tat eine Losung der homogenen Gleichung im rechten
Halbraum, denn:

€o

q 1 q
V() = S tae) =0 @20 (361
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Anders ausgedriickt, dieser Anteil wird von einer ‘Bildladung’ im linken Halbraum ‘erzeugt’. Die
Bedingung, dass das Potential bei x = 0 verschwindet (bzw. konstant ist), ist charakteristisch fiir
eine Metallplatte. Es folgt auch sofort, siehe Kapitel 1, dass das elektrische Feld senkrecht auf der
Platte steht.

Die Methode der Bildladung ist zwar nicht fiir beliebige Geometrien durchfiihrbar, fiihrt jedoch in
einigen einfachen Féllen zum Ziel, zum Beispiel:

Im rechten Teil der Abbildung ist das Potential fiir die links gezeigte Ringgeometrie dargestellt. Der
Ring ist hellgriin eingezeichnet, die Ladung sitzt in dem weiflen Punkt.

3.6 Legendre-Polynome

Legendre-Polynome treten zum Beispiel auf, wenn man den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten
betrachtet und sich auf die Variable £ = cos6f konzentriert — wobei ¢ offensichtlich im Bereich
—1---+ 1 liegt. Im Folgenden nennen wir die Variable wieder x; und wir betrachten reellwertige
Funktionen.

Wir betrachten somit das Intervall —1 < z < 1 und definieren das Skalarprodukt wie folgt:

+1

(f.9) = / da f(2)g(z) (3.65)

-1
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Ziel ist es, eine Menge von Polynomen zu finden, die beziiglich dieses Skalarprodukts orthogonal
sind. Wir starten mit einem Polynom nullten Grades, also einer Konstanten; und wir verwenden
die Konvention, dass fiir alle n gilt: P,(1) = 1: Das hat zur Konsequenz, dass die Polynome nicht
normiert sind. Der Index n gibt den Grad des Polynoms an.

Im n#chsten Schritt wéihlen wir das einfachste Polynom ersten Grades, P;(x) o x.
— PBy(z)=1, P(z)== (3.66)

Aus Symmetriegriinden stehen Py(z) und P;(x) senkrecht aufeinander, (P, P;) = 0. Zur Bestimmung
der hoheren Polynome verwenden wir das Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren, das wir fiir
n = 2 genauer erliutern. Wir betrachten das einfachste Polynom zweiten Grades, 2. Von diesem
ziehen wir die Beitrige in ‘Richtung’ von Py und P, ab, derart dass x? senkrecht auf diesen steht.

Der Ausdruck ) )
9 (PoviE)P (P, x*)

-~ (BR) (B P)
ist orthogonal auf Fy und P;, denn zum Beispiel:

Py (3.67)

2 (P07x2> (P17I2> _ 2 (P07x2) (P1,$2) o
<P0,x — (Po. Po) Py — (P, Pl)P1> = (Py,z°) — (Po. Po) (P, Py) — (P P (P, P1)=0 (3.68)

Konkret finden wir fiir die verschiedenen Skalarprodukte:
+1
(P, Ro) =2, (P,P)=(Py,2*) = /dme = ;
21
AuBerdem ist (P, 2?) = 0 aus Symmetriegriinden. Damit erhalten wir:

1 3 1
P 2_ - P = 2 - 3.69
pocat — o = 5 () 5%~ 5 (3.69)
Im letzten Schritt wurde mit einem geeigneten Faktor multipliziert, um die Bedingung P»(1) = 1 zu

erfiillen. Weitere Ergebnisse:
2 2
(P2>P2)257 (PO,IB):O’ (Plvmg)zg’ (PQ’:ES):O

3 5 3
P. 3_°2 Pe=Sp3 -2 )
— 3 X T — =, 3=35% — 57T (3.70)

Aufgrund des Konstruktionsverfahrens ist klar, dass P,(z) fiir gerade n nur gerade Potenzen von
x enthélt, und fiir ungerade n nur ungerade Potenzen, also sind die P, (z) abwechselnd gerade und
ungerade Funktionen. Was die Normierung betrifft, kann man allgemein zeigen:

+1
2

P, P,) = [ dz Pi(z) = 3.71
(PuP) = [ Ao P2w) = 52 (3.71)

1

Per Konstruktion gilt: (P,, P,,) = 0 fiir n # m. Zusammengefasst:
2

Py Py) = ——6m 3.72
( ) 2n+1 ( )
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Entwicklung in eine Legendre-Reihe:

Wir betrachten eine Funktion f(z), die auf dem Intervall —1---+ 1 definiert ist:

= nin Pm; n Pm7P .

Z:cp(x) — f)= Zc =5 +1 (3.73)

1 m41 [

2n + n 4+
o= R = T [P (@)
-1
Beispiel:

0 -1<x<0
_ = 74
ro={ 1 .74

1
3 3 3
¢ = i/del(x)zﬁ/dxa::Z
0 0
1

o = 2
7 9

Damit finden wir folgende Reihendarstellung:

F() = 5Poa) + SPi(a) — - Po(w) + 35 Po(a) — o Prla) 4 poo Poa) — . (379)

Bei einem gegebenen Polynomgrad ergibt die Entwicklung nach Legendre-Polynomen die optimale
Néherung einer Funktion f(z) im Sinne des kleinsten Fehlerquadrats:

I = /da: [f(x)—anPn(x)

-1

= (f:f)_Qan(f7Pn>+ Z bnbm(Pum)

n=0 n,m=0
— (£, f) +ZO(2 1 an(f,Pn> (3.76)
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Entwicklung der Rechteckfunktion, Gleichung 3.74, nach Legendre-Polynomen. Die Approximation wird
offensichtlich immer besser, je mehr Terme man mitnimmt. Abgesehen von n = 0 treten gerade Potenzen in
dieser Entwicklung nicht auf, siche Haupttext.

Die Minimierung dieses Ausdrucks beziiglich eines bestimmten (aber beliebigen) b,, liefert:

a1 2
=2 bn — (f, P | = .
by <2m +1 (f ) 0 (3:77)

+1
2 1
— |b, = n;— /dx f@)P, = ¢,

-1

In unseren Beispiel ist das in diesem Sinne optimale Polynom dritten Grades gleich

fola) = SPo(e) + SP(a) — L Py(a) = &+ = By

5 1 16 (3.78)

Es ist aber leicht zu sehen, dass in dieser Entwicklung, abgesehen von einer Konstanten (= 1/2), nur
ungerade Potenzen von x auftreten: Denn f(x) = 1/2 + f,(x), wobei f,(z) eine ungerade Funktion
ist. Im Gegensatz zu einer Taylorreihe dndern sich jedoch im Allgemeinen die Koeffizienten des
Polynoms, wenn der Grad erhéht und damit die Naherung verbessert wird.

Legendre-Polynome sind vor allem bei der Losung kugelsymmetrischer Probleme von Bedeutung.
Dazu betrachten wir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, vergleiche Kapitel 1.8:

- r20r or r2sin 6 00 00 r2sin? 6 Op?
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Wir beschrianken uns zunéchst auf den #-abhéngigen Anteil und diskutieren spéter die volle dreidi-
mensionale Behandlung.

Wir betrachten dazu folgendes Eigenwertproblem:

1 0 (. oU

Man nennt das in dieser Gleichung auftretende A Eigenwert und U die zugehorige Eigenfunktion.
Wir fithren x = cosf als neue Variable ein:

d dz d d d d au
- = - T = — _— = — 2 . _ 2 e —
o df dzx sinf - =-vl-ato o <(1 ”) dx) AU (3.80)

Nach einer kleinen Umformung ergibt sich die Legendre’sche Differentialgleichung:

d2U dU
2

Wir fragen uns nun, fiir welche Werte von A Losungen in Form von endlichen Polynomen existieren.
Dazu setzen wir die Losung in Form einer Potenzreihe an, setzen diese in die Differentialgleichung
ein und bestimmen die A-Werte, bei denen die Potenzreihe abbricht.

U= ;anx", o= nz:;annx" L de Zann n—1)z"? (3.81)

— iannn—l -2 Zannn—lx —QZannI +)\Zanx = 0
n=2

n=2

Z apt2(n +2)(n+1)z" — Z apn(n —1)z" —2 Z apnz" + )\Z ap,z” = 0

n=0 n=1 n=0
Z (n+2)(n + Day2 — n(n — 1)a, — 2na, + Aa,]z" = 0 (3.82)
n=0

Beachten Sie, dass in der letzten Zeile die Summe wieder von 0. .. oo lduft. Damit erhalten wir eine
Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a,,:

nn+1)— A
(n+2)(n+1)

Apy2 = n

Die Koeffizienten ag und a; sind frei wahlbar. Daraus berechnet man:

ayg—>Qag —> Q4 —> ..., QA1 —>az3 —> a5 —7 ...
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Fiir groe n finden wir a, 2 ~ a,, also nimmt a, nicht ab mit zunehmendem n; das heifit, die
resultierende Reihe ist im Allgemeinen nicht konvergent.

Ein Polynom vom Grad [ liegt aber genau dann vor, wenn die Rekursion nach dem [-ten Term
abbricht, das heifit wenn alle a,, mit n > [ gleich null sind. Das ist genau fiir A = [(I+1),l =0,1,2,...
der Fall. Diese Polynome nennen wir F,(z), wobei wir fordern, dass P(1) = 1.

e [=0,A=0:a0#0,a0=a4=---=0 — F=1
e /=1 )A=-2:ay#0,a3=a5=---=0 — P ==z

e [ =2 )A=—6:ay=—3ag

—  Pyz)=ap(=32*+1) — Pyr)= 3%~ 3 (3.83)
e[ =3: )\:—1236L3:—§CL1
5 4 5 4 3
— Py(z) = a4 —37 +x —  Py(z) = 2% — 5 (3.84)

Und so weiter. Unter Verwendung der binomischen Formel kann man weiterhin zeigen:

1 n
Py(x) d

= o %[:ﬂ — 1" (3.85)

Wie ldsst sich mithilfe der Eigenwertgleichung die Orthogonalitéit der Legendre-Polynome zeigen?
Wir erinnern dazu an die Argumentation im Zusammenhang mit reellen symmetrischen Matrizen,
deren Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenvektoren bekanntermafien orthogonal stehen:

AXl = )\1X1 — X9 AXl = )\1X2 * X1

A.X2 = /\2X2 — X1 A.X2 = )\2X2 - X1
Fiir symmetrische Matrizen gilt: x5 - Ax; = x1 - Axo
— ()\1 — )\2) X1 X9 =0 (386)

Fiir Ay # Ay folgt sofort x; - x5 = 0.

Fiir Legendre-Poynome argumentieren wir entsprechend.

% ((1 _2?) dd?) — _n(n+1)P, (3.87)

Wir betrachten im ersten Schritt das Skalarprodukt der linken Seite dieser Gleichung mit P,,:
T d dp, " dp,, dp,
— — 2 ) = — 2 n — _py_m-__n
/dem e <(1 z°) dx) P,(1—x) | /dx(l z°) = d (3.88)

-1 -1
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Der Beitrag von den Integrationsgrenzen ist offensichtlich gleich null, wahrend der letzte Term sym-
metrisch unter n <+ m ist. Daher folgt:

+1 +1

/dx P, % ((1 — o) ddi”) _ /dx P, % ((1 — 22 dd%> (3.89)

-1 -1

Jetzt verwenden wir die Eigenwertgleichung:
—  m(m+1)—n(n+1)](Pn,P,) =0 (3.90)

Fiir m # n folgt die Orthogonalitét.

Anmerkung (1)

Allgemeiner fiir sogenannte Sturm-Liouville-Gleichungen auf einem Intervall a < x < b:

—ab () ) ey =Ny, L= (po) )+ a0 (3.91)

Hier ist y(z) die gesuchte Funktion, und es sollte w(z) > 0 sein. Wir fithren die zu oben analoge
Betrachtung durch, wobei y; und y, die beiden Lésungen mit den Eigenwerten A; und A\, bezeichnen:

/b A (i) = / s |- (s 22 ) + a0

b dy dy
[ [Pl P+ e

dy2

= —plz)n =

a

b
B dyr dye\ | / d dyy
= o) (w5 -0 2| + [ | (s G2 + st

a

diy dys ’ / S
= p(z) (yza —y1—> +/dxy2(Ly1)

dx

a

Wir nehmen an, dass die Randterme verschwinden, was zum Beispiel fiir p(a) = p(b) = 0 gewéhrleistet
ist, oder wenn wir als Randbedingung fiir y(x) fordern, dass entweder die Funktion oder ihre Ab-
leitung auf dem Rand verschwindet (Dirichlet-Randbedingung: y(a) = y(b) = 0, von Neumann-
Randbedingung: y'(a) = 3/(b) = 0). Dann folgt:

b b
ﬁyl = Mw(x)y; — /dxyg(ﬁyl) = Al/dxwygyl

dz wy y»

S e—

b
Lys = Xow(x)ys — /dx yl(ﬁyg) = )\
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Fiir Ay # X\, folgt weiter:
b

/ dar w(z)y () () = 0

a

(3.92)

In diesem Fall sind die beiden Funktionen orthogonal beziiglich eines Skalarprodukts, das die Ge-

wichtsfunktion w(x) enthélt.

Anmerkung (2)

Als ‘Erzeugende’ fiir die Legendre-Polynome bezeichnet man die Funktion

1
V1 —2xz + 22

O(z,z) =

denn es gilt fiir deren Entwicklung nach z:

1 oo
= P, (x)z"
V1—2xz+ 22 nZ:O (@)
Aus dieser Beziehung folgt sofort:
1 d» 1
n! dz" /1 — 2xz + 22

Es ist offensichtlich, dass diese Vorschrift fiir n = 0 korrekt ist. Fiir n = 1 findet man:

P,(x) =

z=0

d 1 1 =2z —2)
P, = — S
(@) dz V1 =22z + 22|, 2(1—2xz+22)32|__, v
Und so weiter. Fiir x = 1 ergibt sich die bekannte Festlegung der Normierung;:
1 1 -
T = = = 2" = P,(1)=1
V1I—-2z+22 1-2z ; 1)
Die erzeugende Funktion geniigt der folgenden partiellen Differentialgleichung:
%P 0P 0?(2®)
1—2%)— — 22— =0
(1-2 )8332 o te 0z?
was man unter Verwendung von
0P 2 0?® 322 (@) 0P N 0*®
_— = = = e — Z—
Or (1 —2xz+422)%27 022 (1 —2xz+ 22)5/2° 022 0z 022
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nachrechnen kann. Andererseits kénnen wir auch die Form ®(z,z) = ) P,(x)z" verwenden und die

bekannte Eigenwertgleichung fiir die Legendre-Polynome einsetzen:

z% (zZPn(x)z”> = Zn(n+ 1)P,(x)z"

n=0 n=0
- P oP,
= — 1 ) n n
; { =% o
0?® 0P
I RN A A 3.99
(- )8562 + x@x ( )
Anmerkung (3): Multipolentwichlung
Wir betrachten nochmals das elektrische Potential, das wir in Kapitel 3.5 bestimmt hatten:
1 p(r')
= d*r == 3.100
#(x) 471'60/ " lr — 1| ( )
Mithilfe von
vt —1/| =Vr2—2r-v/ + 12 = Vr2 — 2’ cos 0 + 1’2 (3.101)
finden wir:
o <7
N r 7?2
|r—r|—r\/1—2pcosﬁ+<p> |r—r’] ZP (cos0) pop (3.102)
o >
r— /| o st (7 ! ip( o (3.103)
r—r|=r{/1—2—cos — —_— = . (cos ) —— :
T r) 7 |r—r| e rntl
Zusammengefasst:
1 - rn
| 7 ZP cosf)—= n+1 ., mit 7 = min(r,7'), r~ = max(r,r’) (3.104)
r—r
n=0

Héaufig interessiert man sich fiir das Potential in grofler Entferung von der Ladungsverteilung:

_ 1 3./
o(r) = 47T€O/drp ZP (cosf) 7’“

— 3 /n
= 47r60§7’”+1/d P, (cosB) p(r')

1 1 1 1 3 1
= e {;/d?”r/ p(r') —l—ﬁ/d?’r'r’cos@p(r’) p /d3 "yl? <§ cos®f — 3
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e n = 0, Monopolfeld: In einem sehr grofien Abstand von der Ladungsverteilung findet man ein

der Gesamtladung ¢ = [ d p(r’) entsprechendes Coulomb-Potential.

e n = 1, Dipolfeld: Im zweiten Term benutzen wir, dass cos = r - r’/rr’. Der resultierende

Beitrag hat folgende Form:
1 r-

SR b= @)

Amey 13
Die Grofle p bezeichnet man als Dipolmoment.

e n = 2, Quadrupolfeld, dritter Term:

4egr3 2 r2

Hier ist Q der Quadrupoltensor, dessen Komponenten durch
Qi = /d?’r’ (B — 726:;)p(r')

gegeben sind.

Beispiel:
-e 2

(1]

> @ @

1 /d3r/1 (3 (I‘ ) I'/>2 o ,,,,/2) p(r/) 1 rTQr

- 4meg 2r°

*—o & pr) =e[b(r+a) = o(x) + 20(z — a)] 0(y)d(2)
0o a

(3.105)

(3.106)

(3.107)

Dann folgt sofort, dass ¢ = 2e, sowie p, = ae (und p, = p, = 0). Fiir den Quadrupoltensor findet

man:
Qre = 6(126, Qyy = —3a26, Q.. = —3a%e

(3.108)

Alle anderen Elemente des Quadrupoltensors in diesem Beispiel verschwinden aus Symmetriegriinden.

Allgemein verschwindet die Spur des Quadrupoltensors, denn

3 3 3
Z Qii = /d3r' (3 Z A Z 5”-) =0
i—1 i—1 i—1

(3.109)
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Die in diesem Kapitel diskutierten Legendre-Polynome sind nur ein Beispiel fiir sogenannte ortho-
gonale Polynome. Weitere Polynome, die in der Physik relevant sind, siehe auch néichstes Kapitel,
sind:

1. Assoziierte Legendre-Polynome

e Definition:

m (=™ N my2 d”
B (x) = 2] (1 _x) dpl+m o

mit [ =0,1,2,..., m=0,1,2,...,[.
e Skalarprodukt

rpp) = [ aerr@rre) = 2 (3111)

e Differentialgleichung:

m2

1 — a2

% {(1 — 12)%37”@)} + {Z(H 1)

P (z) =0 (3.112)

2. Kugelflachenfunktionen (— Winkelanteil des Wasserstoffproblems in der Quantenmechanik)

e Definition:

eme 20+ 1(1—|m))

Yim (0, ) = N R |m|);]3l|m|(0089) (3.113)
mit [ =0,1,2,..., m=—[---+1.
e Skalarprodukt:
™ o
Vi Yior) = [ 0500 [ o 3,070, 9)¥in (0,1 = G (3114)

Die Definition der Y}, variiert gelegentlich, was Vorfaktoren — und 7 betrifft.
3. Hermite-Polynome (— harmonischer Oszillator in der Quantenmechanik)

e Definition:

H,(z)= (—1)e“72%ez2 =" /2 (az - %)ne”Q/2 (3.115)
e Skalarprodukt:
oo
(Hy, Hy) = / dz e H, (2)Hpm(z) = 2"nI/T O (3.116)
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e Differentialgleichung:

d’H,, dH,,
) mH, =0 11
s x o + 2n (3.117)

4. Laguerre-Polynome (— Radialanteil des Wasserstoffproblems in der Quantenmechanik)

e Definition:

e’ d" n . —x
L,(x) = T (z"e") (3.118)
e Skalarprodukt:
+oo
(Lo, L) = / dz e~ Ly (2) Ln(2) = 6 (3.119)
0
e Differentialgleichung:
d’L, dL,
122 (1—2) . +nlL,=0 (3.120)
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3.7 Zusammenfassung

e Allgemeines Skalarprodukt:

b
(f,9) = /dx w(z)f*(zr)g(x), w(x): Gewichtsfunktion (3.121)

Orthonormalitdt: (f,, fin) = dum

Vollstandigkeit: > f.(z) fi(z) = d(x — 2')

Fourier-Basis: periodische Funktionen, Periode L

2 2 1 .on
{\/> \/> (—nx) \/;sin (%nx)} , oder: {\/;e’QL"“’} (3.122)
n=123,... n=0,1,2,...

e Fourier-Basis bzw. -Transformation: L — oo
{ ! ’“} (3.123)
e :
\% 27 k=—00---400
e Delta-Funktion:
+oo 1 +00
/ Qo f(@)0(r — o) = fa), 3(a) = / d ot (3.124)
T
e Legendre-Polynome
— Skalarprodukt:
+1

(Pn, Pn) = /den(x)Pm(x)

-1
T

. 2
= /d& sin 6 P,(cos 0) Py, (cos ) = Tl Snm, (3.125)
0

— Erzeugende Funktion:

O(z,z) =

P 3.126
V1 —2xz + 22 Z ( )
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Kapitel 4

Partielle Differentialgleichungen

4.1 Beispiele, Klassifikation

Die meisten in der Physik auftretenden Differentialgleichungen sind von zweiter Ordnung, das heif3t
es treten zweite, aber keine hoheren Ableitungen, auf. Eine Reihe wichtiger Differentialgleichungen
ist linear, das heifit die gesuchte Funktion tritt nur linear auf.

Beispiele:

e Die Laplace-Gleichung, Au = 0, und die Poisson-Gleichung, Au = f(r), sind elliptische Diffe-
rentialgleichungen, da im Laplace-Operator ein einheitliches Vorzeichen auftritt:

A= _——+—+-— (4.1)

Vergleiche Vorzeichen der Ellipsengleichung, x?/a? + y*/b* = 1.

e Die Wellengleichung
82

ist eine hyperbolische Differentialgleichung, vergleiche Hyperbelgleichung, z2/a® — y?/b* = 1.

e Die Diffusionsgleichung

g—? = DAn (n(r,t) : z. B. Teilchendichte) (4.3)
e und die Schrédingergleichung
oA n? :
Zh@ = —2—A+V(r) U (U(r,t) : Wellenfunktion) (4.4)
m

sind parabolische Differentialgleichungen, vergleiche Parabelgleichung, y o< z2.
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Bei nicht konstanten, das heifit ortsabhéngigen Koeffizienten kann der Typ der Differentialgleichung
vom Ort abhéngen.

Es gibt aber auch wichtige nichtlineare partielle Differentialgleichungen, zum Beispiel die Sine-
Gordon-Gleichung (eigentlich ‘semilinear’):

0? 0?
8—g—c28—;+w§sinuzo (4.5)

AuBlerden miissen Randbedingungen festgelegt werden. Bei partiellen Differentialgleichungen unter-
scheidet man:

e Dirichlet-Randbedingungen: Die gesuchte Funktion wird auf dem Rand des untersuchten Ge-
biets vorgeschrieben. (Der ‘Rand’ eines dreidimensionalen Gebiets, zum Beispiel, ist seine Ober-

flache.)

e Von Neumann-Randbedingungen: Die Normalenableitung der gesuchten Funktion wird auf dem
Rand vorgeschrieben.

e Cauchy-Randbedingungen: Es wird eine Linearkombination aus Funktion und Normalenablei-
tung vorgeschrieben.

4.2 Losung durch Separationsansatz

4.2.1 Kartesische Koordinaten
Wir betrachten speziell die Laplacegleichung

0? 0? 0?
Ap(x,y,2) = (@ + a7 + @) ¢(z,y,2) =0 (4.6)

die das elektrische Potential im ladungsfreien Raum bestimmt. Idee: Wir setzen die Losung in der
Form

¢(r,y,2) = X(x) - Y(y) - 2(2) (4.7)

an, was man als Separationsansatz bezeichnet. Nach Einsetzen folgt:

0?°X 0’Y 0*7Z
YW)Z() G + X2 g + XY ()55 =0 (48)
Und weiter: L o2y | 52y | 527
=0 (4.9)

X 922 +?8y2 +E(922
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Jeder Term in dieser Gleichung muss fiir sich konstant sein, damit die Gleichung fiir alle z, y, z erfiillt
werden kann:

1 d2°X ; ;
X aE = R XTHRX =0, X(2)= Al 4 BT
xz i
1 4%y ; ;
Yo dE = R YITRY =00 Yy = Ay By
y) dy
1 d*Z ; '
ZaE = e ZTEZ=0, 2(z)= AN 4 BT (4.10)
z z

Somit muss die Losung der Laplace-Gleichung die Bedingung k2 + k; + k% = 0 erfiillen, das heifit
mindestens eines der k; muss imaginér sein (aber nicht alle drei!). Wir setzen k, = ix und erhalten:
k? =k, + k2. Die Funktion X (z) nimmt fiir # — oo exponentiell ab, wenn wir B, bzw. A, gleich
0 setzen. Die beschrankten Eigenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

Beispiel: Ladung vor einer geerdeten Metallwand. In diesem Fall, siehe vorheriges Kapitel, ist die
Randbedingung, dass das Potential auf der Metallwand verschwindet. Die Wand liegt wieder in der
y-z-Ebene bei © = 0, der Abstand der Ladung von der Wand ist a. Wir kennen bereits die Losung
ohne Metallplatte:

ik-(r—aeg)
Binbom = ————— = 1 /dgk S
dreg|r — ae,| (27)3eq k2 + k2 + k?
q 5 eikz(:vfa)a+ikyy+ikzz
T (27)3¢ / k2 + k2
q iR e efn\:pfa\Jriknyrikzz
- / dk, / dk, (4.11)
m2€ K

mit k = \/k2 + k2. Im letzten Schritt haben wir

“+00
eikz(x—a) T
_ " —k|lz—al
/ dhy g = o (4.12)

benutzt. Diese Losung erfiillt aber nicht die Randbedingung bei x = 0. Strategie: Addiere eine
geeignete homogene Losung (= Losung der Laplace-Gleichung) hinzu. Auf der Metallplatte (x = 0)
gilt:

q e e efna+ikyy+ikzz
(binhom(oayvz) - 871'260 /dky / dkz# (413)

Um die Randbedingung zu erfiillen, muss die gesuchte Losung der homogenen Gleichung fiir x = 0
gerade das Negative dieses Ausdrucks sein:

q 2o oo efferiknyr'ikzz
¢hom(07 Y, Z) = _(binhom(Oa Y, Z) = _87T2€0 / dky / dk27 (4]‘4>
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Um eine Losung der Laplace-Gleichung im dreidimensionalen Raum mit dieser Randbedingung zu
erhalten, muss man im Exponenten ik,y + ik.z durch i\/Wx +ikyy +ik.z ersetzen. Fiir v > 0
muss auflerdem das negative Vorzeichen gewéhlt werden, um die Konvergenz der Losung fiir x — oo
zu gewdahrleisten.

+oo “+oo

q e—n(ac+a)+ikyy+ikzz
om = —— [ dk dk,
P (r) 8m2€ / Y /

K

—00

q / 5 eikz (z4a)+ikyy+ik.z

S 4.1
(27)%¢ 2R+ 2 (4.15)

Diese Losung der homogenen Gleichung besteht ebenfalls aus einer geeigneten Uberlagerung von
Losungen der Form X (x)-Y (y)-Z(z). Resultat:

. S
Amep|r + aey|

Phom (T) = (4.16)

Gesamtlosung:

o(r) = 2 (’r_l ! ) (4.17)

" dreg ae,| |r + ae,]
Dies stimmt natiirlich mit der Losung, die wir in Kapitel 3.5 mithilfe der Bildladungsmethode ge-
wonnen haben, iiberein.

Anwendung: Quantenmechanik eines freien Teilchens

Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung erhélt man aus der zeitabhéngigen Gleichung, siche Ka-
pitel 4.1, indem man — etwas vereinfacht, siche unten — die Zeitableitung auf der linken Seite durch
—iE/h ersetzt. AuBerdem vertauschen wir rechte und linke Seite, und wir nennen die gesuchte Funk-
tion, wie in der Quantenmechanik {iblich, 1 (welches dann nur noch von r abhéngt). Die potentielle
Energie, V (r), sei identisch null. Damit erhalten wir:

h?

——AYp=F 4.18

A= By (1.15)
Dies ist ein Eigenwertproblem, und E bezeichnet den (Energie-)Eigenwert. Wir versuchen wieder den
gleichen Ansatz wie bei der Laplace- bzw. Poisson-Gleichung:

ZZJ(I‘) o eikamthyyths) _ ik (419)

Eine derartige Funktion nennt man ebene Welle; k = ke, + kye, + k.e, ist der Wellenvektor, und
k = |k| dessen Betrag. Es folgt sofort:

h*k?

E:h
2m

2
o

K2+ k4 k) = (4.20)
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Somit haben wir eine Eigenfunktion gefunden, wobei der Wellenvektor k beliebig ist; der zugehorige
Eigenwert ist F = h?k?/2m. Da das Vorzeichen der k; wegen der zweiten Ableitung keine Rolle spielt,
ergibt sich die allgemeine Losung bei vorgegebenem k zu:

Ui(r) = (A" + Bye )« (A ™Y + Bye ™) . (Ae™" + B.e %) (4.21)

Auch hier sind im Prinzip Randbedingungen von Bedeutung, zum Beispiel, wenn das Teilchen in
einem Kasten eingeschlossen ist. Das fiihrt zu bestimmten Bedingungen an den Wellenvektor k und
hat zur Konsequenz, dass nur diskrete Energiewerte erlaubt sind. Dieser Effekt ist in der Quanten-
mechanik als ‘Quantisierung’ der Energie bekannt.

Anmerkung: Wenn noch Ak mit dem Impuls p identifizieren, erhalten wir die klassische Energie-
Impuls-Relation eines freien Teilchens, E = p?/2m.

4.2.2 Kugelkoordinaten

Wir betrachten erneut die zeitunabhéngige Schrédingergleichung, nehmen jetzt aber ein radialsym-
metrisches Potential, V' (r) = V(r), hinzu. Mit V(r) o< 1/r entspricht dies dem Wasserstoffatom (ein
Proton plus ein Elektron).

{—%A + V(r)] b = Ey (4.22)

Es ist naheliegend, aufgrund der Rotationssymmetrie in diesem Fall mit Kugelkoordinaten zu arbei-
ten. Wir verwenden fiir den Laplace-Operator den Ausdruck, den wir bereits in Kapitel 1.8 angegeben
haben, und erhalten:

R [1 0 [ ,00 1 0 (. 00 1 0% B
5 lﬁ% (r E) +3 050 (smﬁ%) + = sin298_g02} +V(r)y = Ey (4.23)

Wir versuchen wieder einen Separationsansatz: W(r, 6, ¢) = R(r) Y. (6, ), dividieren dann durch
R(r) Yim(0,¢) und benutzen erneut, dass die r- und winkelabhéngigen Terme jeweils konstant sein

miissen. Die Funktion Y}, hat zwei Indizes, was sich aus den folgenden Uberlegungen ergeben wird.
Wir konzentrieren uns zunéchst auf den winkelabhéngigen Teil:

Yim 9 =k = A=-l(l+1 4.24
Yim [Sin@@@ (Sm@ 00 ) T sin2f 92 } onstant by I(1+1) (4.24)

Auch fiir die Winkelanteile machen wir einen Separationsansatz. Anders ausgedriickt, setzen wir an:

Yim(6, ) o< P (9) €™ (4.25)
Dabei kann m wegen der Eindeutigkeit — ¢ und ¢+27 beschreiben sozusagen den gleichen Punkt — nur
die Werte m = 0,£1,+£2,... annehmen. Setzen wir dies in die Gleichung fiir den winkelabhéngigen
Teil ein, erhalten wir:
1 d dpm m?
— (sing—L ) — P = —\P" 4.26
sin 0 do (Sm do > sin? g ! l (4.26)
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Mit x = cos @, vergleiche die Diskussion im Zusammenhang mit der Legendre’schen Differentialglei-
chung, folgt:

P =—AP™ (A=I1(+1)) (4.27)

d dpm m?
1— L —

dz {( ) dz ] 1 —a?

Die Losungen dieser Gleichung héngen offensichtlich von [ und m ab, daher die Bezeichnung F;". Die

P™(x) heiBen assoziierte Legendre-Polynome. (Fiir m = 0 ergibt sich die Legendre’sche Differential-
gleichung, das heifit P°(x) = P,(z).) Man findet, siche ‘Nebenrechnung:

P(a) = (<11~ 2" S Pa) (> 0) (1.25)

Der Faktor (—1)™ ist Konvention (wird aber in manchen Lehrbiichern weggelassen).

Nebenrechnung (SoSe 2019: )

Wir wollen explizit zeigen, dass die P/ (x) Losungen der Differentialgleichung (4.27) sind. Dazu gehen
wir aus von der Definition (4.28) — ohne den Faktor (—1)"™ — und formen folgenden Ausdruck etwas
um:

ar (1= 2%) 35 (L= )25 )

dgm+1

— % [(1 o $2)m/2+1 dm+1 Pl . m:c(l — )m/2 dm Pl:|

= (1 — 2> A o(m 4 1)a(1 — 2?)™2 4 (4.29)

-m(l—=z )m/2 AP+ m2a?(1 — 22/ 4 p,

dxm™

= (1= [(1=a®) 55 R — 2m + Do P+ (225 — m(m + 1) 521 )|
Auch bei den beiden anderen Termen kan man (1 — 22)™/2 herausziehen, und wir erhalten folgendes
Zwischenergebnis:
; m-+2 dm+l dm dm

Im zweiten Schritt wird gezeigt, dass sich diese Gleichung auch direkt aus der Legendre’schen Dif-
ferentialgleichung (4.27) ergibt. Dazu benutzen wir folgende Beziehung fiir die m-te Ableitung eines
Produkts zweier Funktionen:

m m m) k m—k:
Tl@@) = 3 s

dxm — (m — k)! da® dam— k
d™yg /dmilg m(m - 1) " dmiQQ
— 4.31
fdxm +mf dgm—1 + 2 / dgm—2 (4.31)
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Damit folgt

dm ) d2pl ) dm+2pl dm+1pl del
daz™ {(1 —7) da? } =(1-2) dgmz T ggmet T m(m — 1) dzm
sowie
—2—dm xﬁ = —2xdm+1pl — demPl
dam dx dgm+1 dzm

Unter Verwendung der Legendre’schen Differentialgleichung ergibt sich andererseits:

am » 2P dR] | dm
dx—m[“—‘”dx? —2g | T e

dam™

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Wenn wir in diese Gleichung (4.32) und (4.33) einsetzen, finden wir Ubereinstimmung mit dem

Zwischenergebnis (4.30).

Zusammengefasst: Die Kugelflichenfunktionen

Y, = P ime =0,1,2,... =0,£1,£2,..., £
lm(easp) \/ An <l+ |m|)' 1 (0050)6 ) l Oa y 4y , Oa ) ) 5 l

sind die ‘Eigenlosungen’ der Differentialgleichung

1 9 meaylm N 1 0%,
sinf oo \""7" 9 sin2f 02

= — (I + 1)},

wobei die P/™ die assoziierten Legendre-Polynomen bezeichnen.

e[ =0: 1
Yoo = ——=
VAT
o [=1:
/3 /3 ,
Yio= ECOS@, Yiin=— gsinﬁe“"
o[ =2

5 (3 1 15 ~ 1 /15 -
Yoo = VE (500520—5) , Yo :—\/gsinﬁcosﬁew, %7221\/%Sin29€2up
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Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstédndiges Orthonormalsystem auf der Kugel:

e Orthogonalitét:

T 2T
/ sinf do / Ao Vi (0, 0)Yim(8, 2) = SurGum (4.40)
0 0
e Vollsténdigkeit:
00 +1
DD Yin(0,9)Yim(0,9) = 6(cos b — cos 0')3(p — ¢) (4.41)
=0 m=—1

Anwendung: Multipolentwicklung (SoSe 2019: —)

Die Kugelflachenfunktionen erlauben die vollstdndige Faktorisierung der Beitrage zur Multipolent-
wicklung von 1/|r — r'|, vergleiche Anmerkung (3): Multipolentwicklung in Kapitel 3. Wir benutzen

folgende Beziehung:
+1

Y Yim(0,9)Yir (0,9 (4.42)

m=—

A7
20+ 1

Pi(cosy) =
wobei v den Winkel zwischen den beiden durch (6, ¢) und (€', ¢") definierten Einheitsvektoren dar-

stellt, und finden damit fiir r > 7’:

1 1
v —1'[  \/r2—2rr'cosy + 12

oo 47T +1 1
= 57 2 Y6 ) Yin (o) (4.43)
=

m=—I

Damit folgt fiir das Potential ¢(r) einer Ladungsverteilung p(r):

1 p(r 1 <1 [ 4
= d3r’ = Y ©) Aim 4.44
o(r) 4meg / " r — r’| 41eg — ritl 2l + 1 - : ( )
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4
- A =g I 1 / &% p(x )Y, (0, )
Ay = /d3r’ p(r') =¢q (= Gesamtladung) (4.45)
Ay = /dSr’ p(r')r cost = p, (4.46)
1 1
A = :FE /d?’r’ p(r')r'sin@ (cos @ Fisind') = E(:sz +ipy) (4.47)

Die Groflen Ayg, Ay 11 héngen direkt mit den Dipolmomenten zusammen.
o 3./ N, 12 3 2 nl 1 _ 1 3,./ / 12 /2
Ay = >r p(r')r 5 cos 6 ~5)=3 dr'p(r') (32" —r'?) (4.48)
Ay = \/>/d3 )72 sin @' cos §'(cos ' F isin @)

— \/7/d37’/,0 "(F2' +iy) (4.49)

Ao = \/g/d?’r' p(r')r'? sin? 0 (cos 2¢' F i sin 2¢")

— \/g/dST/ p(r')(z'? — /' F 2iz"y) (4.50)

Der Zusammenhang der Groflen Asg, As 11, As 1o mit den Quadrupolmomenten in kartesischen Ko-
ordinaten ergibt sich wie folgt:

3 3
Que = Az + \/;(Am + Ag2), Quy = —Agn — \/;(Am + A 9), Q.. =2Ay (4.51)

wa = \/gZ(AZQ - A2,72) ) Q:ch = _\/§<A21 - AQ,*l) ) QZ/Z = _\/§i<A21 + AZ’fl) <452>

Anwendung: Quantenmechanik im Zentralpotential

Wir betrachten nochmals die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung, wobei V() ein beliebiges Zen-

tralpotential bezeichnet:
2

h
—o AU+ V() = By (4.53)

1 1 o 1 0%
A= ( ) 2 (smeae (Smeae> * sin26’8_902) (4.54)

Mit dem Separationsansatz 1(r) = Rg (1) Y (0, @) folgt:

h2 {12(7,28}%@

“2m [r2or \ or

) l(l:— )REl} + V(r)Rg = ERp (4.55)
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Mit der Notation Rg; tragen wir der Tatsache Rechnung, dass die Losung sowohl von E als auch von
[ abhéngt. Damit konnen wir in der radialen Gleichung,

R 1 d d R+
—_— (7’2@) + (V(’F) + - 5 ( 2 >> Rpi = ERp (4.56)

2m r2 dr dr m

offensichtlich ein [-abhéngiges, effektives Potential identifizieren:

R+ 1)

%ﬁ‘(T) = V(T’) + o 2

(4.57)

Dieses enthilt einen abstofSenden Zentrifugalanteil; siehe auch folgende Vorlesungen zur theoretischen
Physik. Auf die Losung der Radialgleichung wollen wir hier aber nicht eingehen.

Anwendung: Laplace- bzw. Poisson-Gleichung in Kugelkoordinaten (SoSe 2019: —)

Stattdessen untersuchen genauer wir die Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten:

A(b =0, (]5(7”, 97 90> = Rl(r>Y2m(97 90) (458>

Fiir den Radialanteil erhalten wir in diesem Fall:

d [ ,dR,
— =) DR = 4.
dr (r dr ) W+ 1R =0 (4.59)
Ansatz: Ry(r) ocr
dR d dR d
d_Tl o ar®t, ar <r2d_7"l) x E(ar““) = oo+ 1)r* (4.60)
—ala+1)=Ill+1) — a=1oder a =—(l+ 1). Daher ist die allgemeine Losung der Laplace-
Gleichung;:
+oo  +l1 1
7"' 67 (10 Z Z |ialm7ﬁ YZm ) + 6lm Pl Yim(e (,0) (461)
=0 m=—1

Beispiel 1: Kugelsymmetrische Ladungsverteilung

Wir nehmen an, dass die Ladungsdichte nicht von der Richtung des Ortsvektors, sondern nur vom
Abstand r abhéngt, das heifit p(r) — p(r). Entsprechend kénnen wir ¢(r) — ¢(r) ansetzen und
erhalten aus der Poisson-Gleichung:

7“2 ar ( aaf) —rn)feo = 5 (7“ gf) = —1%p(r) /o (4.62)

Nach einmaliger Integration ergibt sich:

8¢ —l/OT dr’ (v')?p(r) (4.63)

8T €0
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Speziell untersuchen wir eine homogen geladene Kugel mit Radius R:

po fir0<r<R
= 4.64
o) {O firr > R (4.64)
Somit ist die Gesamtladung @ durch (47 R3/3)py gegeben. Im ersten Schritt finden wir:
7’2% _ _po [ 3 fir0<r<R
or R3/3 firr>R
0¢p Po r fir0<r< R
- - _2 4.
~ o 3¢ | R¥/r* firr>R (4.65)

Bereits an dieser Stelle erkennen wir, dass das Potential im “Innenraum” quadratisch variiert und
im “Auflenraum” proportional zu 1/r abnimmt. Nach nochmaliger Integration:

%

(b(r):—&{ r?/24+C fir0<r<R (4.66)

3¢ | —R3/r+D firr>R

Dann verlangen wir noch, dass ¢(r) fiir r — oo verschwindet sowie bei r = R stetig ist, was die beiden
Konstanten C und D festlegt: C = —3R?/2, D = 0. Im Endergebnis driicken wir den Vorfaktor noch
durch @) aus:

Q 3/2—1r?/2R*> O0<r<R
=< 4.67
o) = e R/r r>R (4.67)
Beispiel 2: Kugelkondensator (SoSe 2019: —)
z
* Wir betrachten eine Kugel mit Radius a. Randbedingung: Es sei ¢ = +¢¢
+ auf der oberen und ¢ = —¢y auf der unteren Halbkugel vorgegeben.
/\ Wir stellen uns vor, dass die obere Halbkugel von der unteren durch
— s P> X einen diinnen isolierenden Ring voneinander getrennt sind. Gesucht ist
\_/ das Potential inner- und auBerhalb der Kugel. (Abbildung: Seitenansicht)

Da fiir » > a und r < a keine Ladungen vorliegen, muss das Potential iiberall endlich sein, das heif3t
fiir r < a miissen wir f;,,, = 0 setzen, und oy, = 0 fiir r > a. Andernfalls wiirde das Potential fiir
r — 0 bzw. r — oo divergieren. Das fithrt zu folgendem Ansatz:

+oo  +1
$r.0,0) =3 Y apr'Vin(0,9), r<a (4.68)
=0 m=—1
+oo  +l
(.0, p) = ZZBM TiYin(®.9) . r>a (4.69)
=0 m=—1
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Die Koeffizienten ay,, und 3, lassen sich aus der Randbedingung bei r = a bestimmen. Da die
Kugelflichenfunktionen ein vollstdndiges Orthonormalsystem bilden, erhélt man «y, und 5y, durch
Bildung des Skalarprodukts mit Y},

™ 2m
r—a(r<a): /sinﬁd@/dgp o(a,0,0)Y; (0, 0)
0 0
0o G s 27
_ N «
= Z Z QY @ /sm@d@/dng/m/(Q,gp)Ylm(H,go)
1'=0 m/=—1 0 9
00 U
= Z Z al/m/alldllxémm/ :almal (470)
1'=0 m/=—1
mit )
1 : 20+ 1 (L= [m])! Sy —im
A, = a/sm@d@/dg@gb(a,@,gp)\/ I (0 \m|)'Pl (cos@)e™ "™ (4.71)
0 0

Im untersuchten Beispiel hingt ¢(r = a, 0, @) nur von # ab, somit ist «y,, = 0 fiir m # 0. Wir setzen

¢(T = a, 97 (P) = g(@) = ¢0 (472>
-1 fir§ <0<nm

200 [ . [2l+ 1
= O = 0/sm9d9 yp PP (cos 0)g(6)
0

_ 5_77;0 Jrl+ 1) / sin 6 d6 P, (cos 0)g(6)
a
0

6m0 4 2l +1 +
— dx P, 4.73
CLZ 2[ + 1 2 1 z l(x) g<x) ( )

Zur Erinnerung: P?(cos ) = Fj(cos ). Hier kénnen wir die Koeffizienten ¢,

+1
20+1
a=—5 dz P(z) g(x) (4.74)

-1

der Legendre-Reihe von g(z) identifizieren:

-1 fir —1<z<0

g(z) = o (4.75)
1 fro<z <1

86



Die Funktion g(z) héngt aber direkt mit der Funktion f(x) zusammen, deren Legendre-Entwicklung
wir bereits in Kapitel 3.6 diskutiert haben. Damit folgt:

7 11

g(z) = 2¢0 (f(w) — %) = oo EPl(m) — g Pa(@) + e Polw) — (4.76)

Die Koeffizienten ¢; sind nur fiir ungerade [ von null verschieden, da g(x) eine ungerade Funktion ist.
Allgemein ergibt sich:

c=¢o (20 +1)

<21_(11)_12) !(l _ 1)!! (I ungerade) (4.77)

Zusmmengefasst finden wir fiir r < a:

o(r,0,p) = i \/ 2l4—7;1q (£>ZYEO(9, p) = i C (£>ZPI(COS¢9>

1=1,3,... 1=1,3,...
3r T /r\3 11 /r\5
= ¢ [ﬁapl(cos 0) — 3 <E> Ps(cos @) + T <E> Ps(cosf) — .. } (4.78)
Entsprechend findet man fiir r > a:
o0 a I+1
or0.¢) = > (%) Rlcoso)
1=1,3,...
3 ra\? T ra\4 11 ra\6
= ¢ {5 (;) Pi(cosb) — S (;) P3(cos @) + T (;) Ps(cosf) — .. } (4.79)
Aufgrund der Symmetrie des Problems hingt ¢(r, 6, ¢) nicht vom Azimutwinkel ¢ ab. Wir berechnen
das elektrische Feld: 96 96
E=F.e.+Eyey=—e,— —ey—
€r + E5 € © or 697“89
Ergebnis:
00 -1
E. = — Z 1017]3;((:03 0) (r <a)
1=1,3,...
(&1
N cos 0 (r<a)
o altt
E, = —i—l_; (I+1) clmpl(cos 0) (r>a)
5 cosf
~ 2007 —3 (r>a) (4.80)
r
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Sinf rt d
Ey, = aq— —P(x) (r <a)
121273:7.” al dx r=cos 0
~ Dsing (r<a)
sin 0 atl d
Ey = U g () (r >a)
1=1,3,... x=cos
5 Sin 6
N oad—3 (r>a) (4.81)

Hier haben wir Pj(x) = z benutzt, aulerdem ist ¢; = 3¢, /2. Die Radialkomponente des Feldes, F,,
hat bei r = a einen Sprung;:

o0

Z (20 + 1) P(cos ) (4.82)

1=1,3,...

AE,(0) = E,(a+0) — E.(a —0) =

Q|

Da das elektrische Feld senkrecht auf Aquipotentialflichen steht, finden wir, abgesehen von dem
singuldren Punkt 6 = 7/2, das heifit auf dem Aquator, dass die Polarkomponente gleich null ist:

a 1=1,3,... dX
_ sinf d sin 2(;50
= (@) = 200" o(e) = =5 (- 7)) (4.83)

Auf dieser singuléren Linie verschwindet der Sprung in der Radialkomponente, AF,, denn in der
Summe treten nur ungerade Legendre-Polynome auf, und P,(0) = 0 fiir ungerade . Entlang der
z-Richtung ergibt sich wegen P,(1) = 1:

0 = , (=1)m o)l
= ;nzzo(szr?)) Zgﬁﬂn)!(flﬁl)!
B %(2\/5_9 (4.84)

Anmerkung: Das Endergebnis lédsst sich nicht durch eine direkte Auswertung der Summe gewinnen,
da diese nicht konvergent ist. Eine genauere Analyse zeigt, dass die Kombination aus Vertauschen
von Differentiation nach r und Summation sowie Grenzwertbildung (r — a, § — 0) scheinbar ein
unphysikalisches Ergebnis liefert. Ein Umweg unter Verwendung der erzeugenden Funktion fiihrt
jedoch zum Ziel, ndmlich dem angegebenen, endlichen Resultat.

Aus Symmetriegriinden — oder unter Benutzung von P(—1) = —1 fiir ungerade | — folgt, dass
AE.(0 =0)=—-AE.(0 =7/2).
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Potentialverlauf beim Kugelkondensator: Losung der Laplace-Gleichung fiir die Kugelgeometrie mit der
Randbedingung, dass ¢ = +¢q auf der oberen und ¢ = —¢¢ auf der unteren Halbkugel.

Fiir grofle Abstéande, r > a, entspricht der Feldverlauf dem eines Dipolfeldes:

‘T 2 .
E(r) = (3 pr_5r — B) = % (2cosfe, +sinfey) (4.85)

mit p = p.e., p. = c1a® = 3¢pa®/2.

4.3 Diffusionsgleichung, Wellengleichung
Diffusion

Wir betrachten zuerst die Diffusionsgleichung,

on

wobei n(r,t) zum Beispiel die Teilchendichte zur Zeit ¢ am Ort r beschreibt. Wir versuchen wieder
einen Separationsansatz, dieses Mal in Raum und Zeit:

n(r,t) oc e witikr (4.87)

Es folgt sofort, dass dieser Ansatz die Differentialgleichung fiir beliebige k 16st, vorausgesetzt die
Frequenz ist gegeben durch w = —iDk?. Da die Gleichung linear ist, konnen wir verschiedene k’s
iiberlagern, und finden allgemein (¢ > 0):

n(r,t) = / 57:;3 i (k) ¢~ PR tHiler (4.88)

Die Funktion 74(k), die beliebig gewdhlt werden kann, ist die Fourier-Transformierte der Anfangs-

bedingung, denn:
d3k

no(r) = n(r,t =0) = / @np fig(k) etkT (4.89)
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Die v/2m-Faktoren wurden hier so gewéhlt, wie in der Physik {iblich, das heif3t:
Fio (k) — / dPr g (r) e~ T (4.90)

Die Gesamtteilchenzahl dndert sich nicht als Fuktion von ¢ (Teilchenzahlerhaltung):

3 &’k —Dk?t 3,. niker
N= [ d&rn(r,t) = Wno(k)e d°re

&’k —Dk?t 3
= /WHO(k)e (2m)°0(k)

— gk = 0) (4.91)

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Anfangsbedingung ng(r) = 6©)(r), das heiBt 7ig(k) = 1:
—  n(rt) = /é?)Tk)Be_Dth“k‘r (4.92)

Wegen k* =k + k. 4 kZ zerfillt dieses Integral in ein Produkt von drei identischen Funktionen:
—  n(r,t) =G(z,t) - G(y,t) - G(z,1) (4.93)
" G(z,t) = / By Dtz ik (4.94)

’ 2m

Hier steht die Fourier-Transformierte einer Gaufl-Kurve, die bekanntermafien ebenfalls eine Gauf3-
Kurve ist. Wir setzen o = 2Dt und erhalten:

dk 2.2 . 1 2 2
£ — “hvx  —ofkZ/2+ikz _ —x*/20; 4.95
Q(x, ) / 271' ¢ \/27T0't ¢ ( )

Insbesondere wird die zum Zeitpunkt ¢ = 0 extrem lokalisierte Teilchendichte immer breiter, wobei
die Breite wurzelformig mit ¢ zunimmt, o, oc v/#: Dies ist charakteristisch fiir Diffusionsprozesse.

Wellenausbreitung

Wir verfahren analog bei der Wellengleichung, betrachten aber zur Vereinfachung nur den eindimen-
sionalen Fall.

02 _ 0? o?
@U — C2A'LL =0 1—>D ﬁu — CQ@U =0 (496)
Der Ansatz
w(x,t) oc e Whike (4.97)

liefert w? = ¢?k? bzw. w = dck. Somit ist die allgemeine Lésung:

n(z,t) = /g [A(k)etektHike 4 B (k) ickt+ik]
= /% [A(k)eik(x—ct) +B(k>eik(x+ct)]
= flz—ct)+g(x+ct) (4.98)
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Zur Ilustration nehmen wir an, dass f(z) und g(x) zwei lokalisierte Funktionen sind, zum Beispiel
wieder GauBl-Kurven. Dann bedeutet die letzte Relation, dass f(x — ct) ein nach rechts laufendes und
g(x+ct) ein nach links laufendes Gau-Paket ist. Wichtig: Die Breite dieser ‘Wellenpakete’ verédndert
sich nicht als Funktion der Zeit — im Gegensatz zur Diffusionsgleichung. Ursache ist die hier lineare
Dispersionsrelation, w = +ck.

Anmerkung: Die zeitabhéingige Schrodinger-Gleichung eines freien Teilchens,

ov h?
h— = ——AU 4.
ot 2m (4.99)
hat, abgesehen vom i auf der linken Seite, groBe Ahnlichkeit mit der Diffusionsgleichung, das heiBt
der Ansatz

W(r,t) oc e Wwitikr (4.100)

fiihrt wieder zum Ziel. Allerdings findet man hier w = hk?/2m (= reell). Aus diesen Lisungen lassen
sich ebenfalls Wellenpakete bilden, die aber erstens im Allgemeinen komplex sind, und die zweitens
als Funktion der Zeit auseinander laufen (‘Materiewellen’).

4.4 Sine-Gordon-Gleichung

Wir diskutieren abschlieSend noch spezielle Losungen der Sine-Gordon-Gleichung;:

Pu ,0Pu

— — = F+wisinu =0 4.101

ot? ox? 0 ( )
Insbesondere wollen wir untersuchen, ob es auch hier, wie in der linearisierten Gleichung, ‘Wellen-
pakete’ gibt, die mit einer bestimmten Geschwindigkeit laufen, aber ihre Form nicht &ndern. Dazu

machen wir den Ansatz

u(z,t) = u(z — vt) (4.102)
wobei wir annehmen, dass v < ¢. Es folgt sofort:
0 0 0?
(9_7: = —va—z - (- v2)8—;§ = wi sinu (4.103)

Die rechte Seite sieht so aus wie die Kraft, die auf ein Pendel im Schwerefeld wirkt, allerdings mit
einem anderen Vorzeichen. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir

wa 0*u
% _
2 _ 2 72

=0 =sinu (4.104)

C

Dies sieht aus wie die klassische Pendelgleichung, jedoch mit dem ‘falschen’ Vorzeichen auf der rechten
Seite. Trotzdem konnen wir sofort ein ‘erstes Integral der Bewegung’ angeben:

L(ou 2+ = & = konstant (4.105)
o\ o7 cosu = = Konsta .
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Diese Gleichung beschreibt somit die Bewegung eines Teilchens der Masse eins im Potential V (u) =
cosu, wobei 7 formal die Rolle der Zeit spielt. Natiirlich héngt die Form der Lésungen entscheidend
vom Wert der ‘Energie’ £ ab. Diese sind beschrankt fiir —1 < £& < 1 und unbeschrénkt fiir 1 < &.
Von besonderem Interesse ist der Fall £ = 1:

L(ouw\"_, 2 sin’ (“) (4.106)
—|=— ] =1—cosu=2sin” (= .
2\ 0t 2

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich leicht:

= etr(@—vi—wo) (4.107)
mit v = wp/vc? — v2. Endergebnis:
u(z — vt) = 4arctan [eﬂ(’:’”t’m)} (4.108)

Fiir die Ableitung nach der Ortskoordinate — zur Vereinfachung setzen wir ¢t = 0, o = 0 — folgt:

Ou(x) G U et
— +4 Yot — 44y @
Ox Teos e 71+tar12%
+ryax 2
N A S A (4.100)

1+ et cosh(vyx)

Wenn wir uns auf den Hauptzweig des Arkustangens konzentrieren und das positive Vorzeichen
im Exponenten betrachten, variiert u(z) von 0 bis 27 fir z = —o0...00, mit u(0) = 7. Fiir das
negative Vorzeichen im Eponenten variiert u(z) von 27 nach 0. Diese beiden Loésungen nennt man
auch ‘Soliton’ bzw. ‘Anti-Soliton’. Sie konnen mit der Geschwindigkeit v propagieren, ohne ihre
Form zu &ndern. Die Ableitung dieser Funktionen ist exponentiell lokalisiert, wobei die Breite von
der Geschwindigkeit anhéngt, ~ 1/7v. Die Breite geht gegen null fiir v — ¢; vergleiche Spezielle
Relativitédtstheorie.

Fiir andere Werte von £ sind die Losungen explizit zeitabhéngig. Unter anderem gibt es auch Mehr-
Soliton-Losungen, die zum Beispiel die Streuung eines Solitons an einem Anti-Soliton beschreiben.
Da sich die Gesamtheit der Losungen der Sine-Gordon-Gleichung explizit angeben oder zumindest
klassifizieren l&sst, spricht man auch von einem integrablen System.
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4.5 Zusammenfassung

Bei einigen in der Physik wichtigen partiellen Differentialgleichungen fiihrt ein Separationsan-
satz zum Ziel, bei dem die Losung aus einem Produkt von Funktionen der einzelnen Variablen
besteht.

Laplaceoperator in kartesischen Koordinaten — Entwicklung in Fourierbasis
Laplaceoperator in Kugelkoordinaten — Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen

Diffusionsgleichung, Wellengleichung: Losung mit Separationsansatz kann als ‘Losung durch
Fourier-Transformation’ interpretiert werden.

Manche nichtlineare partielle Differentialgleichungen — wie die Sine-Gordon-Gleichung — zeigen
spezielle lokalisierte Losungen.
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