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Kapitel 1

Vektorrechnung

1.1 Warum Vektoren?

Ein Vektor ist eine gerichtete GroBe. Es wird duch eine Richtung und eine Lénge (‘Betrag’) charak-
terisiert. Es gibt vielen physikalische Groflen, die einen Betrag und eine Richtung haben. Ein Beispiel

ist die Kraft:
F,

F=|F, (1.1)
F,

Eine Methode zur Darstellung eines Vektors ist ein kartesisches Koordinatensystem. Darunter ver-
stehen wir ein System, in dem mehrere Achsen reeller Zahlen in ihrem gemeinsamen Nullpunkt
aufeinander senkrecht stehen.

Physikalische Gesetze miissen sich unabhéngig vom Bezugssystem formulieren lassen. Beispiel: Be-
wegung unter dem Einfluss der Erdbeschleunigung. Bewegungsgleichungen (im x-y-Koordinatensystem):

AY AV oder AY

(% u

g g
ya
x Uu

T
Abbildung 1.1: Masse im Schwerefeld, im x-y- und im u-v-Koordinatensystem
d*x
d*y
moy = Mg (1.3)



Ein alternativer Satz von Bewegungsgleichungen (im u-v-Koordinatensystem) ist:

d*u mg
d*v mg

Interpretation: Die beiden Sétze von Bewegungsgleichungen beschreiben die gleiche physikalische
Situation in verschiedenen Bezugssystemen.

Die Newton’sche Bewegungsgleichung, mr = F, wobei r eine Funktion der Zeit ¢ ist und die
beiden Punkte die zweite Ableitung nach der Zeit beschreiben, gilt unabhéngig vom Bezugsystem.

Im x-y-Koordinatensystem:
r:<x), F:( 0 ) (1.6)
Yy —mg

Der Vektor r wird dargestellt mit einer Komponente r, (oder einfach x) entlang der x-Achse und
einer Komponente r, (oder einfach y) entlang der y-Achse.
Im u-v-Koordinatensystem:

mg

V2

r:(“), F = (1.7)
v mg
V2

Dreht man das Koordinatensystem, so d&ndern sich die Komponenten eines Vektors.
Im Gegensatz dazu dndern sich Skalare bei Drehung des Koordinatensystems nicht, zum Beispiel
die Temperatur an einem vorgegebenen Ort. Skalare und Vektoren sind Spezialfélle so genannter

AY

« T, Wert unabhéngig vom Bezugssystem

X

Abbildung 1.2: Der Wert eines Skalars hangt nicht vom Koordinatensystem ab.

Tensoren:

Skalar Tensor 0. Stufe
Vektor Tensor 1. Stufe

Tensor 2. Stufe Beispiel: Trégheitstensor (siche Kap. 2)

Tensor 4. Stufe Beispiel: Elastizitatstensor,

Riemann’scher Kriimmungstensor
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1.2 Rechenoperationen mit Vektoren

Addition von Vektoren a+b

Multiplikation mit einem Skalar  «a

komponentenweise Addition

Beispiel: Addition zweier Krifte, F = F; + Fy
komponentenweise Multiplikation

Beispiel: Impuls p = mv

Skalarprodukt a-b liefert einen Skalar
Beispiel: kinetische Energie Z(v - v) = Zv?
Vektorprodukt, a x b liefert einen axialen Vektor
Kreuzprodukt Beispiel: Drehimpuls L = r x p,
r, p: polare Vektoren, L: axialer Vektor
Dyadisches Produkt, a®b liefert einen Tensor 2. Stufe
Tensorprodukt
Skalarprodukt

Das innere Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren a und b ist die Zahl

a-b=|al-|b|-cos¢;

(1.8)

darin sind |a| und |b| die Betridge der Vektoren a und b; ¢ ist der von ihnen eingeschlossene Winkel.

Abbildung 1.3: Illustration zum Skalarprodukt

Insbesondere gilt:

a-a=|a||alcos0 = |a|’

(1.9)

mit |a| = Betrag des Vektors a. Fiir den zweidimensionalen Fall a = (a,, a,)) kénnen wir den Betrag

mit Hilfe des Satzes von Pythagoras ausrechnen (siche auch Gleichung (1.27)). Das Skalarprodukt

ermoglicht die Messung von Léngen und Winkeln, wobei diese Groflen nicht vom verwendeten Ko-

ordinatensystem abhéingen.

Eigenschaften des Skalarprodukts
e kommutativi:a-b=Db-a

e bilinear: (aa)-b =a(a-b) =a- (ab)



\ 4
ST

a-(b+7)

Abbildung 1.4: Illustration zum Distributivgesetz

e distributivia-(b+c)=a-b+a-c
e nicht assoziativ: a(b-c) # (a-b)c

e Schwarz’sche Ungleichung: |a-b| < |a|-|b| (da 0 < |cos¢| <1)
Aus a-b =0 folgt a L b, d.h. a steht senktrecht auf b (oder trivialerweise a = 0 oder b = 0).

1.2.1 Komponentendarstellung (kartesische Koordinaten)

Einheitsvektor, Basisvektor

In einem kartesischen Koordinatensystem haben die Basisvektoren die Lange 1 (‘Einheitsvektoren’)
und stehen paarweise senkrecht aufeinander. Basisvektoren (Einheitsvektoren) sind zur Darstellung

€3

—

€1

Abbildung 1.5: Rechtssystem, kartesische Darstellung. Die Vektoren €, j = 1,2, 3, entsprechen den
e;, welche im Text verwendet werden.

eines kartesischen Koordinatensystems unerlésslich. So ist jeder der Achsen des kartesischen Koor-
dinatensystems ein Basisvektor zugeordnet, siche Abbildung 1.5; die Basisvektoren haben folgende
Eigenschaft:

1 fiir ¢ = 5 <> Normierung

1.10
0 fiir ¢ # j <> Orthogonalitét (1.10)

ei-ejzéij:{



Die Grofle 9;; = heifit Kronecker-Symbol oder einfach ‘Kronecker-Delta’.

1 0 0
ege=1]0 5 €y = 1 ’ €3 = 0 y (111)
0 0 1

mit \el\ = |82| = ‘63| =1.
Vektorkomponenten. Gegeben sei ein Vektor a, wie bestimmt man seine Vektorkomponenten a;?
a = aiey + ases + azes (112)
Multipliziere nun mit einem Vektor, der senkrecht auf e; und ez steht, um a; zu erhalten:
a-e; = al(el . e1) + (1,2(82 . e1) + a,g(eg . e1) = aq (113)

(dae;-e; =1,es-€; =0,e3-e; =0). Allgemein gilt somit fiir eine Orthonormalbasis:

(1.14)

a= Z(a~ei)ei (1.15)

1.2.2 Einfache Vektoralgebra
e Zwei Vektoren a und b heiflen gleich, wenn sie in Betrag und Richtung iiberenstimmen:
a=b<&lal=|b] A ea=¢p (1.16)

Hier bezeichnen e, und e} die Einheitsvektoren in Richtung von a und b. In kartesischen
Koordinaten sind zwei Vektoren gleich, wenn sie in allen ihren Komponenten iibereinstimmen:

a=b&eViia =b (1.17)
Die mathematischen Symbole A und V bedeuten ‘und’ und ‘fiir alle’.
e Zwei Vektoren a und b heien parallel a||b, wenn sie die gleiche Richtung haben:
allb & e, = tep (1.18)

Sie werden gelegentlich unterschieden in gleichsinnig parallel e, = e, und gegensinnig parallel

€, = —€y,.
e Fiir den Gegenvektor a;,, des Vektors a gilt:

Ay = —A S |Aiy| = |a| A €a,, = —€a (1.19)

Die Addition eines Vektors mit seinem Gegenvektor liefert ‘Nullvektor’ (das sogenannte ‘neu-

trale Element’):

0
o={0]; [0/=0 (1.20)
0



e Vektoraddition:

)

Komponentenweise Addition:

a by ap + b 1
c=a+b= as | + bQ = a2+b2 = | C2 (122)
as b3 as + bs C3
Mithilfe der Einheitsvektoren:
c = a+b=aje; +ayes + azes + bie; + byes + bses
(a1 + b1)61 + (CZQ =+ b2)€2 + (CL3 =+ bg)eg (123)

= c1€e] + ey + Cc3e3

Die Subtraktion von Vektoren kann als die Addition des inversen Vektors aufgefasst werden:

aq —b1 a; + (—bl) a; — bl
a— b =a-+ (—b) = (05} + —b2 = a9 —+ (-bg) = a9 — bQ (124)
as —bg as + (—bg) as — b3

e Skalarprodukt:

a-b= (Z a;e;) - (Z bje;) = Z Z abje; - e; = Z Zaibjéij (1.25)

= a-b=>) ab, (1.26)

Beim Skalarprodukt werden die Vektoren komponentenweise miteinander multipliziert.
Anmerkung: Oft wird eine abgekiirzte Schreibweise verwendet, >, > . = >, . (wobei es auf
die Reihenfolge, erst Summe iiber ¢ und dann Summe iiber j oder umgekehrt, natiirlich nicht
ankommt).

e Betrag eines Vektors (vgl. Satz des Pythagoras):
a| =va-a=[> a? (1.27)

la|” = a? 4 a2 (1.28)



yy o lal® =ai + a3
_______________ 'd’
ai

Abbildung 1.7: Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢

1.3 Drehung des Koordinatensystems
Zunichst betrachten wir Drehungen des Koordinatensystems um die z-Achse.

e Drehung des Koordinatensystems = passive Transformation

e Im Gegensatz dazu: Drehung des Vektors = aktive Transformation

Die Beziehungen zwischen den Einheitsvektoren des Ausgangs-Koordinatensystems (K) und den
Einheitsvektoren des ‘gestrichenen’ Koordinatensystems (K'), dass gegeniiber K um den Winkel ¢
gedreht ist, siehe Abbildung 1.7, ergeben sich wie folgt:

€] = e;cosp+eysing (1.29)
e, = —e;sing+eycosg (1.30)

Test: ¢ = 0 — €| = ey, €, = ey. Die Umkehrtransformation ergibt sich, indem man ¢ — —¢ ersetzt
(und sin(—¢) = sin ¢, cos(—¢@) = cos ¢ benutzt):

e = €]cosp—eysing (1.31)

e = e)sing+ eycos (1.32)

AuBerdem (immer wieder) niitzlich: cos? ¢ + sin® ¢ = 1.



1.3.1 Passive Transformation

Der Vektor selbst bleibt unveréndert, seine Komponenten &ndern sich jedoch.

a=aje; + azey = a\e) + aye) (1.33)

Multiplikation mit e]:
= a)] = aj(e; - €]) + as(ey - €]) (1.34)

Multiplikation mit €):
= ay = ai(e; - €)) + az(ey - €)) (1.35)
a) = ajcosd+ ascos (g —qzﬁ) = a1 o8 @ + assin ¢ (1.36)
ay = apcos <g+¢> + as cosp = —ay sin ¢ + a cos ¢ (1.37)

Der Umgang mit solchen Gleichungen vereinfacht sich erheblich, wenn man die Matrix-Schreibweise
verwendet.

1.3.2 Matrizen, Rechentechnik

Eine Matrix A vom Typ (M, N) ist eine aus M x N Zahlen bestehende rechteckige Tabelle mit M
Zeilen und N Spalten:

An A 0 A
A — Ay A o Aoy (1.38)
A Amvz -0 Aun

Die A;; werden als Matrixelemente bezeichnet; sie kénnen reell oder komplex sein. Matrixelement:
A;j;, © bezeichnet die Zeile, j die Spalte.

e M = N: quadratische Matrix, mit N Spalten und N Zeilen:

Ay Ap - Aln
A — Agr Ay - Aox (1.39)
Ant An2 -0 Ann
o M =1 liefert die 1 x N ‘Zeilenmatrix’:
A= (An A - An) (1.40)



e N =1 liefert die N x 1 ‘Spaltenmatrix’:

(1.41)

Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation einer L x M-Matrix A mit einer M x N-Matrix B (‘Zeile mal Spalte’):

Ay e e Ay By -+ By - By
C=AB=| A; - - Ay (1.42)
Ay oo oo Apu By1 -+ Buyy -+ Bun
Cij = ZAikBkj (1.44)
k
Beispiel:
5 7 -1 4
A= B = 1.4
(30) 2= %) 145
C— AB — 5 7 -1 4 _ —5+14 20-14 _ 9 6 (1.46)
39 2 =2 —-3+18 1218 15 —6

Achtung: Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ! Zum Beispiel:
;- (-1 4 5 7\ [ -5+12 =7+36\ (7 29
C_BA_< 2 -2 39)"\10-6 1—18) 4 —a)7C (1.47)
Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Ein Vektor kann als eine N x 1-Matrix aufgefasst werden, damit ist auch die Multiplikation einer
Matrix mit einem Vektor definiert. Beispiel:

D:( Cosgb Singb) 5 a:(a1 CLQ) (148)

—sing cos¢
[ cos¢ sing a1\ [ aicos¢+axsing a,
:>Da_(—sin¢ cosgb) (02>_(—Cb1sin¢+a2cos¢> (aé) (1.49)



Dies ist genau der vorher hergeleitete Zusammenhang zwischen den Komponenten eines Vektors in
den gegeneinander verdrehten Koordinatensystemen. Fiir die Drehung gilt also:

a; = Dja;, a;=Dpay+ Diay (i=1,2) (1.50)
J

mit

[ cos¢ sing\  [(Dy Diy
b= (—singb cosgb) B (D21 DQQ) (1.51)

Anmerkung zur Notation: Oft Wi(&)i statt a oder @ auch a fiir Vektoren verwendet, und gelegentlich
(zum Beispiel in der Vorlesung) A statt A fiir Matrizen.

Einheitsmatrix

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix, bei der alle auflerhalb der Hauptdiagonalen lie-
genden Elemente verschwinden: A;; = 0 fiir alle 7 # j. Eine spezielle Diagonalmatrix ist die Einheits-
matrix (mit 1 oder mit E bezeichnet) mit A; = 1:

1 0 0

0 1 o0 ..
1=1... ... ... ... (1.52)

1 0

0 0 1
1A=Al=A (1.53)

Fiir unsere Drehmatrix gilt: D(¢ =0) = —D(¢ =71) = D(¢ = 271) = 1.

Die Spur einer Matrix

Die Spur (im Englischen: ‘trace’) einer quadratischen N x N Matrix A ist die Summe ihrer Diago-
nalelemente:

TrA =SpA =) Ai= A+ Ay + -+ + Ayy (1.54)

Inverse Matrix

Die Division durch eine Matrix ist nicht definiert, stattdessen ist die Umkehroperation zur Multipli-
kation mit einer Matrix A die Multiplikation mit ihrem Inversen A~!. Die inverse Matrix A™' ist
definiert iiber die Relationen AA™" = A™*A = 1. Zum Beispiel:

A:(i i) :>A1:<_2g _%1) (1.55)

_ 3 2 2 -1 6—5 —3+3 10
AA! = = = =1 1.
(5 4)(—3 g) (10—10 —5+6) (0 1) (1.56)
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Inverses eines Produkts

Das Inverse eines Produkts zweier Matrizen ist das umgekerte Produkt der inversen Matrizen:
(AB)'=B'A !, (1.57)
denn AB(AB)"' = ABB'A ' =AA ' =1.

Fiir unsere Drehmatrix gilt D™!(¢) = D(—¢), denn

( cos(—¢)  sin(—9) )( cos¢ sing ) _(cosgb —sin¢)( cos ¢ siné) (1.58)
—sin(—¢) cos(—9) —sing cos¢ /) \ sing cos¢ —sing cos ¢ '

B cos? ¢ + sin? ¢ cosgsing —singcos¢ \ (1 0 1 (1.59)
~ \_sin¢cos ¢ — cos ¢psin ¢ sin? ¢ 4 cos? ¢ ~\0 1) '
Transponierte Matrix: AT
Die Transponierte AT der Matrix A erhilt man durch Vertauschen von Zeilen und Spalten:
T
A A o Ay A An - Awn
A'21 A'22 e A?N _ A.12 A.22 e Aj'm (1.60)
Avn Amz -0 Aun Ay Aoy o+ Anm

Transponieren = Matrixelemente an der Diagonalen spiegeln. Zum Beispiel:

A:(?i), AT:(32> (1.61)

A:<?), AT =(21) (1.62)

(AT)y; = (A); = Ay, (1.63)
Die Transponierte des Produkts zweier Matrizen ist das umgekehrte Produkt der Transponierten,
denn
(AB)], = (AB);; = > AyBun =Y AyBj =Y BLA[ =(B'A"); (1.64)
k k k
(AB)" = BTA” (1.65)

Fir unsere Drehmatrix

D:< oS ¢ singb) (1.66)

—sing cos ¢

11



gilt D™ = D’ Dieses gilt fiir jede Drehung (auch mit Spiegelung), denn
Dij = e; . ej .
Bei der inversen Transformation sind gestrichene und ungestrichene Basisvektoren vertauscht:

(D_l)ij =€; e;- = e;- € = Dji (167)

Orthogonale Transformation

Eine quadratische Matrix A heiflit orthogonal, wenn das Matrixprodukt aus A und ihrer Transpo-
nierten A die Einheitsmatrix 1 ergibt. Beispiel:

100 100 100
A=|00 1], AT=l00 1|, AAT=(0 1 0]=1, A'=AT
010 010 00 1

Orthogonale Transformationen lassen das Skalarprodukt unveréndert, sie sind also ldngen- und win-
keltreu:

j k
Daraus folgt:

Za;—bg - ZZZDijDikajbk:ZZZDﬁDikajbk (1.69)
i T 7k i § ok
SO N POLIATIES 3 SR o ST

unter Verwendung von

> Dy'Dy = 6 (1.71)
Skalarprodukt als Matrixprodukt
a-b= Z aibi = Cllbl + a/2b2 + a3b3 (172)
Beispiel:
1 ay -1 bl
a = 3 = (05} 3 b= 2 = b2
5 as —4 b3

a-b=> ab = (1)(~1)+ (3)(2) + (5)(—4) = —15 (1.73)

12



Unter Verwendung der Matrix-Multiplikationsregel kann das Skalarprodukt als Matrixprodukt des
Zeilenvektors a mit dem Spaltenvektor b aufgefasst werden:

1
ab=> ab=(1 3 5) | 2 |=a"b (1.74)
i —4
Verallgemeinert:
by
by -

a-b:Zaibi:(alaQ...aN) ) =ab (1.75)

by

Der transponierte Vektor muss beim Skalarprodukt vorne stehen:
b
(aq as) b < Skalarprodukt (1.76)
2

Orthogonale Transformationen (siche oben) lassen das Skalarprodukt unverdndert. Der Beweis zur
Invarianz des Skalarprodukt lisst sich nun auch folgendermaflen schreiben:

a=Da, b =Db (1.77)
= a’b' =a’D'Db=a’D 'Db=a’b (wegen D"'D =1) (1.78)
Dyadisches Produkt
Die beiden Vektoren a und b
1 ay -1 bl
a = 3| = as ; b= 2 = bg
5 as —4 b3

kénnen auch in umgekehrter Reihenfolge ‘multipliziert’ werden, das Ergebnis heifit ‘dyadisches Pro-
dukt’ und ist eine Matrix, siche auch Kapitel 5:

aq a1by aiby apbs
ab” = [ay | (b1 b2 b3) = | asbi azby asbs (1.79)
as agbl a3b2 a3b3
1 -1 2 —4
3/(-1 2 —4)=-3 6 -12 (1.80)
5 —5 10 —20

Andere Notation: ab” = a ® b.
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Drehwinkel

Wieviele Drehwinkel (= unabhéngige Matrixelemente in der Drehmatrix) gibt es maximal in N
Dimensionen? Fiir N = 2 wissen wir bereits, dass es genau einen Drehwinkel (¢, siehe oben) gibt. Fiir

N = 3 gibt es eine Drehachse und einen Drehwinkel, wobei eine Drehachse durch einen Einheitsvektor

(2 Parameter!) charakterisiert wird; d. h. fiir V = 3 haben wir drei Parameter. Fiir beliebige N kann

man wie folgt argumentieren:

Eine N x N-Matrix hat N? Elemente.

Da D eine orthogonale Matrix ist, gilt: Zj D;;Dj, = 0ix, d.h. es gibt Bedingungen an die D;;
und nicht alle N? Matrixelemente sind unabhéingig voneinander. Wieviele Bedingungen sind
dies?

Da die Gleichungen »; D;;Djj, = &;, symmetrisch in 7 und & sind, erhalten wir N(N + 1)/2
Bedingungen (= Zahl der Matrixelemente auf der Diagonalen plus die Zahl der Matrixelemente
oberhalb (oder unterhalb) der Diagonalen, d.h. N + (N? — N)/2)

= N(N —1)/2 freie Parameter (‘Drehwinkel’)
N = 2: ein Drehwinhel, siehe oben

N = 3: drei Drehwinkel (zum Beispiel Euler-Winkel, die iiblicherweise mit «, 3,7 oder mit
©, 0,1 bezeichnet werden; siehe Vorlesung ‘Theoretische Physik I%)

1.4 Einstein’sche Summenkonvention

Konvention: Tritt auf einer Seite einer Gleichung ein Index doppelt auf, so wird iiber ihn summiert.

In diesen Féllen wird das Summenzeichen weggelassen, zum Beispiel:

Z D;iDji, — Dy Dy,
%

Doppelt vorkommende Indizes diirfen unbenannt werden, da es sich nur um einen Summati-

onsindex handelt; zum Beispiel:
Diijk = Dsz]m

Indizes diirfen aber nicht mehr als zweimal vorkommen.

Einzelne Indizes miissen auf beiden Seiten der Gleichung vorkommen.

Beispiel:

CL; = DijCLj s b; = Dz’jbj (181>

= a;b; = D,‘jCLjDikbk = DﬁDZkCL]bk = Dj_ilDikCijk == 5jkajbk = ajbj (182)

Tipp: Benutzen Sie die Einstein’sche Summenkonvention erst dann, wenn Sie etwas mehr Erfahrung

gewonnen haben!
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1.5 Kreuzprodukt

Definition in Worten: Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt, duBeres Produkt) aus zwei Vektoren ist
ein Vektor, der senkrecht auf der von den beiden Ausgangsvektoren aufgespannten Ebene steht und
dessen Betrag den Fliacheninhalt des von den Vektoren aufgespannten Parallelogramms angibt.

Beispiel: Drehimpuls L=r x p

Abbildung 1.8: Hlustration zum Kreuzprodukt

Definition in Formeln: Das &ulere Produkt (Kreuzprodukt, Vektorprodukt) aus zwei Vektoren a und
b ist ein Vektor ¢ = a x b mit:

a-c=0,b-c=0, |c|]=|a|]|b| sing =absing (1.83)

wobei ¢ den von den Vektoren a und b eingeschlossenen Winkel bezeichnet. Die drei Vektoren a, b,

und c bilden ein Rechtssystem:

e1><e1:0 €] X ey = €3 € X ez = —€y
ey Xe=—e; e xe =0 ey X e3 =€
€3 X ep =€y e€e3Xey=—e; es3 xez3 =0

Ein positives Vorzeichen ergibt sich fiir e; x e; = +e3 und allen Produkten, in denen die Indizes
demgegeniiber zyklisch vertauscht sind. Dies lédsst sich wie folgt zusammenfassen:

@
O ©

\

Abbildung 1.9: Zyklisches Vertauschen

e Xe; = Zeijkek (184)
k

15



Hier haben wir das Levi-Civita-Symbol €;;;, definiert:

1 falls  (igk) = (123),(231), (312) ‘gerade’ Permutation von (123)
e =14 —1 falls (ijk) = (132),(213),(321) ‘ungerade’ Permutation von (123) (1.85)
0  sonst

Die Grofle € wird auch als total antisymmetrischer Einheitstensor 3. Stufe bezeichnet: Zyklisches
Vertauschen der Indizes dndert den Wert nicht, aber beim Vertauschen zweier Indizes dndert sich
das Vorzeichen. Zum Beispiel: €193 = €319; €123 = —€132. Ohne auf diesen Punkt genauer einzugehen:
¢ ist ein Pseudotensor 3. Stufe (wobei sich ‘pseudo’, wie auch bei Vektoren, auf das Transformati-
onsverhalten bezieht).

Wir betrachten nun nochmals das Kreuzprodukt, stellen aber die Vektoren a und b mithilfe ihrer
Komponenten dar:

=axb = (a1e1 + aqseq + CL3€3) X (blel + b262 + b3€3) (186)
= (CZng — a3b2)81 -+ (a3b1 — albg)eg —+ (albg — a2b1)83 (187)

Damit ergibt sich fiir die Komponenten von c:

cT = &2[)3 — Clgbg
Cy = a3b1 — a1b3 (188)
C3 —= ale — CLle

Dies kann mithilfe des e-Tensors zusammengefasst werden:
C; = Z eijkajbk (189)
j.k

Zum Beispiel 1 =1 — j,k = 2,3 oder j,k = 3,2

= C1 = 6123a2b3 + 6132@3()2 = a2b3 — CL3b2 (190)

Eigenschaften des Kreuzprodukts

e Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ, da die beiden Multiplikanden zusammen mit dem
Produkt ein Rechtssystem bilden — bei Vertauschung der Multiplikanden weist das Produkt in
die entgegengesetzte Richtung. Daher gilt ein Anti-Kommutativgesetz:

axb=-bxa (1.91)
(b X a)i = ZGijkbjak = — qujakbj = —(a X b)z (192)
Ik 7k

e Bilinearitét oder Homogenitét (Assoziativgesetz bei Multiplikation mit einem Skalar):
(vd) x b=ax (ab) =aaxb (1.93)
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e Distributivgesetz:
ax(b+c)=axb+axc

e Betrag:

laxbl*=>" <Z eijkajbk> (Z eﬂma,bm>

% 7.k Lym
Verwende dann (siche Ubungen):

E €ijk€ilm = 5jl5k;m - 5jm5k;l

%

= |a X b|2 = Z (6jl5km — 5jm5kl)ajbkalbm

Jk,lm

= Z(aibi — ajbjaiby)

J,k
= Za?Zbi — Zajijakbk
j k j k

= [a]*|b]’ ~ (a-b)*

lax b|* = |a]’ |b]* (1 - cos’¢)
lal” [b|*sin® ¢
= laxb| = [a]|b|sin¢

Anmerkung: Im letzten Schritt wird angenommen, dass ¢ zwischen 0 und 7 liegt.

e Kein Assoziativgesetz:

ax(bxc)#(axb)xc

e a x b steht senkrecht auf a und b, denn

a-(axb) = Zeijka,-ajbk =0
ik

b-(axb) = 0

(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.104)

(1.105)

(1.106)

Das ergibt sich aus Folgendem: €;;;, ist antisymmetrisch in ¢ und j, a;a; dagegen symmetrisch,

d. h. es gibt immer den Partner mit vertauschten Indizes ¢ <+ 7, der das umgekehrte Vorzeichen

besitzt; somit ergibt sich aufaddiert null. Explizit:

a- (a X b) = — E ejikaiajbk = — E eijkaiajbk

i7j7k i7j7k“

(1.107)

Im letzten Schritt wurden ¢ und j umbenannt, ¢ <> j. Somit ist diese Summe gleich ihrem

Negativen, und damit ist sie null.
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Abbildung 1.10: Polare versus axiale Vektoren

e Wie schon oben erwéhnt, gibt ein polarer Vektor (d, siche Abbildung 1.10) eine Richtung an,
zum Beispiel der Ortsvektor r und die Geschwindigkeit v. Im Gegensatz dazu ist a x b ein
azxialer Vektor oder Pseudotensor 1. Stufe, der eine Drehrichtung angibt, wie zum Beispiel der
Drehimpuls, L = mr x v.

1.6 Anwendungen
1.6.1 Mehrfachprodukte
e Doppeltes Vektorprodukt (bac-cab-Regel):

ax(bxc)=Db(a-c)—c(a-b) (1.108)

e Vektorprodukt aus zwei Vektorprodukten:
(axb)x(cxd) = c((axb)-d)—d((axb)-c) (1.109)
= b((cxd)-a)—a((cxd)-b) (1.110)
e Skalarprodukt aus zwei Vektorprodukten (Lagrange’sche Identitét):

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (1.111)

e Quadrat eines Vektorproduktes

(a x b)? = a?h* — (a-b)? (1.112)

1.6.2 Drehvektor

Die momentane Geschwindigkeit v eines Korpers ist definiert als die Anderung seines Ortes, Ar, mit
der Zeit At: Die so definierte Geschwindigkeit v = Ar/At (im Grenzfall At — 0) liegt tangential an
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\A
Ap
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7 ©

Abbildung 1.11: Kreisbahn

der Bahn des Korpers (siehe auch Kap. 2). Wir betrachten speziell eine Kreisbahn, siche Abbildung
1.11, wobei die Drehachse durch den Einheitsvektor n gegeben ist:

Ar =Apn xr (1.113)

Nach Division durch das Zeitintervall At:

_Ar
At

v =wWNXr=wxr (1.114)

mit w = Ap/At (= Winkelgeschwindigkeit) und w = wn.
Wir bezeichnen die Komponenten von w wie iiblich mit wy, wy und ws; damit erhalten wir fiir die
Komponenten der Geschwindigkeit:

v; = Z €1k, = Z Qurr < v=Qr (1.115)
gk k

wobei wir Q; = > j EijkW; eingefithrt haben. € ist ein antisymmetrischer Tensor 2. Stufe, explizit
gegeben durch

0 —W3 0%
—W9 0% 0

Aus der Antisymmetrie-Eigenschaft, Q;; = —€;;, folgt sofort, dass die Diagonalelemente €;; gleich
null sind.
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1.7 Zusammenfassung
Tensoren erlauben eine vom Bezugssystem unabhéngige Formulierung.
e Tensor 0. Stufe = Skalar

Tensor 1. Stufe = Vektor

polarer Vektor — Richtung; axialer Vektor — Pseudotensor, Drehsinn

Skalarprodukt zweier Vektoren = Skalar (Léngen- und Winkelmessung)

Kreuzprodukt zweier Vektoren = axialer Vektor

Dyadisches Produkt zweier Vektoren: Tensor 2. Stufe

Matrizen. Zu einer gegebenen Matrix A gehoren:
e die inverse Matrix A~

AA'=1=A"'A, (AB)'=B'A™!

e die transponierte Matrix AT

(AT)ZJ = A <AB)T = BTAT

YR
e Eine orthogonale Matrix ist definiert durch:
A7 =AT oder AAT=ATA=1

Eine orthogonale Matrix beschreibt eine ldngen- und winkeltreue Transformation.

Finheitstensor 2. Stufe (Kronecker-Symbol)
1fiiri=j B
57Lj - { 0 fiir 7 7&] ) ;52_]5]/{) — 57,]6

Total antisymmetrischer Einheitstensor 3. Stufe (e-Tensor)

1 falls  (ijk) = (123),(231), (312)

em=1 —1 falls (ijk) = (132),(213), (321)

0 sonst
Z €ijk€ijk = 0 ; Z €ijk€ijm = 20km ; Z €ijk€itm = 0;i0km — OjmOki
ij.k i.j i

Kreuzprodukt

c=axb & C; = E €ijk@jbk
Jik
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Kapitel 2

Differential- und Integralrechnung

2.1 Wozu Differentiation und Integration?

Zeitliche Dynamik: Die Momentangeschwindigkeit v ist definiert als die Anderung des Ortes r(t) mit
der Zeit t: v = dr/dt. Entsprechend ist die Beschleunigung a(t) die Verdnderung der Geschwindigkeit
mit der Zeit oder a = dv/dt.

Ort r(t)

Differentiation | Geschw. v(t) = 2r(t) | Integration (2.1)

Beschl.  a(t) = Lr(t)

dt?

Raumliche Variation: In der Mechanik wird oft ein Potential (= potentielle Energie) betrachtet,
das nur von der Ortsvariablen, d. h. der Ortskoordinate des Teilchens, abhéngt. Durch Ableiten des
Potentials ergibt sich daraus die Kraft, die auf das Teilchen wirkt. In einer Dimension:
d
F(z)=—-——U 2.2
(1) =~ U(x) (2.2)
In drei Dimensionen:
F(r) = —grad U(r) (2.3)
Hier bezeichnet grad U(r) (andere Notation: VU(r)) den Vektor, der sich durch partielles Ableiten
von U(r) nach z, y und z ergibt (siche unten).
Wenn die Kraft am Ort r vorgegeben ist, erhdlt man die am System verrichtete Arbeit durch
Summation bzw. Integration von “Kraft x Weg” entsprechend der folgenden Formel:
W = —/ F(r)-ds (2.4)
r
Bei mehrdimensionalen Integralen wird iiber eine bestimmte Fliache oder ein Volumen integriert.
Zum Beispiel ergibt sich die Gesamtmasse eines Korpers durch raumliche Integration seiner Massen-
dichte (= Masse pro Volumen). Oder, siehe Abbildung 2.1: Die Gesamtkraft, die auf einen Korper
‘M’ (Mond) wirkt, erhdlt man durch Integration der Einzelkréifte des Korpers ‘E’ (Erde).
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Abbildung 2.1: dW = —F(r) - ds. Das Vorzeichen ist Konvention, im Hinblick auf Anwendungen in
der Physik.

Q)

Abbildung 2.2: Illustration zum Volumenintegral (‘M’ = Mond, ‘E’ = Erde)

2.2 Grundlegende Techniken

2.2.1 Differentiation

Die Ableitung einer Funktion f(z) ist wie folgt definiert:

Y ) = i 9.
dz e Alggo Az (2:5)
Beispiel: f(z) = z?
flx+Az) = 22 +20Ax + Ad?
df .
o = AlgchLlo(Ql’ + Azx) =2z
Eigenschaften
e Linearitét: i of J
g
£ — o 4 g% 9.
2 af(x) + Bo(a)) = oL 1 522 (2.0

Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Physik ist das zweite Newton’sche Axiom im Falle
einer konstanten Masse m:

d d d
_ @ _ :m—vzmb:ma;a:i‘ (2.7)

Py =3 = am) dt

22



e Produktregel:

@) = (1)) o)+ 1(0) (o) 28)
Beispiel: ;
%(a: sinz) = sinx + z cosx (2.9)

Anmerkung: Dabei wird % sinx = cos x benutzt.

o Kettenregel:

d df dg
— ==—— 2.10
) =55 (210)
Beispiel:
d 2 2
@e’x =e 7 (—22) (2.11)
Im Detail: f(g) = e9, g(x) = —a2, f(g(x)) = e *"; auBerdem: (&%) = e’
e Aus Produktregel und Kettenregel ergibt sich die Quotientenregel:
d f(x) d 1
-2\ 2 S 2.12
e~ i 05) 212
df (z) 1 1 dg(x)
_ _ 2.13
i o) TG 219
() — f) 2
_ 2 (214)
9*(x)
Beispiel:
d cosx —z%sinz — 2z cosw
el — 2.15
dr z? x4 (2.15)
sinx 2
= 3 T cosT (2.16)
Dabei wird % cosr = —sinx verwendet.

e Ableitung der Umkehrfunktion. Die Umkehrfunktion einer Funktion y = f(x) ergibt sich durch

Vertauschen von z und y, d.h. x = f(y) <> y = f~'(x). Fiir die Differentiale folgt aus %‘;—z =1

dy
dz

funktion der Exponentialfunktion):

sofort Z—”y” = (9)~!. Zum Beispiel ergibt sich fiir den natiirlichen Logarithmus (In, = Umkehr-

. dy dlny

dl
yw)=e" = =y = = '

=gy ! =1 =z 2.17
a0 y o o y=Inr— T T ( )
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T nx a
e% P e—ar —qge~
Inx 1 a®  (lna)a®
X
sin x CoS T COS & —sinx

sinhxz coshz | coshx sinhz

Tabelle 2.1: Wichtige Ableitungen (a bezeichnet eine Konstante)

f(z) F(x) f(z) F(z)
a ax + ¢ " g™ e (n# -1)
e’ e’ 4+ ¢ e %e‘”‘ +c
1 In|z|+ ¢ a® o-a” +c
sinx —cosx+c| cosx sinx + ¢
sinhx coshxz +c¢ | coshzx sinhx + ¢

Tabelle 2.2: Wichtige Integrale; F'(x) bezeichnet die Stammfunktion von f(z)

Ein einfaches physikalisches Beispiel: Gesucht ist die Bahnkurve r(t) des Korpers, gegeben sind
der Startort rg, die Anfangsgeschwindigkeit vy und die (konstante) Beschleunigung ay. Ausgehend
von

1 2
r = ant + Vgt + Iy (218)

ergibt sich die Geschwindigkeit (einmal nach der Zeit ableiten) zu
v(t) =1(t) = agt + vy (2.19)
Nochmalige Ableitung nach der Zeit ergibt die Beschleunigung:
a(t) =v(t) =¥(t) =ag, (2.20)

konsistent mit den Anfangsannahmen.

2.2.2 Stammfunktion

Stammfunktion einer Funktion f(z) ist die Funktion F(x) mit F'(z) = f(z). Fiir das Auffinden der
Stammfunktion, d. h. die Integration, schreibt man ein unbestimmtes Integral:

/dxf(x) — F(z)+C (2.21)

C ist eine Integrationskonstante. Thre Existenz besagt, dass die Integration kein eindeutiger Vorgang
ist, sondern dass die Stammfunktion nur bis auf diese Integrationskonstante bestimmt werden kann.
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Eigenschaften

e Linearitat:

/d:c(af(:c) + Bg(x)) = aF(z) + BG(x) (2.22)
mit G'(z) = g(x)
Beispiel: Kérper mit der Geschwindigkeit v = at, mit a = 4 m/s%. Der Weg z ist dann gegeben als

1
x:/}dp:/auﬁzém?+0:2ﬁ+c (2.23)

wobei die Einheit von  Meter (m) und die von ¢ Sekunde (s) ist. Eine Anfangsbedingung besagt,
dass sich der Korper zur Zeit t = 0 bei (zum Beispiel) z(0) = 4 m befand.

2(0)=2-0*+C=4m—C=4m (2.24)

2.2.3 Bestimmtes Integral

Bei der Integration unterscheidet man zwischen dem unbestimmten (siehe oben) und dem bestimmten
Integral. Letzteres wird in einem Intervall [a, b] ausgewertet:

/ dzf(z) = F(z)|2 = F(b) + C — F(a) — C = F(b) — F(a) (2.25)

Eigenschaften

e Vertauschen der Integrationsgrenzen — Vorzeichenwechsel:
b a
/ def(z) = —/ dxf(x) (2.26)
a b
e Fallen die Integrationsgrenzen zusammen, a = b, so verschwindet das Integral:
/ def(z) = F(z)|2 = F(a) — F(a) =0 (2.27)

e Teilintervalle:

/abd:cf(:c)—i—/bcdazf(x):/acdxf(x) (2.28)

e Ein bestimmtes Integral nennt man ‘uneigentlich’, wenn eine oder beide Integrationgrenzen im
Unendlichen (f00) liegen.
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e Aus der Produktregel der Differentiation ergibt sich die Regel fiir die partielle Integration:

b b " oz b
[ @) = [l ) + / w8 gl 2

b
[ ™D < gt - [Ty (2.30)

Beispiel: [ deazsinz: f(x) =z, g(x) = —cosx

df dg )
2 —1- 2 —sinx )
dz oA (2:31)

/ drrsinz = —x cos x|y +/ drcose =7+ sinz|y =7 (2.32)
0 0

e Aus der Kettenregel ergibt sich die Regel fiir die Integration durch Substitution:

[ eapatuon = [0~ syttt = st = [ 0 (239

mit yo = y(22),y1 = y(21).

dy

\

dx

Abbildung 2.3: Illustration zur Substitution

2 y(x2) T
[ aere = [ ay ™ ) (2.31)

y(z1)

e Beispiel 1:

T2 1
I = dr———, 21| < 1, |z2| < 1 2.35
m | 1| | 2| ( )

Substitutionsmethode: Ziel ist es, die zu integrierende Funktion f(x) durch Einfiihrung einer
neuen Variablen zu vereinfachen.

dx
r=siny, — = 2.36
ny, g = o0sy (2.36)
arcsin xra 1
I= / dy cos y————== = arcsin xy — arcsin x; (2.37)
arcsin xy 1-— Sin2 Yy
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Abbildung 2.4: Sinusfunktion
e Beispiel 2:
400 1
d
T = ay, £:a>0 (2.39)
(2.40)

p 1 1 /+°° 1
aaQy———7— = —
ya2(y2 +1) Y

J= /
Auch wenn das Integral nicht auswertbar wére, wiirden wir immerhin die Abhéngigkeit von a
(2.41)

—+00
a

1

dy d sinu
ducosu  cos?u
(2.42)

kennen.
=tanu, —
y du
Foo 1 /z 1 1 T
du 5 = —
_ cos2utan‘u+1 a

= /_ dx—x2 P
(2.43)

[ee)

Weitere niitzliche Tricks:

e Partialbruchzerlegung
1
I=|de————
/ xa:2 + 7z + 10

B A+ B 5A 4+ 2B
_ (A+B)z +5A+ (2.44)
2+ Tz + 10

Nullstellen des Nenners: 1 = —2,29 = —5
1 A n
r+5

2L Tr+10 z+2
(2.45)

Daraus folgt A = —B = % und im letzten Schritt:
1 1 1
) = §In|x+2| —§1n|x—|—5|

]zl/d:p< !
3

T+2 z+5
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Ausnutzung von Symmetrien

= /a dz f(x) (2.46)

—a

f(x) = g(z) + u(z) (2.47)
mit
g(x) = %(f(a:) + f(—z)) = g(—x) (gerader Anteil) (2.48)
u(z) = %(f(:c) — f(—x)) = —u(—x) (ungerader Anteil) (2.49)
I = ’ d =2 ' d 2.50
— /a zs(x) /0 zs(x) (2.50)
Beispiele: .
/ dx x cos(ax) =0 (ohne weitere Rechnung) (2.51)
/a dx xsin(az) = 2 /a dr xsin(ax) = ... (dann partielle Integration) (2.52)
—a 0
Ableitung nach einer Integrationsgrenze
[ o pa) = S (F(@) -~ Fla) = f(@) (2.53)
dow Jo, do 0 '
Leibniz’sche Regel \ ,
d 0
@/a dxf(x,a) = /a dxaf(x, a) (2.54)

Hier bezeichnet 0/0a die partielle Ableitung nach «, wobei x als konstant betrachtet wird.
Allgemeiner gilt:

d[h@ h(@) 9
drf(z,a) = [/g dx%f(m,a)

a dh dg
da J g(a) (@)

+ 1), )5~ flola), )52 (259)

Manchmal kann es sinnvoll sein, einen Parameter von Hand einzufiihren.
Beispiel:
(o]
/ drz"e™" (2.56)
0

Betrachte zunéchst folgendes Integral:

[o.¢] dn o

dza"e ™ = (=1)"— [ dze™® 2,57
/0 za"e (—1) da”/o re (2.57)

(1 >0
= (C1)r [ ceae 2.58
g ()| (2.58)

a1 !

= (—1)" = (2.59)



Danach wird a = 1 gesetzt:
/ dxx"e " = n! (2.60)
0

2.3 Taylorreihe

In vielen Féllen geniigt es, eine Funktion f(z) um einen Punkt xy durch ein Polynom nicht zu hoher
Ordnung anzundhern. Wenn wir das Verfahren bis zu unendlicher Ordnung fortfiihren, erhalten wir
die Taylorreihe. Wir beginnen mit zwei Beispielen.

e Verhalten eines Pendels in der Néhe seiner Ruhelage. Die potentielle Energie des Pendels (Mas-
sepunkt im Schwerefeld) ist gegeben durch

V(p) = mgl(1l — cos @) (2.61)
Fir ¢ < 1: ,
COS¢:1—%+..., V(gb):ngl¢2+... (2.62)

Dies nennt man ‘harmonische Néherung’ (um das Potentialminimum bei ¢ = 0).

e Energie eines freien relativistischen Teilchens mit Geschwindigkeit v

E(v) = _me (2.63)

2
v
1-a

Hier ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Im Grenzfall v < ¢ ergibt sich:

1 x?
2
E ~ me? (1 + %) = mc? + %zﬂ (2.65)

Allgemein setzen wir die Funktion f(z) als unendliche Potenzreihe um den Punkt zy an und
fordern, dass f(z) und die Potenzreihe in allen Ableitungen (am Punkt z) iibereinstimmen.

flx) = i an(x — x0)" = f(x0) = ao (2.66)
fl(x) = inan(x —z0)" ' = f(mo) = (2.67)
f(z) = 27@(7@ — Dan(z —20)" % = f"(10) = 20, (2.68)

fN@) = gjv (H_L!N)!an(x —2)"N = M () = Nlay (2.69)



Somit finden wir Taylorentwicklung oder Taylorreihe der Funktion f(z):

fla) =

n=0

| =

'f(")(xo)(x —x9)" (2.70)

S

Beispiel: f(x) = (1 — z)%; Entwichlung um zy =0

F0) = 1 (2.71)
F#) = —a(l—2 f(0)=—a (2.72)
f'@) = ala=1(1-2)**, f(0)=ala—1) (2.73)
@) = —ala=1Da=2)1-2)"", f"(0)=—-afa—1)(a—2) (2.74)

> 1-2)*=1—ax+ a(a2— 1>x2 _ala= lg(a — 2)953 + (2.75)
Spezialfille:
a=2 (1—2)>=1-2r+2" (exakt)
1 1 1 1
== l—2)=1—0— 2> — —a>— ... <1
a=g (1—2x) 58~ 5% T g% , 2| <
a=-—1 T =1+az+22+2%+... , |z| <1 (geometrische Reihe)
__L L il 30,20
a=-—3: (1_x)—1+2x+8x —1—16x +... |zl <1

Eine Taylorreihe konvergiert im Allgemeinen nicht fiir alle z. Die Taylorentwicklung einer Funktion
um einen Punkt, an dem diese nicht definiert ist, ist nicht moglich. Als Beispiel sei die Funktion
f(xz) = 1/x an der Stelle z = 0 betrachtet. Die Ableitungen von z~! ergeben stets Funktionen der
Form 7", d. h. diese sind bei x = 0 ebenfalls nicht definiert.

Anwendungen

e Beispiel: Klassischer Limes der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

E(p) = v/m2c* + p?c?, p <K mc

Erster Schritt:

2 P2
E=mc™\/1+ (—) (2.76)
mc
Entwicklung um p = 0:
1 L, P2
Vito=14-0—-a®+..., x:(—> (2.77)
2 8 mc
L E 21+1<p>2 1(p)4+ P (2.78)
= mc (=) —=(— ) =met— — = :
2 \mc 8 \mc 2m 8 m3c?



Hier bezeichnet mc? die relativistische Ruheenergie, % die klassische kinetische Energie und

4 . . . .
_%m%@ die erste relativistische Korrektur. Letztere verschwindet, wenn wir den Grenzfall ¢ —

oo betrachten.

e Beispiel: Entwicklung der Sinusfunktion

3 ZE5

) x
smx—x—g—l—ﬁ—... (2.79)
Diese Reihe zeigt, warum man den Sinus fiir kleine Argumente durch das Argument ersetzen

kann.

e Weiteres Beispiel: v/1 — sin?2 um 2 = 0 bis zur 4. Ordnung

1 1
1 —sin’z = 1-— 5 sin®z — 3 sin*z + ... (irrelevante Terme)
1 a !
.9 o . v - - 4
V1—-sinzx = 1 2(3: 3!+...> 8(:13 S L
1 1
= 1—§<x2—§$4+..>——($4— )+
1 1
cosz =\ 1—sin’r = 1—§x2+ﬂx4—... (2.80)
Die Punkte ‘..." bezeichnen jeweils die Terme, die in der betrachteten Ordnung weggelassen

werden kénnen. Das Resultat in der letzten Zeile lédsst sich natiirlich auch mithilfe der Taylor-
reihe des Cosinus direkt gewinnen. Das Ableiten der Reihenentwicklung von sin x ergibt cos z,
umgekehrt findet man durch Ableiten der Cosinus-Reihe gerade das Negative der Sinus-Reihe.

e Beispiel: Exponentialfunktion:

[e.9]

1 x?
v = —z" =1 —+ ... 2.81
e HZ:O T +x+ 5 + (2.81)
Die Ableitung liefert:
d 1+ +x2+ iln * (2.82)
—-—€ = Zz —_ .= —xr " =e .
dx 2 — n!
Anwendung
e Grenzfall von Quotienten, zum Beispiel:
rT—1
lim & (2.83)
z—0 €T

Direktes Einsetzen von z = 0 liefert 0/0 17 Unter Verwendung der Reihe der Exponentialfunk-

n n: 2
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ergibt sich jedoch:

r 1 1 R
lim &L i ST zlim<1+g+...>:1 (2.85)

z—0 €T z—0 €T z—0
e Regel von I’'Hopital:

/ . /
z=z0 g(x)  g(mo) + ¢ (w0)(x —x0) + ... (o)
falls f(xg) = g(xo) = 0 und f'(zg) # 0, ¢'(x¢) # 0. Falls auch die beiden ersten Ableitungen
im Punkt zy verschwinden, erhélt man das Verhéltnis der zweiten Ableitungen, etc.

2.4 Differentiation von Vektoren

Eine Vektorfunktion ist ein Vektor, dessen Komponenten von einem Parameter anhéngen. Wichtiges
Beispiel in der Mechanik: r(t), der Ortsvektor als Funktion der Zeit. Konkretes Beispiel: Kreisbahn

AY
7(t2)
()
4

Abbildung 2.5: Bahnkurve r(¢): Ortsvektor als Funktion der Zeit ¢

o r(t) = e,rcoswt + e,rsinwt — Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w
o r(¢) = e,rcos ¢+ e,rsin ¢ — Parametrisierung ohne Bezug zur Dynamik
e Parametrisierung mit Hilfe der Bogenlénge s = r¢ (bzw. ds = |dr|, siehe unten). Damit:

s .S
r(s) = e,rcos — + e,rsin —
ro T

Ableitung von Vektorfunktionen

Die Ableitung einer Vektorfunktion ist komponentenweise definiert:

dIC‘Z(tt) = dmy i AAtzg " _ Aliglo% (2.87)
Explizit:
dr(t) = (HAAtiirl(t) limago 2 (HAAQ;TZ -
QA W = [ limaiso %:“) (2.88)
% lima; o Tz(lH‘AAti 75 (1)
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Abbildung 2.6: Differentiation einer Vektorfunktion

Die Geschwindigkeit ist die Ableitung des Ortes nach der Zeit. Komponentenweises Ableiten des
Ortes liefert die zugehorigen Geschwindigkeitskomponenten:

dry
t Vg
o Ty _
v=r= || =]y, (2.89)
dr, v,

Die Ableitung ist offensichtlich tangential zur Bahnkurve gerichtet.

Rechenregeln in Analogie zu den iiblichen Ableitungsregeln

e Produktregel fiir das Skalarprodukt:

“(a-b)=—-b+a — (2.90)

db
—(axb):—aberax— (2.91)
Hier ist die Reihenfolge wegen der Nichtkommutativitdt des Kreuzprodukts wichtig!

e Produktregel fiir Produkt mit einer skalaren Funktion:

d df da
S(fmal) = Ta+ 12 (292)

o Kettenregel:
a0 da(f)df

Anwendung: Kreisbahn
Wir gehen aus von r?(t) = const:
d , dr dr dr



D. h. die Geschwindigkeit steht senkrecht auf dem Ortsvektor. Die Beschleuningung zeigt in Richtung
auf den Bahnmittelpunkt: Durch nochmaliges Ableiten ergibt sich:

P> d  dr dr\” d’r
FTER TR <ﬁ> e ﬁJ 0 (2.95)
Mit , )
dr 5 d°r
ary - _ ar_ 2.96
(dt) Cooaer T (2.96)
folgt:
U2
e = —2 2.97
a-e , ( )

Bogenlinge s

Bei der Parametrisierung haben wir die Ableitung r des Ortsvektors r verwendet. Diese Gréfle weist
tangential entlang der Kurve; mit der Zeit ¢t als Parameter entspricht sie der Geschwindigkeit v und
diese ist tangential gerichtet.

Im Folgenden verwenden wir den allgemeinen Parameter A\ anstelle der Zeit. Fiir die Bogenlénge

AT

Abbildung 2.7: |Ar| ~

des Segments (siehe Abbildung 2.7) gilt: |Ar| &~ As bzw. |dr| = ds im Grenzfall |Ar| — 0. Mit Hilfe

von dr/d\ kann jedem Punkt der Kurve ein Tangenteneinheitsvektor t zugeordnet werden:

dr  |dr dr |ds dr

b= x| T a x| T s M=

Der Tangenteneinheitsvektor gibt die Anderung des Vektors bei einer Anderung der Bogenlinge an.
Der Tangenteneinheitsvektor dndert entlang der Bahn seine Richtung — aber natiirlich nicht seine
Liange. Um fiir eine gegebenen Bahnkurve die Bogenlénge zu berechnen, gehen wir wie folgt vor:

dr dx; dx;
_ 2.98
d\ d)\ \/Z dX\ d\ ( )
Zur Vereinfachung schreiben wir wieder: dmz = &;. Durch Integration finden wir somit:

‘/MVZ@X@X (2.99)
Ao

ds| _
d\|

dr
d\




Die Anderung des Tangenteneinheitsvektor ist offensichtlich ein Maf fiir die Kriimmung der Bahn-

kurve.
dt(s)
ds

d*r(s)
ds?

Krimmung: & = '

Die Grofie p = 1/k nennt man Kriimmungsradius.

Hauptnormale, Binormale

dQ.%'i dQZ’i

- ds? ds?

(2.100)

In welche Richtung zeigt dt/ds? Wegen t - t = 1 gilt wiederum, dass dt/ds senkrecht auf t steht:

to

(3]

aF
ds

Abbildung 2.8: Anderung von t entlang der Kurve

d dt
t-t=1, —(t-t)=0 t 1l —
’ds( ) - ds

Der entsprechende Einheitsvektor, n, wird als Hauptnormale bezeichnet:

_ dt 1 dt
Hauptnormale: n = p% = E‘%
ds

Schlieflich definieren wir noch den Binormaleneinheitsvektor:

Binormale: b=txn, |b|=1

(2.101)

(2.102)

(2.103)

Tangenten-, Hauptnormalen- und Binormaleneinheitsvektor bilden eine Orthonormalbasis. Mit Hilfe
der beiden Vektoren t und n lésst sich somit das ‘begleitende Dreibein’ definieren, ein System aus

drei orthonormalen Vektoren, die sich mit dem Korper entlang der Bahnkurve bewegen:

¢ dr dt bt x
= — n—opop— = n
ds’ Pis

(2.104)

Diese drei Vektoren bilden zudem ein Rechtssystem. Die beiden Normaleneinheitsvektoren spannen

die Ebene senkrecht zur Bahnkurve auf.
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Schraubung

Die Anderung des Binormaleneinheitsvektors entlang der Bahnkurve ist ein Ma$ fiir die Schraubung:

db d dt dn

Wegen (dt/ds) x n = 0 steht somit db/ds senkrecht auf t und sowieso auf b, d.h. zeigt in Richtung
von n:

db
e
Die Grofe 7, nennt man Torsion; 1/7 heifit Windungsradius. Je grofier die Torsion, desto schneller
dndert der Binormaleneinheitsvektor b(s) in Abhéngigkeit von s seine Richtung. Ist die Torsion
iiberall gleich null, so handelt es sich bei der Bahnkurve um eine ebene Kurve, d.h. es gibt eine

—7n (2.106)

gemeinsame Ebene, in der alle Punkte der Kurve liegen.

Beispiel: Kreisbahn in einer Ebene

Wir betrachten nochmals eine Kreisbahn (in der x-y-Ebene) und bestimmen die gerade eingefiihrten
GroBen.

T = rcosp,y=rsing (2.107)
r = ze,+ye,, r=+/r>+y?
Die Ableitung dieser Funktion liefert:

dr

e = —rsin pe, + 1 cos pe, (2.108)

Damit ist der Tangenteneinheitsvektor gegeben durch:

t = —sin pe, + cos pe, (2.109)
Aus
d’r :
i = —rcos pe, — rsin pe, (2.110)

finden wir direkt fiir die Hauptnormale:
n = — cos pe, — sin e, (2.111)

Der Binormaleneinheitsvektor b ist offensichtlich konstant (d. h. die Torsion ist gleich null) und zeigt
in z-Richtung. Offensichtlich ist kK = 1/r bzw. p = r. Fiir die Bogenlidnge ergibt sich

/Wd 'dr‘ ( ) (2.112)
S = @l =T(¥P2 — 1 .
@ de

1

da |dr/dp| = .
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Die Einheitsvektoren t und n entsprechen den Basisvektoren in Polarkoordinaten. Diese sind wie
folgt definiert. Ausgehend von
I = 7 CoS pe, + 7sin pe, (2.113)

ist der Basisvektor in Radialrichtung gegeben durch die Anderung von r als Funktion von 7 bei
festem ¢ (und ggf. anschlieender Normierung):

d

d_r = cos pe, +sinpe, = e, (2.114)
r

Entsprechend ist der Basisvektor e, bestimmt durch die Anderung von r als Funktion von ¢ bei

festen r:

dr

— = -—rsinye, e 2.115

o rsin pe, + 1 cos pe, ( )

—e, = —sinype, + cospe, (2.116)

Die Basisvektoren hingen vom Winkel ab, sind also nur lokal giiltig.

AY

Cp

¥

¥s

Abbildung 2.9: Kartesische Koordinaten versus Polarkoordinaten

2.5 Transformation der Basisvektoren

Bisher haben sich nur die Vektorkomponenten als Funktion eines Parameter gedndert. Was passiert,
wenn sich auch die Basisvektoren dndern? Dies wollen wir fiir den zweidimensionalen Fall genauer
diskutieren, und wir beziehen uns explizit auf die Zeit, da wir Anwendungen wie ‘Labor auf der
Erdoberflache’ im Auge haben. In so einem rotierenden Bezugssystem treten sogenannte Scheinkréfte
wie zum Beispiel die Coriolis-Kraft auf. Wie schon im ersten Kapitel nennen wir das (Ausgangs-
JRuhesystem K und das demgegeniiber rotierende Koordinatensystem K.

Beispiel: Rotierendes Bezugssystem

Wir betrachten ein Teilchen, das sich im System K in der x-y-Ebene bewegt. Damit kénnen wir

r(t) = 2(t)es + y(t)e, = r() (? — (1) e, (t) (2.117)

schreiben:

=
—~

~—

<
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wobei e, und e, die (zeitunabhéingigen) Basisvektoren in K bezeichnen. Mit

e, = cosy(t)e, +sinp(t)e, , e, = —sinp(t)e, + cos p(t)e, (2.118)
ergibt sich &, = ge, (sowie &, = —¢e,):
d

— V= d_; =re, + 1€, =re, +rye, (2.119)

Die beiden Beitéige zur Geschwindigkeit, 7e, und r¢e,, kénnen wir als Radial- und Winkelgeschwin-
digkeit des Teilchens interpretieren. Fiir die zweite Ableitung folgt analog:

a = re,+re +roe, +roe, +roe,
= e, + 27ge, + rge, — ro’e, (2.120)

Nun ist aber die Beschleunigung a gleich F/m entsprechend dem Newton’schen Gesetz. Auflerdem
setzen wir noch ¢ = w, ¢ = w und multiplizieren mit der Masse m. Damit erhalten wir nach einer
letzten kleinen Umformung;:

2

mi'e, = F — 2mriwe, + mrw”e, — mrwe, (2.121)

Interpretation: Auf der linken Seite dieser Gleichung erkennen wir die Beschleunigung aus Sicht
des mitrotierenden Beobachters, d.h. eines Beobachters im System K’, das mit ¢(t) gegeniiber K
rotiert. Auf der rechten Seite konnen wir v, = 7, die radiale Geschwindigkeit, identifizieren, sowie:
—2muv,we, = Corioliskraft, mrw?e, = Zentrifugalkraft, —mrwe, = Eulerkraft. Letztere tritt nur
auf, wenn w zeitabhéngig ist. Fiir eine allgemeine Drehachse erhélt man die folgenden Ausdriicke:
—2mw X v, —mw X (w X r), —mw X r (siehe auch folgender Abschnitt).

Alternative Herleitung

Wir gehen aus von einem festen Koordinatensystem K und betrachten ein demgegeniiber rotieren-
des System K', mit konstantem w parallel zur z-Achse. (Trotzdem verwenden wir gelegentlich eine
allgemeine Notation.) Aus Kapitel 1.3 wissen wir bereits, wie sich die Basisvektoren transformieren:

e.(t) = e,cos(wt)+ e, sin(wt)
e,(t) = —e,sin(wt) + e, cos(wt) (2.122)

Fiir die Einheitsvektoren in K’ (und fiir alle Vektoren, die in K’ fest sind, vergleiche Kapitel 1.5)
gilt:
&, =wxe,, e =wxe, (2.123)

x )

Die Komponenten von r bezeichnen wir mit x; bzw. z/:
ro= Y wi(tle =) xj(t)ej(t)
=1 = zz::i:i(t)ei Z
_ S el + Y06
= 1"1—|—w X T Z (2.124)
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Hier bedeutet 1’, dass nur die Komponenten des Ortsvektors im System K’ abzuleiten sind, nicht
aber die gestrichenen Einheitsvektoren. Alternative Schreibweise:

= i /r
dt

Damit kénnen wir formal d/dt = [(d/dt)’ + wx] schreiben und finden fiir die Beschleunigung:

o= [ (3)roo

F4w xr+2wxXxi+wx(wxr) (2.125)

Wichtig: Bei den gestrichenen Zeitableitungen (‘im rotierenden Bezugssystem’) ist nicht nach den
zeitabhéngigen (‘gestrichenen’) Basisvektoren abzuleiten. Damit erhalten wir (siehe vorheriger Ab-
schnitt):

mi¥' =F — 2mw x ' —mw X (w xr) —mw' xr (2.126)

Die obige Darstellung folgt: T. FlieSbach, Mechanik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik I, Spektrum
Akademischer Verlag, Kapitel 6. Dort finden Sie auch eine Diskussion zum Thema ‘Labor auf der
Erde’.

2.6 Gradient

Skalarfeld: Jedem Punkt im Raum wird ein Skalar zugeordnet. Ein Beispiel ist eine Funktion (‘Po-
tential’) V(r) = V(z,y) im zweidimensionalen Raum. Durch die Darstellung mit Hohenlinien, d. h.
Linien, die Punkte mit gleichem Potential verbinden, V' (z, y) = konstant, lasst sich ein guter Eindruck
von der rdumlichen Variation gewinnen.

Y
Vi(z,y)

|

~
—

» T

7N

i

Abbildung 2.10: Héhenlinien (Beispiel)
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Abbildung 2.11: Partielle Ableitungen

ov ov
= — — 2.12
av e dx + 3y dy (2.127)

Partielle Ableitungen charakterisieren die Variation (Steigung) des Potentials entlang bestimmten
Richtungen, hier als Funktion von x bei festem y und als Funktion von y bei festem x.

ov. . V(r+Axy) - V(z,y)

o Am, Av (2.128)
oV . V(r,y+ Ay) — V(z,y)

— = 1 2.12
oy A;lglo Ay (2.129)

Eine Funktion mehrerer Variablen wird also als eine Funktion nur jeweils einer der unabhéngigen
Variablen betrachtet, die anderen Variablen werden beim Ableiten konstant gehalten. Allgemein:

dVv = Z(grad V);dx;

Die Grofle dV nennt man auch totales Differential. Dieser Ausdruck lasst sich als Skalarprodukt des
Vektors grad V' mit dr interpretieren. Explizit:

ov

dV), = 2.130
(grad V), = 5 (2.130)
In 3-Dimensionen (mit 1,2,3 — x,y, 2):
ov oV oV
gradV = %ex + 8_yey + aez =VV (2.131)
Hier haben wir den Vektor V, auch ‘Nabla’ oder ‘Nabla-Operator’ genannt, definiert:
0 0
V = TN a z A
© ox +ey8y te 0z
(2.132)
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In dem Ausdruck VV wird somit ein Vektor auf einen Skalar angewendet. Entsprechend kann man
die Anwendung des V-Vektors auf ein Vektorfeld definieren, wobei es zwei Moglichkeiten gibt, das
Skalar- und das Kreuzprodukt. Dies fithrt auf die Divergenz (‘div’) und die Rotation (‘rot’) (siche
Mathematische Konzepte IT).

Beispiel

Gegeben ist ein Skalarfeld der Form V(x,y) = 2% + y. Daraus ergibt sich fiir den Gradienten
oV oV

VV = exa—x + eya—y = 21763; + e,
und fiir das totale Differential:
v o= vvede= Vi Wy
ox dy

= (2ze, +e,) - (dre, + dye,) = 2zdx + dy

Interpretation
Wir betrachten nochmals die Anderung des Potentials bei einer kleinen Anderung des Ortes:
AV =VV . Ar (2.133)

Jetzt nehmen wir zusétzlich an, dass Ar in Richtung einer Hohenlinie zeigt, d. h. V(r+Ar) = V(r) —
AV = 0. Daraus folgt sofort: Der Gradient, VV', steht senkrecht auf den Hohenlinien des Potentials.
AuBerdem zeigt der Gradient in Richtung von zunehmendem V; |V V] ist umso grofler, je grofler die
Steigung ist.

Rechenregeln

Wir betrachten zwei Skalarfelder U und V:

VU+V) = VU+VV (2.134)
V{UV) = UVV 4+VVU (Produktregel) (2.135)

Beispiele:

e Coulombpotential, Gravitationspotential: V' (r) = Vg /r

V 1 = e 21 +e 21 +e 21
r)  Toxr  Yoyr Cozr
01 0 1 1 21 ;,;
orr  Or Jri.zi.z 2 =—— 2.1
al’r ax :UZ _|_ y2 + 22 2 (IQ + y2 + Z2>3/2 T3 ( 36)
Entsprechend fiir y und z.
1 r
] = 3 2.1
=V (T) 3 ( 37>



/) (Kraft-)Feldlinien

Aquipotentiallinien

Abbildung 2.12: Die Kraft F = —VV zeigt in Richtung abnehmenden Potentials.

e a ein konstanter Vektor, a - r somit ein Skalar:

V(a-r)=V(ar+ay+a,z)=a (2.138)
e Logarithmus:
1
V(lnr) = -Vr (Kettenregel) (2.139)
r
Mit
0 1 2x x
_\/ﬁ - = == 2.140
B v +y +z 5 e . ( )
und entsprechend fiir die anderen Komponenten:
= V(nr) = — (2.141)

r

Taylorentwicklung in Dimensionen > 1

Fiir kleine Az, Ay gilt in zwei Dimensionen (was sich direkt aus der Definition des Gradienten
ergibt):

ov oV
V(ez+ Az,y+ Ay) = V(x,y)+%Ax+a—yAy+...
= [1+(Ar-V)+...]V(z,y) (2.142)

Wir stellen uns nun die Frage, wie diese Reihe weitergeht, oder allgemein: Welche Form hat eine
Taylorreihe in mehr als einer Dimension?
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall bis zur zweiten Ordnung:

V(z+ Az,y + Ay) — V(z,y)
= V(z+ Az, y+ Ay) = V(z,y + Ay) + V(z,y + Ay) — V(z,y)
= Az 88 V’zy+Ay+;(A )28822V|xy+Ay+Ay§ Vigy + ;(A?J)Qj;wx,y"'---
= Ax(;i <V+Ay§yv+...> |y + 1(Ax)2§; (VA4 ) oy +
+Ay§ Via + (80 0 Vlay +
- Y ]xy—i—Ayavay Q(Ax)2822|xy+AmAy§23 oy + 2( y)ngglzw (2.143)

Dabei haben wir implizit benutzt, dass partielle Ableitungen vertauschen (sofern sie existieren), zum
Beispiel:
V. 0V
0xdy  Oydx
Wie sehen nun die Terme n-ter Ordnung aus? Wir benutzen eine etwas andere Notation und
ersetzen z,y durch a, b; dann wird Az =2z —a, Ay =y — b:

(2.144)

1 ) a1"
V(e,y) = Viab) + F{Axa—xwya—y] V(s ) eyt
1 0 o017
+ E{Aiﬂ%‘i‘Aya—y} V(2,y)|s=ay=b
+ ...
1 B 1"
+ H{Ax%+Ay8_y} V(2,y)|s—ay=b
+ o (2.145)

Das Resultat, das wir gerade in zweiter Ordnung gefunden haben, ldsst sich leicht verifizieren. Durch
Aufsummation (und Hinzufiigen der dritten Komponente) erhalten wir schlielich:

V(r + Ar) Z - (Z Az, i>n V(r) = f% %(Ar V)V (r) (2.146)
Beispiel: V(r) = = , , ,
V(r+Ar) = % . 'Tfr % [3<r ﬁr? - <Ar? } (2.148)
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Alternative Herleitung durch Entwickeln der Wurzelfunktion:

1 1
v+ Ar] /12 +2r - Ar + (Ar)?
1 1
1 1 1 2r-Ar+(Ar)2 +3 2r - Ar 2+
Cor 2 72 72 8 72
1 r-Ar 1(Ar)? 3(r-Ar)?
- ;[1— e ek (2.149)

Dies fiihrt natiirlich zum gleichen Resultat.

2.7 Linienintegral

Problemstellung: Integration eines Vektorfeldes entlang einer vorgegebenen Linie bzw. Bahn bzw.
Kurve

In der Physik spielt allgemein der Begriff der Energie und speziell der Begriff ‘Arbeit’ eine we-
sentliche Rolle. Wenn wir ein Teilchen in einem Kraftfeld F(r) entlang einer bestimmten Bahnkurve
bewegen, leisten wir die folgende Arbeit (siehe Anfang dieses Kapitels):

W = —/ dr - F(r)

ra
= —/ (dxF, + dyF, + dzF,)

ry

ro ro ro
= —/ da:Fgc—/ dyFy—/ dzF, (2.150)
r r ri

Hier bezeichnen r; und ry den Anfangs- und den Endpunkt der Bahn. Es tritt das Skalarprodukt
auf, da nur die Kraft in Wegrichtung fiir die Berechnung der Arbeit relevant ist: Bei einer Bewegung
senkrecht zur Kraft ist offensichtlich keine Arbeit zu leisten. Es ist zu beachten, dass im Allgemeinen
die Arbeit nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt, sondern auch von der durchlaufenen
Bahn!

Wie wertet man so ein Linienintegral aus? Betrachte dazu eine Bahn, die in parametrisierter Form
gegeben ist, zum Beispiel als zeitlicher Ablauf, r(¢). Dann folgt

d dy d
dr(t) = (d—fex + d—iey + d—jez) dt = vt (2.151)

Die Anfangs- und Endzeit bezeichnen wir mit ¢, bzw ¢y, d.h. ry = r(t1), ro = r(t2):

W= / dr - F(r) = — /m dtv(t) - F(r(t)) (2.152)

rp t1

Den Integranden, v - F, kann man als Leistung interpretieren.
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Abbildung 2.13: Hlustration zum Linienintegral

Beispiel (1)

Wir betrachten als Beispiel das Vektorfeld f(z,y) = (22 + y?)e, + 2zye,, das wir von (0,0) nach
(1,2) integrieren wollen, und zwar entlang der Bahn A = A; + Ay und entlang der Bahn B, siehe

Abbildung 2.14.
y = 22°
2 | (

» T

Abbildung 2.14: Die Bahn A verlduft erst horizontal und dann vertikal, B entlang einer Parabel.

e Integration entlang A

— Teilstiick A;: Parametrisierung * = u, y = 0, 0 < u < 1 (oder einfach z = au; dann sind
jedoch andere Integrationsgrenzen zu wéhlen!)

Iy, = /01 du(z(;“‘) (é) - 2/01 duu =1 (2.153)

— Teilstiick Ay: Parametrisierung x =1, y =2u, 0 <u <1

! 2+ 4u?\ /0 !
i = d = d =4 2.154
= [P0 (G) =2 ) e 2150
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Insgesamt ergibt sich 4 = 14, + [4, = 5.

e Integration entlang B. Parametrisierung o = u, y = 2u?, 0 <u < 1

b (2ut4ut (1 ! 1
Is :/0 du< Au3 )(4u) :/o du(2u +20u") = (u* +4u°) |, =5 (2.155)

Hier héngt das Integral nicht vom gewahlten Weg ab, I4, + [4, — Ip = 0: Das Integral entlang der
geschlossenen Kurve A; + Ay — B verschwindet.

Beispiel (2)

Wir bleiben in zwei Dimensionen und betrachten das Vektorfeld f(x,y) = —ye, + ze,, das wir ent-
lang einer Kreisbahn entgegen dem Uhrzeigersinn (d. h. im mathematisch positiven Sinn) integrieren
wollen. Parametrisierung der Bahn: x = rgcos p, y = rgsinp, 0 < ¢ < 27. Damit erhalten wir:

—1

Abbildung 2.15: Kreisbahn mit Radius o = 1.

o o 2w
[= r%j{ dgp( . ‘p> ( o “0) - rg/ dp1 = 2mr (2.156)
C(ro) cos Cos 0

Hier verschwindet das Integral entlang einer geschlossenen Kurve nicht! Auflerdem hiangt das Ergebnis
vom Radius der gewéhlten Kreisbahn ab!

Somit stellt sich die Frage: Wann ist ein Linienintegral (bei vorgegebenen, aber beliebigen Anfangs-
und Endpunkten) unabhingig vom Weg? Oder: Wann ist das Linienintegral iiber eine beliebige ge-
schlossene Bahn gleich null? Dies ist genau dann der Fall, wenn das Vektorfeld ein Gradientenfeld
ist; solche Vektorfelder heiflen auch konservativ. Beweis:

e Annahme: das Vektorfeld sei ein Gradientenfeld, f(r) = VV(r). Und aus Kapitel 2.5 wissen
wir: dV =dr - VV:

2wt = [Cawevve = [Calvew = [ av—vi-v @i
IKSCN [ o=

t1 Vi

D. h. das Integral hangt nicht vom Weg, sondern nur von Anfangs- und Endpunkt ab.
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e Annahme: das Integral sei vom Weg unabhéngig. Wir kénnen dann die Funktion

Vir) = / “E(r) - dr (2.158)

definieren und dann folgende Differenz berechnen (im Grenzfall |[Ar| — 0):
r+Ar
V(r+ Ar) —V(r) = / f(r)-dr =f(r,,) - Ar (2.159)

wobei r,, ein geeigneter Punkt auf dem Weg von r nach r + Ar ist (Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung). Hier geht entscheidend die Annahme der Wegunabhéngigkeit ein: Es ist egal,
auf welchem Weg man von ry nach r bzw. r + Ar lauft.

= lim [V(r+Ar)—-V(r)]= lim [VV.Ar]= lim [f(r)- Ar] (2.160)

|Ar|—0 |Ar|—0 |Ar|—0

Somit folgt f(r) = V'V, d.h. das Vektorfeld ldsst sich als Gradientenfeld darstellen (was zu
beweisen war).

e Fazit: Das Integral frrf dr - f(r) ist genau dann vom Weg unabhéngig, wenn sich das Vektorfeld
f(r) als Gradient eines Skalarfeldes V' (r) ausdriicken lésst, und umgekehrt.
Beispiele:

(1) f(z,y) = 2z + v*) e, + 2zye,

oV
B 2r 4+ y? — V(z,y) = 2+ xy® + Ci(y)
%—V = 22y — V(x,y) = 2y* + Cy(1)
Yy
= V(z,y) = 2 +ay’+C (2.161)
(2) f(z,y) =2"e, +y"e,
:L.n—l-l ym+1
= 2.162
= V(z,y) n+1+m—|—1+c (2.162)
3) f(z,y) = —ye, +xe,
oV
P V(z,y) = —zy + Ci(y)
oV
8_y = x—= V(x,y) =xy+ Cy(x)

Hier existiert kein Potentiall Man sieht auch sofort, dass in diesem Beispiel die Annahmen
OV/0x = —y und 0V/0y = x zum Widerspruch fithren, wenn man nochmals nach y bzw. z
ableitet.
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oy _ Y
o = — V(z,y) = arctan . + Ci(y)
oV x Y
% = — V(z,y) = arctan -t Cy ()
= V(z,y) = arctan LG (2.163)

X

Andererseits konnen wir, vollig analog zur obigen Rechnung, auch fiir dieses Vektorfeld das Linien-
integral entlang einer Kreisbahn um den Nullpunkt berechnen. Allerdings stellen wir dann fest, dass
der Kreisradius ro herausfillt, d. h. das Integral ergibt immer 27 und ist insbesondere ungleich null,
obwohl ja anscheinend ein Potential, ndmlich arctan(y/x), existiert! Die Losung des Problems liegt
in der Singularltdt bei x = y = 0: Solange wir den Ursprung ausschlieflen, ergibt in der Tat jedes
Linienintegral iiber einen geschlossenen Weg null. Wenn wir den Ursprung einmal im mathematisch
positiven Sinn umfahren, bekommen wir jedoch 27 — egal wie wir um den Nullpunkt herumlaufen;
wenn wir den Nullpunkt im mathematisch negativen Sinn umlaufen, erhalten wir —27; etc. Hinweis:
Wenn wir das Vektorfeld f(r) noch mit einer Konstanten C' multiplizieren, erhalten wir 27C' bzw.
—2mC' bei einmaligem positiven bzw. negativen Umlauf um den Nullpunkt.

Das Beispiel (4) beschreibt das Stromungsfeld eines Wirbels in einer Fliissigkeit, siche auch Ma-
thematische Konzepte II.

Anmerkung: Ausgehend von einer Parametrisierung des Weges lassen sich auch Integrale der Form
[drU(r) und [ dr x a(r) betrachten, die Vektoren ergeben.

2.8 Mehrdimensionale Integrale

Bei ausgedehnten Korpern treten verschiedene ortsabhéngige physikalische Gréflen auf, wie zum
Beispiel die Massendichte (‘Masse pro Volumen’), p(r), oder die Energiedichte, und viele andere. In
so einem Fall ldsst sich (z. B.) die Gesamtmasse m als ‘Summe’ {iber alle Teile des Kérpers berechnen:

m = Z(AV)ip(ri) — / dVp(r) (2.164)

wobei dV ein infinitesimales Volumenelement bezeichnet, dV = dxdydz in kartesischen Koordinaten.
(Dieses dV sollte nicht mit dem totalen Differential Kapitel aus Kapitel 2.6 verwechselt werden!)

Wir betrachten aber zuerst den zweidimensionalen Fall, in dem {iber eine Fléche integriert wird.
Das Integrationsgebiet sei ein Rechteck mit 0 <z < a, 0 <y < b:

I= /Oad:c/obdyf(:v,y) (2.165)
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Beispiel:

L 2L L
I = / dx/ dysin(z + y) :/ dx[—cos(z +y)] |1, oL
0 0 0
L
= / dx (—cos(z + 2L) + cosx) = (—sin(z + 2L) +sinz) |§
0
= —sin(3L) 4 sin(2L) + sin(L / dy/ dxsin(z + y)

Es wird hier erst iiber y und dann iiber x integriert — aber auf die Reihenfolge kommt es nicht an,
die umgekehrte Reihenfolge liefert das gleiche Ergebnis (was sich leicht nachrechnen ldsst). Falls sich
die Berandung durch eine Funktion y(x) (oder z(y)) beschreiben lisst, kann die Integration auch fiir
allgemeine Gebiete in kartesischen Koordinaten durchgefiihrt werden:

Y4 y = g(x)

A

>
L1 L2

Abbildung 2.16: Flachenintegration bei vorgegebener Berandung

T2 g(z)
[:/ d:c/ dyf(x,y) (2.166)
x1 0

Beispiel: Fliche eines Kreises mit Radius R

Der Kreismittelpunkt liege im Ursprung; 22 + 3> = R? = y = £V/R?2 — 22, —R<x < R:

VRZ 22 R
A = / dx/ dy:/ dz2V R? — x?
-R

VRZ—z?
R
= [mv R? — 22 + R?arcsin %} ‘ =R’ (2.167)
-R

Hier kommt es allerdings offensichtlich auf die Reihenfolge der beiden Integrationen an. In diesen
Beispiel wére es zudem sinnvoll, Polarkoordinaten zu verwenden, aber dann stellt sich die Frage,
wodurch das Flidchenelement dzdy ersetzt werden muss. (Bei Polarkoordinaten ist schon aus Di-
mensionsgriinden klar, dass die Ersetzung dxdy — drdp nicht richtig sein kann!) Wir betrachten
den allgemeinen Fall einer Koordinatentransformation x,y — u,v, mit vorgegebenen Beziehungen
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Abbildung 2.17: Koordinatentransformation mit zwei Variablen

u(z,y), v(z,y), die fast immer als lokal umkehrbar angenommen werden muss, siche Abbildung 2.17.
Mit

or ox or ox dy
dx 8udu + ov v, Y <8uex + auey) “
or Oy oy Oz Jy
dy 5 8udu + aUdv , do € + 8vey) v (2.168)

erhalten wir fiir das infinitesimale Flachenelement:

Ooxrdy 0Ox 0y
df = ’dl X dg‘ = ‘(%% — %%) €,

Oxrdy Oxdy

dudv = oudv Ovdu

dudv (2.169)

Eine allgemeine Flache im dreidimensionalen Raum ist durch z(u,v), y(u,v), z(u,v) gegeben, siehe
unten.

Beispiel: Polarkoordinaten

T=Tcosy |, Yy =rsinp

ox dy .

E:cosgo , E:smgo
ox ) oy
%:—rsmgo , %:rcosgp

e Flichenelement (u — 7,v — @)

Ordy Oxdy
—df = }7“ cos® ¢ + rsin? 4,0| drdyp = rdrdy (2.170)

e Integral in Polarkoordinaten

/rdr/dgpf(r, ) (2.171)
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Beispiel: nochmals Flidche eines Kreises

Wir betrachten einen Kreis mit Radius R. Fiir die Flache (A = ‘area’) ergibt sich:
R 2w 1
A= / rdr/ dy = 27?57"2 1% = 7R (2.172)
0 0

Koordinatentransformation in Dimensionen > 2

In beliebigen Dimensionen ergibt sich Folgendes. Es seien x, x5, ... die ‘alten’ und wuy,us, ... die
‘neuen’ Koordinaten. Dann gilt:

d$1d$2d[lf3 A ’J‘duldlbzdu;g A (2173)

wobei |J| den Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix J bezeichnet. Die Matrixelemente von J
berechnen sich aus den partiellen Ableitungen 0x;/0u;, zum Beispiel fiir drei Dimensionen:

8%1/61“ 8x1/8u2 8x1/8u3
J= 8!E2/6U1 8[L‘2/8U2 8w2/8u3 (2174)
axg/aul 8.1’3/8”&2 8%3/6’&3

Im Hinblick auf Anwendungen in der Thermodynamik sei noch eine andere Notation erwéhnt:

3(I17$2,$3) a(UbUz,U:a)

J= Jl= 2.175
(w1, ug, u3) O(x1, T2, 3) ( )
In drei Dimensionen bendétigen wir insbesondere Zylinderkoordinaten:

wobei im Vergleich zu den Polarkoordinaten nur z hinzukommt und nicht transformiert wird, sowie
Kugelkoordinaten:
x,y,z2 = 1,0, 0 (2.177)

Die Volumenelemente in drei Dimensionen sind:
e kartesische Koordinaten: dV = dzdydz

e Zylinderkoordinaten: dV = rdrdydz

r=rcosyp, y=rsing, z=z (2.178)

e Kugelkoordinaten: dV = r2dr sin dfdy

x = rsinflcosy, y=rsinfsingy, z=rcosf

ro= a2+ +22, tanf = (2° +97)/2%, tanp =y/v (2.179)
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Abbildung 2.18: Illustration zu den Kugelkoordinaten [Bild von: Ag2gaeh - Eigenes Werk, CC BY-SA
4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=41627945]

Bei den Kugelkoordinaten beschreibt r» den Abstand vom Ursprung, ¢ den Polarwinkel und ¢
den Azimutalwinkel, siche Abbildung 2.18. Damit kénnen wir |J| berechnen:

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
|J| = det | sinfsing rcosfsing rsinfcosp
cos —7rsinf 0
= r%sinf[cos® § cos® ¢ + sin? f cos® ¢ + cos? sin? o + sin? § sin® ]
= 7r?sind (2.180)
Fiir die Bestimmung von dV in Kugelkoordinaten, dV = dr - rdf - rsin 8dp, gibt es auch eine an-

schauliche Version, siehe Vorlesung.
Die Basisvektoren

e, = sinfcospe, +sinfsinpe, +cosbe,
eg = cosbcospe, +cosbfsinpe, —sinfe,
e, = —sinpe, +cosye, (2.181)

bilden ein Dreibein, sieche Abbildung 2.19.

Beispiel: Volumen einer Kugel

R ™ 2w
V = / 7’2d7“/ sin@d&/ dy
0 0 0

R 1 2 3 4
= / T2dr/ dg/ dp = 9. op — MM ps (2.182)
0 —1 0 3 3
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Abbildung 2.19: Basisvektoren der Kugelkoordinaten [Bild von: Ag2gaeh - Eigenes Werk, CC BY-SA
4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=43953509]

Hier haben wir die Substitution & = cosf benutzt, mit d¢ = —sinfdf: 6 =0... 71 - &=1... — 1.

™ 1
= / sinfdf ... = / ¢ ... (2.183)
0 -1

Trigheitstensor

Der Trégheitstensor © eines Korpers mit Massendichte p(r) ist wie folgt definiert:

0,; = /de(I‘)(dijTQ — x;T;) (2.184)

Hier, wie {iblich, (z1, z9, x3) = (x,¥, 2).

Als einfachstes Beispiel betrachten wir eine Vollkugel mit homogener Massenverteilung, daher ist
die Massendichte einfach Masse durch Volumen, d. h. p = 3m /47 R®. Es lisst sich leicht iiberlegen,
dass in diesem Fall, in dem keine rdumliche Richtung ausgezeichnet ist, alle Nichtdiagonalelemente
des Tragheitstensor gleich null sind und alle Diagonalelemente den gleichen Wert haben. Zum Beispiel
ergibt sich:

R s 2w
O33 = / 7‘2d7‘/ sin Qdﬁ/ dp p (rsin 0)? (2.185)
0 0 0
da r? — x3z3 = 2% + y? = r?sin? 6, und weiter:
R ™ 27 5

R 4 2
O33 = p/ r4d7"/ sin® 9d9/ dp=p-— =~ 21 = ZmR? (2.186)

0 0 0 5 3 5)

Flachenintegral iiber ein Vektorfeld

Wir betrachten jetzt Integrale der Form [ df - A(r), mit df = dfn, wobei df das Flichenelement, n
den Flédchennormalenvektor und A(r) ein Vektorfeld bezeichnet. Wenn die Fliche in der x-y-Ebene
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liegt, gilt einfach df = dedy und n = e,. Im allgemeinen Fall ist es niitzlich, sich an die Uberlegungen
zur Koordinatentransformation mit zwei Variablen zu erinnern. Das obige Ergebnis ldsst sich ndmlich
wie folgt schreiben:

o o
ou Ov

df =

dudv — df = (? X ?) dudv (2.187)

u (%

Damit erhalten wir:

/ df - Ar) — / dudv (% « ?> - A(r(u,v)) (2.188)

Die Fldche ist durch ihre Parameterdarstellung, r(u, v), gegeben.

—

df

oy

Abbildung 2.20: ‘Fluss’ durch eine infinitesimale Flache

Beispiel: Stromungsprofil

Wir betrachten eine Fliissigkeit, die durch ein Rohr mit Radius R stromt. Das Stromungsprofil sei
vorgegeben, siehe auch Abbildung 2.21:

2 2
v = v (1 Y }‘;Z ) e, (2.189)

(1) Gesamtfluss durch eine Ebene senkrecht zur Stromungsrichtung

0l
-

=
—_—
—_
—
» T
—_
—_—
N
>

Abbildung 2.21: Stromungsprofil (Beispiel)

In diesem Fall setzen wir y = r cos ¢, z = rsin ¢ und erhalten daraus df = rdrdye,:

R 27 R 2 7,2
/df-v:/ rdr/ dpe,-v = vo/ rdr/ dgo(l—ﬁ)ex-ex
(1) 0 0 0 0
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(2) Gesamtfluss durch eine Halbkugelschale mit Radius R. Um dies zu berechnen, sollten wir auf

D/Vdf » T

Abbildung 2.22: Fluss durch eine Halbkugelkoberfliche mit Radius R

Kugelkoordinaten zuriickgreifen. Ein Punkt auf dieser Halbkugel hat die Koordinaten:

xr = Rsinfcosyp, y= Rsinfsiny, 2z = Rcosl
R = ze,+ye,+ze,

Der radiale Einheitsvektor, n, steht senkrecht auf der Halbkugel, und das Flachenelement ist
durch df = dV/dr = R?sin 0dfdyp gegeben. Damit folgt:

n=R/R = sinfcospe, +sinfsinpe, +cosbe,
df = nR?sinfdfdy

Projektion auf die y-z-Ebene:
y? + 22 = R*(sin® fsin® ¢ + cos® ) (2.191)

Somit lédsst sich das Stromungsprofil schreiben:

r2
vV = 1 1_ﬁ e,

= vy(1 — sin® @ sin® ¢ — cos® f)e, = vysin?d cos® pe,

Nun kann man das Flachenintegral explizit auswerten (Integrationsgrenzen fiir die Winkelin-
tegration beachten!):

/df-v - 32/ sin9d9/2d¢n~v
2) 0 -

7 3
= Y R? / sin fdf / dysin® @ cos? psin 6 cos ¢
0 —

us
2

vl

= "UoRQ/ dGSin49/2 dy cos®
0 —

jus
2

e 71'/2
3 1 1 1
= yR?- (59 1 sin? @ + ) sin* 0) ) . (singp —3 sin® 4,0) o
3m 4 0w
= uR%2.-22 .2 = Dy R? 2.192
Vo 3 3 21)0 ( )

Das Ergebnis ist somit das gleiche wie beim Fluss durch die Flache senkrecht zur Stromung — und
das muss auch so sein!
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2.9 Zusammenfassung

Differentiation
e Taylorreihe: Entwicklung einer Funktion um einen Punkt
e Ableitung von Vektoren nach einem Parameter

— Ableitung komponentenweise

— (ggf.) Ableitung der Basisvektoren; physikalische Anwendung: Scheinkréfte

e Gradient: charakterisiert die Anderung eines Skalarfeldes; physikalische Anwendung: Kraft

totales Differential = dV = VV - dr (2.193)

Integration
e Linenintegral [ dr - f(r)

— Ergebnis hiangt im Allgemeinen vom Weg ab

— Direkte Integration falls f(r) als Gradient darstellbar; dann héngt das Integral nur vom
Anfangs- und vom Endpunkt des Weges ab, aber nicht vom durchlaufenen Weg (f =
konservatives Vektorfeld)

e Integration iiber eine Flache

— kartesische Koordinaten [ dxzdy f(z,y)
— Polarkoordinaten [ rdrdy f(r, ¢)

e Integration iiber ein Volumen

— kartesische Koordinaten [ dxdydz f(z,y, z)
— Zylinderkoordinaten [ rdrdedz f(r, ¢, 2)
— Kugelkoordinaten [ r2drsin8dfdy f(r, 0, ¢)

e Flichenintegral: [ df - A(r), df = ndf, n = Flichennormalenvektor
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Kapitel 3
Komplexe Zahlen

Der italienische Arzt, Philosoph und Mathematiker Gerolamo Cardano stellte sich bereits 1545 die
Frage, ob es moglich ist, eine Streche der Léange 10 in zwei Teile x und y mit x + y = 10 aufzuteilen,
derart dass das mit diesen Teilstrecken konstruierte Rechteck die Flache 40 hat, xy = 40. Daraus
ergibt sich eine quadratische Gleichung:

(10 —x) =40, 2*—102+40=0 (3.1)

Losungen:

T12=5EvV25-40=5£+v-15 (3.2)
Im Hinblick auf die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl fithrt man die ‘imaginére Einheit’ ¢ mit
der Eigenschaft i2 = —1 und somit v/—1 = +i ein.

3.1 Die komplexe Zahlenebene

Almz @
L z
, |2
it
N Ld f L » Rez
N 1
_y__ * .
Yo z* oder z

Abbildung 3.1: z* = z — iy bezeichnet die zu z = z + iy konjugiert komplexe Zahl.

Damit konnen wir komplexe Zahlen der Form z = x + 7y betrachten, wobei x und y reell sein
sollen. FEine komplexe Zahl wird als Punkt in der komplexen Zahlenebene (C; die Menge der reellen
Zahlen wird mit R bezeichnet) auffassen.
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e Realteil von z: Rez = x, Imaginérteil von z: Imz = v,

e Gegeben sei z = x +iy; als dazu konjugiert komplexe Zahl bezeicknet man z* = z — iy (andere
Notation: z). Anmerkung: Die Losungen von reellen quadratischen Gleichungen sind konjugiert
komplex zueinander. Falls z; eine Losung ist, folgt 2o = (z1)* ist die zweite Losung.

e Alternativ: Rez = (2 + 2*), Imz = o-(z — 2%)

e Betrag: |z| = /a2 + y?

& |2)? = (Rez)? + (Im2)? = (x4 iy)(z — iy) = 22" (3.3)

e Argument (= Winkel in der komplexen Ebene; vgl. Polarkoordinaten):

¢ = arg z = arctan g (3.4)
x

e Polardarstellung:

r=|z|cosp, y=]z|sing (3.5)
=z = |z|(cosg +ising) = |z|e"
Z* = |z (cosp —ising) = |z]e”"¥ (3.6)
e Fuler-Formel:

cos p + ising = e’ ¢ cosp — ising = e ¥ (3.7)

Mithilfe der Reihenentwicklung:

o = S ey
et n! et 2n) (2n + 1)!
e —1)p2n e 1) p2ntl
=S EDme™ 3 %
= (2n)! —~ (2n+1)!
= cosp+tising (3.8)

Dabei wird benutzt: i** = (:?)" = (—1)" und "' = i(i*)" = i(—1)".
Aus der Euler-Formel folgt sofort:
— (e —e™¥) (3.9)

cos p = % (ew + e*i‘p) , sing =

Die Exponentialfunktion lédsst sich auch fiir beliebige komplexe Zahlen z mithilfe der Potenzreihe

i = (3.10)

erklédren:

SRS

Diese Reihe konvergiert fiir alle z (|z] < 00).



3.2 Eigenschaften

e Multiplikation mit einer reellen Zahl a:

az = ax +iay ; Re(az) = ax , Im(az) = ay

e Addition zweier komplexen Zahlen:

21+ 20 = (x1 +iyr) + (22 +iy2) = (21 + x2) + i(y1 + y2)

e Multiplikation zweier komplexen Zahlen:

R1%22 = (x1 +iy1) (21 + iy2) = ($1$2 — Y1ya) + i(x1y2 + y1$2)

Multiplikation in Polardarstellung:

2129 = |21| elet ‘22] P2 — |Z1| |22| ei(¢1+<p2)

|z2120] =

e Division zweier komplexen Zahlen:

<1
2z
21
2
<1

22

Division in Polardarstellung:

|z1] |22  da !ei‘pf =c¥e =1

r1+iyr (1 4ty (xe — iy)

Ty +iyy (w2 +iye) (T2 — iy2)
1122 4+ Y12 + (172 — T1Y2)

x5+ 3
T2+ Y2 | Y1T2 — il
2 2 2 2
x5 + Y3 x5 + Y3
A1 2] " — @ei(%—m)
Zo  |mfe2 |z

3.3 Komplexwertige Funktionen

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Eine komplexe Funktion ordnet einer unabhingigen komplexen Variablen z = x + iy durch eine

bestimmte Vorschrift eine andere komplexe Variable w zu. Wir schreiben annalog zum reellen Fall:

w = f(2) = u(x,y) +iv(z,y)

(3.17)

Anders ausgedriickt: Die komplexe Zahl z = x + iy wird auf die komplexe Zahl w = u+iv (z,y, u,v

reell) abgebildet (C — C).
Beispiele:

o f(z)=2°

w=1a?—y 4+ 2xy > u=2a—y*, v="2uy
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w = e —w=e"e? =e"(cosy +isiny)
—u = e'cosy, v=-e"siny
o f(z)=cosz
1. 1. et
w o= COSZ:§(612+€ zz)zﬁ(ew y+e T y)

1 1
= §e’y(cosx +isinx) + §ey(cosx —isinx)

—u = cosxcoshy, v=—sinzsinhy

Bei den gerade diskutierten Beispielen stellen wir durch Nachrechnen fest:

ou Ov OJu ov

dr  dy  dy Oz
Dies ist kein Zufall — sieche Mathematische Konzepte II.
o f(z)=2%"
w=z2(22") = (z +iy)(@* +y°) = u==z(a®+¢%), v=y(a® +¢?)

Die Relationen (3.21) gelten in diesem Beispiel nicht.

60

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



Kapitel 4
Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, die aufler der gesuchten Funktion, zum Beispiel z(¢) oder
f(z), auch Ableitungen dieser Funktion enthalten.

4.1 Typologie der Differentialgleichungen

e Eine Differentialgleichung (DGL) heifit n-ter Ordnung, wenn die hochste Ableitung der ge-
suchten Funktion n-fach ist. Die Newton’sche Bewegungsgleichung, ¥ = F(r,t), wobei der
Ortsvektor r(t) als Funktion der Zeit ¢ gesucht ist, ist 2. Ordnung.

e Beispiel: Harmonischer Oszillator, eine Dimension, Kraft F(z) = —kx
d*z
ms +kr =0; gesucht: x(t) (4.1)

e Lineare Differentialgleichung: Die gesuchte Funktion (z(¢) beim harmonischen Oszillator) kommt
nur linear vor.

e Nichtlineare Differentialgleichung, zum Beispiel Pendel
mlp +mgsinp =0;  gesucht: o(t) (4.2)
Hier tritt eine nichtlineare Funktion der gesuchten Funktion auf (sin ¢).

e Differentialgleichung mit konstanten Koeffizenten: Die Vorfaktoren der gesuchten Funktion und
deren Ableitungen héngen nicht von der unabhéngigen Variablen, hier ¢, ab. Nicht-konstante
Koeffizienten wiirden zum Beispiel auftreten, wenn die Pendelléinge variabel ist, oder die Masse
(einer Rakete, die Masse durch das Verbrennen des Treibstoffs verliert) von ¢ abhéngt. Im
letzteren Fall:

d d

= (m(t)d—“:) —F © mi+mi=F (4.3)

e Homogene Differentialgleichung Es gibt keine von der gesuchten Funktion, hier z(¢), unabhéngigen
Terme.
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e Inhomogene Differentialgleichung, zum Beispiel getriebener harmonischer Oszillator

mi + kx = F(t) ; wichtiger Spezialfall: F'(t) = F{ cos(wt) (4.4)

e Zur Bestimmung einer eindeutigen Losung miissen Anfangs- oder Randbedingungen vorgegeben
werden. Bei einer DGI zweiter Ordnung sind genau zwei Bedingungen notwendig, zum Beispiel
Anfangsort, (), und Anfangsgeschwindigkeit, v(ty) = (). Ein anderes Beispiel ist die DGI,
die die Auslenkung (n(z)) eines bei x = 0 und x = L eingespannten Balkens unter dem Einfluss
einer Kraft beschreibt:

d2
d_mz +kn=F(x); n(0)=n(L)=0 (Randwertproblem) (4.5)

e Gewdhnliche Differentialgleichung: Es gibt nur eine unabhéngige Variable.

e Partielle Differentialgleichung: mehrere unabhéngige Variable. Beispiel: Wellengleichung

19’0 9%
il 0 ; gesucht: ®(x,1) (4.6)

Anfangsbedingungen in diesem Fall: ®(z, to) und ®(z,t,) vorgegeben

4.2 Homogene Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel aus der Elektronik. () bezeichnet die Ladung auf dem

Abbildung 4.1: RC-Kreis

Kondensator, I = @ den elektrischen Strom, C' die Kapazitit und R den Widerstand. Die Summe
der Spannungen muss gleich null sein, daher ergibt sich:

Q SQ
—+ RI=0 R —=
o+ = RQ+ 5
mit v = (RC)~!. Dies ist eine lineare homogene DGI 1. Ordnung, gesucht ist Q(t). Losung durch

Trennung der Variablen:

=0 = Q+79Q =0 (4.7)

@ =—vQ — — = —~dt (4.8)

dt 0



Auf der einen Seite steht nur die Variable @), auf der anderen Seite nur die Variable ¢. Integration
von einem Anfangwert Q(tg) = Qo, der zur Spezifierung der Losung vorgegeben wird, bis zu einem

Endwert Q(t), der gesucht ist:
QW 40’ t
[ - [
Qo Q to

= Q) —InQy = —v(t—toy)
— I[Q()/Qo] = —(t —to)
= Qt) = Qe (M) (4.9)

Die Losung ist eine Exponentialfunktion, da die Differentialgleichung konstante Koeffizienten hat
und die Exponentialfunktion sich beim Ableiten reproduziert. Alternativ benutzen wir einfach den
folgenden Ansatz (wobei A zunéchst eine beliebige Konstante bezeichnet):

Q(t) = AeM | Q(t) = AXe™ (4.10)

Daraus folgt:
AN +yAeM =0 — (A +7)AeM =0
= A=—y, Q) =A4e" (4.11)
Bestimmung des Vorfaktors A mithilfe der Anfangsbedingung Q(to) = Qo:

Qo= Ae " — Q(t) = Qoe ") (4.12)

Beispiel: Typ ‘nicht-konstante Koeffizienten’

d
xd—y —ay=0; gesucht: y(z) (4.13)
x

Diese DGI ist linear und homogen, aber einer der Koeffizienten héngt von x ab. Methode: Trennung
der Variablen

dy/’ dz’
v T2
/y(;r) dy’ T Ay’
DY T
y(zo) Yy zg L
Iny(z) —Iny(zy) = a(lnz—Inwxg)
In y(@) = aln x
y(wo) Zo
T «
vo) = vl (£) (4.14)
Zo
Die Losung mithilfe der Trennung der Variablen ist immer moglich, wenn die DGI die Form
dy
- — 4.15
- = f(2)9(y) (4.15)
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hat. Betrachte speziell den linearen Fall:

o, T @y = (4.16)

— In y(z) = —/:dx’f(ac/)

y(zo)
= y(z) = ylwe)e S @) (4.17)

4.3 Homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung

4.3.1 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Wir beginnen wieder mit einem Beispiel:

Py dy
A 3y =0 (4.18)

Von der Diskussion der linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten wis-
sen wir, dass ein Exponentialansatz zur Losung fithrt. Aber auch bei linearen Differentialgleichungen
héherer Ordnung fithrt dieser Ansatz zum Ziel — wenn die Koeffizienten konstant sind!

Ansatz: y = Ae™ (4.19)

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

AZeM +4xe™ + 3N = 0
(A2 +4X+3)eM = 0
MN4+4A+3 = 0 = N\o=-1,-3 (4.20)

=32 AuBerdem gilt: Bei linearen Differentialgleichungen

Wir erhalten somit zwei Losungen, e™ und e
liefert die Linearkombination von Losungen wieder eine Losung. Dies sieht man allgemein wie folgt:

Es seien y = f(2) und y = g(z) Losungen einer Differentialgleichung Ly(z) = 0. Im Beispiel:

d2 d ~ d2 d
<@+4d_+3> y(x) =0, L= @—1—4%—1—3 (4.21)
Lf(x) =0, Lg(z) =0 (4.22)

Ist y(x) = Af(z) + Bg(x) auch eine Losung? Dazu betrachten wir:
L(Af(x) + Bg(x)) = ALf(z) + BLg(z) = 0 (4.23)
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Aus der Linearitiit von Differentialoperatoren (hier L) folgt somit, dass eine Linearkombination zweier
Losungen auch eine Losung ist.
Somit ist die allgemeine Losung der DGI (4.18) durch

y(r) = Ae " 4 Be " (4.24)

gegeben. Es gilt allgemein: Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung besitzt n Fundamen-
tallosungen. Damit ist die allgemeinste Losung:

y(x) = Z Apete? (4.25)

Im Beispiel haben wir zwei Fundamentalldsungen gefunden; y(z) = Ae™® + Be 3% ist somit die
allgemeinste Losung.

Die zunéchst freien Konstanten A und B (bzw. Aq,..., A,) werden durch Anfangs- oder Rand-
bedingungen festgelegt. Wir betrachten speziell Anfangsbedingungen: Der Funktionswert und die
Ableitungen bis einschlieBlich der (n — 1)-ter Ordnung seien zu einem ‘Anfangspunkt’ x, vorgegeben,
woraus man die Aj, ..., A, bestimmen kann. Alle hoheren Ableitungen ergeben sich dann aus der
Differentialgleichung. In unserem Beispiel betrachten wir zy = 0 und:

y(0) = 0 = A+B=0
JO) = 1 5 —A-3B=1
sl
= y(z) = %(e‘x—e_&”) (4.26)

Bei der Newton’schen Bewegungsgleichung werden als Aufangsbedingungen der anféingliche Ort und
die anfiangliche Geschwindigkeit benotigt. Die Beschleunigung ergibt sich aus der Bewegungsglei-
chung.

Wichtiges physikalisches Beispiel: harmonischer Oszillator

Differentialgleichung:
i+twiz=0 (4.27)
Exponentialansatz:
z(t)=eM = N +wl=0, N =—wi, \=+tiw (4.28)
Allgemeine Losung:
x(t) = Ae™°! + Be ™ot (4.29)

Wenn wir verlangen, dass die Anfangsbedingungen reell sind, ergibt sich auch eine reelle Losung x(t),
aber die Koeffizienten A und B miissen komplex sein:

z(0) = A+ B (= reell)
v(0) = #(0) =iwe(A— B) (= reell) (4.30)
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(x(O) + z@> — A (4.31)

Wo

z(t) = % (x(O) - i@) oot +% (x(O) + im) S

Daraus ergibt sich:

Wo

= 2(0) cos(wot) + “w(:) sin(wet) (= reell) (4.32)

wobel wir im letzten Schritt die Euler-Formel verwendet haben:

) iwot —iwot iwot _ 4—iwot
eF0t — cos(wyt) % isin(wet) <+ cos(wot) = ¢ —i—2e , sin(wpt) = © 2,6 (4.33)
1
Entartung (A = \y)
Wir betrachten als Beispiel die folgende lineare, homogene DGI zweiter Ordnung:
T—4r+4x =0 (4.34)
und benutzen wieder den Exponentialansatz:
z(t) = M = N —4N+4=0
- A=2)? = 0= \A=2 (4.35)

Somit es ergibt sich zunéchst nur eine (!) Losung (was man Entartung nennt). Wir konnen aber wie
folgt vorgehen: Wir ersetzen den Koeffizienten ‘4’ vor dem z durch einen anderen Wert, (4 — €),
und betrachten am Schluss den Grenziibergang ¢ — 0. Im ersten Schritt ergibt sich mithilfe des
Exponentialansatzes: A\;2 = 2 £ €. Dann betrachten wir statt eMt und e*! die Summe und die

Differenz dieser beiden Fundamentallésungen:

2e2t

(24t 4 (2=t 2t (et 4 o—ety
e e e (e e ) { et

(4.36)

Hier haben wir im Grenzfall ¢ — 0 wieder mal die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion be-

nutzt, et = 1+ €t +.... Wir erkennen eine zweite Fundamentallésung, te?’, und erhalten damit die
allgemeine Losung:
z(t) = Ae* + Bte* (4.37)
Natiirlich kann man dies auch explizit iiberpriifen:
w(t) =te* — @(t) =2t +e* — F(t) = dte® + 4™ (4.38)
= § — 43 + 4o = 4te® + 4e®" — Ste* — 4e*' + 4te® =0 (4.39)

Bei Differentialgleichungen héherer Ordnung treten bei hoherer Entartung entsprechend hohere Po-
tenzen der unabhéngigen Variablen auf. Zum Beispiel ergeben sich fiir Ay = Ay = A3 (und alle anderen
A\ davon verschieden) die drei Fundamentalldsungen et te*? und t2eM!.
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4.3.2 Erstes Integral

Wir betrachten die Newton’sche Bewegungsgleichung in einer Dimension, mi = F(x) = —dV/dx,
die wir mit 2 multiplizieren:

mitz — F(z)z = 0
d m
Il (R — 4.4
—>dt<2x +V(ZE)> 0 (4.40)
Man rechnet dies leicht nach mithilfe von:
d i? 1. .
—— = 2% = IX
dt 2 2
d dVv
a _ Y B
dtV(x) e ()&
Integration liefert direkt: m
—i?*+V(r)=FE (4.41)

2
wobei E, mathematisch betrachtet, eine Integrationskonstante ist. Physikalisch betrachtet kénnen
wir F mit der Gesamtenergie identifizieren. Aus einer Differentialgleichung zweiter Ordnung wurde
somit eine Differentialgleichung erster Ordnung. Die Energie ist ein ‘erstes Integral der Bewegung’;
E ersetzt hier eine der Anfangsbedingungen, denn

#(0) = i\/ % B~ V(2(0))] (4.42)

Das erste Integral ldasst sich mithilfe der Trennung der Variablen weiter integrieren:

m

@—f)Q — 2E— V(o) (4.43)

Im Folgenden werde das positive Vorzeichen beim Wurzelziehen gewéhlt:

dx
2[E - V()]

z(t) da’ t
%/ - = /dt’:t
w© ([ 2[E V(2 0

Mithilfe dieser Relation erhalten wir nicht direkt z(¢), sondern die Umkehrfunktion #(x).

= dt

(4.44)
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Anwendung: harmonischer Oszillator

In diesem Fall ist V(z) = k2?/2, und wir finden folgende Relationen:

m., k 4 dx 2 k
Myt _p. 2 — J2(p_fp
p T o "t \/m 2"

z(t) dr’ t
° - / dt’
xQ 2 (E P Ex,Q) 0

m 2

m [0 dx’' ; kK,
— —— = i\ =u
2E J,, 1_ & "V 2FE

K2
267

u(t) du’
/JO ——1 — u/2 - Et (445)

Bei der Integration muss natiirlich vorausgesetzt werden, dass immer E > V(z') gewihrleistet ist
(was auch E > 0 impliziert). Zur Vereinfachung der Schreibweise haben wir z(0) = z( gesetzt sowie

u(t) = /(k/2F)x(t) und ug = /(k/2FE)x, eingefiihrt. Nach Integration:

arcsin(u(t)) — arcsin(ug) = %t (4.46)
Schlieflich finden wir:
z(t) = \/@sin (\/Et + arcsin <\/xo>i>>
k m 2F
= xgcos (wot) + z—z sin (wot) ; wo = v/ k/m (4.47)

Im letzten Schritt haben wir ein Additionstheorem fiir die Winkelfunktionen benutzt, sin(a + 8) =
sin acos § + cos asin 3, sowie cos(arcsina) = /1 — a?. Die Anfangswerte 2y und vy sind mit der
Energie verkniipft, da diese nicht von ¢ abhéngt (siehe Gleichung (4.42)):

1 1
E= §mv§ - ék’xg (4.48)

Die Identifikation des Vorfaktors vy im zweiten Term ergibt sich auch aus vy = #(0).
Analog in drei Dimensionen:

. d (1., .. d : :
mr—F(r),E(ﬁr)—r-r,aV(r)—VV-r——F-r (4.49)

In diesem Fall erhalten wir: m
51%2 +V()=F (4.50)

Dies lisst sich jedoch nicht einfach nochmals mithilfe der Trennung der Variablen integrieren! Anmer-
kung: Beim Kepler-Problem gibt es aufgrund der Kugelsymmetrie noch eine weitere Erhaltungsgrofie,
den Drehimpuls, was sich als sehr hilfreich herausstellt; siche Theoretische Physik I.
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4.4 Inhomogene lineare Differentialgleichungen

Bisher haben wir homogene lineare Differentialgleichungen betrachtet, f/y(x) = (. Jetzt untersuchen
wir den Fall, dass zusétzlich eine Inhomogenitét, d. h. ein Term f(z) auftritt, der zwar von z, aber
nicht von der gesuchten Funktion y(z) abhéngt: iy(:t) = f(x).

Fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen gilt: Die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, y,(x), und einer
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung, vy (z):

y(@) = yn() + ysi(2) (4.51)

mit Ly (z) = 0 und Ly, (z) = f(z):

A

Ly(x) = Lyn(x) + Lys(x) = f(2) (4.52)

Zwei Losungen der inhomogenen Differentialgleichung unterscheiden sich nur um eine Losung der
homogenen Differentialgleichung, denn:

Lyi(x) = f(x) , Lya(2) = f(z) = Ly () = ya(2)) =0 (4.53)

4.4.1 1. Ordnung: Variation der Konstanten

Wir untersuchen wieder (siche Kapitel 4.2) eine lineare DG erster Ordnung mit einem nicht-konstanten
Koeffizienten, fgen aber eine Inhomogenitét f(x) hinzu:

dy

5 9@y = f(z) (4.54)

Die Losung der homogenen Differentialgleichung kennen wir bereits:
yn(w) = ylag)e™ foo ) (4.55)

Die ‘Variation der Konstanten’ besteht darin, dass wir einen Ansatz machen, in dem der Vorfaktor
der Exponentialfunktion als z-abhéngig betrachtet wird:

ysi(x) = C(x)e” S 4'9(2")
dysi o dO(ZL‘) — [Z da'g(a’) — [Z da'g(a’)
o = T © C(x)g(z)e
- dysi dC(x) _ = garg(ar)
L ; == ; == xQ T g\ —
pale) = D glapyala) = e ()
. dCd;fc) = f()els o) (4.56)

Dies konnen wir direkt integrieren, da rechts einfach eine Funktion von x steht:

C(x) = Clxo) + / da’ f(z" el 49 (4.57)

zo
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Damit finden wir:
ysi(2) = Clao)e” oo @'9@) | o= I dw’g(z’)/ dx”f(x”)effo dz'g(z") (4.58)
zo
Der erste Term hat aber genau die gleiche Form wie die Losung der homogenen Gleichung, daher
kann man C(zg) = 0 setzen. Endergebnis:

ysi(x) _ / dx”f(:c”)e’ [ dz' g(a’) (459>
xo

Ubrigens ist y4(2¢) = 0, d. h. die Anfangsbedingung wird mithilfe der homogenen Gleichung erfiillt.
Zur Sicherheit iiberpriifen wir das Ergebnis:

d St z e , ,
YL fw)— [ da gl B
o

= f(x) —g(x) /9«“ dx"f(;c”)e*fﬁ/ da’g(x")

= f(x) = g(x)ys(z) (4.60)
Beispiel: angetriebener RC-Kreis

Wir betrachten nochmals den RC-Kreis aus Kapitel 4.1, gehen aber davon aus, dass zusétzlich eine
Wechselspannung angelegt wird:

d
Rd—cf + % = Uy cos(wt)
d
d—cf +79Q = Iycos(wt) (4.61)
mit Iy = Uy/R. Da cos(wt) = Ree™!, konnen wir auch die DGl mit ¢! auf der rechten Seite
betrachten, die Gleichung l6sen und am Schluss den Realteil nehmen (denn v und I sind reell):
d .
d_Cf +7Q = Ipe™t (4.62)

Als Anfangszeitpunkt wahlen wir der Einfachheit halber ty = 0. Die Losung der homogenen Gleichung
kennen wir bereits:
Qn(t) = Qoe™ (4.63)
Die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ergibt sich aus (4.59) mit folgenden Ersetzungen:
T =t 7 — t/, 2" = t”, g(a:’) -, f(l’”) N eiwt”:
Qsi(t) = o /t dt" et e Jin g

0

t
— [0 / dt//eiwt"ef'y(tft//)
0

1 ,
— -t (w7t _
Ige T (e 1)
— IO wt =t
= i (e e ) (4.64)
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Somit erhalten wir die folgende allgemeine — immer noch komplexe — Losung:

Iy ‘
t — —t wt =t
Q1) Qoe " + PR (e e ™)
Iy _ Ly
_ _ v T gt 4.65
(QO iw—l—”y)e +iw+”ye ( )

Der erste Beitrag, ~ e~ 7!, ist der sogenannte transiente Anteil, der auch via Qg von der Anfangsbe-

dingung abhiingt; er ist fiir v¢ > 1 vernachlissigbar. Im zweiten Beitrag, ~ ¢!, verwenden wir:

L —w+y YW
iw + 7y (iw+7) (—iw +7)  w?+42
1 A I
= o = (v - (coswt + isinwt)
I
= iy opl(ycoswt +wsinet) +i(ysinet - wcoswt)] (4.66)

Wir setzen jetzt Q(t) = Q1(t)+iQ2(t), d.h. Re Q(t) = Q1(t) und Im Q(t) = Q2(t). Anmerkung: In der
Elektrotechnik und teilweise in der Physik ist auch die Notation Q(t) = Q'(t) + iQ"(t) gebrauchlich.

1
— Ql(t) = (QO — " (—):/,72> e Mt +

e (v coswt + w sin wt) (4.67)

Damit erhalten wir fiir vt > 1:

Q(t)

e (7 coswt + wsin wt)
w? 4+

Iy Y w .
_— t
\/w2+72 <\/w2+fy2 /w2+72 smw)

Die Vorfaktoren von coswt und sinwt sind < 1, auflerdem sind sie quadriert und dann aufsummiert

(4.68)

coswt +

gleich 1. Daher kénnen wir einen Winkel a mit
8 w :
——— =cosa, ——— =sina 4.69
/w2 + 72 /(.U2 + 72 ( )
einfithren und erhalten schliellich (¢ > 1):
Iy

Vw?+ 72

Interpretation: Wir erhalten wieder einen Kosinus, der aber im Vergleich zur Kraft (~ cos(wt)) um

Qt) = cos(wt — ) (4.70)

den Winkel o phasenverschoben ist. Im Grenzfall w < ~ ergibt sich a = 0, fiir w > v dagegen
a = m/2. Dies folgt auch direkt aus der DGl (4.61), wenn wir die Grenzfille |Q)| < v|Q| bzw.
|Q| > ~|Q| betrachten.

4.4.2 2. Ordnung: Lésung durch Raten

Manchmal ldsst sich eine spezielle Losung durch Raten finden.
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Beispiel:
T4 4d +4r = 2" (4.71)
Allgemeine Losung der homogenen DGI (Kapitel 4.3.1):

M4dd+4=A+22=0 — 25,(t) = Ae * + Bte (4.72)

Im Hinblick auf die Form der Inhomogenitéit machen wir folgenden Ansatz fiir die spezielle Losung:
Ty = ae” !, d.h. von der gleichen Form (Zeitabhéingigkeit) wie die Inhomogenitét. Einsetzen in die
DG liefert:

ae”l —dae +daeTt =2 = a=2 (4.73)

Daher ist die allgemeine Losung:

z(t) = Ae ™ + Bte ™ + 2¢7" (4.74)

Beispiel: Resonanzfall
i+ wlr = foe! (4.75)
Allgemeine Losung der homogenen DGI:

xy(t) = Ae™' + Be ™! (4.76)

Hier fithrt der Ansatz x5 = ae™? nicht zum Ziel, denn dies ist eine Losung der homogenen Gleichung.
Daher versuchen wir Folgendes:

wwt

Ty = ate
g = ae™ 4+ jwate™!
Fo = 2dwae™t —wiate™!
— 2iwae™ = fee' = a= _ifo (4.77)
2w
Allgemeine Losung daher:
. . i .
z(t) = Ae'+ Be ™' — Q—{Stem
= <A + ;—f}te_”n) eW 4 Be~wt (4.78)

Das zusétzliche t in der speziellen Losung ist typisch fiir den Resonanzfall, es beschreibt ein ‘Auf-
schaukeln’ der Losung. Auflerdem tritt eine Phasenverschiebung von /2 zwischen angelegter Kraft
(foe™?) und Systemantwort auf.

72



4.5 Methode der Green’schen Funktion
Beispiel: Getriebener geddmpfter harmonischer Oszillator
&+ i+ wir = F(t)/m (4.79)

Die Kraft F'(t) kann zunéchst beliebig sein — wir diskutieren zuerst das allgemeine Ergebnis und
betrachten dann ein konkretes beispiel. Idee: Zerlege die kontinuierliche Kraft F'(¢) in viele kurze

F(t) A

Abbildung 4.2: Zerlegung von F(t)

Kraftstoe und iiberlagere dann die zugehorigen Losungen (was aufgrund der Linearitdt der Diffe-
rentialgleichung moglich ist).

Der harmonische Oszillator sei bis zur Zeit ¢ in Ruhe und erfahre dann einen sehr kurzen Kraft-
stol. Anschlielend wird der Oszillator eine geddampfte Oszillation ausfithren. Wir betrachten zuerst

FA

: > 1

’
’
’
’
’
7
/

tll \_/)t

Abbildung 4.3: Geddmpfte Oszillation als Reaktion auf einen kurzen Kraftstof3

ein infinitesimal kleines Intervall, ¢’ — e...t + € im Grenzfall ¢ — 0. Mithilfe der Newton’schen
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Gleichung folgt dann, wenn wir voraussetzen, dass der Oszillator vor dem Kraftstofl in Ruhe ist:

t'+e€
p=F — Ap:/ Fdt;
t'—e
t'+e
pt'—e)=0 — p(t’—i—e)—/ Fdt

t'—e

(4.80)

Die Reaktion des Oszillators auf einen Einheitskraftsto, [ Fdt = 1, entspricht somit den Anfangs-
bedingungen z(t') = 0, &(t' —€) = 0 und #(t' + €) = 1/m (wegen p = ma). Einen beliebig kurzen
KraftstoB, der integriert 1 ergibt, nennt man auch J-Puls.

4.5.1 Green’sche Funktion und der Wronskian

Da der Kraftsto nur sehr kurz zum Zeitpunkt ¢’ wirkt, miissen wir fiir ¢ > ¢’ die homogene DGI mit
den gerade diskutierten Anfangsbedingungen lésen. Der Exponentialansatz fithrt auf

A+ YA+ Wi 0
7 RO R G
Wir nehmen an, dass w2 > 7?/4, und benutzen die letztere Version. Aufierdem sei w = /w3 — 72/4:
— x1(t) e 2 cos(@t) , a(t) = e 2 sin(wt)
x(t) Az (t) + Bxo(t)
= [Acos(@t) + Bsin(wt)] e/ (4.82)
Anfangsbedingungen, wie oben diskutiert:
r(t')=0 — Az (t')+ Bxy(t') =0
. 1 . . 1
z(t') = i Axq(t') + Bio(t') = - (4.83)
Auflésen nach A und B:
L ap() 1ag(t)
 om W) C mW ()
W) = x(t)i(t") — a1 (t)z2(t) (4.84)

Die Gréfe W (#) = we™ ", die insbesondere ungleich null ist (vorausgesetzt, #; und x, sind die beiden
Fundamentallosungen, siehe unten), nennt man Wronski-Determinante oder Wronskian. Endergebnis:

1 / 1 /
A=——sin(@te?* | B=—— cos(wt)e?’
mow mow

(4.85)

S alt) = —— sin(t — )] 12 (15 p) (4.86)

74



Alternativ kann man wie folgt argumentieren. Wenn (4.82) die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung ist, dann ist auch die gleiche Funktion mit einem um eine Konstante verschobenen Zeit-
argument eine Losung:

z(t) = |Acos(@(t — ")) + Bsin(@(t —t'))| e 7t1)/2 (4.87)

mit anderen Konstanten A und B. Daran sieht man aber sofort, dass A =0, und auch B bestimmt
man leicht aus der Anfangsbedingung fiir die Geschwindigkeit.

Die so erhaltene homogene Losung, einschliellich x,(t) = 0 fir ¢ < ¢/, definiert die Green’sche
Funktion:

1 f
G(t —t) = —sin(@(t — ') e "2 Q(t — 1) (4.88)
mow
wobel die Heaviside’sche Stufenfunktion durch
1 t>0
Ot) = ’ 4.89
o={4 i (489)

definiert ist. Die Uberlagerung dieser Losung zu verschiedenen Zeitpunkten t' beschreibt dann die
Antwort des Oszillators auf eine allgemeine Kraft F'(t):

xgi(t) = / dt' F(tG(t —t') (4.90)
Die Stufenfunktion, d. h. die Tatsache dass G(t —t') = 0 fiir ¢ < t/, bedeutet anschaulich, dass sich zu
einem Zeitpunkt ¢ nur diejenigen Krafte auswirken kénnen, die zu einem fritheren Zeitpunkt ¢’ < ¢
gewirkt haben (zeitliche Kausalitdt). Daher kann man die obere Integrationsgrenze auch durch ¢
ersetzen.

Wir iiberpriifen, ob dies tatsichlich eine Lésung von mi + myx + mwiz = F(t) ist:

x(t) = / t dt' F(t"G(t —t')

—0o0

i(t) = F(t)G(O)+/_t dt’F(t’)G(t—t’):/j d'F(YG(t —t) (G(0) =0l

i(t) = F(t)G(O+e)+/t dF(tG(t —t') (4.91)

—00

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich:

mi + myi+mwir = F(t)

mE(t)G0+¢) + m/t dt' F(tG(t —t)

t

+ mv/t dt’F(t’)G(t—t’)+mw§/ dt' F(G(t —t) =

—0o0 —0o0

mF(t)G(0+¢) + /t dt'[mG(t —t)

—0o0

+ mAG(t —t") + mwiG(t —t)] = F(t) (4.92)
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Dabei haben wir G(0 + €) = 1/m benutzt und dass G(t — t') fur ¢t > t' eine Losung der homogenen
DGl ist. Wir haben damit eine spezielle Losung z(t) der inhomogenen Gleichung erhalten, zu der
noch die allgemeine Losung der homogenen Gleichung zu addieren ist.

4.5.2 Allgemeine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

Wir betrachten nun den allgemeinen ‘Differentialoperator’

. d" a1 d
L ::ana%; +—an,18¥;:T +*...+-alag + ap (4;93)
wobei die Koeffizienten a,, ..., ag auch von der Zeit abhéngen konnen. Falls mindestens ein Koeffi-

zient zeitabhingig sind, héngt die Green’sche Funktion separat von zwei Argumenten ab, nicht nur
von deren Differenz. Dabei ist ¢ sozusagen der Zeitpunkt, an dem die Losung betrachtet wird, und ¢’
der Zeitpunkt, an dem die Kraft wirkt.

Eigenschaften der Green’schen Funktion:

e LG(t,t') =0 fiir t > (L enthélt nur Ableitungen nach ¢!)
o G(t,t') =0 fiirt <t

e Anfangsbedingungen:
dn—l
dtni ! t=t'+e

Alle niedrigeren Ableitungen und die Funktion sind stetig (aufer fiir n = 1, wo bereits G selbst

_ L (4.94)

Qn

G(t,t)

einen Sprung aufweist).

e Spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung La(t) = f(t):

Isi(t>:/t dt’G(t,t’)f(t’):/Jroodt’G(t,t’)f(t’) (4.95)

Beispiel: inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung

T+ g(t)xr = f(t) (vgl. Kapitel 4.4.1) (4.96)

Homogene Losung:

zh(t) = Ce Jouw ds(t) (4.97)

Hier wurde der Anfangszeitpunkt nach —oo geschoben, zj(t — —o0) = 0. Anfangsbedingung fiir die
Green’sche Funktion: G(# +¢,t') = 1.

_ftt’ dt’ g(¢") £ t,
= Gt,t)=4 ° ’ 4.98
(t,¢) { 0 v (1.95)
Somit finden wir, natiirlich in Ubereinstimmung mit dem Resulat aus Kapitel 4.4.1:
t
si(t) = / dt' f(t")e Je 4o (4.99)
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Beispiel: inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung

Abschliefend wollen wir noch ein allgemeines Ergebnis fiir lineare inhomogene DGI zweiter Ordnung
vorstellen — beginnen aber wiederum mit dem ungeddmpften Oszillator, & + wiz = f(¢), mit einer
geringfiigigen Notationsédnderung im Vergleich zu Kapitel 4.5.1. Allgemeine Loésung der homogenen
DGI:

zp(t) = Acoswot + B sinwot (4.100)

Green’sche Funktion:

G t)=0— G(t,t") = Asinwy(t—t')

d
aG(t, t") = Awgcoswy(t —t')

d , 1

—G(t,t) = Aw=1—A=— (4.101)

dt tte wo

Damit finden wir (¢t > t'):
’ L. / L . / . /
G(t,t'") = —sinwy(t — ') = —(sinwpt coswpt’ — cos wyt sin wpt') (4.102)
wWo wWo

Spezielle Losung der inhomogenen DGI:

valt) = / G ) = - / " sinw(t — 1) (1)

—00 Wo J—co

1 ‘ 1 ‘
= —sin wot/ dt' coswot' f(t') — — cos wot/ dt' sin wot' f (') (4.103)
_ w

wo 00 0 — 0

Wronski-Determinante fiir den harmonischen Oszillator (x; = cos(...), xo = sin(...)):

dﬂfl
o

dQL’Q

W) = a1 (¢) 2 e -

I’Q(t/) = W 7é 0 (4104)
Das Ergebnis (4.103) ist ein Beispiel fiir folgende allgemeine Aussage. Betrachte eine lineare DGI
zweiter Ordnung, mit z1(¢) und x2(t) den beiden Fundamentallosungen. Dann ist die Green’sche

Funktion durch folgenden Ausdruck gegeben:

) (t)[El (t/) — I (t)f,(]g(t/)

Gt —t) = 0

ot — ') (4.105)

Daraus folgt:

yi(t) = (1) /_ dt'%—xl(ﬂ /_ dt’% (4.106)

Falls die Wronski-Determinante gleich null ist, hat man noch nicht zwei Fundamentallosungen ge-
funden. Anders ausgedriickt: W = 0 bedeutet, dass x; und x5 linear abhéngig sind, z1 ~ .
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4.6 Zusammenfassung

Differentialgleichungen 1. Ordnung

e Homogene Differentialgleichungen vom Typ

Y~ F@a) (1.107)
— Trennung der Variablen
e Inhomogene Differentialgleichungen
dy
- = [(2)9(y) + h(z) (4.108)

— Variation der ‘Konstanten’ der homogenen Losung

In physikalischen Problemstellungen oft hilfreich:

e Bildung eines ersten Integrals (zum Beispiel Newton’sche Bewegungsgleichung = Differential-
gleichung 2. Ordnung)

e Konservative Kréfte, Energieerhaltung — Differentialgleichung 1. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen: Uberlagerung von Lisungen
e Konstante Koeffizienten — Exponentialansatz

e Lineare inhomogene Differentialgleichungen: allgemeine Losung = allgemeine Losung der ho-
mogenen Gleichung plus spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

e Spezielle Losung — Methode der Green’schen Funktion
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Kapitel 5

Lineare Algebra

5.1 Dyadisches Produkt

Physikalische Anwendung: Tragheitstensor (siehe Kapitel 2.8)
Wir betrachten nochmals den Drehimpuls einer sich bewegenden Masse:

L=mrxv (5.1)

und nehmen an, dass diese Masse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse rotiert,
d.h. v = w X r mit w ein konstanter Vektor. Daraus berechnet man den Drehimpuls:

L=mrx(wxr)=m|[r rjw—(r-wrl=mlr-r—r®rjw (5.2)
Dyadisches Produkt: r ® r, mit (r ® r);; = z;2;. In Komponentenschreibweise:
3 3 3
Li=m |w; Z LT — T Z Tiwj| = mz [7”25¢k — xja:k] Wi (5.3)
j=1 j=1 k=1

Trégheitstensor:
e = m(r ‘r—rQ® I’) g @ij = m[r2(5ij — l’il'j] = Gji (54)

Zusammenhang zwischen Drehimpuls und Drehvektor:

J

Im Allgemeinen ist L nicht parallel zu w, daher kann © nicht durch ein Skalar ersetzt werden.
Allerdings ist L immer parallel zu w, wenn

0
0
0

e = — 91 (5.6)

o O D

0
6
0
Beispiele: Kugel und Wiirfel mit homogener Massenverteilung
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Ansonsten ist L parallel zu w, falls w in Richtung einer der drei Haupttrigheitsachsen zeigt, die
wie folgt definiert sind:
Ow') =9Du® =123 (5.7)

Dies stellt ein Eigenwertproblem dar, #®) nennt man Eigenwert, w® Eigenvektor, siche Kapitel 5.4.
Physikalische Interpretation:

e 0U): Haupttriagheitsmoment, e = w®/ }w(")‘: Haupttriagheitsachse

Trigheitstensor

Wir betrachten jetzt die durch die Eigenvektoren von © aufgespannte Orthonormalbasis, e - el) =
0ij. Anmerkung: Die Orthonormalitét ergibt sich aus der Tatsache, dass © reell und symmetrisch ist,
was auch impliziert, dass die Eigenwerte ) reell sind. Mit w = Y, wie®, w; = w - € erhalten wir:

Ouw = Zwi@e ZG wie ZH D el (5.8)

S @ =Y flieli g 6 (59)

Interpretation: © projiziert w auf die durch die e definierten Achsen, multipliziert die Projektion
mit den entsprechenden Haupttrigheitsmomenten und baut die Anteile wieder zusammen.

ACIN

02 ez2) (5(2) . u_}) A

= > ()
eoWeg) (5(1) . U—j)

Abbildung 5.1: Zerlegung des Tragheitstensors

Beispiel

Haupttriagheitsachse:

0
-1]; e®=1o (5.10)
1



Haupttriagheitsmomente:

o) =2 92 =4 ¢® =1 (5.11)
Daraus folgt:
1 1 10
tWeW e =2-(1|(1 1 0)=[1 1 0 (5.12)
0 000
] 1 2 =20
9<2>e<2>®e<2>=45 -1 (1t -1 0)=|-2 2 0 (5.13)
0 0O 0 0
0 000
0¥e® @e® =10 (0 0 1)=[0 0 0 (5.14)
1 0 0 1
Somit finden wir in diesem Beispiel folgenden Tréagheitstensor:
3 3 10
®@=)>) ege)=-1 3 0 (5.15)
i=1 0 0 1

Die Diagonalelemente ©;; nennt man Trégheitsmomente, die Nicht-Diagonalelemente ©;;, i # 7,
Deviationsmomente. Man rechnet zum Beispiel leicht nach:

3 -10 1 3
-1 3 0 0] = | -1 — kein Eigenvektor
0 0 1 0 0
3 —-10 1 1
-1 3 0 1] = 2|1 — Eigenvektor, Eigenwert 2 (5.16)
0 0 1/ \0O 0

Projektionsmatrizen

Projektionsmatrizen P sind iiber die Relation P? = P definiert, d.h. P projiziert einen Vektor auf
eine bestimmte Richtung, und das nochmalige Ausfiihren der Projektion hat dann offensichtlich keine
weitere Wirkung. Beispiele sind die Matrizen P; = ) @ () = e (e (vgl. Kapitel 1.3):

e Projektion auf e(”)

110
P=ePoeV==-[110 (5.17)
000
L1 10y /110 (220 AR
ﬁ:z LLof{t1o)=2(220f=g5f110 =P, (5.18)
000/ \0 0O 000 000
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e Projektion in die z-y-Ebene

110 1 =10 100
Pi+Py=eV@el+eP@e?=(1 L o|+|-1 L ofl=(0 10| (519
000 0 0 0 000
e Vollstandigkeit
P, +P,+Ps=eV el +e@ge?® +eed® =1 (5.20)

2), e(3)} und auschlieBendes

Wiederzusammenbauen liefert den urspriinglichen Vektor: — Die Basis ist vollstdndig.

Interpretation: Die Zerlegung eines Vektor in der Basis {e(l),e(

5.2 Determinanten

Matrixinversion in zwei Dimensionen
A — (all a12) ; Al = (bll le) (5'2”
21 Q929 b21 b22
Die Gleichungen AA ™" = 1 stellen ein lineares Gleichungssystem fiir die zu bestimmenden b;; dar:
a11011 + a12b91

a11b12 4 a12bao

az1b1y + azeby =

_ o O =

a21012 + asebey =

Daraus folgt:

Al = ! ( 22 _a12> (5.22)

Q11022 — Q12021 \—Ad21 411

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn ajijase — aisae; # 0. Und genau dann ist das
zweidimensionale inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b mit b # 0 16sbar, und die Losung
ist x = A™'b.

Determinanten

Fiir 2x2-Matrizen gilt:
detA = 11922 — Q124921 (523)

Lésst sich dieses Konzept auf hoherdimensionale Matrizen verallgemeinern?

3x3-Matrizen:
@11 Aaiz2 a3
A = 921 Q9292 Q923 (524)

a31 daz2 G33
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In diesem Fall ist die Determinante durch folgenden Ausdruck gegeben:

detA = aj1a90a33 + 412023031 + A13A32021 — A13031022 — 11023032 — Q12021033

= (111(@22a33 - a23a32) + azl(a13a32 - a12a33) + a31(a12a23 - CL13G22) (5.25)

Hier gilt analog: Fine 3x3-Matrix ist invertierbar, falls detA # 0.
Determinanten lassen sich mithilfe des Entwicklungssatzes berechnen, der zunéchst fiir den 3x3-
Fall illustriert wird.

Entwicklung nach der ersten Spalte

e Multipliziere jedes Element a;; der ersten Spalte mit der Determinante der Matrix, die sich
durch Streichen der i-ten Zeile und ersten Spalte ergibt.

e Addiere alle Beitrige unter Verwendung alternierender Vorzeichen. Dabei wird die Matrix
schachbrettartig mit Vorzeichen belegt, wobei links oben mit einem + begonnen wird. Ent-
sprechend kann man nach einer beliebigen Spalte oder Zeile entwickeln.

a1 G12 13
detA = 21 Q929 (a23

ag1 asz as3

Q22 Q23 Q12 Q13 Q12 Q13
= dal — Q921 + asy (526)
32 Aa33 32 A33 Q22 A23
Entwicklung nach der zweiten Zeile
aipr Qa2 Q13 + - +
@91 Q9o Q93| , Vorzeichen: — + — (5.27)
as Gz a33 + - +
‘217
a1 12 a13
- a2 a13|
Q21 — Q22 — Q23| = —02 ——G21(a12a33—a13a32)
| agz2 a3s3
a3 a32 as3
‘22
11 12 13
- aip ai3|
Q21 — QA22 — Q23| = A2 —a22(a11a33—6l13a31>
| az1 ass
a3 a32 a33
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‘23

a1 a2 a13
| ail aig
a1 — Qg2 — Q3| = —Q93 = —ags(anazy — aiaaz) (5.28)
| asr ass
a3 a32 as3
— detA = —ag1a12a33 + a21a13032 + 22011033 — Q22013031 — A23011A32 + A23A12031 (5.29)

Alternativ kann man fiir 3x3-Matrizen die Regel von Sarrus anwenden, bei der man die Matrix-
elemente entlang aller Diagonalen aufmultipliziert und dann addiert bzw. subtrahiert. Dazu ist es
praktisch, die Determinante um zwei Spalten zu ergénzen:

ajp a2 dapz| aix a2
(o1 Qg2 Q23| Q21 Q22 — (11022033 + Q12023031 + Q13021032
az1 G32 agz| as1 0as2

- - - + + + —Q13022031 — (11023032 — 012021033

Auch die Determinante einer 2x2-Matrix kann man mithilfe der Entwicklung nach Zeilen oder Spal-
ten interpretieren.

Rekursionsformel fiir Determinanten von N x N-Matrizen

Entwicklungssatz allgemein, wobei wir nach der i-ten Zeile, die willkiirlich herausgegriffen wird,
entwickeln:

N
detA = Z(—l)ZJFJ Qg5 det(A”) (530)
j=1

Hier ist A;; die (N —1) x (N —1)-Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte in A
entsteht. Anmerkung: i ist eine feste, willkiirlich herausgegriffene Zeile (keine Summenkonvention!).
Explizite Darstellung der Determinante:

detA = Z(—l)j(ﬂ)a1i1a2i2 - QNG (531)

Dabei sind (i1, . .., iy) alle moglichen Permutationen 7 von (1,..., N), und j(m) ist gerade fiir gerade

Permutationen und ungerade fiir ungerade Permutation, d.h. (=1)/™ = 1 (gerade) bzw. (—1)/(™ =
—1 (ungerade). Fiir 3 x 3-Matrizen, sieche oben.

Bemerkungen

e Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten éndert das Vorzeichen der Determinante.
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e Addition eines Vielfachen einer Spalte oder Zeile zu einer anderen Spalte bzw. Zeile lasst die
Determinante unveréndert.

e Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einem Faktor multipliziert die Determinante mit
diesem Faktor.

e Sind die Spalten oder Zeilen linear abhéngig, so verschwindet die Determinante, da dann eine
Spalte bzw. Zeile zu null gemacht werden kann.

e Das Vertauschen aller Spalten mit den entsprechenden Zeilen &ndert die Determinante nicht:

— det(AT) = detA

Dies impliziert auch, dass man sowohl nach einer beliebigen Zeile als auch nach einer beliebigen
Spalte entwickeln kann.

Multiplikationssatz
det(AB) = detA detB — det(A™') = (detA)™ (5.32)

Dabei wurde detl = 1benutzt.
Eine Matrix heifit orthogonal, wenn ihre transponierte Matrix gleich der inversen Matrix ist,
D? = D™'. Daraus folgt sofort:

(detD)? = detD det(D”) = detDdet(D™') =1 — detD = £1 (5.33)

Eine orthogonale Matrix mit detD = +1 beschreibt eine Drehung, bei detD = —1 handelt es sich
um Drehung + Spiegelung (in ungeraden Dimensionen). Beispiel (Spiegelung an der z-z-Ebene):

1 0 O
Spiegelung, y — —v : 0 -1 0 (5.34)
0 0 1

Anwendung von Determinanten im bisherigen Stoff

(1) Kreuzprodukt:

e, e, e
c=axb= a; Qo az| = ew<agb3 - CL3b3) - ey<a1b3 - agbl) + ez(albg - a2b1> (535)
by by b3

(2) Spatprodukt:

€1 G2 C3
C: (a X b) =la1 ag as (536)
by by b
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(3) e-Tensor:

€ijk€lmn = | 051 5j 5jn (5'37>
5kl 6km 5kn

(4) Umrechnung eines Fléchenelements (Funktionaldeterminante):

oz, y) B % g—z _|0x0y Ox 0y
dxdy = ‘8(u,v) ' dudv = % % dudv = 5250 v D dudv (5.38)

Mit entsprechenden Verallgemeinerungen in héheren Dimensionen, siche Kapitel 2.8.

(5) Wronski-Determinante
1 T2

W = (N =2) (5.39)

Ty Xy

Ebenfalls mit entsprechender Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen, zum Beispiel:

Iy T2 I3
T1 T I3
Im allgemeinen Fall (N Funktionen zy, ...,z y) treten die Funktionen und ihre Ableitungen bis

zur (N — 1)-ten Ordnung auf.

5.3 Lineare Gleichungssysteme

Ax =c (5.41)
a1 + a12T9 4+ ...+ aA1NTN =
A21T1 + G22T2 + ... + QaNTN = C3 (5.42)
an1Z1+ an2T2 + ...+ aNNITN = CN

Inhomogenes Gleichungssystem: c # 0

Losung:
x=A""c

Aber existiert die inverse Matrix, A™'? Wegen
detA - detA™! = det(AA™!) =detl =1

ist det A # 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der inversen Matrix. Wir werden noch zei-
gen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist. Wir halten fest: Ein inhomogenes Gleichungssystem
hat eine eindentige Losung, falls die Determinante der Koeffizientenmatrix ungleich null ist.
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Homogenes Gleichungssystem: ¢ = 0

In diesem Fall, Ax = 0, kann es nur dann eine nichttriviale Losung x # 0 geben, wenn die Spalten-
vektoren von A linear abhéngig sind, d. h. wenn detA = 0. Denn fiir detA # 0 wére A invertierbar

und es wiirde sofort x = 0 folgen.

Beispiel:
T+ 2[[2 + x5 = 0
2.%'1 —To+ 23 = 0
3$1+l’2+2$3 =0

(5.43)

Hier ist offensichtlich detA = 0, da 1. Zeile + 2. Zeile = 3. Zeile. Wir betrachten (zum Beispiel) die

ersten beiden Zeilen und darin z3 als ‘Inhomogenitét’:

T+ 21’2 = —X3
21‘1 — X9 = —XT3

A = (; _) —>detA’:'; _1':—57&0
1/1 2 €T 1/1 2 —x 1 /3x
n-1r _ = 1 _ = 3 _ 3
wrt = 3G 2) () =56 2) ) - (00)
_ 3 1
Ty = —Z-T3, Tg = —C-T3
5 5

Bestimmung der inversen Matrix

Wir betrachten nochmals den Entwicklungssatz (Entwicklung nach der i-ten Zeile):

al —1)"idet(Ay;)
_ Z-‘r _
detA = Z(— 7 a;; det(Ay;) — ; A =1
Dies ist offensichtlich von der Form ; a;jbj; = 1, mit
(—1)Z+]det(AU)
bji —

detA

Wenn wir nun noch zeigen koénnen, dass > ; @izbj, = 0 filr @ # k, dann gilt insgesamt

N

Z aijbjk = Ok

=1
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und wir haben damit die Matrixelemente bj;, der inversen Matrix gefunden, da AA™' =1 die inverse

Matrix definiert. Fiir den Beweis betrachten wir den folgenden Ausdruck fiir ¢ # k:

N N
D (D aydet(Agy) = Y (=1)" ay; det(Ayy)
j=1 Jj=1
N ~ ~
= Z(—l)k—m dkj det(Akj) = det(A)
=1

(5.50)

Die Matrix A erhélt man, indem man in der Matrix A die k-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt,

d.h. ay; = a;; fiir alle j. Da in Ay; und Akj aber, ausgehend von A, die k-te Zeile per Definition
gestrichen ist, gilt Ay; = Akj. SchlieBlich folgt det(A) = 0, was zu beweisen war, da in A die i-te

Zeile gleich der k-ten Zeile ist. Wir halten fest:

(—1)Z+Jdet(Aﬂ)
detA
Der Zéhler in diesem Ausdruck heifit auch Adjunkte.

(A7) =

Beispiel:
1 0 2
A=13 2 -1
0 2 3
1 0 2
2 —1 2
3 2 -1 2’2 3’—3‘8 3‘28—1—12:20
0 2 3
Inverse Matrix:
1 8 4 —4
A‘lzﬁ -9 3 7
6 -2 2

Dabei wurde fiir die Berechnung (z. B.) der ersten Zeile benutzt:

2 -1 0 2 0 2
(3 5) an=(5 ) a3 %)

— (—1>1+1d6tA11 =38 s (—1)1+2d6tA21 =4 s (—1)1+3detA31 =—4

Wir iiberpriifen das Ergebnis explizit:

8 4 —4\ /10 2 20 0 0
“IA - L _ L _
ATA=o(-9 3 T (32 —1]=5(0 20 0]=1
6 —2 2/ \02 3 0 0 20

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)



Anwendung auf die Losung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems:

Ax=c - x=A""c (5.58)

wa ¢; = detA Z 1)"e;det(A ;) (5.59)

Dieses Ergebnis ist als Cramers’sche Regel bekannt. Der Ausdruck > (—1)"¢;det(Ay;) ist gleich
der Determinante der N x N-Matrix A;, die aus der Matrix A hervorgeht, indem man die i-te
Spalte durch den Vektor c ersetzt: Dies wird deutlich, wenn man die Variante des Entwicklungssatzes

betrachtet, in der nicht nach der i-ten Zeile, siehe (5.47), sondern nach der i-ten Spalte entwickelt
wird: detA = Zj(—l)i+j Qj; det(AJZ)

= x; = det(A;)/det(A) (5.60)
Beachten Sie aber, dass es sich bei den Aj; um (N — 1) x (N — 1)-Matrizen handelt.

Beispiel:

T+ 2x3 =1 10
31 +2x9—a3=—1,A=|3 2 —-1]| ,detA=20,c=| -1 (5.61)
2I2+3$3:2 0 2

Anwendung der Cramer’schen Regel:

C1 0 2
C3 2 3

1 C1 2
detAQ == 3 Co —1 = ’
0 C3 3

—_

detA1 =

w

262:

061 ‘

3
= 5.62
+1, i (5.62)

[}

203

5.4 Eigenwertprobleme

Bereits in Kapitel 5.1 hatten wir erwiahnt, dass die Bestimmung der Haupttriagheitsmomente und
-achsen des Tragheitstensors ein Eigenwertproblem darstellen. Allgemein setzten wir an:

Ax = \x (5.63)

Gesucht sind die Eigenwerte \;, fiir die es eine nichttriviale Losung x; (= Eigenvektor) gibt. Umfor-
mulierung:

(A—M)x=0 (5.64)
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Dieses homogene Gleichungssystem hat nichttriviale Losungen wenn det(A — A1) = 0, was wir im
ersten Schritte fiir die Bestimmung der Eigenwerte nutzen.

Beispiel: Drehmatrix

A= ( cos@ s 90) (5.65)
—sing cosp

Anwendung von Gleichung (5.64) liefert:

cosS Y — A sin

, ‘:/\2—2)\00890—1—1:0 (5.66)
—singp  cosp — A

— Mg =cospd /cos2p — 1 = cosp £ isinp =™ (5.67)
Fiir diese Drehmatrix gibt es nur einen reellen Eigenwert, wenn ¢ = 0 ist, ansonsten sind die Ei-
genwerte komplex. Beachten Sie, dass die Drehmatrix zwar reell, aber nicht symmetrisch ist. Die

- 50) -5 ()

mit [x;2=x}-x; =1, |x=x}-xo=1und x} - x3 = x1 - x3 = 0.
Bei reell symmetrischen Matrizen (A = A*, A = A”) andererseits sind alle Eigenwerte reell,

normierten Eigenvektoren sind:

denn:

Ax =)x — Ax" = \"Xx" (5.69)

Wenn A ein Eigenwert ist, so ist auch sein konjungiert Komplexes \* ein Eigenwert von A, da die
Matrix reell ist. Weiter folgt:

xAx = Ax'-x

x-Ax" = Nx-x' (5.70)

Wegen der Kommutativitat des Skalarprodukts ist x* - x = x - x*, d.h. x* - x ist reell. Aus der
Symmetrie von A folgt:

ZI:AZ‘]'I']' = Z(L’:A]Zl'] = ZIJAJ%I: — X" Ax =x - Ax" (571)

i3
Damit folgt A = A*, d.h. X ist reell. Weiterhin gilt: Die Eigenvektoren einer reell symmetrischen
Matrix zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander, denn:

AXl = >\1X1 — Xg- AXl = )\1 X9 * X4

AX2 = )\QXQ — X7 AXQ = )\2 X1 * X2 (572)
Wegen x5 - Ax; = x1 - Axy und X5 - X3 = X - Xg ergibt sich:

(/\1 - /\2) X1 X9 = 0 (573)
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Aus \; # Ay folgt dann x; - x5 = 0.

Wenn es mehrere linear unabhingige Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert gibt, spricht
man von Entartung. Dieses Eigenvektoren bilden einen Unterraum, in dem jedoch immer eine ortho-
gonale Basis gewihlt werden kann.

Wir halten fest: Aus den Eigenvektoren einer reell symmetrischen Matrix ldsst sich eine Ortho-
normalbasis konstruieren.

o Wichtig fiir die Quantenmechanik: Diese Aussagen gelten auch, wenn man ‘reell symmetrische
Matrix’ durch ‘hermitesche Matrix’ ersetzt. Eine hermitesche Matrix ist wie folgt definiert:

aj =aj; < A= (AT (5.74)

Wegen a;; = a}; sind alle Diagonalelemente einer hermiteschen Matrix reell. 2x2-Beispiel:

(g* 5) ,  mit a, reell, 8 komplex (5.75)
f}/

Beispiel: reelle symmetrische 2x2-Matrix

A— (_;5\”/3 _37\/5) (5.76)

Eigenwertbedingung

‘13—>\ -3V3| _ (A—13)(A—7) — 27

—3v3 T—2)\
=X —20\+91—27 = N\ —20\+64

Eigenvektoren (die wir in diesem Beispiel mit a; und as bezeichnen)

e )\, = 4: Betrachte zum Beispiel die erste Zeile der Matrixgleichung (A — A\j1)a; = 0, d.h.
(13 —4)ay; — 3\/§a172 = 0, wobei a;; und a, > die erste und die zweite Komponente des zu \;
gehorenden Eigenvektors a; bezeichnen.

ai2
S oa = (a“) - <ﬁ> (5.78)
a12 ai 2

Hier ist a;o im Prinzip beliebig; in der Regel wéhlt man die freie Konstante so, dass der
Eigenvektor normiert ist:

4

V3 1
ga%g =1 = ap= b — a; = %g (5.79)

Die zweite Zeile der Matrixgleichung ist dann automatisch erfiillt:

V3

1
—3vV3aiy + (T—4)ay, = —3V3 5 T35 =0 (5.80)
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Abbildung 5.2: Im Text werden die Basisvektoren mit e;, e; und ay, as bezeichnet.

[ ] )\2 = 16:
(13 — 16)ag,1 — 3v/3as5 = 0 (5.81)

= oay = (@,1) _ (—\/§G2,2) (5.82)
a2 9 a2 9

Aus der Normierungsbedingung folgt:

1 _V3
Qg9 = § — ag = 2 (583)

1 _V3

a] - Ay = (}) ( 2 > =0 (584)
V3 1
2 2

Die Transformation von der urspriinglichen Basis in die Eigenbasis:

e = ((1)) ey = ((D —  a; = (%) ,ay = (_f) (5.85)

ist ein Beispiel fiir eine Hauptachsentransformation, siehe Kapitel 1.3. Die entsprechende Drehmatrix

Orthonormalitat:

ergibt sich aus den Skalarprodukten zwischen ‘alten” und ‘neuen’ Basisvektoren:

1 V3
a; €1 A€y 5 5
D= = 2 2 .86
(a2 -e; ay - e2> <_\/T§ % > ( )

Die angegebene Drehmatrix ist so definiert, dass sie a; ‘zuriick’ nach e; dreht (und entsprechend a,

‘zuriick” nach es):
Da, — ( a;-ej)apy + (a; - e2)ay, 2)
as - el)al 1+ (ag - 92)a1 2
( a;-er)(a;-e) + (ar - ex)(a; 92))
as-ep)(a; - 61) + (as - e2)(a; - e)
_ (alejefa; +aleela
aleel’a; + aleyela;

ajlere] +exejfar) _ (a] [P1+Pslar) _ (ajar) _ (1 (5.87)
alleel + esella; al [P, + Pyja; ala, 0 '
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Wir erinnern daran, dass ein transponierter Vektor einen Zeilenvektor bezeichnet, und dass die Sum-
me der Projektionsmatrizen gleich der Einheitsmatrix ist. Zu beachten ist auch, dass wir in diesem

Beispiel, in dem wir mehrfach die Komponentendarstellung verwendet haben, die e;-Basis verwendet
haben:

1
a; = <i§) in der Basis {e;} (5.88)

2

Aber:
a = ((1)) in der Basis {a;} (5.89)

Die Matrix A ist in der neuen Basis diagonal:
DAD? — (a1,1 a1,2) A (Gm a2,1)
Q21 022 Q12 A22
_ (al,l G1,2) (/\1G1,1 >\2a2,1)
Q21 A22 /\1a1,2 )\2a2,2
- (=0 6
Explizit fiir unser Beispiel:
(% %3)(13 —3\/3)(5 —@)_(% @)(2 —&/5)_(4 0)
R YA £ ) =% ) \evs 8 ) \0 16
Die GroBe x!' Ax bleibt bei der Drehung unverindert, denn:
(x')"A'x = (Dx)" DAD” Dx = x’D"DAD’Dx = x’ Ax (5.91)

da (Dx)” = x"D” und D'D = 1.
Physikalische Interpretation: Die Energie der Rotationsbewegung eines Korpers, der durch den

B
B

Tréagheitstensor ® charakterisiert werden kann, ist durch
1
E.o. = §w(-)w (5.92)
gegeben. Die Rotationsenergie ist somit unabhéngig vom gewéhlten Koordinatensystem, was natiirlich
sinnvoll ist.

Spektraldarstellung der Matrix A (obiges Beispiel)
1 _ V3
A = Alala?ﬂzaza?ﬂ(jg) 1 V;) +16< 2) (—
2

1
2
1 V3 _ V3
= 4|k Fl+16
4 4

_ (—;i}/ﬁ _37\/5) (5.93)

ot
N[
N~——~

N[t}
S
> =
ok

o
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Fiir jede reell symmetrische Matrix A mit Eigenwerten \; und Eigenvektoren {a;} konnen wir
entsprechend die Spektraldarstellung angeben:

A=A1=A) P;=A) aa =) (Aa)a] =) Naa (5.94)

7

5.5 Lineare Differentialgleichungssysteme

Ein System von Differentialgleichungen erhélt man zum Beispiel, wenn man eine DGI hoherer Ord-
nung durch gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung ausdriickt. Wir betrachten zuerst wie-
der unser Standardbeispiel.

Harmonischer Oszillator
i+wir =0 (5.95)

Alternativ: .
m m

=3 6) (s 9)0) (597

Dies stellt ein gekoppeltes lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten dar.

Exponentialansatz:
x At d (x At 0 - At
= ;= = = m 5.98
1 e EE
Eigenwertproblem:
1
( ¥ 9 m) a = Ja
—mwg 0
A MN4wli=0 = M\o=tiw (5.99)
—mw? =N 0 b2 '
o )\ = iwp:
_ 1 1
—iwoa1n + —a12 =0 — a = ( ) (5.100)
m 1MWy
L )\2 = —iWQI
. 1 1
WGz, 1 + —Aag2 = 0 — Ay = < . ) (5101)
m —iMmwy

Die Eigenvektoren a; und as sind nicht orthogonal, aj-as # 0, und dies muss auch nicht der Fall
sein, da die Matrix nicht symmetrisch ist. Wir haben auch darauf verzichtet, die Eigenvektoren
zu normieren. Durch Uberlagerung der beiden Losungen erhalten wir:
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(ﬁg) - (mjwo) ¢+ (_i:nwo) et (5.102)

z(0)=a+b , p(0)=imwy(a—1>b)
S a= % <x(0) - i@) - % (x(()) + z'@) (5.103)

mwo mwo

Anfangsbedingungen:

x(t) = x(0) cos wyt + fn(—z sin woyt

N (5.104)
p(t) = p(0) cos wot — mwoz(0) sin wot
5.5.1 Beispiel: gekoppelte harmonische Oszillatoren

Die Konfiguration, die wir jetzt untersuchen wollen, ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Potentielle

D,go m D,EO m D,go

'—»ZEl T
L

Abbildung 5.3: Zwei gekoppelte Oszillatoren; D bezeichnet die Federkonstante, ¢y die Ruheldnge der
einzelnen Federn und L die Gesamtlinge des Systems.

Energie:
D D D
V(.Tl, (L’Q) == §<x1 — l0)2 + §<CL’2 — T — l0)2 + 5([/ — L9 — l0)2 (5105)
Bewegungsgleichungen:
oV
mil = —— = —2D[L'1 + DZL‘Q
(’33:1
oV
aZEQ
Im ersten Schritt bestimmen wir die Ruhelage, d. h. die Werte von x; und x,, bei denen die Kréfte
verschwinden. Diese Ruhelagen nennen wir xgo), a:go):
—2D2\9 + Dzl =0, D2\¥ — 2Dz + DL =0 (5.107)
L 2L
0 0
%xp:g,xy:? (5.108)
Im zweiten Schritt betrachten wir die Auslenkungen aus der Ruhelage, u; und wus:
ry = ng) + Uy, To = :LéO) + U9
D
V(up,ug) = Vo+ 5(21@ — 2uquy + 2u3) (5.109)
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Fiir ein beliebiges Potential gilt fiir die Auslenkung aus der Ruhelage x(©, wenn wir Terme bis zur
zweiten Ordnung betrachten (Taylorentwicklung — wobei die Terme ersten Ordnung verschwinden,
wenn wir um die Ruhelage entwickeln):

N

1 0?V
V e = W+ = iU
(u].? ,UN) 0 + 9 P axlax] © u u] +
oV Y v
i aul 1 8%6% +(0) U] ( )

Hier haben wir auch angenommen, dass die Massen m,; verschieden sind. Wenn wir die Terme dritter
Ordnung im Potential (sogenannte anharmonische Terme) vernachlissigen, erhalten wir ein homoge-
nes lineares Differentialgleichungssystem. In unseren Beispiel:

ov

mi, = ——— = —2Duy+ Duy
8u1
ov

m?.,'LQ = ——— = Du1 — 2DU2
8u2

Alternativ:

b <u1> L[ ~%F  —avam D <—2 1 ) (ul) (5.111)
JR— = — aQV 82V = ’
dt? \uy M\~ 82102 02 < =2/ \u

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

Exponentialansatz:
(751 A 9 [ U1 —22 D U1

= - A = m.om 5.112

(u2) ae <u2> ( % —2% Uz ( )
Losbarkeitsbedingung:

—2D )2 D , D, D* D* , D, _D?
D D? D? D D
2 2 _ 2 _
Eigenvektoren:

D /D
M=—" )\ =4iy/— a1:<1)
m m 1
D )
M=-3—=X==i1/— : ay= < 1) (5.115)
m m —1

Wir definieren noch w; = y/D/m und ws = /3D /m; die Uberlagerung der Losungen — vier freie
Konstanten auf! — ergibt:

() - (o= (e
— (1) aq cos (wit + ¢1) + (_11) Qg cos (wat + ¢o) (5.116)
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Wir erkennen zwei charakteristische Eigenschwingungen, die je eine kollektive Bewegung des Systems
beschreiben, mit uy(t) = wus(t) (~ a;) und uy(t) = —ug(t) (~ az). In unserem Beispiel haben wir
zwei DGI zweiter Ordnung, daher treten vier Integrationskonstanten auf und wir benétigen vier
Anfangsbedingungen, um diese festzulegen. Zum Beispiel:

ul(O) = Up , UQ(O) =0
— Oé1:O{2:U0/2, ¢1:¢2:O (5117)

(28) = % G) cos(wit) + % (_1 1) cos(wst) (5.118)

Fiir diese Anfangsbedingungen ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Masse ausgelenkt und die zweite in

Resultat:

Ruhe; beide Anfangsgeschwindigkeiten sind gleich null. Fiir ¢ > 0 verteilt sich die Anfangsenergie
auf beide Eigenschwingungen. Anmerkung: Eigenschwingungen werden auch ‘Eigenmoden’ genannt.

5.5.2 Beispiel: zwei gekoppelte Massen

Wir stellen uns jetzt vor, dass wir im gerade diskutierten Beispiel die beiden Federn zu den Wéanden
und auch die Wande entfernen. Die Koordinaten der beiden Massen seien wieder x; und xo, wobei
die Wahl des Koordinatennullpunkts offensichtlich irrelevant ist.

Potentielle Energie:

D D
V(.Z‘l,xg) = 5(1‘2 — 1 — 60)2 — V(Ul,'LLQ) = E(Ul — U2)2 (5119)

Die Gleichgewichtslage ist hier durch xgo) — xgo) = /g festgelegt. Bewegungsgleichungen:

miy, = —Du;+ Dus
Alternativ: ,
d U1l —1 1 U1l Uq \t
- =D ; Ansatz: = 5.121
mdt2 (Ug) ( 1 —1) (Ug) ’ Hsatz <U2 ae ( )
Eigenwerte:
D _ )2 D D
' "o p" | = A2 =0 (5.122)
D 2D
= N =0; MN=-2— 5 )\ =i/ = = Fiw, (5.123)
m m
Eigenvektoren:

a1 = G) Cay = (_11> (5.124)



Der Eigenwert A\; = 0 mit Eigenvektor a; entspricht einer Translation der beiden Massen in die
gleiche Richtung, u; = us, was die Feder natiirlich nicht auslenkt. Dies kann man auch sofort sehen,
wenn man die beiden Differentialgleichungen (5.120) addiert:

2
m%(ul +ug) =0 (5.125)
D.h. die Schwerpunktsbewegung ist kréftefrei. Der zweite Eigenwert, Ay = +iwo, mit Eigenvektor
a (uy = —usg), beschreibt die gegenldufige Bewegung der beiden Massen. Somit ergibt sich die
allgemeine Losung:
(UQ(t)) = (()41 + /8125) (1) + o COS(Wgt + ¢2) (_1> (5126)

Anmerkung: Die Eigenschwingungen bzw. Eigenmoden, die die Auslenkungen der Atome in einem
Festkorper beschreiben, nennt man Phononen.
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5.6 Zusammenfassung
e Dyadisches Produkt a ® b = ab”, (ab”);; = a;b;

— Abbildung eines Vektors auf einen anderen Vektor: x — ab’x = a(b - x).

— speziell: Projektor P = e ® e projiziert auf den normierten Vektor e
P°’=PP=P (5.127)

e Lineare Gleichungssysteme

— homogen: Ax = (0 — Losungbedingung detA = 0
— inhomogen: Ax = ¢ — Losungsbedingung detA # 0, Losung x = A" 'c
— Matrixelemente der inversen Matrix:
—1)"det(A ;)
detA

(A7) = ( (5.128)

— orthogonale Matrix: D™D =1 — detD = +1
e Figenwertprobleme

— reell symmetrische Matrizen: reelle Eigenwerte \;, orthogonale (oder orthogonal wihlbare)
Eigenvektoren e
Ael) = )\;el (5.129)

— |e| = 1 — Spektralzerlegung

A=) Negel (5.130)

e Lineare Differentialgleichungssysteme

— konstante Koeffizienten: Exponentialansatz — Eigenwertproblem

— gekoppelten Oszillatoren: Eigenwerte — Eigenfrequenzen, Eigenvektoren (= Eigenmoden)
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