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I"Jbungen zur Theoretischen Festkorperphysik I — WS 2007 /08
Blatt 1: Wiederholungen aus der Quantenmechanik

1. Diskutieren Sie die Eigenschaften des Translationsoperators

A

T, = exp(iap).
Wie wirkt dieser Operator explizit in der Ortsdarstellung?

2. Betrachten Sie ein Teilchen auf dem Intervall 0... L; die potentielle Energie sei gleich
null. Bestimmen Sie die Energie-Eigenwerte und die Eigenfunktionen fiir verschiedene
Randbedingungen.

(a) Periodische Randbedingungen
(b) Feste Randbedingungen (unendlich hohe Wénde bei 0 und L)

Bestimmen Sie die Zustandsdichte

N(E) =>_0(E — Ey)

n

im Grenzfall L — oo.

3. Gegeben sei ein N—dimensionaler Vektorraum mit den orthonormierten Basisvektoren
|i). Bestimmen Sie die stationdren Zusténde der Schrodingergleichung

0 .
h—Y) =H
=) = Aly)
fiir den Hamiltonoperator, der gegeben ist durch die Matrixelemente
Hik - <’L‘I:IV€> - 55ik - w(5i7k+1 + 5i,k—1)-

Hierbei sind ¢ und w reelle, positive Konstanten. Zudem sollen die Komponenten
1; = (i|[v) der periodischen Randbedingung 1; = v;, y unterliegen.

4. Gegeben sei die eindimensionale, zeitunabhéngige Schrodingergleichung

h? 0%
29V LK — Ey. 1
5o T Ko@)y = EY (1)
(a) Eine fiir alle x giiltige Losung mufl bei = 0 stetig sein, und ihre Ableitung ¢'(z)

muf} bei z = 0 die folgende Sprungbedingung erfiillen:

lim(¥/(e) — ¥/(€)) = 25 (0). 2)

Leiten Sie die Sprungbedingung (2) aus Gleichung (1) her.



(b) Welche physikalische Bedeutung haben Losungen von (1) fiir negative Energie
E? Bestimmen Sie die moglichen Energie-Eigenwerte £ < 0 und die zugehorige
normierte Losung ¢ (z) fiir die Falle K > 0 (abstofendes) und K < 0 (anziehendes
Potential).

Hinweis: Losen Sie (1) zunéchst separat fiir < 0 und = > 0.

(¢) Bestimmen Sie die Losungen 1 (x) von (1) zu positiver Energie E = h%k?/2m
(k > 0) mit den Randbedingungen:

et 4 Ae=™* fiir £ — —oo0,

Geben Sie A und B explizit als Funktion von k£ an und verifizieren Sie die Relation
AP +[BI* = 1. (4)

(d) Welche physikalische Situation wird durch die Losungen ) (z) beschrieben, und
was bedeuten die Grofien |A|?, |BJ? und die Relation (4) anschaulich? Wie wiirde
sich ein Teilchen in der analogen Situation nach der klassischen Mechanik verhal-
ten?

5. Das Kronig-Penney-Modell
Wir betrachten die eindimensionale, zeitunabhangige Schrodingergleichung mit folgen-
dem Potential: .
V(zg)=v Y 6(xz—an), v>0.

a ist die Gitterkonstante dieses eindimensionalen Gitters. Zur Vereinfachung betrachten
wir das System auf einem Ring angeordnet, also mit periodischen Randbedingungen
Y(z) = Y(x+ Na) mit N € N. Das Bloch-Theorem sagt aus, daf fir eine Wellenfunk-
tion in einem periodischen Potential gelten muf:

Y(z) = e* () mit ¢r(x) = du(z + a),

wobei k noch zu bestimmen ist. ¢ (x) ist gitterperiodisch.Das Bloch-Theorem 148t sich
auch schreiben als ¢ (z + a) = e*4)(z).

(a) Zeigen Sie, daB durch die Randbedingungen k ein ganzzahliges Vielfaches von
27 /Na sein mu$.

(b) Begriinden Sie den allgemeinen Ansatz ¢ (z) = a,,e"*+b, e~ fiir das n-te Segment
des Gitters, d.h. na < z < (n+ 1)a. Die neuen Parameter ¢, a,, b, miissen noch
bestimmt werden. Sie sind mit k verkniipft. Wie héngt die Energie von ¢ ab?

(c) Leiten Sie jetzt mit Hilfe des Bloch-Theorems folgende Formeln fiir die a,, und b,
her: a,.1 = a,e’* 9% und b, = b,e’*F+a)e,



(d) Mit den Anschlubedingungen zwischen dem n-ten und n + 1-ten Segment lassen
sich zwei weitere Formeln herleiten. Eliminieren Sie mit Teil (c¢) die a,1 und b,
aus diesen Formeln, und losen Sie das Gleichungssystem, das nun nur noch a,, und
b,, enthalt.

(e) Das Gleichungssystem hat nur Losungen fiir
mv .
cos ka = cos qa + —— sin qa.
hq

Versuchen Sie, daraus verbotene Bereiche, Energiebdnder und FEnergieliicken
abzuleiten (eine vollstdndige analytische Losung ist nicht moglich). Interpretieren
Sie k und g. Wie sieht die Energie E(k) aus (qualitativ)?

6. Gegeben sei der Hamiltonoperator des eindimensionalen, harmonischen Oszillators:

A 1 mw?
= — 2y MY e
oml T

(a) Wie sieht H in der Ortsdarstellung aus, wenn man & substituiert durch &' =

\/mw/hz und die Kommutatorrelation [2',p'] = ih weiterhin erhalten ist. Wir
nennen diese reduzierten Groflen im weiteren wieder z und p.

(b) aund a' seien Linearkombinationen von # und p. Wir fordern [a, a'] = 1. AuBerdem
soll H als Funktion von a und al eine moglichst einfache Form besitzen. Dies ist
dann erreicht, wenn die Terme a? und (a')? in H verschwinden. Bestimmen Sie
damit, iiber welche Koeffizienten die @ und a' von & und p abhéngen.

(c) Berechnen Sie die Matrixelemente fiir die Operatoren a, a', &, p in der Basis der
Energieeigenzustande.

(d) Bestimmen Sie den Erwartungswert der potentiellen Energie fiir einen En-
ergieeigenzustand.

(e) Berechnen Sie die Wellenfunktion der Energieeigenzusténde des harmonischen Os-
zillators in der Impulsdarstellung.

7. Die Pauli-Matrizen sind definiert durch :
() () ()
“ 1 0) Y i 0 ) 7 0 —1
Bestimmen Sie die Spur und die normierten Eigenzustinde von
WO 1= Wy0y + Wyoy + W,05,
wobei & € R® und w = |d| = 1.

8. Fiir Spin-1/2 Systeme ist der Drehimpulsoperator

S=—-¢7.
2



(a) Zeigen Sie fiir & € R? :

exp(=idS/h) = exp(=idd/2),
= cos(w/2) — i@&’ism(w/m-

Hinweis: Es ist niitzlich (J&)? auszurechnen.

(b) Es sei |z1) der Eigenzustand zu o, zum Eigenwert +1. Zeigen sie, daf3

oolty) = E|py) falls [y) = e ov™|zy),
oyls) = E[s) falls [e) = o7 2).

9. Zwei “eindimensionale” Fermionen der Masse m und des Spins 1/2 haben die Wechsel-
wirkung
1
Wy, x9) = Zmuﬂ(xl — )2

Bestimmen Sie die Niveaus der Singulett- und Triplettzustande.



