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Rechnzcngen iiber das magnet4sche Verhalten 
uon kleinert Metallstiiclcen be4 tdefen Ternperaturen 

Porn P. H u m d  
(Mit 4 Abbildungen) 

1. Fragestellung 

Durch eine Rechnung von Landau1)  ist gezeigt worden, da6 
in der magnetischen Suszeptibilitat der Metalle neben dem vom 
Elektronenspin herriihrenden Paramagnetismus noch ein diamagne- 
tisches Glied vorhanden ist. Fur den Diamagnetismus war wesent- 
lich die Quantelung der Elektronenbahnen im Magnetfeld. Die 
Folgen dieser Quantelung sind besonders drastisch bei sehr tiefen 
Temperaturen, wenn die Energie k T zur fiberbruckung der bei der 

Quantelung auftretenden Termabstgnde - e t i  B nicht ausreicht. Die 

Theorie ergibt nach Pe ier l sz )  plotzliche Schwankungen der Magneti- 
sierung als Funktion des Magnetfeldes. Der Betrag der Magneti- 
sierung ist aber nicht von anderer GroBenordnung als bei hoheren 
Temperaturen. 

Die Entdeckung von Mei s sne r  und Ochsenfeld3) ,  da6 ein 
Supraleiter diamagnetisches Verhalten zeigt, vielrnals starker als 
der gewohnte Diamagnetismus von Metallen, warf die Frage auf, 
wie man solchen starken Diamagnetismus modellma6ig verstehen 
kiinnte und legte die andere Frage nahe, ob die aufregende Tat- 
sache des Suprastromes (ohne J o u l e  sche Warme) vielleicht irgend- 
wie zusammenhinge mit dem Strom, der bei der Erklarung der 
Magrietisierung durch Strome in dein magnetischen Metal1 zu flieBen 
hatte. Nun hat in der Tat  ein solcher , ,Bmp8re-Weberscher" 
Strom keine J o u l e  sche Warme; aber nach gewohnlicher Anschauung 
flieBt er im magnetisierten Korper in geschlossenen Bahnen, so daB 
durch einen ganzen Querschnitt, dessen Rand auf oder augerhalb 
der Grenzflache des magnetisierten Korpers verlauft, keine Ladung 

m e  

1) L. L a n d a u ,  Ztschr. f. Phys. 64. S. 629. 1930; E. T e l l e r ,  ebenda 
67. S.311. 1931; R. P e i e r l s ,  ebenda 80. S.763. 1933; Handb. d. Phys. Bd. 24/2, 
Beitrag S o m m e r f e l d  u. B e t h e ,  S. 477. 

2) R. P e i e r l s ,  Ztschr. f. Phps. 81. S. 186. 1933. 
3) W. M e i s s n e r  u. R. O c h s e n f e l d ,  Naturw. 21. S. 787. 1933. 
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flieBt. Die zweite uns gestellte Frage ist damit die, ob dieses Ver- 
schwinden des Gesamtstromes wirklich notwendig mit der Tatsache 
eines reibungsfrei laufenden (AmpBre -Webermhen) Stromes, der 
einer Magnetisierung entspricht, verkniipft ist. 

Zur Verscharfung der zweiten Frage bedienen wir uns der in 
den Maxw ellchen Gleichungen gefal3ten Begriffe. Die Gleichungen l) 

!23 = - rot C3 
(8 = tot23 - 5 

divG = p 
div 23 = 0 

3 = i +totl l3t+ $ 

I *  I 
(im leeren Raum sind 81 und Null) stimmen irihaltlich mit der 
iiblichen Fassung uberein; die Abweichung in der Form riihrt daher, 
daB wir bei der Stromdicht,e B den der Magnetisierung entsprechenden 
Strom rot ll3t mitzahlen (und die die Polarisation audernde Ladungs- 
verschiebung, die im folgenden nicht betrachtet wird). Der Anteil rot sJ1 
hat die Eigenschaft, fur einen ganzen Querschnitt des magnetisierten 
Kiirpers den Gesamtstrom Null zu geben, denn in 

verlauft dann das Linienintegral in einem Gebiet mit il.R = 0. Die 
fiinfte der G1. (1) ist nur angegeben, urn die Beziehung zur gewohn- 
lichen Ausdrucksweise zu zeigen. Will man Felder ausrechnen, so 
hat man die vier ,,Grundgleichungen" durch eine ,,Materialgleichung" 
fur B zu erganzen; fur viele Korper gilt z. R. genahert 

G = o @ + r o t x % + x & ;  

Die zweite Frage ist jetzt die, ob aus dem quantentheoretischen 
Model1 eines Metalls irgendwie folgt, dal3 der Anteil in der Material- 
gleichung fiir 3, der einen reibungsfreien Strom bedeutet, die Form 
tot YX hat. 

Auf die eine der gestellten Fragen, ob es Modelle gibt, die 
starken Diamaguetismus liefern, liegt insofern eine Antwort vor, als 
verschiedentlich bemerkt wurde 2), da8 ein begrenztes quanten- 
mechanisches System nicht zu groBer Ausdehnung mit beweglichen 

1) Faktoren q, und po bzw. c und 4n sind weggelassen. 
2) F. u. H. L o n d o n ,  Physics 2. S. 341. 1935; Proc. Roy. SOC.  (A) 149. 

S. 71. 1935 und n-eitere Arbeiten; J. C. S l a t e r ,  Phys. Rev. 62. 8. 214. 1937. 
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Elektronen darin wegen der Diskretheit seiner Energiezustande 
solchen starken Diamagnetismus zeigen kann. Auf die zweite Frage, 
ob die Abwesenheit der Jouleschen  Warme notwendig die Unmog- 
lichkeit eines von Null verschiedenen Gesamtstromes durch einen 
ganzen Querschnitt des Korpers zur Folge hat, antwortet eine Unter- 
suchung von F. L o n d o n  1) uber das magnetische Verhalten aroma- 
tischer Ringe, worin er zeigt, daD im Temperaturgleichgewicht ein 
Strom um das Loch eines solchen Ringes flieEen kann; allerdings 
ist die Kleinheit dieses Ringes Voraussetzung. 

Im folgenden seien einige ganz einfache Rechnungen solcher 
Falle angegeben. Dabei ergibt sich, da8 das Zustandsgebiet, in 
dem kleine Metallstucke stark diamagnetisch sind, zum Teil eine 
Begrenzung hat, auf der die Magnetisierung sich unstetig andert. 

2. Allgemeines 

Vernachlassigen wir die Wechselwirkung der Elektronen, soweit 
sie sich nicht durch ein statisches Kraftfeld fur  jedes einzelne Elektron 
darstellen lafit, so gilt fur  die einzelnen Elektronen die S c h r o d i n g e r -  
sche Gleichung (Ladung -e) 

1 h2 %.e ez - - 2 m  A q  + = % g r a d y  + i2=g2+ V - E  w = 0 ;  

dabei wird fur  das Vektorpotential % 
23 = r o t % ;  div% = 0 

vorausgesetzt ; V enthalt den EinfluE der Begrenzung des Metall- 
stuckes (bei einer Beriicksichtigung des Gitters der Atomreste ent- 
hielte es auch den EinfluE dieser). Ein Elektron gibt zur Strom- 
dichte den Beitrag 

3 = - (y*grady-  i iFle vgradq*) - --%q*y e2 2 m  m e  

Ein homogenes Feld in der x-Richtung kann u. a. durch das Vektor- 
potential mit den Komponenten 

- B y ;  0 ;  0 
oder durch das Vektorpotential mit den Komponenten 

----By; 1 ~ B x ;  0 1 
2 

dargestellt werden; die erste R a h l  ist zweckmaflig? wenn V nicht 
von x abhangt (in der x-Richtung unbegrenzter Draht); die zweite 

1) F. London,  Journ. de phys. (7) 8. S. 397. 1937. 
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Wahl ist zweckmafiig, wenn V in Zylinderkoordiuaten zrcp nicht 
von rp abhangt. 

y = eixzf(yz) 
die Gleichungen 

Im ersten Fall erhalt man mit 

I m  zweiten Fall erhalt man mit 

die Gleichungen 
q = e i " j ( x  r) 

n-o 5, die Komponente senkrecht zur Ebene sp = const in der Richtung 
wachsender y ist. Wenn der entstehende Gesamtstrom (aller Elek- 
tronen) die Form roim hat, so kann man die Mngnetisierung leicht 
aus der Gesamtenergie (23 = 2 En aller Elektronen) finden. Ent- 
sprechend der Beziehung fur die Energiedichte (in bestimmten Ein- 
heiten) 

9 =  K,ga-JmaB, 1 

von der die quantentheoretische Bechnung nur das zweite Glied liefert, 
gewinnen wir die Magnetisierung (M = d z) eines Korpers im 
homogenen Feld mit 

Da wir hier Elektronentheorie treiben, iechnen wir nur mit einer der 
beiden FeldgroBen 8 und 23. Da wir die Strame, die Magnetisierung be- 
deuten, mitzahlen, ist die grundlegende Beziehung 

4 n  rot 'B = -3; 
C 

wir kennzeichnen darum das Feld durch 8. 

3. Einzelnee kleines Metallstuck 

Wir betrachten ein allseitig begrenztes Metallstuck von Rotations- 
symmetrie in einem homogenen Magnetfeld ( B  = const) in der Richtung 
der Symmetrieaehse und idealisieren das Metallstuck durch ein Po- 
tential V(zr).  Nach (3) wird die Energie der einzelnen Elektronen 

(4) 
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wo F nicht mehr vom Vorzeichen von h abhangt; fur kleine B wird 

Beim absolute% Nullpunkt der Temperatur sind im Minimum der 
Gesamtenergie diese Zustande bis zu einer scharfen Grenze besetzt; 
die Anzahl der Elektronen sei derart, dafi fur B = 0 im obersten 
besetzten Zustand (es sei dort nicht gerade il = 0) die Kompo- 
nenten h = l a )  und h = - beide besetzt sind. Fur  ganz kleine B 
fallt dann in der Gesamtenergie E aller Elektronen das von AB 
herriihrende Glied weg und die Magnetisierung 

ist diamagnetisch. Wegen des 8 c2 im Nenner wird die SuszeptibilitBt 
von der GroBenordnung loo5, wenn das Metallstuck die Ausdehnung 
eines Atoms und wenige Elektronen hat. Die Suszeptibilitat wird 
grofier in dem Mnfie, in dem die Ausdehnung (und 7) zunimmt, 
wenn man die Zahl der Elektronen in der Raumeinheit festhalt; 
beim Querschnitt lo5 Atomquerschnitte wird sie von der Grofien- 
ordnung 1. Dies gilt nur fur gaiiz kleine Felder. Von einem gewissen B 
ab erhalten wir zwei Elektronen mehr mit negativem h als mit positivem; 
es tritt zu der negativen (diamagnetischen) Magnetisierung plotzlich 
eine konstante positive Magnetisierung hinzu, und dies wiederholt 
sich nach einem gewissen Zuwachs von B. Abb. 1 a stellt eine mogliche 
Termverteilung dar, die (lick gezeichneten Zustande sind bei T = 0 
besetzt, die dicke Linie in Abb. 1 b gibt die Gesamtenergie als Funktion 
von B und die dicke Linie in Abb. l c  die Magnetisierung. 

Die Einzelheiten dieser Ergebnisse hangen von den besonderen 
zufalligen Eigenschaften der Terme (Abstande und a) in der Nahe 
der Besetzungsgrenze ab. Der GroBenordnung nach ist aber der 
Sprung in M dem Wert von I MI gleich. 

Sind i, und d, die [A/-Werte der Terme, die sich beim ersten M-Sprung 
uberschneiden, so ist die Gesamtenergie bis auf eine gleichgiiltige Konstante 

6 (At + 1,) 1 

E = - Z F 2 .  e2 B i t  { '  e h  
S m-c 2 m c  

die Magnetisierung 

1st R der Radius, L die Lange unseres Rotationskorpers, so hat die Zahl der 
Elektronen die GroBenordnung R2 L/a3 (a atomare Liingeneinheit h2/m e2) ; die 
GrFBenordnungen der Glieder unserer Gleichungen sind durch 
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gegeben, wo a, p, y die GrSBenordnung 1 haben. Das gibt 
0 

R .  M R1 L B 
c me e s / f i 3  + { 

Abb. l a .  Beispiel eines 
Termschemaa der einzelnen 

Elektronen +z Abb. 1 b. Gesamtenergie 

0 

. Abb. l c .  
Magnetisches Moment 

Die Magnetiaierung springt bei 

Die atomare Feldeinheit 

c mS e 3 / R 3  ist 2,35 - lo9 Gauss. 

Urn z. B. eine Magnetisierung zu erhalten, die 
92 - = - 1 entspricht, ferner einen Termabatand b 

D von etwa lod5 atomaren Energieeinheiten 
oder 3kGrad (12 Boltzmannache Konstante) 
und ein kritischea Msgnetfeld von etwa 
atomaren Feldeinheiten oder 200 Gauss, mu8 
man R etwa 100, L etwa 10Atomradien gro6 
wiihlen. 

Wir haben nun zu beachten, daB 
man bei einer Messung des magnetischen 
Verhaltens nicht die Abhangigkeit des 
Momentes M vonl ,,inneren" Feld %3 miBt, 
sondern die Abhangigkeit der GroBe M ,  

oder 23 von einem auBen angelegten 
Feld, das wir nennen wollen. Bei 

.+ H ,  ._____- --------- 
A;-/::: . . - _  

Abb. 1 d. Beziehung zwischen 
magnetischer Induktion und 

au6erem Feld 

Abb. le. Zustandsdiagramm 
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einem langgestreckten Korper ist innen und au6en @ praktisch 
gleich diesem $jl und infolgedessen 

(5) Q,=23-4  nrn(233); 
bei einer anderen Form des Korpers ist an noch ein Zahlen- 
faktor anzubringen. Wenn 2.B. 93/23 sehr stark negativ ist, so be- 
deutet das sehr kleines %/$&. Der Grenzfall des starken Dia- 

magnetismus ist B==O0). Schon - = - 1 bedeutet 23 = ____ 

also ,,fast 23 = OL'. 

G1. (5) entsprechend affin zu transformieren. 

81 l 
23 1 + 4 n  

Urn '$3 zu erhalten, haben wir das 93 (23)-Diagramm der 
Streng genonimen ist 

bei uns (wie etwa aus einer Berechnung 
des Stromes folgt) 93 nicht konstant; der 
Fehler, den wir machen, wenn w i r  fur  93 
unser durch das Volumen dividiertes Mo- 
ment &I setzen, ist belanglos, solange die 
Suszeptibilitat klein gegen 1 ist; unsere 
Abbildungen gelten aber nur qualitatir, menn 
sie .mit 1 vergleichbar wird. Da aber eine 

Rechnung mit nicht gleichformigem 23 unbequem ist, wollen air es 
dabei lassen. Die B($jL)-Kurve fur  T = 0 erhalt d a m  die Form 
der Abb. 2. Fur  gewisse @,-Werte gibt es drei Losungen fur 23, und 
eine therinodynamische 'ijberlegung, wie sie bei der van d e r  Waals -  
schen Zustandsgleichung und bei Betrachtungen iiber den Ferro- 
magnetismus vorkommt, zeigt, da6 die wahrscheinlichen Werte einer 
23 (@,)-Kurve angehoren, die ein Stuck parallel der 23-Achse lauft 
und von der ursprunglichen Kurve zwei gleichgrofie E'lachenstiicke 
abschneidet. 

R e n n  wir fur einen Augenblick die Bedingung T = 0 auf- 
geben, und T und H ,  als Zustandsvariable annehmen, so wird das 
Verhalten durch 

Abb. 2. 
Mehrdeutiges W (8,) 

[S> 

d E - H , d M  
T a s  = 

bestimmt; bei festgehaltenen Werten von T und H ,  ist der wahr- 
scheinlichste Wert der mit kleinstem 

Z =  E -  TX- M H ,  
und das fuhrt auf die genannte senkrechte Verbindung. Fu r  
kleinere H, kann ein (irreversibler) ubergang vom gro6ten zum 
kleinsten der drei B-Werte eintreten, fur gro6ere H ,  ein (irre- 

1) Vgl. G. C. Wick,  Phys. Rev. 62. S. 526. 1937. 
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versibler) Ubergang vom kleinsten zum groaten; auf der senkrechten 
Verbindung ist der ubergang reversibel. 

Unter bestimmten Verhaltnissen im Termschema (Abb. 1 a) kann 
es auch vorkommen, daB der groBte B-Wert bereits bei 8, = 0 der 
wahrscheinlichere ist. 

Wenn der Korper (er sei wesentlich groBer als eiii Atom) bei 
T = 0 starken Diamagnetismus zeigt, so ist das Gebiet dieses Cia- 
magnetismus durch einen Schwellenwert des uuperen Magnetfeldes be- 
grenzt, bei dern 23 von einem sehr kleinen auf einen groperen Wert  
springt. 

Um den Einflup der Ternperatur zu untersuchen, nehmen wir  
unser quantenmechanisches System in Beruhrung mit einem Warme- 
behalter gegebener Temperatur an und betrachten die zeitlichen 
Mittelwerte der Magnetisierung, scharfer gesagt: wir nehmen fur  
die Besetzung der einzelnen Elektronen die der Fermistatistik ent- 
sprechenden Wahrsclieinlichkeiten 

1 
E-Z- - 

l + e  k T  

an,  bilden damit die Gesamtenergie als Funktion von B und T ,  
die Magnetisierung und schlieBlich B ( T ,  I l l ) .  Tn Abb. 1 b, € c, 1 d 
ist das graphisch ausgefuhrt; die diinnen Kurven 1 , 2 ,  3, 4 entsprechen 
Tempernturen groBer als Null. J e  nach den zufalligen Eigen- 
schaften der Terme in Abb. l a  nimmt der Schwellenwert des 
Feldes H ,  mit T zu oder ab. Es kommt vor, da6 die Grenz- 
kurve H ,  ( T )  bei einem H ,  + 0 aufhijit und dann ein stetiger, wenn 
auch rascher Ubergang von kleinen zu gr6Beren 23-Werten einsetzt. 
Es kommt auch vor, daB die Unstetigkeitskurve bis H ,  = 0 geht. 
Die GroBenordnung der Temperatur, bei der 23 zu groBeren Werten 
iibergeht, ist natiirlich durch A E / k  gegeben, wo A E  der Term- 
abstand fur  R = 0 an  der Besetzungsgrenze ist. I n  Abb. l e  ist 
die Sprungkurve und noch eine bei hoheren H ,  eingezeichnet; die 
gestrichelten Kurven sind Kurven 23 = const. 

Wir habeu bisher Rotstionssymmetrie des Metallstiickes an- 
genommen, weil d a  die Rechnung ganz einfach war. Die wesent- 
lichen qualitativen Ziige bleiben aber auch im allgemeinen Fall  
eines kleinen Metallstiickes. Bei T = 0 und kleinem B haben wir 
zunachst das nberwiegen des diamagnetischen Effektes. I n  dem 
MaBe, in dem sich die Eigenfunktionen der Elektronen mit zu- 
nehmendem B verandern, finden sich unter den besetzten mehr mit 
einem negativen Mittelwert des Drehimpulses um die Feldachse 
und damit stellt sich auch ein paramagnetischer Effekt ein. M ( B )  
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wird dabei keine Zacken zeigen, da der Mittelwert des Gesamt- 
drehimpulses um die Feldachse sich stetig andert. 

Der EinfluB des Elektronenspins 1aBt sich leicht hinzufugen 
und andert nichts Wesentliches. 

4. Gemische kleiner Metallstucke 

Wenn wir eiu Gemisch von solchen Metallstucken annehmen, 
wie wir sie eben betrachteten, so sind natiirlich die Ausdehnungen 
der Stucke und die Termschemata etwas verschieden. Wenn keine 
besondere Auswahl getroffen wird, kommen alle A E unterhalb einer 
durch eine MindestgroBe gegebenen oberen Grenze gleichmaBig vor 
(da E von drei Quantenzahlen in verschiedener Weise abhangt). 
E'iir T = 0 sind also die Stellen von B, wo die Magnetisierung 
springt, gleichmaBig verteilt, die GroBe des Sprunges hangt von den 
2.-Werten ab, ist also mit der Lage der Sprungstelle nicht syste- 
matisch gekoppelt. Diamagnetische und paramagnetische Glieder 
mitteln sich dann weg. 

Anders ist es, wenn wir Gemische mit bestimmter Auswahl 
herstellen, etwa das magnetische Verhalten der beweglich angenomme- 
nen Stucke dazu benutzen, Geinische aus Teilchen herzustellen, die 
in einem gewissen Bereich tiefer Temperaturen stark diamagnetisch 
sind l). Legen wir die Termschemata (Abb. 1 a entsprechend) dieser 
Metallstuckchen aufeinander, so bleibt fur  kleine B ein Gebiet frei, 
wahrend darum herum ziemlich gleichmagige Termdichte herrscht. 
Bilden wir 23 (@J, so erhalten wir bei tiefen Temperaturen ahnliches 
wie bei einem einzigen Stuck, die Spriinge bei hoheren Temperaturen 
fallen aber weg, dort erhalten wir ungefahr 23 = in Abb. 3a 
bis 3e  ist ein solches Beispiel durchgefuhrt. Durch Abanderung 
der Begrenzung der Termlucke in Abb. 3 kann man das Ergebnis 
etwas abandern. 

5. Str6me ohm Energieeerstreuung 

Wie Londonz)  bemerkt hat, ist der Diamagnetismus der aro- 
matischen Ringmolekeln mit einem Strom um das Ringloch herum 
verbunden ; dieser Strom erfahrt keine Energiezerstreuung, denn er 
gehSrt zum tiefsten Zustand der Energie. 

1) ,,Man nehme" ein lockeres Pulver sehr kleiner Metallteilchen und 
sondere sie mit einem inhomogenen Magnetfeld bei sehr tiefen Temperaturen 
(zu der Frage der technischen Moglichkeit einer experimentellen Verwirk- 
lichung mochte ich naturlich keine Stellung nehmen). 

2) F. L o n d o n ,  Journ. de phys. (7) 8. 6. 379. 1937. 
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Unsere Rechnung uber das rotationssymmetrische kleine Metall- 
stuck besagt dasselbe, wenn wir dafiir einen Ring annehmen. Fur  
die Energie der einzelnen Elektronen gilt auch hier der Aus- 
druck (4). Fur jedes Elektron bedeutet 

Abb. 3a. Beispiel der Term- 
struktur fur die Elektronen 

eines Gemisches 

Abb. 3 b. Gesamtenergie 

Abb. 3c. 
Magnetisches Moment 

Abb. 3d. Beziehung zwischen 
magnetischer Induktion und 

auBerem Feid 

einen Beitrag 

zum Strom durch einen vom Ringloch nach 
aul3en gehenden Querschnitt. Bei T = 0 
und hinreichend schwachem B-Feld sind 
h = I A 1 und il = - 11 1 gleichstark vertreten, 
so daB sich der Strom 

ePB 
4n mc 

ergibt, wo n die Zahl der Elektronen ist; 
er flieBt um das Loch herum. Er stellt 
fur T = 0 einen Zustand des Gleichgewichtes 
dar. Ein gewohnlicher Leitungsstrom hatte 
zwar im Grenzfall T = 0 im idealen Gitter 
auch keinen Widerstand; aber da es kein 
Zustand des Gleichgewichts ware, geniigten 
geringe Storungen, um die Energie zu zer- 
streuen. Sobald bei unserem kleinen Ring 
bei T = 0 das Magnetfeld so stark wird, 
daB der Sprung in der Magnetisierung ein- 
tritt, tritt im Strom wegen der Bevor- 
zugung negativer h zu dem bisherigen Strom 
ein ihm entgegengesetzter Strom um das 

_ _ _ _  

/ -  

____---' 
_ - - _  

\ '. '\ . 

Abb. 3e. 
Zustandsdiagram m 
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Loch auf, der mehr am inneren Rand flie6t; der Gesamtstrom urn 
das Loch ist im allgemeinen nicht Null, sondern hangt Ton den 
zufalligen GroBenverhaltnissen des Ringes ab. Dieser Gesamtstrom 
um das Loch als Funktion von 13 sieht etwa so aus, wie Abb. 4 
angibt. 

F u r  T > 0 findet auch fur  kleine B eine Bevorzugung der 
negativen h im Temperaturgleichgewicht statt, doch macht dies fur  
kleine T zunachst nicht vie1 aus, so da8 ein wesentlicher Teil des 
der diamagnetischen Magnetisierung entsprechenden Stromes um 

das Loch herumdiefit; dieser Strom 
hat keine Joulesche  Warme, da  die 
Besetzung der Zustande den1 Tem- 
peraturgleichgewicht entspricht. Na- 
tiirlich kann urn das Loch auch ein 
anderer Strom flieBen, dann sind aber 
die Zustande anders besetzt und jede 
Storung (wie die Wechselwirkung mit 
dem Metallgitter) zerstreut die Energie. 

Bei diesen kleinen Ringen auf tiefen Temperaturen kann die 
Dichte des die Magnetisierung bildenden Stromes also nicht in der 
Form rot dargestellt werden. Wollte man formal an  der Dar- 
stellung 5 = i + xot !)I? der Stromdichte festhalten, so miiBte man 
diesen Strom, trotz seines , , 8 n z p ~ r e - W e b e r s c h e n  Charakters", zu 
i rechnen. 

Bei groBeren Ringen erhalten wir wegen der kleinen Term- 
abstande schon bei schwachen Feldern pralitisch keine Magnetisierung 
mehr. Der Strom um das Loch nimmt noch schneller ab als der 
Magnetisierung entspricht, da  diese durch einen Strom gebildet 
wird, der zum Teil anBen in der einen Richtung, innen in der 
anderen Richtung uni das Loch flie8t. 

Das eine betrachtete Beispiel zeigt schon, daB die Zweiteilung 
des Stromes in 

wo i eine Energiezerstreuung erfahrt, nicht streng gultig ist, sondern 
eine den praktischen Zwecken geniigende Niiherung darstellt. 

Betrachten wi r  z. B. einen geraden Uraht mit gleichbleibendem 
Querschnitt in einem homogenen Magnetfeld, das auf dem Draht 
senkrecht steht. Wir liaben den Fall der G1. (2), wobei V(yz )  die 
Begrenzung des Drahtes angibt. I n  genugendem Abstancl von 
dieser Begrenzung ist die Eigenfunktion f auger durch E nur durch 

Strom 

Abb. 4. Strom um das Loch 
im Ring 

w 

i + t o t % ,  

das Glied 2m h x  - $ By)' bestimmt: insbesondere ist f*f sym- i- 
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metrisch zu der Ebene f i x  - -5 B y = 0. Der husdruck fur 5, zeigt 

dam,  daB schon in diesem einen Elektronenzustand ebensoviel Strom 
in der einen Richtung hin, wie in der anderen Richtung zuruckfliegt. 
Schon fur das einzelne Elektron ist hier der Strom durch rot%! 
darstellbar. I n  der Nahe der Drahtoberflache ist das anders. Ein 
in der y-Richtung ansteigendes V verlagert f *  f mehr nach Stellen, 

wo h x - B y > 0; solche Zustande haben also einen Gesamtstrom 
in der - x-Richtung '). An der gegeniiberliegenden Drahtoberflache 
gibt es einen Strom in der +x-Richtung. Wenn V(y) sich sym- 
metrisch verhalt, heben sich diese Strome im Gesamtstroni genau 
auf {nicht im magnetischen Moment, wie L a n d a u s  Rechnung zeigt). 

Die Erschutterung der Gleichung 5 = i + rot %Ti?, wo nur das 
zweite Glied einen reibungsfreien Strom darstellt, durch das Gegen- 
beispiel des kleinen Ringes bei tiefen Temperaturen ist (eben wegen 
der notwendigen Kleinheit des Ringes) noch geringfiigig. Allerdings 
haben wir fur  grof3ere Korper die Gleichung nicht allgemein begrunden 
konnen, sie diirfte auch streng gar nicht gelten. Trotz der Xhn- 
lichkeiten, die die betrachteten Beispiele mit dem Verhalten von 
Supraleitern haben, ist noch nicht zu sehen, ob sie zu deren Er- 
klarung etwas beitragen konnen. Es sind zu einer modellmaBigen 
ErklBrung dieses Verhaltens immer noch zwei wesentliche Schwierig- 
keiten zu iiberwinden. Man mu6 verstehen, wie das diamagnetische 
Verhalten ejnes ausgedehnten Korpers zustande kommt. Auch wenn 
man dieses vielleicht durch einen irgendwie durch die Wechsel- 
wirkung der Elektronen bedingten Zerfall in einzelne kleine dia- 
magnetische Bezirke erklaren konnte, so bleibt als zweite Schwierig- 
keit das Verstandnis eines Stromes, der Ladung durch einen ganzen 
Querschnitt eines ausgedehnten Leiters traigt 2). 

C 

G. Zusammenfassung 

Uberlegnngen mit lrleinen Metallstucken geeigneter Ausdehnung 
ergeben bei tiefen Temperaturen und schwachen Magnetfeldern ein 

1) Wie auch bei 8.  T i f e i c a ,  Ann. d. Phys. [5] 22. S. 129. 1936, die Zu- 
stiinde der Elektronen in einem elektrischen Feld. 

2) Bei Zugrundelegung der L o n  do nschen Fassung der phlnomenologi- 
schen Beschreibung sehen die beiden Schwierigkeiten so BUS: es ist erstens 
zu erklaren, daW bei einfach zusammenhangenden Korpern bei geeigneter Wahl 
von % die Beeiehung A i = - 3 gilt (,,Diamagnetismus"), eweitens, daB bei 
mehrfach zusammenhangenden Bereiehen die L o n d o n  sche Ausnutzung der 
Mehrdeutigkeit der Gleichung A rot i = - rot % = - Is gerade der Wirklich- 
keit entspricht (,,Supraleitung"). 

8 Annalen der Physik. 6. Folge. 32. 
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Zustandsgebiet mit starkem Diamagnetismus. Dieses Gebiet ist. 
zum Teil durch Unstetigkeitsstellen der Magnetisierung begrenzt. 
Diese Metallstucke ahneln d u i n  den Supraleitern. 

Bei ringformigen Metallstucken ergibt sich wie in einer Unter- 
suchung yon L o  n d o n gleichzeitig mit dem starken Diamagnetismus 
ein Strom um das Loch herum. Die gewohnlich gemachte Trennung 
des elektrischen Stromes in einen Leitungsstrom mit Energie- 
zerstreuung und einen AmpBre-Weberschen Strom ohne Energie- 
zerstreuung, aber auch ohne Gesamtstrom durch einen ganzen Quer- 
schnitt hat die Redeutung einer fur praktische Falle sehr genau 
giiltigen Naherung. 

Le ipz ig  S 3, Lerchenrain 41. 

(Eingegangen 24. Januar 1938) 




