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fiber Elementarakte mit xwei QuantemspWwgem 
Von M a r i a  G 6 p p e r t - M a y e r  

(GSttinger Dissertation) 

(Mit 5 Figured 

Einleitung 

Der erste Teil dieser Srbeit beschiiftigt sich mit dem 
Zusammenwirken zweier Lichtquanten in einem Elementarakt. 
Nit Hilfe der Diracschen Dispersionstheorie l) wird die Wahr- 
scheinlichkeit eines dem Ramaneffekt analogen Prozesses, 
namlich der Simultanemission zweier Lichtquanten, berechnet. 
Es zeigt sich, daB eine Wahrscheinlichkeit dafiir besteht, daS 
ein angeregtes Atom seine Anregungsenergie in zwei Licht- 
quanten aufteilt, deren Energien in Suinme die Anregungs- 
energie ergeben, aber sonst beliebig sind. Fallt auf das Atom 
Licht, dessen Frequenz kleiner ist, als die entsprechende Eigen- 
frequenz des Atoms, so tritt auBerdein noch eine erzwungene 
Doppelemission hinzu, bei der das Atom seine Energie in ein 
Lichtquant der eingesandten und eins der Differenzfrequenz 
aufteilt. K r a m e r s  und Heisenberg2)  haben die Wa.hrschein- 
lichkeit dieses letzteren Prozesses korrespondenzmaBig berechnet. 

buBerdem wird die Umkehrung dieses Prozesses betrachtet, 
namlich der Fall, daB zwei Lichtquanten, deren Frequenzsumme 
gleich der Anregungsfreqnenz des Atoms ist, zusammenwirken, 
urn das Atom anzuregen. 

Ferner wird untersucht, wie sich ein Atom gegeniiber 
stoflenden Teilchen verhalten kann, wenn es gleichzeitig die 
Moglichkeit hat, spontan Licht zu emittieren. 0 1 den  b e r g  3, 

findet experimentell cine Verbreiterung der Resonanzlinie des 
Quecksilbers, wenn er die angeregten Atome vielfach mit lang- 

1) 1’. A.M. D i r a c ,  Proc. ofR .  S. vol. 114. S. 143 u. 710. 1927. 
2) H. A.Kramers u. W.Heisen be rg ,  Ztschr. f.I’hys.31. S. 681.1925. 
3) 0. Oldenbe rg ,  Ztschr. f. Phys. 51. S. 605. 1928. 
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samen Teilchen zusammenstoBen laBt. Er deutet dies durch 
die Annahme, daB ein positiver oder negativcr Teil der An- 
regungsenergie des Btoms als kinetische Energie an das stoBende 
Teilehen abgegeben werden kann und die Differenzfrequenz aus- 
gestrahlt wird. Fur  diesen ProzeB wird hier eine deni Ranian- 
effekt bzw. der Doppelemission analoge Foriiiel abgeleitet. 

SchlieWlich wird im AnschluB an eine Arbeit von F r a n c k l )  
der Versuch gemacht, das Verhalten der Intensitat der Anregung 
von Spektrallinien durch StoB mit schnelIen Elektronen durch 
einen solchen DoppelprozeB zu erkliiren. 

F r a n c k diskutiert den Verlauf der Anregungsfunktion 
einer Spektrallinie, das heiBt der Intensitiit als Funktion der 
Geschwindigkeit der stoBenden Elektronen. Diese Funktion 
ist fur kleine Geschwindigkeiten null, bis die kinetische Energie 
der Elektronen gleich der Anregungsenergie des betreffenden 
Ausgangszustands der Linie wird. Dann steigt sie stark an. 
hat ein Maximum bei einer Geschwindigkeit, die einer Span- 
nung von nur einigen Volt oberhalb dieser kritischen Spannung 
entspricht, und sinkt dann wieder gegen Null ab. Dieser Teil 
der Kurve ist mit der gewohnlichen StoBtheorie verschiedent- 
lich berechnet worden. Man erhalt eine Kurve, die die Er- 
scheinungen gut wiedergibt, besonders das plotzliche Eiiisetzen 
der Funktion bei der kritischen Spannung. Fur  groBe Ge- 
schwiiidigkeiten liefert die theoretische Kurve einen nionotoneu 
Sbfall gegen Null. Untersuchungen mit schnellen Elektrouen 
haben aber gezeigt, daB die Intensitat spiiter wieder ansteigt 
uiid bei einer Elektronengeschwindigkeit, die etwa 100 Volt 
entspricht, fur alle Linien ein flaches Maximum zu hnben 
scheint. Dies Maximum liegt bei kinetischen Energien? die 
schon starke Ionisation hervorrufen, und fur die der theoretische 
Wert der direkten StoBanregung sowie die Extrapolation der 
experimentellen Anregungsfunktion schon praktisch null ist. 
Die relativen Intensitaten der einzelnen Linien sind gegeniiber 
den1 Verhalten bei kleinen Geschwindigkeiten vollig verschoben, 
so daB ein ganz anderer ProzeB der Anregung zugrunde zu 
liegen scheint. F r a n c k  fuhrt aus, dal3 die Erscheinung viele 
Zuge eines Wiedervereinigungsleuchtens triigt. 

1) J. Franck,  Ztschr. f. Phys. 47. S. 509. 1928. 
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Andererseits zeigt aber F r a n  clr auch, daB es sich bei 
diesem ProzeB nicht um eigentliche U'iedervereinigung handeln 
kann, hauptsachlich weil ein groBei- Teil der Versuche in so 
hohen Feldern ausgefiihrt ist, daB freiwerdende Sekundar- 
elektronen sehr schnell eine zu hohe Gescliwindigkeit erhalten, 
urn wieder eingefangen zu werden. Daher deutet F r a n c k  
diese Erscheinung durch eine Wiedervereinigung des Atoms mit 
seinem eigenen Elektron, einen ProzeB, der in der Bohrschen 
Vorstellung folgenderniaBen beschrieben werden kann: Ein 
Atomelektron erhalt von dem stoBenden Teilchen Energie und 
wird in eine Hyperbelbahn, d. h. in eine Bahn mit hoherer als 
Tonisationsenergie, geworfen. Ehe es aber eine bestinimte 
EinfluBzone des Atoms verlassen hat, fallt es unter Emission 
von Licht in irgend eine Ellipsenbahn zuriiclr, so da% das Atoni 
nun im angeregten Zustand ist. 

Hier sol1 die Brage behandelt werden, wie ein solcher 
ProzeB nach den Vorstellungen der Quanteninechanik beschriehen 
werden kann. Offenbar kann man dann nicht mehr davon 
sprechen, daB das Atom rekombiniert, ehe das Sekundarelektron 
eine bestimmte EinfluBzone des Atoms verlassen hat. Es liegt 
aber nahe, zu versuchen, diese Erscheinung zu deuten durch 
einen ProzeB, in dem gleichzeitig, in einem Elementarakt, das 
Atom Energie von dem stoI3enden Elektron aufninimt und Licht 
emittiert, so da% es dann in einein Zustand diskreter Energie 
zuriickbleibt und nun befahigt ist, in einem zweiten, un- 
abhangigen ProzeB eine Spektrallinie des diskreten Spektrums 
zu emittieren. Eine solche Deutung enthalt starke Analogien 
zum Ramaneffekt, der ja auch beschrieben werden kann als 
das Zusammentreffen zweier Prozesse in einein Elementarakt. 
Da ein solcher einaktiger ProzeB in dem Moment geschieht, 
in dem der StoB auf das Atom einwirkt, wiirde er alle Er- 
scheinungen deuten, die rlurch ein Wiedervereinigungsleuchten 
nicht zu erklaren sind. 

Die Rechnung ergibt eine Wahrscheinlichkeit fiir einen 
solchen ProzeB, deren Charakter diskutiert wird. 

5 I .  Das Zusammenwirken xweier Lichtquanten 
in einem Elementarakt 

Die folgende Rechnung schlieot eng an die Arbeiten ron 
P. 31. A. Di rac  iiber Emission, Absorption und Dispersion an. 



276 31. Goppert- Mayer 

Betrachtet wird die M7echselwirkung eines Atoms mit einem 
Strallungsfelcl. Uin die Anzahl der Freiheitsgrade abzahlbar 
zu  machen, sei die Strahlung in einen kubischen k'asten des 
Volumens I' eingeschlossen gedacht, der den Lichtwellen die 
Bedingung auferlegen moge, sich auBerhalb periodisch zu wieder- 
holen. Spater wird clieser Kasten als unendlich groB an- 
genommen werden. 

Ein solches Strahlungsfeld ist aquivalent init einem System 
ungekoppelter harmonischer Oszillatoren. Denn die Strahlung 
l&Bt sich in ebene, linear polarisierte Wellen zerlegen; 1st 
clas Vektorpotential, so wird 

wobei die Iiomponenten des Vektors v u 3 a  in iiblicher Weise 
clurch ganzzahlige Beziehungen zur GroBe des Eastens bestimmt 
sind, uncl zu jedem mijglichen Vektor Y, G a  zwei zueiiiander und 
zu 8" senkrechte Einheitsvektoren e a  gehoren. 

Fur groBen Hohlraum ist die asymptotische Anzahl der 
Eigenschwingungen, deren Frequenz zwischen v und v + A v liegt 

Die Maswellschen Gleichungen liefern fur die GroBen q a  

die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators. Unter- 
wirft man sie der Qnantelung, so wird die Haniiltonfunktion 
der Strahlung 

H a  = 2 h vu ina+ $). 
U 

Ein Zustand s des Strahlungsfeldes ist besc,hrieben durch 
Angabe des Zustands aller Oszillatoren s = [n, - - . n u .  . .) , und 
die Energiedifferenz zweier Hohlraumzustande ist 

Die Natriselemente von q a  sind 

I = o  sonst. 
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Ein Atom mit raumfestem Kern, der Hamiltonfunktion HA: 
den stationaren Zustanden n und den Eigenfrequenzen vnvZt sei 
in Wechselwirkung init dem Strahlungsfelcl. Dann ist die 
Hamiltonfunktion des Gesamtsystems 

H eCH”+ HA + H’. 
a 

Die Wechselwirkungsenergie HI ergibt sich aus der Hamilton- 
funktion des Elektrons 

p bzw. q ist der Impuls- bzw. Koordinatenvektor eines Atom- 
elektrons, V die potentielle Energie des Elektrons im Atom 
und ?I das Vektorpotential des Strahlungsfeldes am Ort des 
Elektrons. Die zweigliedrige Wec,hselwirkungsenergie 

H ’ =  -“(pIzT) +- ez (212 
W C  2WL c*  

la& sich leicht in eine einfachere Form uberfiihren. Bilden 
wir namlich die zu He, gehorige Wirkungsfunktion 

L = q p  - Hel 

als Funktion von q a He1 und driicken sie niit Hilfe von q = - 
d i J  

und q aus, 
m L (q, q) = ‘i- qa - 1’ (4) - + (4 81 7 

so ist sie aquivalent einer anderen Wirlrungsfunktion 

die aus der ersten durch Hinzufiigen des totalen zeitlichen 

Differentials 2t (q 8) hervorgegangen ist. Bilden wir hieraus 

die zugehiirige Hamiltonfunktion He,, so erhalten wir 

d 

Wenn die Wellenlange des Lichts groB gegen die &om- 
dimensionen ist, kann man die riiumliche Sc,hwankung von % 
innerhalb des Atoms vernachlassigen, so daB - = = $1. d X  

d t  d t  
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Man erhiilt fur die Wechselwirkungsenergie nach Einfiihrung 
cles elektrischen Moments !$ = xe q, (die Summe ist uber alle 

Atomelektronen xu erstrecken), 
1' 

wobei inan fir 5$ seinen Wert an der Stelle xo, yo, zo des 

Atommittelpunkts setzen kann. I la  % gleich der elektrischen 

Feldstarke B der Strahlung ist, reduziert sich die Wechsel- 
mirkungsenergie unter der gemachten Voraussetzung auf die 
potentielle Energie des elektrischen Moments !$ gegen das 
Lichtfeld. 

H' wird als Stijrungsenergie aufgefaBt und die Eigen- 
funktion des Gesamtsystems wird nach den Eigenfunktionen 
cles ungestijrten Systems entwickelt, 

Xacht man die Annahme, daB das ungestijrte System zurzeit 
t = 0 im Zustand no, so sei, so liefert die Stijrungstheorie fur  

w ==x a,* w,, - 
- 

Zeiten, die klein sind gegen die mittlere Verweilzeit 
Wahrscheinlichkeitsamplituden ans in erster Niiherung 

fur  die 

in zweiter Niiherung 

H,; 1L' 9 8' 

h ( Y l V  ?l" + ~ d . 0 )  

110 .Y? so 

il, st 

2 x i ( Yrl  lL' + %Is s,) t 1 z i ( vt2 + vg &n) t 1 - e  - 
i 3) I =2Y 

I .[- 
h ( "n 11' + a's,.) !a (Y11nO + Y 8 8 0 )  

Die erste dieser bekannten Gleichungen liefert Sbsorption und 
Emission, die zweite auBer dem R;tmaneffekt und der Dispersion 
noch die Effekte der siniultanen Emission und der siinultanen 
Absorption zweier Lichtquanten, die hier niiher untersucht 
werden sollen. 

Um zuerst die Doppelemission zu berechnen, sei das Atom 
zur Zeit t = 0 im angeregten Zustand .O, und im Hohlraum 
sei nur eine Eigenschwingung 

= , 2 z i v a ( 8 ; x  + o;?l + 8 2 2 )  7 
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deren Frequenz va nicht mit einer Eigenfrequenz des Atoms 
ubereinstimnit, stark angeregt; d. h. 

~ i , ~ " >  1 ; ~ i :  = 0 fur + cc ; va + w,, lLt. 
Wegen der Eigenschaften der Oszillatormatrizen q a  (2) in 

U 

kann H,; , I )  , st H,k 1+ sf so nur dann von Null verschieden sein, 
wenn s aus so hervorgeht entweder durch Absorption eines  
Lichtquants v, der eingesandten Frequenz und Eniission eiries 
beliebigen anderen Lichtquants vB - dies ergibt den Raman- 
effekt und die Dispersion - oder durcli Emission zweier Licht- 
quanten. Es wird sich dann zeigen? da6 bei festein vR bei Er- 
haltung der Gesamtenergie in jedeni Fall nur Emission einer 
bestiminten Frequenz moglich ist. Urn fur beide Falle geinein- 
Sam weiterrechnen zu konnen, moge in den folgenden Formeln 
stets bei doppeltem Vorzeichen das obere fiir den Ramaneffekt und 
Dispersion, das untere fur die Doppeleinission stehen. Dnnn wird 

(4) 

a") n s  ist nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn vB in 
der Uingebung oder in der Nullstelle eines der 3 Nenner 

~ n r n o  + vp 7 vn ng + vj 3 Vn no + 9'6 T va 
liegt. Die TJmgebungen der Nullstellen der ersten beiden 
Nenner liefern Wahrscheinlichkeiten fur  Prozesse , bei denen 
nicht der Energiesatz gewahrt ist, namlich fur Obergange des 
Atoms von 120 nach ?z unter Absorption bzw. Emission eines 
Quantunis der eingesandten Frequenz ua und Emission einer 
Eigenfrequenz des Atoms. 
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Diesen obergangen entsprechen aber nicht wirkliche Pro- 
zesse, sie beruhen auf der Eigenart der hier angewendeten 
Methode der Variation der Eonstanten. Hierbei wird nam- 
lich angenommen, daB die Storungsenergie H' zur Zeit Xu11 zu 
wirken beginnt, wahrend sie in Wirklichkeit ununterbrochen 
wirkt. Dieser Einschaltvorgang ist die Ursache des Auftretens 
der a'onormen uhergange. 

Wesentlich ist dagegen die Umgebung der Nullstelle des 
3. Nenners, der die Knderung der Gesamtenergie bei dem 
Prozesse darstellt. Fur  solche Frequenzen in der Umgebung 
von 21' = vnon & v, sind die additiven Glieder 

z n i [ v , , t + v ) z  
P 

2 n i ( V n n r 7 Y ) t  
_ _ _ _  1 - e  1 - e  _ _  

P )  
h(Vf t1L '  + ",I ' h ( Y n I t ,  + Y 

zu vernachlassigen, und man erhalt, wenn man noch fur  die 
Matrixelemente der q ihre Werte aus (2) einsetzt 

( ' P d n O  e 5 )  + (grid e P )  (P,W ~- eU) l 3  
9 h(Vnrno + Y#& h ( Y n ' n O f Y a )  I 
4 s i n 2 m ( v n n 0  + y6 F v,) t 

h'(Ynno + y $ pa)2 
___-- . ' 

P 
(Das Zeichen ( y )  bedeutet, da13 fur Dispersion und Raman- 
effekt 0, fur Doppeleniission 1 zu setzen ist.) Die Wahr- 
scheinlichkeit des Prozesses erhalt man durch Summation 
von 1 at i 2  uber alle is, fur die vB in der Nahe von v' 
liegt. Qeht man in iiblicher Weise bei groBem Hohl- 
raum von C zum Integral iiber die 

schwingungen % B ,  S Z  (v& d vb (1) iiber, 
des scharfen Maximums des Integranden 

8 
Anzahl aller Eigen- 

so erhalt man wegen 
an der Resonanzstelle 
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I 12 = 64n4 v‘ 27t h v a  (c+ (!)) 
3hc’ - v 

P 

Diese Forniel hat nur dann Sinn, wenn v‘ > 0 ist. Doppel- 
emission ist also nur dann moglich, wenn vnas > 0 und die 
eingesandte Frequenz va < vnon ist. 

Nimmt man an, daB nicht nur eine einzige Eigenfunktion 
des Hohlraums zu Beginn stark angeregt ist, sondern daB 
eine Spektrallinie endlicher Breite eingesandt worden ist, und 
betrachtet man im Pall der Doppelemission die Wahrschein- 
lichkeit der Emission von va nicht genau in die eine Eigen- 
funktion ‘$la, sondern in einen schmalen Frequenzbereich A v, 
so ist die obige Formel noch uber alle Eigenschwingungen ?la 
mit Frequenz zwischen v und v + A v  zu summieren. Benutzt 
man die Funktion e (v) der mittleren monochromatischen 
Strahlungsdichte, definiert durch 

so erhalt man als Wahrscheinlichkeit der Doppeleinission pro 
Zeiteinheit 

64n4 Y’ 8 n  v8 h 
3hcY 

1 9, +a‘ 9n.r w? % 1%’ 9%‘ Ian 

\ * 7 1 [ h ( v f l t J a - T  4- -+3j 1 ’ 

Es zeigt sich also, daB bei unbesetztem Hohlrauni eine Wahr- 
scheinlichkeit fur  eine spontane Simultanemission zweier Licht- 
quanten bestehti und zwar sind alle Frequenzaufteilungen 
moglich. Wkd  Licht der Frequenz v eingesandt, so verhalt 
sich der Anteil der erzwungenen Emission der Frequenz 11’ 

hinsichtlich seiner Intensitat so, als ob ein virtueller Oszillator 
mit dem Moment 

mi t 
q q n 0  = 1/ 2 7c e Iv) P: .)$O 

Annalen der Physik. 6 .  Folge. 9. 19 
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die Frequenz v' spontan emittiert. Die Starke der erzwungenen 
1)oppelemission ist fiir normale Strahlungsdichten ganz be- 
deutend kleiner als die entsprechende spon tane Doppelemission. 
(Es besteht dasselbe Verhaltnis wie zwischen gewohnlicher er- 
zwungener uncl spontaiier Emission). Diese Foriiiel (8) ist 
viillig analog der fiir den Ramaneffekt, in der das mafigebende 
Moment 

ist. Da die beobachtete Intensitat aufierdem von der Anzahl 
der Atome im Ausgangszustand abhangt, und das in diesem 
Fall ein angeregter Zustand ist, so wird die Erscheinung 
wegen der starken spontanen Emission kauni beobachtbar 
sein. Vielleicht wBre sie aber bei metastabilen Zustanden zu 
finden, weiin die spontane Emissionswahrscheinlichkeit , also 
1 P,, i 2, gering ist. 

Der inverse ProzeB der Doppelabsorption dagegen ist der 
-4nzahl der Atome im Grundzustand proportional. Die Rech- 
nungen in dieseni Fall verlaufen im wesentlichen analog. Nur 
sei der Anfangszustand no des Atoms diesmal etwa der Grund- 
zustand, und es sei vor Einsetzen der Storung im Hohlraum 
nur Licht zweier schmaler Spektralbereiche der mittleren 
Freyuenz v bezw. v' enthalten, deren mittlere Frequenzsumrne 
gleich einer Eigenfrequenz des Atoms ist, v + v' = l l ~ .  Die 
Eigenfunktionen jetles Spektralbereichs mijgen gleiche Fort- 
pflanzungsrichtung d bzw. e' und gleiche Polarisation e bzw. e' 
haben. 

-%us den gleichen 'ijberlegungen wie vorher wird die 
Amplitude der Wahrscheinlichkeit des nbergangs T O I ~  n" 
nach n, a,?,,. (3) nur dann wesentlich von Null verschieden 
sein, wenn rler Hohlraumzustand s aus so hervorgeht durch 
Absorption eines Lichtquants va des Spektralbereichs v und 
eines anderen vfl des Spektralbereichs v'. Fur solche nbergange 
wird mit Vernachlassigung entsprechender Glieder wie in (5) 
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(23n212' e B )  (%%@ e.1 ( @ , I ,  ea> ( P n w  '7 -1 -_ 
h(vn1no - vp) + ' A >' [ h ( v n f n o -  vu)  

1 - e  2 ; t i ( Y n 2 1 L O -  v a -  ' B )  
_ _ _ ~ _ _  

'atvn*to - Va - ' a )  
27th ___ 

= - 1 % ~ ~  n); vB v 

1 (%% n' e') (Pn/ 8 0  e)  (b,,,,! e )  ( F d  no e' ) 
h (v21fno - V B )  

+ 
" . 7 i ( v n n 0 -  Y - - Y  ) t  

- va - $ 8 ~ )  

1 - e  U P '  

f i  ( ~ 1 %  

Die Wahrscheinlichkeit des Prozesses erhilt man durch 
Summation von I ars i  uber s ,  d. h. bei groBem Hohlraum 
durch Integration uber ua und vF Benutzt wieder die in (6)  
clefinierte Funktion Q (u) die monochromatische Strahlungs- 
clichte pro Volumeneinheit, so erhalt 'man in iiblicher Weise 
wegen der scharfen Resonanz an der Stelle uu + up = vnno 

wobei pa  den in (8) definierten Vektor bedeutet. Das Integral 
ist uber die Breite einer der eingesandten Spektrallinien zu 
erstrecken. Es zeigt sich, daB die Wahrscheinlichkeit der 
simultanen Absorption bei gewohnlichen Lichtdichten kleiner 
ist, als die der simultanen Emission. Das Verhaltnis der 
Wahrscheinlichkeiten von Doppeleiiiission zu Doppelabsorption 
ist dasselbe wie bei gewohnlicher Emission und Absorption, 
Die Prozesse werden also das Strahlungsgleichgewicht nicht 
stiiren. 

19 * 



284 M.  Goppert-Mayer 

Die Haufigkeit d i e m  Prozesses der Simultanabsorption 
wird dadurch vergrofiert, daB sie der Anzahl der gtome im 
Grundzustand proportional ist. Andererseits wirkt aber die 
quadratische Abhgngigkeit von der Lichtdichta ungunstjg, so 
daB zur Beobachtung sicher grofie Lichtintensitaten erforder- 
lich sind. 

Zu bemerken ist noch, daB sich beide besprochenen Pro- 
zesse ebenso wie der Ramaneffekt so verhalten, als ob zwei 
Vorggnge, von denen jeder nicht dem Energiesatz genugt, in 
einem Akt geschehen: Das -!tom geht unter Emission oder 
Absorption einer Frequenz v Tom Zustand no in einen Zwischen- 
zustand n’ und von da unter Emission oder L4bsorption einer 
Frequenz v’ in den Endzustand n uber. 

d l le  Prozesse werden hier noch einmal schematisch ein- 
ander gegenubergestellt , und zwar der Einfachheit halber so, 
daI3 alle Ubergange zwischen zwei Zustandell n und m, fiir 
die vmn > 0 ist, dargestellt werden. n’ ist der beliebige 
Zwischenzustand. Figg. 1 und 2 stellen den Stokesschen bzw. 
anti-Stokesschen Fall des Ramaneflekts, Fig. 3 die Doppel- 
absorption und Fig. 4 die Doppelemission dar. 

n n n 
Die punktierten Linien bedeuten das Verhalten des Atoms, aufwairts- 
gerichtete Pfeile absorbierte, abwartsgerichtete emittierte Lichtquanten 

Figg. 1-4 

3 2. Re8 Zusemmenwirken von Licht und StoB 
in einem Elementarekt 

In diesem Teil der Arbeit sol1 das Zusammenwirken von 
Licht und stoBenden Teilchen - etwa Elektronen - auf 
ein Atom betrachtet werden. 

Die Elektronenwellen seien in einen kubischen Kasten 
des Volumens V eingeschlossen, der ihnen dieselbe Bedingung 
auferlegt, wie der Strahlung, namlich sich aufierhalb periodisch 
zu wiederholen. 
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Herrscht keine Wechselwirkung, so ist die Energie der 
Elektronen nur die kinetische Energie T ,  und die Eigen- 
funktionen sind ebene Wellen 

wobei die Komponenten von p x  wie stets durch ganzzahlige 
Beziehungen zur OroBe des Kastens bestimmt sind, und die 
Anzahl der Eigenschwiagungen , deren Energie Ex zwischen 
E und E + AE und deren Momentvektor p” im Raumwinkel 
A m p  liegt 

(10) N ( E )  AE A wp = $1’12 V L  E A E ,4 w p  

ist. 
Die Wechselwirkung eines solchen Feldes freier Elektronen 

und eines Strahlungsfeldes mit einem Atom sol1 untersucht 
werden. Die Hamiltonfunktion des Gesamtsystems ist 

H = HA + C S a  + T + H ,  

H’= I T +  IT ,  

a 

wobei die Wechselwirkungsenergie H in zmei Teile zerfallt, 

deren erster T’ die Wechselwirkung zwischen Atom llnd Strahlung, 

und deren zweiter U die Wechselwirkung zwischen Atom und 
Elektron bedeutet, die etwa als Coulombfelcl angesetzt werden 
kann. Die Wechselwirkung zwischea Strahlung und Elektron 
ist hier vernachlassigt worden. 

Ebenso wie im ersten Teil werden die %‘ahrscheinlich- 
keitsamplituden a, x s  untersucht, und zwar sollen nur solche 
Prozesse betrachtet werden, bei denen sich zu Anfang keine 
Strahlung im Hohlraum befindet, bei denen es sich also urn 
reine Emissionsvorgange handelt. Es sei nur ein Elektron 

niit der Energie E,, = -!&- im Kasten, und das k o m  befinde 

sich zu Beginn im angeregten oder unangeregten Zustand ?lo. 

Da V nicht von den Koordinaten des Elektrons, KJ nicht 
von der Strahlung abhangt, wird ein Matriselement von H 

3 %-I, 

H’n, 8 ;  n ~ ~ ~ s l  = 1,’ns; n’a’ 8, x f  + ‘ J jn i r ;  nfxl  asst 7 
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und daher fallt in erster Naherung die nbergangswahrschein- 
lichkeit additiv auseinander in die Einwirkung von Licht allein 
und von StoB allein. Ein Zusammenwirken beider kann erst 
in der zweiten Naherung erhalten werden. 

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude in zweiter Xaherung 
ist dann wegen der Eigenschaften der Storungspotentiale 

Hierbei sind die Glieder u:: Sxxn und asso die Beitrage, 
die dnrch StoB allein oder durch Strahlung allein in zweiter 
Naherung erzeugt werden. Fur  Prozesse, in die wirklich beide, 
Licht und StoB, eingehen, fur die sich also k und s andert, 
sind sie Null. 

Untersucht wird die Wahrscheinlichkeit der Emission ron 
Licht, dessen Frequenz v nicht mit einer Eigenfrequenz des 
Atoms identisch ist. Aus den gleichen Qberlegungen wie im 
vorigen Paragraphen ist aFW8 nur fur solche Zustande x ,  s 
wesentlich von Null verschieden, fur die ungefahr der Energie- 
satz gewahrt ist, das heiBt, fur die hvnno + hvLl + Ex - E, 
klein ist, und fur  solche Zustande sind die additioen Glieder 

zu vernachlaissigen. Dnher wird 
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TJm die Wahrscheinlichkeit der Emission ron Licht eines 
schmalen Frequenzbereichs d v der mittleren Frequenz v beim 
fibergang des Atoms vom Zustand no zum Zustand n zu er- 
halten, ist / a r ig le  mit der Anzahl der Eigenfunktionen im 
Bereich A v ,  also 2 (v) dv, zu multiplizieren und uber alle x 
zu summieren, was bei groBem Hohlraum in eiri Integral uber 
N (E)  d E (vgl. (10)) ubergeht. 

Wegen des scharfen Maximums des Integranden erhalt 
man dann iiblicher Weise 

8 n3 
3v = - v 2 (v) N (Eo - h (v,, I:' + va)) * d v * t 

. a o ) p x .  1 I Qml no V, n r  - x - 

h ( ~ ~ r ~ ~ n  + v )  

8% 1%' L k  no x xo 

h ( v n r n  - 4 

Diese Wahrscheinlichkeit ist auf eine Dichte l / T r  der ein- 
fallenden Elektronen norrniert. Bezieht man sie statt dessen 
uuf e inen  Strom einfallender Elektronen der Stromdichte eins, 
so ist das Resultat noch mit 

V v 

zu multiplizieren. Setzt man schlieBlich noch fur z und N 
ihre Werte ein, so erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit 
des gesuchten Zusaminenwirkens 
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Das Resultat ist von der GroBe des Kastens J7 unabhgngig, 
da Unf nit xo I' umgekehrt proportional ist. 

Speziell sei no ein angeregter und n ein tieferliegender 
Zustaiid des Atoms, also vnon> 0 .  Dann zeigt es sich, dal3 
das Atom beim Ubergang von no nach YL Frequenzen 'v emit- 
tieren kann, die gro6er oder kleiner als die Anregungsfrequenz 
vno ,L sind. Die Wahrscheinlichkeit scheint grol3er zu sein, 
wenn nur kleine Mengen von Energie an das stol3ende Par- 
tikel ahgegeben werden, wenn also die Frequenz v nahe an 
vnlln liegt. Denn in der obigen Pormel kommen in der Summe 
iiber ?L' unter anderem die Glieder vor, in denen n' = oder 
?af = n ist. lhnen entsprechen die Werte 

fur n '=no ,  

fur  n' = n . pn 110 '<a +a x xo 

h ( ~ ~ ~ ~ ~ o  + 4 
~ ~~ 

Diese beiden Glieder ergeben eine Resonanz fur v = vBo,. 
Wenn v in der Niihe von v+,o, liegt, werden sie alle anderen 
weit iiberwiegen. Bei der entsprechenden Formel fur den 
Ramaneffekt bzw. die Doppelemission liegt diese Resonnanz 
nicht vor. Dies Resultat scheint mit den experimentellen Er- 
gebnissen von Olden  b e r g  ubereinzustimmen. 

Fur die in der Einleitung besprochene Erscheinung des 
Anregungsleuchtens sind die Anfangsbedingungen in1 wesent- 
lichen die gleichen, wie vorher: das Atom sei zu Beginn des 
Prozesses in eineiii Anfangszustand no, der etwa der Grund- 
zustand sein moge, aber die kinetische Energie des stoBenden 

Elektrons E, = - sei jetzt wesentlich grofier als die Ioni- 

sationsenergie cles Atoms. 
Betrachtet w-ird die U'ahrscheinlichkeit des Ubergangs 

des Atoms zu einem Zustand n des diskreten Spektrums, und 

P;o 
- n L  
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es soll gezeigt werden, dat3 die Moglichkeit besteht, dab das 
Atom diesen Zustand auf dem Umweg iiber das kontinuierliche 
Spektrum erreicht. 

Um die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses zu be- 
rechnen, mu8 noch einmal auf B'ormel (1 1) zuriickgegriffen 
werden. Unter der Summe iiber n' ist hier stets stillschweigend 
das Integral d E' iiber das kontinuierliche Spektrum mitver- 
standen. Die Vernachkssigungen, die von (11) zu (12) fiihrten, 
sind hier nicht berechtigt; denn die Nenner einiger der ver- 
nachlassigten Glieder konnen jetzt Xu11 werden, auch wenn 
cler Energiesatz gewahrt ist. Sber  infolge der Anfangsbe- 
clingungen sind doch einige Vereinfachungen zu machen. 

Da no den Grundzustaad des Atoms, so den unbesetzten 
Hohlrnum darstellen soll, ist notwendig vnnU > 0 und v880 = va > 0.  
Die Nenner vat no + vu der ersten Summe in (11) werden also 
stets grog sein. In  der zweiten Summe dagegen kann es vor- 
kommen, dat) alle drei Nenner gleichzeitig Null werden. 
Wenn wir nur auf solche Prozesse unsere Aufmerksamkeit 
richten, wird das letzte Glied das erste bei weitem iiberwiegen 
und allein die Hauptziige der Erscheinung wiedergeben. 

Daher wird im wesentlichen 

. - _ _ ~ _ _  
~ h (vnnr + Y,j h (vn .o + v.) + Ex - E, 1 ' 

Durch formale Umformung ist das auf die Form zu bringen 

Ex - Eo - 2 n i (%a' 120 + ---) t ( E  - Eo) 
71 2 n i  (.. + Ye + +) t 

. e  . [ I  - e ~- 

h v,,! +? + E,, - E,  

1 - e? 72 i (YIZ .&. + .,It 1 -  - 
h (vn .I + 

Auch hier kommen bei der Summation iiber n' bzw. Integration 
iiber dE' iiberwiegend die Glieder in Retracht, fiir die einer 
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der Nenner klein wird. Liegen die Resonanzstellen im Kon- 
tinuum, so hat der Integrand fur  2'B' no = E,, - En bzw. vE, 1l = ifu 

starke Maxima und wird in groberer Entfernung klein. Das 
Produkt qn Et C'E, %o ist in dem kleinen, maBgeblichen Bereich 
langsam veriinderlich, so daB man es lionstant gleich den1 
Wert an der Resonanzstelle setzen und das Integral approxi- 
mativ auswerten kann. Fur das Gebiet diskreter Eigen- 
funktionen begeht man einen Fehler, wenn man die diskreten 
Werte Pnn,, UqtJnOXXO in n' durch eine stetige Funktion von 
E interpoliert und die Summation durch eine Integration 
ersetzt. Spater wird es sich zeigen, da8 in dem betrachteten 
Spezialfall groBer Geschwindigkeiten des stoflenden Teilchens 
dieser Fehler gering ist , da vorwiegend solclie Energie- 
anderungen hvEtnO,  hvBfn vorkommen werden, fur die die 
betracht,eten Resonanzstellen wirklich im k'ontinuuin liegen. 

Daher wird angenahert 

Dabei sind die Atomzustande El, E 2  die Stellen de1- Resonanz, 
also so in Abhangigkeit von x und s bestimmt, da8 

Urn die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs des Atoms voin 
iiber Zustand no Zuni Zustand n zu erhalten, ist I df;, 1 

x und s zu summieren. Zuerst sei die Summation iiber x 
ausgefuhrt, die fur groDen Hohlraum wie vorher in eine 
Integration iiber N (E) d Ex d wM [vgl. (lo)] ubergeht. Wieder 
kommt nur das Gebiet in Betracht, in dem der Nenner, der 

(14) hvp+ + Ex - E, = 0 ,  + vU = 0 .  

( 2  
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die Erhaltung der Gesamtenergie bei den1 Prozesse darstellt, 
klein wird, und da fur diese Stelle die Atomzustiinde El uncl E2 
gleich sind, El = E2 = El erhalt man 

I -  

Dabei ist der Zustand E und die Energienbgabe des stoBenden 
Elektrons, E, - E,, wegen (14) so in Abhlngigkeit von s, 
d. h. v, bestimmt, daB 

Formel (15) gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Atom 
in den Zustand ti iibergeht und dabei ein Lichtquant der 
Frequenz v, = vEPL in die Eigenschwingung des Hohlraums 
ansstrahlt. Die Formeln (16) zeigen, daR dieser Proze5 sich 
so verhalt, als ob zwei getrennte Vorgange, deren jeder dem 
Energiesatz genugt, in einem Akt geschehen, niimlich Ionisation 
des Atoins durch StoB, wobei das Elektron die Energie hv~,, 
abgibt, und nachfolgende Rekombination unter Ausstrahlung 
der Frequenz v, = v E n .  

Urn die Gesamtwahrscheinlichkeit des nbergangs des 
Atoms in den Zustand n zu erhalten, ist (15) noch uber 
alle s bzw. alle a! zu sunimieren, was, wie im ersten Para- 
graphen, in eine Integration uber Z (v,) d v, iibergeht. Bezieht 
man schlieBlich wieder die Wahrscheinlichkeit anstatt auf 
eine Dichte 1 /I' der einfallenden Elektronen auf eine Strom- 
dichte von einem Elektron pro Sekunde durch einen Quer- 
schnitt senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der Elektronen, so 

hat man mit ___ zu multiplizieren, und man erhalt fur 

die Wahrscheinlichkeit des Ubergnnges des Atoms von no 
nach n 

(16) h vqLrLo + hva + E x  - E, = 0 , E, - Ex= hvXno, va = v E n .  

V m  
V 2 m E o  
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Driickt inan noch die in der Formel vorkomnienden, 
Xatrixeleniente aus durch den Emissionskoeffizienten 

und durch den theoretischen Wert der Ionisationswahrschein- 
lichkeit durch StoB [vgl. etwa Born1)], der in dieser Be- 
zeichnung 

lautet, so erhalt man die Endformel 

w,,,to = - -JLtnE,sEnaaE.  h 
(1 7 )  4 

Es  zeigt sich nachtraglich, daB der vorher geniachte 
Ansatz der Interpolation der diskreten Matrixeleinente durch 
eine stetige E’unktion der Energie gerechtfertigt war. Denn 
die Wahrscheinlichkeit der StoBanregung im diskreten Spektrum 
wird bei groBen Geschwindigkeiten des stoBenden Elektrons 
klein und ist nur fur nbergange ins Kontinuum wesentlich, 
wie etwa aus Betrachtung der Bornschen Formeln folgt. Es 
ist daher auch in der Endformel hinreichend, das Integral 
nur iiber das Kontinuum zu erstrecken. 

Dieser ProzeB der StoBionisation und gleichzeitigen Re- 
kombination ist ein Analogon zu dem von E’ r a n c k angegebenen, 
in der Einleitung besprocheneii ProzeB. DaB es sich wirklich 
um einen einheitlichen Akt und nicht urn zwei voneinander un- 
abhangige Prozesse handelt, geht aus der Proportionalifit der 
Haufigkeit mit t hervor. Denn die Haufigkeit der Aufeinander- 
folge zweier nnabhangiger Prozesse - etwa der Anregung 
durch StoB und spiiterer Lichtemission nach einer Verweilzeit 
von lo-* sec - inuB fiir Zeiten, die klein sind gegen lou8, 
und fur diese gilt die Rechnung. immer proportional t 2  sein. 

Diese Formel bedeutet die Wahrscheinlichkeit der An- 
regung des Zustands n durch StoB mit schnellen Elektronen. 
Das Atom kann dann in einem zweiten, unabhangigen ProzeB 

1) 31. Born,  Ztschr. f. Phys. 35. S. 803. 1926; Nachrichten der 
(4ottinger Ges.  der Wissenschaften 1926, S. 146. 
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die Linien des diskreten Spektrums emittieren. Formel (17) 
macht es verstandlich, daB das Maximum der Intensitaten 
dieser Linien in der Gegend liegt, wo die Gesamtionisation 

S S E n O d E  groB ist. AuBerdem erklart sie die vollige Ver- 

schiebung der Intensitaten gegenuber der direkten Sto B- 
anregung, bei der die Anregung des Zustands n einem 
Natrixelement 1 PIL xo l 2  proportional ist, gibt also qualitativ 
die in der Einleitung besprochenen Erscheinungen wieder. 

SchlieBlich sol1 no& eine Abschatzung der GrSBenordnung 
der Wahrscheinlichkeit einer solchen Anregung im Verhaltnis 
zur Ionisationswahrscheinlichkeit gegeben werden, 

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist 

w, = Js. ,do a E 
und claher ist 

Jst -4 ein Mittelwert von A l l B  , so ist 

uncl 
---8. w,, h 

j A l l E  d E = d A E ,  

der Emissionskoeffizient fiir das ganze Kontinuum grogen- 
ordnungsmaBig ebenso groB wie der Emissionskoeffizient fiir 
eine Linie des diskreten Spektrums. Und dieser stellt die 
reziproke mittlere Verweilzeit dar, ist also etwa lo8  sec-'. 

*I '4 
Nun ist 

Daher ist 

un d 

Da die Breite des kontinuierlichen Spektrums e t a a  
d v  = 10'6 sec-l 
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ist, so wird 

Diese Abschatzung ist sehr roh. Eine genauere Betrachtung 
des Verhaltens dieser obergangswahrscheinlichkeit ist aber 
nur durch numerische Auswertung der Matrixelemente P, E ,  

CTE,, etwa fur Wasserstoff zu erhalten. 

Der Bruch 2 k f  bedeutet die Anzahl der Atome, die 
w1 

durch einen einaktigen DoppelprozeB direkt in den Zustand 4~ 

gebracht werden, im Verhaltnis zur gnzahl der ionisierten 
Stome. Experimentell gemessen wird die Intensitit einer 
Linie, z. B. der Resonanzlinie u,l,o. Da die Atome, die in 
einen hijberen Zustand n gebracht werden, meist auch die 
Resonanzlinie vnt ausstrahlen konnen , wjrd die beobachtete 
Intensitat nicht nur w,1 proportional sein, sondern yon der 
~bergangswahrscheinlichkeit zu,, in alle hijheren Zustiiinde 
abhangen. 

Hrn. Professor Born  danke ich vielrnals fur freundliche 
Hilfe und Anregung, ohne die diese Arbeit nicht zustande 
gekommen ware. Ebenso bin ich Hm. V. Weisskopf  fiir 
Rat und Hilfe zu groBem Dank verpflichtet. 
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