Uber Elementarakte mit zwei Quantenspriingen
Von Maria Géppert-Mayer
(Géttinger Dissertation)
(Mit 5 Figuren)

Einleitung

Der erste Teil dieser Arbeit beschiiftigt sich mit dem
Zusammenwirken zweier Lichtquanten in einem Elementarakt.
Mit Hilfe der Diracschen Dispersionstheorie!) wird die Wahr-
scheinlichkeit eines dem Ramaneffekt analogen Prozesses,
namlich der Simultanemission zweier Lichtquanten, berechnet.
Es zeigt sich, daB eine Wahrscheinlichkeit dafiir besteht, daB
ein angeregtes Atom seine Anregungsenergie in zwei Licht-
quanten aufteilt, deren Energien in Summe die Anregungs-
energie ergeben, aber sonst beliebig sind. Fillt auf das Atom
Licht, dessen Frequenz kleiner ist, als die entsprechende Eigen-
frequenz des Atoms, so tritt auBerdem noch eine erzwungene
Doppelemission hinzu, bei der das Atom seine Energie in ein
Lichtquant der eingesandten und eins der Differenzfrequenz
aufteilt. Kramers und Heisenberg? haben die Wahrschein-
lichkeit dieses letzteren Prozesses korrespondenzm#Big berechnet.

AuBerdem wird die Umkehrung dieses Prozesses betrachtet,
namlich der Fall, daBl zwei Lichtquanten, deren Frequenzsumme
gleich der Anregungsfrequenz des Atoms ist, zusammenwirken,
um das Atom apzuregen.

Ferner wird untersucht, wie sich ein Atom gegeniiber
stoBenden Teilchen verhalten kann, wenn es gleichzeitig die
Méglichkeit hat, spontan Licht zu emittieren. Oldenberg?
findet experimentell eine Verbreiterung der Resonanzlinie des
Quecksilbers, wenn er die angeregten Atome vielfach mit lang-

1) . A. M. Dirae, Proc. of R. S. vol. 114. S. 143 u. 710. 1927.
2) H A Kramersu. W.Heisenberg,Ztschr.f. Phys.31.5.681. 1925.
3y 0. Oldenberg, Ztschr. f. Phys. 1. 8. 605. 1928.
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samen Teilchen zusammenstoBen laBt. Er deutet dies durch
die Annahme, dafl ein positiver oder negativer Teil der An-
regungsenergie des Atoms als kinetische Energie an das stoBende
Teilchen abgegeben werden kann und die Differenzfrequenz aus-
gestrahlt wird. Fir diesen ProzeB wird hier eine dem Raman-
effekt bzw. der Doppelemission analoge Formel abgeleitet.

Schliefilich wird im AnschluB an eine Arbeit von Franck?
der Versuch gemacht, das Verhalten der Intensitit der Anregung
von Spektrallinien durch Stof mit schnellen Elektronen durch
einen solchen DoppelprozeB zu erklaren.

Franck diskutiert den Verlauf der Anregungsfunktion
einer Spektrallinie, das heiBt der Intensitiit als Funktion der
Geschwindigkeit der stoBenden KElektronen. Diese Funktion
ist fiir kleine Geschwindigkeiten null, bis die kinetische Energie
der Elektronen gleich der Anregungsenergie des betreffenden
Ausgangszustands der Linie wird. Dann steigt sie stark an,
hat ein Maximum bei einer Geschwindigkeit, die einer Span-
nung von nur einigen Volt oberhalb dieser kritischen Spannung
entspricht, und sinkt dann wieder gegen Null ab. Dieser Teil
der Kurve ist mit der gewshnlichen StoBtheorie verschiedent-
lich berechnet worden. Man erhilt eine Kurve, die die Kr-
scheinungen gut wiedergibt, besonders das plétzliche Einsetzen
der Funktion bei der kritischen Spannung. Fir grofe Ge-
schwindigkeiten liefert die theoretische Kurve einen monotonen
Abfall gegen Null. Untersuchungen mit schnellen Elektronen
haben aber gezeigt, daB die Intensitit spiter wieder ansteigt
und bei einer Elektronengeschwindigkeit, die etwa 100 Volt
entspricht, fiir alle Linien ein flaches Maximum zu haben
scheint. Dies Maximum liegt bei kinetischen Knergien, die
schon starke Ionisation hervorrufen, und fiir die der theoretische
Wert der direkten StoBanregung sowie die Extrapolation der
experimentellen Anregungsfunktion schon praktisch null ist.
Die relativen Intensititen der einzelnen Linien sind gegeniiber
dem Verhalten bei kleinen Geschwindigkeiten villig verschoben,
so daB ein ganz anderer ProzeB der Anregung zugrunde zu
liegen scheint. Franck fithrt aus, daB die Erscheinung viele
Ziige eines Wiedervereinigungsleuchtens tragt.

1) J. Franck, Ztschr. f. Phys. 47. 8. 509. 1928,
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Andererseits zeigt aber Franck auch, daB es sich bei
diesem ProzeB nicht um eigentliche Wiedervereinigung handeln
kann, hauptsichlich weil ein groBer Teil der Versuche in so
hohen Feldern ausgefithrt ist, daB freiwerdende Sekundir-
elekironen sehr schnell eine zu hohe Geschwindigkeit erhalten,
um wieder eingefangen zu werden. Daher deutet Franck
diese Erscheinung durch eine Wiedervereinigung des Atoms mit
seinem eigenen Elektron, einen ProzeB, der in der Bohrschen
Vorstellung folgendermaBien beschrichen werden kann: KEin
Atomelektron erhiilt von dem stoBenden Teilchen Energie und
wird in eine Hyperbelbahn, d. h. in eine Bahn mit hoherer als
Tonisationsenergie, geworfen. KEhe es aber eine bestimmte
EinfluBzone des Atoms verlassen hat, fallt es unter Emission
von Licht in irgend eine Ellipsenbahn zuriick, so daf das Atom
nun im angeregten Zustand ist.

Hier soll die Frage behandelt werden, wie ein solcher
ProzeB nach den Vorstellungen der Quantenmechanik beschrieben
werden kann. Offenbar kann man dann nicht mehr davon
sprechen, daB das Atom rekombiniert, ehe das Sekundarelektron
eine bestimmte Einfluflzone des Atoms verlassen hat. Es liegt
aber nahe, zu versuchen, diese Erscheinung zu deuten durch
einen ProzeB, in dem gleichzeitig, in einem Elementarakt, das
Atom Energie von dem stofenden Elektron aufnimmt und Licht
emittiert, so daB es dann in einem Zustand diskreter Energie
zuriickbleibt und nun befihigt ist, in einem zweiten, un-
abhingigen ProzeB eine Spektrallinie des diskreten Spektrums
zu emittieren. Hine solche Deutung enthilt starke Analogien
zum Ramaneffekt, der ja auch beschrieben werden kann als
das Zusammentreffen zweier Prozesse in einem Elementarakt.
Da ein solcher einaktiger Proze in dem Moment geschieht,
in dem der StoB auf das Atom einwirkt, wiirde er alle Er-
scheinungen deuten, die durch ein Wiedervereinigungsleuchten
nicht zu erkliren sind.

Die Rechnung ergibt eine Wahrscheinlichkeit fiir einen
solchen ProzeB, deren Charakter diskutiert wird,

§ 1, Das Zusammenwirken zweier Lichtquanten
in einem Elementarakt

Die folgende Rechnung schlieBt eng an die Arbeiten von
P. M. A. Dirac iiber Emission, Absorption und Dispersion an.
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Betrachtet wird die Wechselwirkung eines Atoms mit einem
Strahlungsfeld. Um die Anzahl der Freiheitsgrade abzahlbar
zu machen, sei die Strahlung in einen kubischen Kasten des
Volumens 77 eingeschlossen gedacht, der den Lichtwellen die
Bedingung auferlegen moge, sich auflerhalb periodisch zu wieder-
bolen. Spater wird dieser Kasten als unendlich groB an-
genommen werden.

Ein solches Strahlungsfeld ist d4quivalent mit einem System
ungekoppelter harmonischer Oszillatoren. Denn die Strahlung
1aBt sich in ebene, linear polarisierte Wellen zerlegen; Ist A
das Vektorpotential, so wird

W= S e = Sgeen® a5+ v+ 5s)
a a

wobei die Komponenten des Vektors » 3¢ in iiblicher Weise
durch ganzzahlige Beziehungen zur GrioBe des Kastens bestimmt
sind, und zu jedem moglichen Vektor » 8¢ zwel zueinander und
zu 3¢ senkrechte Einheitsvektoren ee gehoren.

Fiir groBen Hohlraum ist die asymptotische Anzahl der
Eigenschwingungen, deren Frequenz zwischen » und » + 4 » liegt
8a2?V

8

85 ZwA4v = Av.

Die Maxwellschen Gleichungen liefern fiir die Grofien g
die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators. Unter-
wirft man sie der Quantelung, so wird die Hamiltonfunktion

der Strahlung
S He=Sho, (0,4 ]

Ein Zustand s des Strahlungsfeldes ist beschrieben durch
Angabe des Zustands aller Oszillatoren s = (n, ---n_---), und
die Energiedifferenz zweier Hohlraumzustinde ist

hovgy = hv_ (n,—n)).
a

Die Matrixelemente von ¢+ sind

2
g, = l/}z—:ch (n,+ 1) fir n/=n+1, n/=mng;
a

[y} e
@) —1/ e 7 fir »'=n 1, n' =mn,;
“V 2ay,V e @ Ta A 3]

= 0 sonst.
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Ein Atom mit raumfestem Kern, der Hamiltonfunktion H 4,
den stationiiren Zustinden n und den Eigenfrequenzen »,, sei
in Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld. Dann ist die
Hamiltonfunktion des Gesamtsystems

H=H*+H,+ H"

Die Wechselwirkungsenergie H’ ergibt sich aus der Hamilton-
funktion des Elektrons

Hy= 2 4+ V@ + = (0 + or 22,

2m m e 2m ¢*

p bzw. q ist der Impuls- bzw. Koordinatenvektor eines Atom-
elektrons, 7 die potentielle Energie des Elektrons im Atom
und ¥ das Vektorpotential des Strahlungsfeldes am Ort des
Flektrons. Die zweigliedrige Wechselwirkungsenergie

2
H = 0% + g @
148t sich leicht in eine einfachere Form iiberfithren. Bilden
wir namlich die zu H, gehorige Wirkungsfunktion
L=qp—Ha

H, el

0
und driicken sie mit Hilfe von ¢ = 7p

als Funktion von g
und g aus,

LG ="58—V@—-—@W,
so ist sie Aquivalent einer anderen Wirkungsfunktion

= . . - d A
L0 = 58 = V@ + +(07)
die aus der ersten durch Hinzufiigen des totalen zeitlichen
Differentials —dd? (@) hervorgegangen ist. Bilden wir hieraus

die zugehorige Hamiltonfunktion 77, so erhalten wir
2
5 P e aA
Ho= 3+ V0= (a57)-

Wenn die Wellenlinge des Lichts groB gegen die Atom-
dimensionen ist, kann man die raumliche Schwankung von A
A% _ 3% _ g

innerhalb des Atoms vernachlissigen, so daBl 07 ; A
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Man erhalt fiir die Wechselwirkungsenergie nach Einfithrung
des elektrischen Moments § = >eq, (die Summe ist iiber alle

Atomelektronen zu erstrecken),
I3 1 5
wobei man fiir 9 seinen Wert an der Stelle Tgy Yoy 2, des

Atommittelpunkts setzen kann. Da %2[ gleich der elektrischen

Feldstirke € der Strahlung ist, reduziert sich die Wechsel-
wirkungsenergie unter der gemachten Voraussetzung aunf die
potentielle Energie des elektrischen Moments {§ gegen das
Lichtfeld.

H’ wird als Storungsenergie aufgefaBlt und die Kigen-
funktion des Gesamtsystems wird nach den FKigenfunktionen
des ungestirten Systems entwickelt,

?70 =.§:' ans Qpﬂ&'
Macht man die Annahme, daB das ungestorte System zurzeit
t = 0 im Zustand n?% s° sei, so liefert die Stiorungstheorie fiir
Zeiten, die klein sind gegen die mittlere Verweilzeit fiir die
Wahrscheinlichkeitsamplituden a,, in erster Niherung

2w (vt veg)t

QD _ g’ 1—ce

a -— T
e ns, nOs0 ’
’ hv, o+ v, s")

in zweiter Ni’xherung

n [T n 703’ s
n 8 Z
Iy h Yur o + Vyr s")

l [1 _ e-nz(vnn/ +"'ss’)t 1 - eﬂ:ti (Pt T Vss0) t]
h’("nn’ + llss’) h("nn0 + "3.90)

(3)

Die erste dieser bekannten Gleichungen liefert Absorption und
Emission, die zweite auBer dem Ramaneffekt und der Dispersion
noch die Effekte der simultanen Emission und der simultanen
Absorption zweier Lichtquanten, die hier niher untersucht
werden sollen.

Um zuerst die Doppelemission zu berechnen, sei das Atom
zur Zeit t = 0 im angeregten Zustand n°% und im Hohlraum
sei nur eine Kigenschwingung

2[ =¢ e..‘:uva(é x+§y1+é )’
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deren Frequenz », nicht mit einer Eigenfrequenz des Atoms
iibereinstimmt, stark angeregt; d. h.

n'>1; nﬁ" =0 fir f+e; v Fvp.
Wegen der Higenschaften der Oszillatormatrizen g% (2) in

H-nln’ 58 =2 q':s,(iBm,?Ia)

kann H, .o Hy wos o nur dann von Null verschieden sein,
wenn s aus s° hervorgeht entweder durch Absorption eines
Lichtquants », der eingesandten Frequenz und Emission eines
beliebigen anderen Lichtquants v, — dies ergibt den Raman-
effekt und die Dispersion — oder durch Emission zweier Licht-
quanten. HEs wird sich dann zeigen, daB bei festem v bei kKr-
haltung der Gesamtenergie in jedem Fall nur Emission einer
bestimmten Frequenz moglich ist. Um fiir heide Falle gemein-
sam weiterrechnen zu kdnnen, moge in den folgenden Formeln
stets bei doppeltem Vorzeichen das obere fiir den Ramaneffekt und
Dispersion, das untere fiir die Doppelemission stehen. Dann wird

o fnsne i [ ) (Bt
ns @ R (P an + 7g)
J 1 2 nw Fra)t | 2miCmmt vg T ra)t
@ | U 20w Fr)  Bfawt g Fr) }
4 (Baw W) (B0 4°)
h(vn, w T 1’,1)
{ 1— eﬂ:rzi(vnnr-{- vgit 1— P’lni(l'nno + "ﬁ;"a}t l]
[ h(Vpw + 73) T (et v F vy |
afi ist nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn v, n

der Umgebung oder in der Nullstelle eines der 3 Nenner

Voo + Vpy  Vpw Vgs  Vawo + Vs Fo,
liegt. Die Umgebungen der Nullstellen der ersten beiden
Nenner liefern Wahrscheinlichkeiten fiir Prozesse, bei denen
nicht der Energiesatz gewahrt ist, nimlich fiir Uberginge des
Atoms von »® nach m unter Absorption bzw. Emission eines
Quantums der eingesandten Frequenz », und Emission einer
Eigenfrequenz des Atoms.
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Diesen Ubergiingen entsprechen aber nicht wirkliche Pro-
zesse, sie beruhen auf der Eigenart der hier angewendeten
Methode der Variation der Kounstanten. Hierbei wird nim-
lich angenommen, daB die Storungsenergie H' zur Zeit Null zu
wirken beginnt, wihrend sie in Wirklichkeit ununterbrochen
wirkt. Dieser Einschaltvorgang ist die Ursache des Auftretens
der abnormen Uherginge.

Wesentlich ist dagegen die Umgebung der Nullstelle des
3. Nenners, der die Anderung der Gesamtenergie bei dem
Prozesse darstellt. Fir solche Frequenzen v, in der Umgebung
von ¥ = vy, &+ v, sind die additiven Glieder

egﬂi("nn"’—“’a)t 1 _ein(vn,nr-l-v

Pt
_¥*Ha-n’ * ”a) 7 h(ynn’ + yﬁ) o
zu vernachlissigen, und man erhilt, wenn maun noch fiir die
Matrixelemente der g ihre Werte aus (2) einsetzt

= S e )

y qsnn'e (ananeB) + (%nn’eﬁ) (Y’Bn’nﬂea) {?
h(z} n°+yﬂ) h‘(yn’no_*__ya)

(5)

n ’

) 4 Sinzn(rnno +”S ps Va');t
Wi +7, %7,

(Das Zeichen (2) bedeutet, daB fiir Dispersion und Raman-

effekt 0, fiir Doppelemission 1 zu setzen ist) Die Wahr-
scheinlichkeit des Prozesses erh#lt man durch Summation
von |a;,|? iber alle B, fir die », in der Nihe von o
liegt. Geht man in dblicher Weise bei groBem Hohl-
raum von > zum Integral iiber die Anzahl aller Eigen-

schwingungen A#, f Z (v dw, (1) iiber, so erhilt man wegen
des scharfen Maximums des Integranden an der Resonanzstelle
2 Sah? 1 ( 0, (0
= —_——— 7N
; s et (1))
((‘Bn n’ ea) “Bn’ﬁ' SBnn (s’Bn’n" € )) l"
n’ h("n’n""'”ﬂ) ( nn°+y)

) 2 sin? (Y ao + Y3 F ¥a)l
fZ(fuﬂ) W e + 75 F 7 *wdw

(2)
ns
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L Caatl)

2 |2
;1 Bs 3pes 14
_2 ( (SB n' ea)“Bn ! n0 g’bnn’((‘Bn’n" e) \1 t
< h(Vrm £ ) B (¥prmo F ¥4) | )

Diese Formel hat nur dann Sinn, wenn #" > 0 ist. Doppel-
emission ist also nur dann méglich, wenn #,,> 0 und die
eingesandte Frequenz » < v, ist.

Nimmt man an, daB nicht nur eine einzige Eigenfunktion
des Hohlraums zu Beginn stark angeregt ist, sondern daf
eine Spektrallinie endlicher Breite eingesandt worden ist, und
betrachtet man im Fall der Doppelemission die Wahrschein-
lichkeit der Emission von v, nicht genau in die eine Kigen-
funktion 92, sondern in einen schmalen Frequenzbereich A,
so ist die obige Formel noch iber alle Eigenschwingungen 9=
mit Frequenz zwischen » und » 4+ A» zu summieren. Benutzt
man die Funktion g(») der mittleren menochromatischen
Strahlungsdichte, definiert durch

(6) VoW dv = 2 hv n°,

v<1'a<v+_/1v

so erhilt man als Wahrscheinlichkeit der Doppelemission pro
Zeiteinheit

( a B4nty 3

e

we, =2 (Q(’ll) + S"iji) dv
(0 ' By o wa B | |2
| 3|2 e et

Yarn —

Es zeigt sich also, daB bei unbesetztem Hoblraum eine Wahr-
scheinlichkeit fiir eine spontane Simultanemission zweier Licht-
quanten besteht; und zwar sind alle Frequenzaufteilungen
moglich. Wird Licht der Frequenz v eingesandt, so verhilt
sich der Anteil der erzwungenen Emission der Frequenz +
hinsichtlich seiner Intensitit so, als ob ein virtueller Oszillator
mit dem Moment

| N EERIOE
mit

Annalen der Physik. 5. Folge. 9. 19
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(8) pc: - Z (@fg@ie) ﬂsw'no_ + ‘,Bnn,(ﬁl{”, w0 CL

n n - h("n’n - 11) h‘(yn’ a0 T 1’)

die Frequenz »" spontan emittiert. Die Stirke der erzwungenen
Doppelemission ist fiir normale Strahlungsdichten ganz be-
deutend kleiner als die entsprechende spontane Doppelemission.
(Es besteht dasselbe Verhiltnis wie zwischen gewohnlicher er-
zwungener und spontaner Kmission). Diese Formel (8) ist
vollig analog der fiir den Ramaneffekt, in der das maBgebende
Moment

Pow = B(#pry +7) B (Vs o — ¥)

T 2 ((qsnn’ e) an’n_“_ ann’(;’Bn’ no €)

ist. Da die beobachtete Intensitiit auBerdem von der Anzahl
der Atome im Ausgangszustand abhingt, und das in diesem
Fall ein angeregter Zustand ist, so wird die Krscheinung
wegen der starken spontanen Emission kaum beobachtbar
sein. Vielleicht wiire sie aber bei metastabilen Zustinden zn
finden, wenn die spontane Emissionswahrscheinlichkeit, also
| Ppyw|? gering ist.

Der inverse ProzeB der Doppelabsorption dagegen ist der
Anzahl der Atome im Grundzustand proportional. Die Rech-
nungen in diesem Fall verlaufen im wesentlichen analog. Nur
sei der Anfangszustand n° des Atoms diesmal etwa der Grund-
zustand, und es sei vor Einsetzen der Storung im Hohlraum
nur Licht zweier schmaler Spektralbereiche der mittleren
Frequenz v bezw. v enthalten, deren mittlere Frequenzsumme
gleich einer Eigenfrequenz des Atoms ist, » + ¢ = »,,0. Die
Eigenfunktionen jedes Spektralbereichs mogen gleiche Fort-
pflanzungsrichtung 8 bzw. § und gleiche Polarisation e hzw. ¢
haben.

Aus den gleichen Uberlegungen wie vorher wird die
Amplitude der Wahrscheinlichkeit des Ubergangs von n°
nach 7, aly (8) nur dann wesentlich von Null verschieden
sein, wenn der Hohlraumzustand s aus s° hervorgeht durch
Absorption eines Lichtquants v, des Spektralbereichs » und
eines anderen v, des Spektralbereichs +. Fiir solche Ubergiinge
wird mit Vernachlassigung entsprechender Glieder wie in (5)
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@) 1 e B
ans— c? j'na"—-1,n2 qnﬁ‘)——-l,no

b
(s’En%’ eﬂ) ((’Bu’ " ea)
2 \: h’("n’nO_"a)

2x1% ("R~ Ya — ’Vﬂ) t

1—e

h(vﬂno -y, — vﬂ)

L

%nn’ ea) (S'B'n’n" eﬂ) :}

By po — ”ﬁ)

2nh
= Vns v, ng vg
. S’ [ (‘Bn n’ e,) $1t’ n® e) _I_ (s‘Bnn’ e)(s‘En' no e,) ]
vl h(w h("n’n" - ”ﬁ)

w

wad ™ Vo)

2= ’L(vnno— va-—vﬂ)l

1l —e
h(Pppo = va = 7p)

Die Wahrscheinlichkeit des Prozesses erhilt man durch
Summation von la(z) itber s, d. h. bei groBem Hohlraum
durch Integration iber », und v, Benutst wieder die in (6)
definierte Funktion ¢(») die monochromatische Strahlungs-
dichte pro Volumeneinheit, so erhalt man in iiblicher Weise
wegen der scharfen Resonanz an der Stelle » -+ Vg = Vy o

Zla?

] 2 [ (qsnn' ¢ Mﬂ?}n n? e) (ngnn’ e)(s'Bn'n"e’) } \2

Vs po = ”) h (”11’ n® y,) |

4sin® (v, o — v, —vg) E
fg ) 0 () o nr —dv, dv,.

o= Vg = ¥3)2

d
O Wi = el emaripel,

wobei p* den in (8) definierten Vektor bedeutet. Das Integral
ist tiber die Breite einer der eingesandten Spektrallinien zu
erstrecken. Ks zeigt sich, daBl die Wahrscheinlichkeit der
simultanen Absorption bei gewdhnlichen Lichtdichten kleiner
ist, als die der simultanen Kmission. Das Verhaltnis der
‘Wahrscheinlichkeiten von Doppelemission zu Doppelabsorption
ist dasselbe wie bei gewohnlicher Emission und Absorption,
Die Prozesse werden also das Strahlungsgleichgewicht nicht

storen.
19*
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Die Hiufigkeit dieses Prozesses der Simultanabsorption
wird dadurch vergrofert, dafl sie der Anzahl der Atome im
Grundzustand proportional ist. Andererseits wirkt aber die
quadratische Abhingigkeit von der Lichtdichte ungiinstig, so
daB zur Beobachtung sicher groBe Lichtintensititen erforder-
lich sind.

Zu bemerken ist noch, daB sich beide besprochenen Pro-
zesse ebenso wie der Ramaneffekt so verhalten, als ob zwei
Vorginge, von denen jeder nicht dem Energiesatz geniigt, in
einem Akt geschehen: Das Atom geht unter Emission oder
Absorption einer Frequenz » vom Zustand #° in einen Zwischen-
zustand 7’ und von da unter Emission oder Absorption einer
Frequenz »" in den Endzustand n iiber.

Alle Prozesse werden hier noch einmal schematisch ein-
ander gegeniibergestellt, und zwar der Einfachheit halber so,
daB alle Ubergiinge zwischen zwei Zustinden n und m, fir
die »,, >0 ist, dargestellt werden. =’ ist der beliebige
Zwischenzustand. Figg. 1 und 2 stellen den Stokesschen bzw.
anti-Stokesschen Fall des Ramaneffekts, Fig. 3 die Doppel-
absorption und Fig. 4 die Doppelemission dar.

/7/ r‘| ”I >~ ”/ — ”I ﬂ ”t‘
R X A B o] ¥ i m
| : v

| I U l
| ! v | l’l/l
n— n Y n n—Y n

Die punktierten Linien bedeuten das Verhalten des Atfoms, aufwirts-
gerichtete Pfeile absorbierte, abwiirtsgerichtete emittierte Lichtquanten

Figg. 1—4

§ 2. Das Zusammenwirken von Licht und StoB
in einem Elementarakt

In diesem Teil der Arbeit soll das Zusammenwirken von
Licht und stoBenden Teilchen — etwa Elektronen — auf
ein Atom betrachtet werden. .

Die Elektronenwellen seien in einen kubischen Kasten
des Volumens V eingeschlossen, der ihnen dieselbe Bedingung
auferlegt, wie der Strahlung, nimlich sich auBerhalb periodisch
zu wiederholen.
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Herrscht keine Wechselwirkung, so ist die Energie der
Elektronen nur die kinetische Energie 7', und die Eigen-
funktionen sind ebene Wellen

2xi

9, = R (p:r+z>;‘y +p:z)’
2 -VV

wobei die Komponenten von p* wie stets durch ganzzahlige
Beziehungen zur Grofle des Kastens bestimmt sind, und die
Anzahl der Eigenschwingungen, deren KEnergie E_ zwischen
E und E 4 4FE und deren Momentvektor p* im Raumwinkel
Adew, liegt
(10) NEYAdE dwy, =55 VY2mE AE 4w,
ist.

Die Wechselwirkung eines solchen Feldes freier Elektronen
und eines Strahlungsfeldes mit einem Atom soll untersucht
werden, Die Hamiltonfunktion des Gesamtsystems ist

H=H,+>H+ T+ H,

wobei die Wechselwirkungsenergie H' in zwei Teile zerfillt,

H=7T4+10,
deren erster 1" die Wechselwirkung zwischen Atom und Strahlung,
4 1 1

und deren zweiter U7 die Wechselwirkung zwischen Atom und
Elektron bedeutet, die etwa als Coulombfeld angesetzt werden
kann. Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Elektron
ist hier vernachlissigt worden.

Ebenso wie im ersten Teil werden die Wahrscheinlich-
keitsamplituden a,,, untersucht, und zwar sollen nur solche
Prozesse betrachtet werden, bei denen sich zu Anfang keine
Strahlung im Hohlraum befindet, bei denen es sich also um
reine KEmissionsvorginge handelt. Ks sei nur ein Elektron

2
nO
2m

mit der Energie K = im Kasten, und das Atom befinde

sich zu Beginn im angeregten oder unangeregten Zustand n°.
Da V nicht von den Koordinaten des KElektroms, U nicht
von der Strahlung abhingt, wird ein Matrixelement von H’

’ T
ans; n % s = I’ns;n’s’ an’ + (]nx; n x’ (588”
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und daher fillt in erster Naherung die Ubergangswahrschein-
lichkeit additiv auseinander in die Einwirkung von Licht allein
und von Stoff allein. Ein Zusammenwirken beider kann erst
in der zweiten Niherung erhalten werden.

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude in zweiter Ni#herung
ist dann wegen der Eigenschaften der Stdérungspotentiale

2y (-) (-*)
anxs— 3vs°+ ns(;xx‘)

Uﬂ n, V ’

h (”n’ a0 T ys.9°)

n0 g 50
+ 2>

n

1 e'?"hﬁ o + BB 82;: 3o+ 1evg 0 4B = Byt
11 - -
(1) hy,.,+ E,— E, hv, o +2) + E, — E

7,

n' 00 20

+ 'nn’.ssOA
hv o+ B — By
‘)
( ] = & F O Tt (h Vanothvg gt B = Eou)}

h (yn w T ¥ 80) o b (Vnn" + 7 s") + En - ‘0

Hierbei sind die Glieder afi J, .. und a;;‘)l d,, die Beitrige,
die durch StoB allein oder durch Strahlung allein in zweiter
Naherung erzeugt werden. Fir Prozesse, in die wirklich beide,
Licht und StoB, eingehen, fiir die sich also k¥ und s #ndert,
. sind sie Null

Untersucht wird die Wabrscheinlichkeit der Kmission von
Licht, dessen Frequenz » nicht mit einer Kigenfrequenz des
Atoms identisch ist. Aus den gleichen Uberlegungen wie im
vorigen Paragraphen ist afl , nur fir solche Zustinde zx, s
wesentlich von Null verschieden, fiir die ungefihr der Energie-
satz gewahrt ist, das heift, fur die hv, o+ hv 4+ E —E,
klein ist, und fur solche Zustinde sind dle additiven Gheder

2mi .
h vy g+ B — Bo) ¢ 2nz(v 7+ "a)t
1—e 1 — n n

hvps + B, - E ! B @an + v

zu vernachlissigen. Daher wird
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ﬂ
()) unhya -S- Ui oo B Snnlwn® Py ( )
ILxs n’n0+l )

n’

2xi
. = (kv o F By Ey — Bt
l (‘Bn n xA% Ln’n‘?nnb) 1—eh “

Ry & By = By | vy g+ by, + B, — B

Um die Wahrscheinlichkeit der Emission von Licht eines
schmalen Frequenzbereichs 4v der mittleren Frequenz » beim
Ubergang des Atoms vom Zustand n° zum Zustand n zu er-

halten, ist iam { mit der Anzahl der Eigenfunktionen im

Bereich A, also Z (») d», zu multiplizieren und tiber alle x
Zu summieren, was bei groBem Hohlraum in ein Integral iber
N(E)dE (vgl. (10)) iibergeht.

Wegen des scharfen Maximums res Integranden erhilt
man dann iblicher Weise

2> 3|

sdv *

_ 2nhv Z(ﬁ/ .

T T2
f ! nn * x° (‘Bn 1L0 S‘B'll %" l‘n’ [ AR

LA dw
h (1’7‘0'17,0 + ) k l/n/no + Ez - EO P

2—-2cos2n (w,mo + vy + »E—_hi)t
N(E)

(h Vun® + h Ve + E— Eg)z

= % vZ W) N (Ey— hiv

f nw

Diese Wahrscheinlichkeit ist auf eine Dichte 1/1” der ein-
fallenden Elektronen normiert. Bezieht man sie statt dessen
auf einen Strom einfallender Elektronen der Stromdichte eins,
so ist das Resultat noch mit

. |4
== *———2::’_—
Vo s
m
zu multiplizieren. Setzt man schlieBlich noch fiir z und N

ihre Werte ein, so erhilt man fiir die Wahrscheinlichkeit
des gesuchten Zusammenwirkens

\,—{-wa))-dv-t

nn

qsn’ 70 UM’L’ "ot SBM, n Lﬂ,’- niyLO
hw, 0+ ¥ h

= - d oy,

wn'n

2|
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61 m* vsm? h (¥ +_;;) T3
1 zUnuo = 5T 3 l/l - _E—* T

Lo
37 e o

-

Das Resultat ist von der GroBe des Kastens 17 unabhiingig,
da Uy 0 1 umgekehrt proportional ist.

(13) U

1R w2

P p, ..U

2
n'no [ o LR

hv, n,o, + ») hvy, —»

d wy,, -

Speziell sei n° ein angeregter und n ein tieferliegender
Zustand des Atoms, also v, > 0. Dann zeigt es sich, daf
das Atom beim Ubergang von n° nach n Frequenzen » emit-
tieren kann, die groBer oder kleiner als die Anregungsfrequenz
vy, sind. Die Wahrscheinlichkeit scheint groBer zu sein,
wenn nur kleine Mengen von Energie an das stoBende Par-
tikel abgegeben werden, wenn also die Frequenz » nahe an
v, liegt. Denn in der obigen Formel kommen in der Summe
ither n’ unter anderem die Glieder vor, in denen #' = n® oder
n' =mn ist. Ihnen entsprechen die Werte

P n ' U'n

et Znomt el fir n’ = n®
h Fpon =) ’

Fue Ut fiir ' =n
h (Vn "o + ) ’

Diese beiden Glieder ergeben eine Resonanz fiir v = v,,.
Wenn » in der Nihe von w,, liegt, werden sie alle anderen
weit iiberwiegen. Bei der entsprechenden Formel fiir den
Ramaneffekt bzw. die Doppelemission liegt diese Resonnanz
nicht vor. Dies Resultat scheint mit den experimentellen Er-
gebnissen von Oldenberg iibereinzustimmen.

Fir die in der Kinleitung besprochene Erscheinung des
Anregungsleuchtens sind die Anfangsbedingungen im wesent-
lichen die gleichen, wie vorher: das Atom sei zu Beginn des
Prozesses in einem Anfangszustand »° der etwa der Grund-
zustand sein moge, aber die kinetische Energie des stofenden

20

Elektrons E, = g;ﬁ sei jetzt wesentlich groBer als die Ioni-

sationsenergie des Atoms.

Betrachtet wird die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs
des Atoms zu einem Zustand n des diskreten Spektrums, und
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es soll gezeigt werden, daB die Moglichkeit besteht, daB das
Atom diesen Zustand anf dem Umweg iiber das kontinuierliche
Spektrum erreicht.

Um die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses zu be-
rechnen, muB noch einmal auf Formel (11) zuriickgegriffen
werden. Unter der Summe iiber n” ist hier stets stillschweigend
das Integral dE’ iiber .das kontinuierliche Spektrum mitver-
standen. Die Vernachlissigungen, die von (11) zu (12) fithrten,
sind hier nicht berechtigt; denn die Nenner einiger der ver-
nachlissigten Glieder konnen jetzt Null werden, auch wenn
der Energiesatz gewahrt ist. . Aber infolge der Anfangsbe-
dingungen sind doch einige Vereinfachungen zu machen.

Da n? den Grundzustand des Atoms, s° den unbesetzten
Hohlraum darstellen soll, ist notwendig», . > Oundv, o =9, >0.
Die Nenner v, o4 v, der ersten Summe in (11) werden also
stets groB sein. In der zweiten Summe dagegen kann es vor-
kommen, daB alle drei Nenner gleichzeitig Null werden.
Wenn wir nur auf solche Prozesse unsere Aufmerksamkeit
richten, wird das letzte Glied das erste bei weitem tiberwiegen
und allein die Hauptziige der Erscheinung wiedergeben.

Daher wird im wesentlichen

2 _ Zﬂ/’“’ El(ﬁnn’”{) n’ B0 x

nxs

a d i
hwn,n0+E — K,

e
h ‘(V,m, +rg  hUwn+r) + E,— E,

27 q
1 274 (Yt + Vo)t 1 T (hvppo+ hvg + By~ Egt
-— P —
TTh

Durch formale Umformung ist das auf die Form zu bringen

@ _ 2ahy,
s = vV 'h(y"no_*_,).i_F : (%anI)[nn/,co

n’
E,—E
~2ni("n’n°+—1———“)t
1 —e T

By — EO)) :
S hwwo+ E,—E,

Eni(vnno+va+ n

[N

1 — 27y n'+ ”a)‘
o h (¥ ot + 1 J

Auch hier kommen bei der Summation fiber #° bzw. Integration
itber dE iiberwiegend die Glieder in Betracht, fir die einer
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der Nenner klein wird, ILiegen die Resonanzstellen im Kon-
tinuum, so hat der Integrand fiir v o =E — B bzw. vg, = v,
starke Maxima und wird in gréBerer Entfernung klein. Das
Produkt B, z Uz w0 ist in dem kleinen, maBgeblichen Bereich
langsam veriinderlich, so daB man es konstant gleich dem
Wert an der Resonanzstelle setzen und das Integral approxi-
mativ auswerten kann. Fir das Gebiet diskreter Kigen-
funktionen begeht man einen Fehler, wenn man die diskreten
Werte PByny Upnonwo in n° durch eine stetige Funktion von
E' interpoliert und die Summafion durch eine Integration
ersetzt. Spiter wird es sich zeigen, daB in dem betrachteten
Spezialfall groBer Geschwindigkeiten des stofienden Teilchens
dieser Fehler gering ist, da vorwiegend solche Energie-
anderungen hwvg ., hvg, vorkommen werden, fir die die
betrachteten Resonanzstellen wirklich im Kontinuum liegen.
Daher wird angenshert

(2) 2ahy, 1 : -
Unws = l/ V S hwnw + ) + E, — E, [(S'E” B ?Ia) U w0
B, - E,

sl
E, — B —-27!1:( +"E’n°>t
e?ni (vnno + g h ); 1—e L

E E d VE no

VE ue +

1 — 27 (nE +va)t To
+ Pz U Ueno o -‘“TE::, vy @z }

2nhy, )
-—‘/ ) h(ynno'i"’ +E E {‘EqLE,?{a)lE'1l°zn°

E,
2nz(v 0+ Vg +——>
. e Cn 4 ?B”EZ QI“ leﬂnon,,o .

Dabei sind die Atomzustinde E', E* die Stellen der Resonanz,
also so in Abhingigkeit von » und s bestimmt, daB

(14) h/’I/Elﬂo—}—En—EO:O, ’llnEz—-f—-’Ua———O.

Um die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs des Atoms vom

2 ..
Zustand n° zum Zustand n zu erhalten, ist \a'z’ sl itber

» und § zu summieren. Zuerst sei die bummatlon itber x
ausgefithrt, die fiir groBen Hohlraum wie vorher in eine
Integration itber N(E)dE dw, [vgl. (10)] iibergeht. Wieder
kommt nur das Gebiet in Betracht, in dem der Nenner, der
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die Erbaltung der Gesamtenergie bei dem Prozesse darstellt,
klein wird, und da fir diese Stelle die Atomzustinde E! und E?
gleich sind, E' = E? = E, erhilt man

f @ 2 2n%hw,
{ZJ%”

=—3 - N(E — hq’.l"]n0 }SBnEQIu } ?
{

-f|UEnu%%ojzd(oM A

Dabei ist der Zustand E und die Energieabgabe des stoBenden
Elektrons, K — E,, wegen (14) so in Abhingigkeit von s,
d. h. v, bestimmt, daB

(16) hm”no+hw —|-E —E, =0, E,—E =hvgp, v,=vg,.
Formel (15) gibt die Wahrschemhchkelt dafiir, daB das Atom
in den Zustand 7 ibergeht und dabei ein Lichtquant der
Frequenz v, = vz, in die Kigenschwingung %« des Hohlraums
ausstrahlt. Die Formeln (16) zeigen, daBl dieser ProzeB sich
so verhalt, als ob zwel getrennte Vorginge, deren jeder dem
Energiesatz gentigt, in einem Akt geschehen, namlich lonisation
des Atoms durch StoB, wobei das Elektron die Energie 2 vg o
abgibt, und nachfolgende Rekombination unter Ausstrahlung
der Frequenz v, = vz, .

Um die Gesamtwahrscheinlichkeit des Ubergangs des
Atoms in den Zustand n zu erhalten, ist (15) noch iiber
alle s bzw. alle ¢ zu summieren, was, wie im ersten Para-
graphen, in eine Integration iber Z (v,)dw», ibergeht. Bezieht
man schlieBlich wieder die Wahrscheinlichkeit anstatt auf
eine Dichte 1/1” der einfallenden Elektronen auf eine Strom-
dichte von einem Elektron pro Sekunde durch einen Quer-
schnitt senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der Elektronen, so

hat man mit zu multiplizieren, und man erhalt fir

m 0 13
die Wahrscheinlichkeit des Uberganges des Atoms von =°
nach n

2E '”Fn "’FuanEIZ E)“h”EnO)

,,,‘ol dw d'”En

64n° mP 19 " 3 zl/ hvE p
=B nyn]PnE; 1 - -

.f\ [Tva,cxolzd ﬁ)nd'ﬂﬁvn.
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Dritckt man noch die in der Formel vorkommenden
Matrixelemente aus durch den Emissionskoefﬁzienten

64n 1/
AnE 'PnEJ

und dureh den theoretischen Wert der Ionisationswahrschein-
lichkeit durch Stof [vgl. etwa Born?)], der in dieser Be-
zeichnung

‘S’Enp: i nz%‘l/l— "En Tsz ITEnOVxOJ dmp,c

lautet, so erhilt man die Endformel

(1 7) Wy, po = —Z‘frinE SE nod E .

Es zeigt sich nachtriglich, daB der vorher gemachte
Ansatz der Interpolation der diskreten Matrixelemente durch
eine stetige Funktion der Energie gerechtfertigt war. Denn
die Wahrscheinlichkeit der StoBanregung im diskreten Spektrum
wird bei groBen Geschwindigkeiten des stoBenden Klektrons
klein und ist nur fiir Uberginge ins Kontinuum wesentlich,
wie etwa aus Betrachtung der Bornschen Formeln folgt. Es
ist daher auch in der Endformel hinreichend, das Integral
nur itber das Kontinuum zu erstrecken.

Dieser ProzeB der StoBionisation und gleichzeitigen Re—
kombination ist ein Analogon zu dem von Franck angegebenen,
in der Einleitung besprochenen ProzeB. DaB es sich wirklich
um einen einheitlichen Akt und nicht um zwei voneinander un-
abhiingige Prozesse handelt, geht aus der Proportionalitit der
Hiinfigkeit mit ¢ hervor. Denn die Haufigkeit der Aufeinander-

folge zweier unabhingiger Prozesse — etwa der Anregung
durch Stofl und spiterer Lichtemission nach einer Verweilzeit
von 1078 se¢c — muB fir Zeiten, die klein sind gegen 1078,

und fir diese gilt die Rechnung, immer proportional ¢? sein.

Diese Formel bedeutet die Wahrscheinlichkeit der An-
regung des Zustands # durch StoB mit schnellen Elektronen.
Das Atom kann dann in einem zweiten, unabhiéngigen Prozef

1) M. Born, Ztschr. f. Phys. 3S. 8. 803. 1926; Nachrichten der
(ottinger (xes. der Wissenschaften 1926, 8. 146.
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die Linien des diskreten Spektrums emittieren. Formel (17)
macht es verstindlich, daB das Maximum der Intensititen
dieser Linien in der Gegend liegt, wo die Gesamtionisation

‘fSE wdE groB ist. AuBerdem erklirt sie die vollige Ver-

schiebung der Intensititen gegeniiber der direkten StofB-
anregung, bei der die Anregung des Zustands % einem
Matrixelement | U, 0, 0 |? proportional ist, gibt also qualitativ
die in der Einleitung besprochenen KErscheinungen wieder.

SchlieBlich soll noch eine Abschitzung der GroBenordnung
der Wahrscheinlichkeit einer solchen Anregung im Verh#ltnis
zur lonisationswahrscheinlichkeit gegeben werden.

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist

w, =f,s'E,wdE,
und daher ist

Ist .4 ein Mittelwert von 4,5, so ist

‘ ro7 ol
wnno—\’—z-,_'lfASEnodE7

und
Want b 7
e
Nun ist

fAnEdE:jAE,

der Emissionskoeffizient fiir das ganze Kontinuum, grofen-

ordnungsmiBig ebenso groBl wie der Emissionskoeffizient fiir

eine Linie des diskreten Spektrums. Und dieser stellt die

reziproke mittlere Verweilzeit dar, ist also etwa 10° sec™L.
Daher ist

A=F

und
waw o h-108 100
w,  A4E 4w

Da die Breite des kontinuierlichen Spektrums etwa

Av = 10 gec™?!
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ist, so wird
S, W Wy o ~ 108

Wy 10t

~ 1077

Diese Abschitzung ist sehr roh. KEine genauere Betrachtung
des Verhaltens dieser Ubergangswabrscheinlichkeit ist aber.
nur durch numerische Auswertung der Matrixelemente P, j,
Ugn etwa fiir Wasserstoff zu erhalten.

Der Bruch —w%‘i bedeutet die Anzahl der Atome, die

1
durch einen einaktigen DoppelprozeB direkt in den Zustand n

gebracht werden, im Verhiltnis zur Anzahl der ionisierten
Atome. Experimentell gemessen wird die Intensitit einer
Linie, z. B. der Resonanzlinie #,1,,. Da die Atome, die in
einen hoheren Zustand n gebracht werden, meist auch die
Resonanzlinie #,:,, ausstrahlen konnen, wird die beobachtete
Intensitdt nicht nur w,:,. proportional sein, sondern von der
Ubergangswahrscheinlichkeit w,,. in alle hoheren Zustinde
abhingen.

Hrn. Professor Born danke ich vielmals fiir freundliche
Hilfe und Anregung, ohne die diese Arbeit nicht zustande
gekommen wére. Ebenso bin ich Hrn. V. Weisskopf fiir
Rat und Hilfe zu groBem Dank verpflichtet.

John Hopkins University.

(Eingegangen 7. Dezember 1930)



