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8. Die Nordstrémsche Gravitationstheorie
vom Standpunkt des absoluten Differentiallkalkiils;
von A. Einstein und A. D. Fokker.

Bei allen bisherigen Darstellungen der Nordstromschen
Theorie der Gravitation!) wurde als invarianten-theoretisches
Hilfsmittel lediglich die Minkowskische Kovariantentheorie
benutzt, d. h. es wurde von den Gleichungen der Theorie ledig-
lich verlangt, daB sie linearen orthogonalen Raum-Zeittrans-
formationen gegeniiber kovariant sein sollten. Diese den
Gleichungen a priori auferlegte Bedingung schrinkt aber die
theoretischen Moglichkeiten nicht in dem MaBe ein, daB man
ohne Zuhilfenahme spezieller physikalischer Voraussetzungen.
zwanglos zu den Grundgleichungen der Theorie gelangen kann.
Im folgenden soll dargetan werden, daB man zu einer in for-
maler Hinsicht vollkommen geschlossenen und befriedigenden
Darstellung der Theorie gelangen kann, wenn man, wie dies
bei der Einstein-GroBmannschen Theorie bereits geschehen
ist, ‘'das invarianten-theoretische Hilfsmittel benutzt, welches
uns in dem absoluten Differentialkalkiil gegeben ist. Da in
der Natur Bezugssysteme, auf die wir die Dinge beziehen
konnen, sich uns nicht darbieten, beziehen wir die vierdimen-
sionale Mannigfaltigkeit zunichst auf ganz beliebige Koordi-
naten (entsprechend den Gaussschen Koordinaten in der Flichen-
theorie), und beschrinken die Wahl des Bezugssystems erst
dann, wenn uns das behandelte Problem selbst Veranlassung
hierzu bietet.

Es erweist sich hierbei, daB man zur Nordstromschen
Theorie statt zur Einstein-GroBmannschen gelangt, wenn
man die einzige Annahme macht, es sei eine Wahl bevorzugter
Bezugssysteme in solcher Weise moglich, daB das Prinzip von
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gewahrt ist.

1) Vgl G. Nordstrém, Ann. d. Phys. 42. p. 533. 1913; A. Ein-
stein, Phys. Zeitschr. 14. p. 1251. 1913.
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§ 1. Charakteristik des Gravitationsfeldes. FEinfluf des
Gravitationsfeldes auf physikalische Vorginge.

Wir nehmen an?'), daB fiir einen sich in einem Gravi-
tationsfelde bewegenden Punkt ein Bewegungsgesetz gelte, das
in Hamiltonscher Form lautet:

(1) 0 fSds =0,

worin

(2) ds® = > g, dzr, dz,.
, <

Das Gravitationsfeld wird dann charakterisiert durch die zehn
Raum- Zeitfunktionen g,,. ds ist eine Invariante beziiglich
beliebiger Substitutionen, welche in der auf dem absoluten
- Differentialkalkiil begriindeten allgemeinen Relativitatstheorie
dieselbe Rolle spielt wie das Euklidische Linienelement in
der Minkowskischen Invariantentheorie. Als der einzige
Skalar, der sich auf zwel benachbarte Raum-Zeitpunkte bezieht,
hat ds die Bedeutung des ,,natiirlich gemessenen“ Abstandes
dieser zwei Raum-Zeitpunkte.

Da jeder vektoranalytischen Grofle, bzw. jeder vektor-
analytischen Operation in der Euklidischen Mannigfaltigkeit
eine allgemeinere vektoranalytische GroBe bzw. Operation in
der durch ein beliebiges Linienelement gegebenen Mannigfaltig-
keit entspricht, lassen sich den Gesetzen der urspriinglichen
Relativitiatstheorie fiir die physikalischen Krscheinungen ent-
sprechende Gesetze der verallgemeinerten Relativititstheorie
zuordnen. Die so erhaltenen Gesetze, welche allgemein ko-
variant sind, enthalten den EinfluB des Gravitationsfeldes auf
die physikalischen Vorginge. .

Von allen jenen die physikalischen Vorginge beschreibenden
Gesetzen geben wir hier nur ein einziges an, von allgemeinster
Bedeutung: namlich dasjenige, das dem Erhaltungssatz des
Impulses und der Energie in der urspriinglichen Theorie der
Relativitat entspricht. In jener Theorie wurden die energetischen
Eigenschaften der Vorgéinge ausgedriickt durch einen Spannungs-
Energietensor (7,,). Diesen Grofen 7, entsprechen in' der
verallgemeinerten Theorie GroBen ¥,,, welche die mit J— g4

1) Vgl. A. Einstein, Entwurf einer verallgemeinerten Relativitits-
theorie und einer Theorie der Grawtatxon Zeitschr. f. Math. u. Phys. 62.
p. 6. 1913. |
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multiplizierten Komponenten eines gemischten Tensors bilden,
der aus einen symmetrischen kontravarianten Tensor (6,,) durch
die gemischte Multiplikation

hervorgeht (g bedeutet die Determinante aus den GroBen g,,,).
- Besteht z. B. das physikalische System in einer bewegten
kontinuierlichen Massenverteilung von der Ruhedichte g, so ist

dxu dxy
Our =00 55 75 7

und die physikalische Bedeutung der ¥,, geht aus folgender
Tabelle hervor?):

Tun T L Ty - Xe —-Xy -X — %
Too Fy Ty T _ — Yz —TYy -T2 —1y
Tor Zye Ty Ty | —Zz —Zy —Zi — 2z
Ty Ty T Ty [ Ty fz 7.

X, usw. bezeichnen die Komponenten des Fliachendrucks,
i, usw. die Komponenten der Impulsdichte, f, usw. die Kom-
ponenten der Stromungsdichte der Energie, und 7 die Energie-
dichte.

Die erwihnten Erhaltungssitze haben in der allgemeinen
Theorie die allgemein-kovariante Form:

895,” 89 v
(3) 2 0z Yz — 7’,ut~tv

172% 1

Die rechte Seite dieser Gleichung druckt aus, daB der be-
trachtete Vorgang fir sich allein die Erhaltungssitze nicht
erfiilllt, da von dem Gravitationsfeld Impuls und Energie an
das materielle System abgegeben wird.

Allgemein beziehen sich die Komponenten &,, auf alle
physikalischen Vorginge im Raume, mit AusschluB der das
Gravitationsfeld selbst betreffenden.

Wir wissen aus der urspriinglichen Relativititstheorie,
daB der Energietensor allein maBgebend ist fir die Tragheits-
eigenschaften eines Systems. Aus der rechten Seite von (3)
geht hervor, daB auch die Einwirkung eines Gravitationsfeldes

1) In der Tabelle, so wie sie in der Phys. Zeifschr. XIV; p. 1257
gegeben wurde, findet sich ein Vorzeichenfehler.
21%*
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nur durch die Komponenten des Energietensors bestimmt wird.
Es entspricht dies durchaus den Erfahrungsgesetzen von der
Gleichheit der trigen und der schweren Masse. Wir werden
im folgenden annehmen, daB auch fiir die Erzeugung eines
Gravitationsfeldes durch ein materielles System der Energie-
tensor allein maBgebend ist. '

§ 2. Differentialgleichung fur das Gravitationsfeld im Falle
der Nordstromschen Theorie.

Das bisher (resagte gilt ebenso fiir dle Nordstrémsche
wie fiir die Einstein-GroBmannsche Theorie; der Unter-
schied. beider Theorien aber besteht im folgenden:

Das Gravitationsfeld wird von zehn GréBen g,, bestimmt.
Gem#B der Einstein-GroBmannschen Theorie werden fir
diese zehn GroBen zehn formal gleichwertige Gleichungen an-
gegeben. Der Nordstrdmschen Theorie aber liegt die An-
nahme zugrunde, daB es moglich sei, durch passende Wahl
des Bezugssystems dem Prinzip von der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit zu genfigen. Wir wollen sogleich zeigen, daB
dies auf die Annahme herauskommt, daB sich die zehn GroBen
Ju» bei passender Wahl des Bezugssystems auf eine einzige
Grofe @? reduzieren lassen.

Damit namlich das Prinzip von der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit erfiillt sei, muf die fir die Lichtausbreitung
maBgebende Gleichung

> gurdz,dz, =0
in die Gleichung *
dx2+ dy? +dz? — c2d? =0
iibergehen. Daraus 'folgt, daB bei einer solchen Wahl des

Bezugssystems sein muB:
%gwd'x# dz, — @ d.z'12 + (Dz d:z:22 + ¢2dx32 — 2 dx42

. wobei jetzt 2, =z, z, =y, 2, = z und z, = c ¢ gesetzt ist.
Das System der g,, degeneriert also in
@ o0 0 0
0 & 0 O
4) 0 0 @ 0
0O 0 00—
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Zur Bestimmung der einen GroBe % brauchen wir eine
einzige Differentialgleichung, die wie die Poissonsche Gleichung
skalaren Charakter haben wird. Diese Gleichung wollen wir
ebenso wie die fritheren in allgemein kovarianter Form auf-
stellen, d. h. ohne zunichst die durch _das Prinzip von der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit nahegelegte Spezialisierung
des Bezugssystems auszufithren. Die gesuchte Gleichung ist
vollstindig - bestimmt durch die Annabme, daB sie von der
zweiten Ordnung ist, wenn man noch beriicksichtigt, daB sie
eine Verallgemeinerung der Poissonschen (leichung sein muS.
Offenbar wird sie von der Form sein
6) | I'=2xz%,
wobei I ein Skalar 1st der aus den GroBen g¢,, und deren
ersten und zweiten Ableltungen gebildet ist, und & ein Skalar,
der durch den materiellen Vorgang, nach dem Gesagten also
durch die ¥ ,,, bestimmt ist. x bedeutet eine Konstante.

Aus den Untersuchungen der Mathematiker iiber die Diffe-
rentialtensoren einer mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit geht
hervor, daB der einzige Ausdruck, der fiir 7" in Betracht kommt,
eine Funktion ist von

Eyzm ykl ¢ k lm)

ikim :
Dabei bedeutet (¢, Im) den bekannten Riemann-Christoffel-
schen Tensor vierten Ranges, der mit dem Kriimmungsmafe
der Fliachentheorie zusammenhingt, und durch die Gleichung

0 gim 0% g 0° g1 0% Yon
(tk, im) = <8xkaxz 0z 0a.  0a.0m. . 00

+ e (1=

. . . [em 0 gio 0 gmo _ agim) .
definiert ist, wobei [ Q] bedeutet 1 ( ir. T o 3

Ferner ist aus der allgemeinen Kovariantentheorie klar,
daB zu den ¥, nur der Skalar ST .. gehort (bzw. eine

1
s . V-9
Funktion dieser GréBe). \
Hieraus geht hervor, daB die gesuchte Gleichung die Form

(58') 27;m7’u Zk Zm = xV—-—EETI.
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erhalten muB. Dabei ist allerdings vorausgesetz¢, daB in der
gesuchten Gleichung die zweiten Ableitungen der g¢,, und die
T, linear eingehen. |

Die Gleichung (ba), die wir jetzt aufgestellt haben, und
die Gleichungen (3) enthalten die Nordstrémsche Theorie der
Gravitation vollstindig mit Bezug auf beliebige Raum-Zeit-
koordinaten, wenn man die Bedingungen hinzunimmi, welche
die g,, erfilllen miissen, damit das Prinzip der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit fiir ein passend gewihltes Bezugssystem
erfallt sel. | :

§ 8. Die Grundgleichungen der Nordstromschen Theorie
mit Bezug auf die dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit angepaPten Bezugssysteme.

Wir denken uns jetzt diejenigen Bezugssysteme bevorzugt
in .bezug auf welche das Prinzip der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit erfillt ist. Die Komponenten g¢,, des Funda-
mentaltensors sind dann durch die in (4) geschriebenen Werte
gegeben. Die zugehorigen g,, findet man in der Tabelle

+—(ZT2 0 0 0
X
0 +?¢)—2 0 0
(42) 1
' 0 0. +5§ 0
1
0 0 0 -

In diesem Falle erhilt man ds= @)dz >+ dz, >+ dz,>— dz 2.
Wie schon erwahnt, ist ds der ,natiirlich gemessene Abstand
zweler benachbarter Raum-Zeitpunkte. Jetzt kann man die
Falle unterscheiden, wo der Verbindungsvektor raumartig oder
zeitartig ist. Im ersten Falle kann durch passende Wahl des
Bezugssystems der Vektor zu einem rein rdumlichen gemacht
werden; man erhilt dann als Zusammenhang der ,natiirlich¢
und der im KoordinatenmaB gemessenen Lingen |

ds = Q)da® + dy? + d 22,

d. h ein MaBstab von der natiirlichen Linge ds hat die Ko-
ordinatenlinge ds/ Q.
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Fir einen zeitartigen Verbindungsvektor verschwinden bei
passender Wahl des Bezugssystems die raumlichen Kompo-
nenten, und man erhilt

ds=®Y—dz?, oder L= @iz,

ds|7 ist nichts anderes als die mit einer Uhr von bestimmter
Beschaffenheit gemessene Zeitdauer. ds/®7 ist also die Zeit-
differenz im KoordinatenmaBstab.

1/ @ ist also der Faktor, mit dem die naturllch gemessenen
Zelten und Lingen multipliziert werden miissen, um Koordi-
natenzeiten bzw. Koordinatenlingen zu ergeben.

Aus der Form des Linienelementes

s? = D*(da2® + dy® + dz? — c?dt?

folgt, daB die Gleichungen der Nordstrdmschen Theorie nicht
nur beziiglich den Liorentz-Trarsformationen, sondern auch be-
ziiglich Ahnlichkeitstransformationen kovariant sind.

Die Impuls- und Energleglelchungen (8) fur die Materie
nehmen die Form an
3a) S 0Toy _ Olog @ z

0y 020 =<

Es ist bemerkenswert, daB fir den Einflu des Gravitations-
feldes auf ein System gem#B dieser Gleichung nur der Skalar

(1/ ]/—”}]—)EI” maBgebend ist. Es ist dies im Einklang mit

der Erwagung, die wir bei der Able1tung der Gleichung (5a)
gegeben haben.
Die Differentialgleichung des Gravitationsfeldes (5a) nimmt
die Form an
2O, RO PD O
@Ew

\
(5b) CD3 6m2+6w2+6w‘ 0 x,*

(wobei % eine neue Konstante bedeutet), oder
O D="F 2 Toe

Da das Verbaltnis der natiirlichen und der Koordinatenlingen
an einem Orte beliebig gewahlt werden kann, kann iber die
Wahl der Konstante # noch beliebig verfigt werden. Man
kann z. B. nach dem Vorgange von Nordstrdm % =1 setzen.
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Man sieht, daB die abgeleiteten Gleichungen mit den von
Nordstrom gegebenen vollkommen iibereinstimmen.

§ 4. Schlufbemerkungen. .

Im vorstehenden kennte gezeigt werden, daB man bei
Zugrundelegung des Prinzips von der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit durch rein formale Krwigungen, d. h. ohne
Zubilfenahme weiterer physikalischen Hypothesen zur Nord-
stromschen Theorie gelangen kann. Es scheint uns deshalb,
daB diese Theorie allen anderen Gravitationstheorien gegen-
iber, die an diesem Prinzip festhalten, den Vorzug verdient.
Vom physikalischen Standpunkt ist dies um so mehr der Fall,
als diese Theorie dem Satz von der Aquivalenz der trégen
und schweren Masse strenge Geniige leistet.

Wir bemerken, daB nur die Verwendung der Invarianten-
theorie des absoluten Differentialkalkiils uns eine klare Ein-
sicht in den formalen Inhalt der Nordstromschen Theorie
zu geben vermag. ' Ferner setzt uns diese Methode in den
Stand, die Beeinflussung beliebiger physikalischer Vorginge
durch das Gravitationsfeld, so wie sie nach der Nordstrém-
schen Theorie zu erwarten ist, ohne Hinzuziehung neuer Hypo-
thesen anzugeben. Auch tritt die Beziehung der Nordstrom-
schen Theorie zur Einstein - GroBmannschen mit voller
Deutlichkeit hervor.

Endlich legt die Rolle, welche bei der vorhegenden Unter-
suchung der Riemann - Christoffelsche Differentialtensor
spielt, den (Gredanken nahe, daB er auch fiir eine von physi-
kalischen Annahmen unabhingige Ableitung der Einstein-
GroBmannschen Gravitationsgleichungen einen Weg .6ffnen
wiirde. Der Beweis der Existenz oder Nichtexistenz eines
derartigen Zusammenhanges wiirde einen wichtigen theoretischen
Fortschritt bedeuten.?)

1) Die in § 4, p. 86, des ,,Eﬁtwurfs einer verallgemeinerten Rela-
tivitdtstheorie angegebene Begrundung fir die Nichtexistenz eines der-
artigen Zusammenhanges bhilt einer genaueren Uberlegung nicht stand.

‘(Eingegangen 19. Februar 1914.)




