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2. Uber einen Satz
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine
Anwendung in der Strahlungstheorie;

von A. Einstein und L. Hopf.

§ 1. Das physikalische Problem als Ausgangspunkt.

Will man in der Theorie der Temperaturstrahlung irgend
eine Wirkung der Strahlung berechnen, etwa die auf einen
Oszillator wirkende Kraft, so verwendet man dazu stets als
analytischen Ausdruck fir die elektrische oder magnetische
Kraft Fouriersche Reihen der allgemeinen Gestalt

EnAnsiDan—zé,—+Bncos27zn~%--

Hierbei ist das Problem gleich auf einen bestimmten Raum-
punkt spezialisiert, was fir das Folgende ohne Bedeutung
ist, ¢ bedeutet die variable Zeit, 7 die sehr groBe Zeitdauer,
fir welche die Entwickelung gilt. Bei .der Berechnung irgend-
welcher Mittelwerte — und nur solche kommen in der Strahlungs-
theorie iiberhaupt vor — nimmt man die einzelnen Koeffi-
zienten 4, , B, als unabhiingig voneinander an, man setzt voraus,
daB jeder Koeffizient unabhingig von den Zahlenwerten der
anderen das Gausssche Fehlergesetz befolge, so daB die
Wahrscheinlichkeit!) d # einer Kombination von Werten 4, B,
sich aus den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Koeffizienten
einfach als Produkt darstellen miisse. .

() AW =Wy .Wa...Ws .Ws,...dd,...dB,...

Da bekanntlich die Strahlungslehre, so wie sie exakt aus
den allgemein anerkannten Fundamenten der KElektrizitits-

1) Unter , Wahrscheinlichkeit eines Koeffizienten“ ist offenbar
folgendes zu verstehen: Wir denken uns die elektrische Kraft in sehr
vielen Zeitmomenten in Fouriersche Reihen entwickelt. Derjenige
Bruchteil dieser Entwickelungen, bei welchem ein Koeffizient in einem
bestimmten Wertbereich liegt, ist die Wahrscheinlichkeit dieses Wert-
bereiches des betreffenden Koeffizienten.
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theorie und der statistischen Mechanik folgt, in unlosbhare Wider-
spriiche mit der Erfahrung fiithrt, liegt es nahe, dieser ein-
fachen Annahme der Unabhingigkeit zu miBtrauen und ihr die
Schuld an den MiBerfolgen der Strahlungstheorie zuzuschreiben.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB dieser Ausweg
unmdoglich ist, daB sich vielmehr das physikalische Problem
auf ein rein mathematisches zuriickfithren 14B8t, das zum
statistischen Gesetze (1) fithrt.

Betrachten wir namlich die aus einer bestlmmten Rich-
tung herkommende ) Strahlung, so hat diese gewiB einen hoheren
Grad von Ordnung, als die gesamte in einem Punkte wirkende
Strahlung. Die Strahlung aus einer bestimmten Richtung
konnen wir aber immer noch auffassen als von sehr vielen
Emissionszentren herrithrend, d. h. wir konnen die Fliche,
welche die Strahlung aussendet, noch in sehr viele unabhingig
voneinander ausstrahlende Flichenelemente zerlegen; denn der
Entfernung dieser Fliche vom Aufpunkt sind ja keine Grenzen
‘gesteckt,- also auch nicht ihrer gesamten Ausdehnung. In
diese von den einzelnen Flichenelementen herrithrenden Strah-
lungselemente fithren wir wieder ein hoheres Ordnungsprinzip
ein, indem wir diese Strahlungselemente alle als von gleicher
Form und nur durch eine zeitliche Phase verschieden auf-
~ fassen; mathematisch gesprochen: die Koeffizienten der Fourier-
schen Reihen,. welche die Strablung der einzelnen Flichenele-
mente darstellen, seien fiir alle Flichenelemente dieselben, nur
der Anfangspunkt der Zeit von Element zu Element verschie-
den. Konnen wir Gleichung (1) unter Zugrundelegung dieser
Ordnungsprinzipien beweisen, so gllt sie a fortiori fiir den
Fall, daB man diese Ordnungsprinzipien fallen 1aBt. Be-
zeichnet der Index s das einzelne Flichenelement, so erhilt
die dort ausgesandte Strahlung die Form:

- . t— 1t
E('n)ansm27tn 7

Die gesamte von uns betrachtete Strahlung wird also dar-
gestellt durch die Doppelsummen:

. ¢ A t . 2
2) 2321 a, (sm 27 n. - 7 | 7 -T—) .

1) genauer: ,einem bestimmten Elementarwinkel dx entsprechende“
Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 70
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Vergleichung von (2) und (1) fithrt also zu den Ausdriicken:

I Anzan}oos?nn j
o l ﬂ:anZz sin 2 7w n ;, ,‘

n ist eine sehr grofe Zahl, ¢ kann jeden Wert zwischen 0
und 7' annehmen, die einzelnen Summanden '

Ze . Ly
c Ry - e
_ os2nnT bzw sm2nnT

liegen also regellos zwischen — 1 und 41 verteilt und sind
gleich wahrscheinlich positiv wie negativ. Konnen wir fur
eine Kombination von Summen solcher GréBen allgemein die
Giltigkeit unserer Gleichung (1) nachweisen, so ist damit auch
die Unmoglichkeit erwiesen, irgend ein Ordnungsprinzip in die
im leeren Raum sich ausbreitende Strahlung einzufithren.

§ 2. Formulierung des allgemeinen mathematischen Problems.

Wir stellen uns also folgendes mathematische Problem:
- Gegeben ist eine sehr groBe Anzahl von Elementen, deren
Zahlenwerte ¢ ein bekanntes statistisches Gesetz befolgen
(entsprechend den £). Von Jedem dieser Zahlenwerte werden
gewisse Funktionen fi () fo () . . . gebildet (entsprechend

sin2an-—~ D1e_se Funktionen miissen wir

t,
T T
noch -einer Emschrankung unterwerfen: Es ergibt sich namlich
aus. der Wahrscheinlichkeit, daB eine der GréBSen o« zwischen
« + deo liegt, ein stamstlsches Gesetz ‘fiir die f; die Wahr-
scheinlichkeit ¢ (f)df, daB f einen Zahlenwert zwischen f
und f+ df habe, sei nun stets eine solche Funktion, da8 der

Mittelwert |
— B +°° - .
F=[fer1ar=o.

(Es ist leicht einzusehen, daB unsere Funktionen sin und cos
wirklich diese Voraussetzung erfiillen; denn wenn jeder Wert
von ¢, zwischen 0 und 7' gleich wahrscheinlich ist, verschwinden

2 s
T T
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Wir. fassen nun eine (sehr groBe) Anzahl Z solcher Ele-
mente ¢ zu einem System zusammen. Zu einem derartigen
System gehéren bestimmte Summen -

2ah@, =afh@. -

(entsprechend den Koeffizienten 4 [a , B, /a,). Wir stellen
uns die Aufgabe, das statistische Gesetz zu ermitteln, welches
eine Kombination dieser Summen befolgt.

Zunsichst miissen wir iiber einen prinzipiellen Punkt Klar-
heit schaffen: - |

Das statistische Gesetz, das die Summen =X selbst be-
folgen, wird gar nicht von der Anzahl Z der Elemente un-
abhingig sein. Das koénnen wir leicht an dem einfachen
Spezialfall sehen, daB f(«) nur die Werte 4+1 und —1 an-
- nehmen konne. Dann ist offenbar:

2z = 2z £ 1

2G5y = 2%+ 1.

Der quadratische Mittelwert der Summe wachst also pro-
portional mit der Anzahl der Elemente. Wollen wir also zu
einem von Z unabhingigen statistischen Gesetze gelangen, so
diirfen wir nicht die = betrachten, sondern, da =7 [Z kon-
stant bleibt, die GroBen '

| S = .

§ 3. ‘Statistisches Gesetz der einzelnen S.

Ehe wir nun eine Kombination aller GréSen

S — 2i(2) fn (@)
- vz
untersuchen, wollen wir das Wahrscheinlichkeitsgesetz einer
einzelnen solchen GroBe aufstellen.

Wir betrachten eine Vielheit von XN-Systemen der oben
definierten Art. Zu jedem System gehdrt ein Zablenwert S.
Diese Grofen befolgen wegen der statistischen Verteilung der «
ein gewisses Wahrscheinlichkeitsgesetz, so daB die Anzahl der
Systeme, deren Zahlenwert zwischen § und §-+-d§ liegt:

(4) dN = F(S)dS.
70*



1100 A. EBinstein w. L. Hopf.

Figen wir nun zu den aus Z-Elementen bestehenden Systemen
noch je ein weiteres Element, d. h. gehen wir von 8z zu Sz 1
iiber, so werden die einzelnen (lieder unserer Vielheit ihren
Zablenwert #andern und in ein anderes Gebiet dS§ einriicken.
Wenn es trotzdem moglich sein soll, zu einém von Z unab-
hingigen statistischen Gesetz zu gelangen, so darf sich bei
diesem Ubergang die Anzahl dV nicht andern. Es muf also
~in ein bestimmtes (in unserem einfachsten Fall eindimensionales)
Gebiet dS die gleiche Anzahl von Systemen ein- wie austreten.
Bezeichnet & die Zahl der Systeme, welche vom Ubergang
von Z zu Z+1 Elementen einen gewissen Zahlenwert §, durch-
schreiten und zwar sowohl der Grofle wie der Richtung nach,
so muB:

() divd =0,
also |
dd
25 =0
und, da ja @ fiir § = oo jedenfalls gleich 0 sein muB, auch
(6) | ¢ =
Nun ist:
| 2iz+1) [ (0) 1/ Z f(e)
S =2 = 8, ,
@ = @V Eet T yzes
oder, da Z eine sehr groBe Zahl sein soll:
_ Sz, 1)
(%) S+ =8z — 55 + VZ

Die Anzahl @ setzt sich also aus zwei Teilen zusammen,
einem @, der vom Summanden —§/2Z und einem @,, der
von f(e)/VZ% herriihrt.

@, enthilt alle diejenigen S, welche in einem positiven
Abstand =§,/2Z vom Werte §, gelegen waren; und zwar
durchschreiten diese (lieder §, in negativer Richtung. Ihre
Anzahl ist, da §,/2Z eine sehr kleine Zahl ist, bis auf un-
endlich kleine GrdBen hioherer Ordnung:

®) O, — — 22 T(S,).

Zur Anzahl @, kommt ein Beitrag aus jeder beliebigen posi-
tiven und negativen Entfernung 4 von §,, und zwar ein



FBin Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung usw. 1101

positiver oder negativer Beitrag, je nachdem A negativ oder
positiv ist. In der Entfernung A ist die Anzahl dV gegeben
durch
| P8, + 4)dS = F(S, + 4d4,

oder, da doch nur kleine Werte von A4 ins Gewicht fallen, durch
F
[Fs)+ A(L) taa.

Von dieser Apzahl durchqueren alle diejenigen den Wert 8,
in positiver Richtung, die, von einem negativen A herkommend
ein so groBes f(¢) haben, daB

e
also die Anzahl
+o0
[ethar.
_AVz
In der nega.tlven Richtung geht analog die Anzahl
~-4)Vz
Sotndr
So wird: o
, —*fdé'{ 50+ 4(45),) [winar
—-4Vz
. . oo B - —4VzZ
~ [a4 {F(SO'HA(%)SO} [orrar.
: ) .

Durch partielle Integration geht dies iiber in:

0, =— [ad{a. F(S)+-2_( )}p( AV2).VZ

| —fodA {a.7(s)+ _‘2’_2(%)&)}99(—41/2).‘1/2.
. | |

Da nun nach Voraussetzung

+ 00
[rewar=o
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wird, wenn wir 4% = f als Variable einfihren:

’

(9) @22_5'1‘2‘(%)30];2¢(f)df
T ?12 (%)Sofé

(8) und (9) in (6) eingesetzt, ergeben die Differentialgleichung:

;3 AF
deren Losung: |
SZ

(10) F = const.e 27

das Grausssche Fehlergesetz ausspricht.

§ 4. Statistisches Gesetz einer Kombination aller S®.

Wir dehnen nun die Betrachtungen des vorigen Paragraphen
vom eindimensionalen Fall auf den beliebig vieler Dimen-
gionen aus. Wir haben diesmal eine Kombination von vielen
GroBen S™ zu betrachten. Die Anzahl der in einem un-
endlich kleinen Gebiete dS®d8® ... liegenden Systeme sei:

(11) dN = F(S®, 89, . )dSVd8®. ..

Wieder fordern "‘Wir, daB dN sich nicht dndern soll, wenn wir
von 83 zu 81 ibergehen, wieder fithrt dies zu der Diffe-
rentialgleichung (5) |

| div D = 0.

Nur bat die Anzahl @ in unserem jetzigen Fall Komponenten
in jeder Richtung 8%, §@. .., die wir mit @P, O®. .. be-
zeichnen wollen. (5) nimmt also die Gestalt an |

Y 0 O™

Fasem =

Zwischen 8% und S%,1 besteht, wie frither Gleichung (7),
daher Dbleiben die Betrachtungen des vorigen Paragraphen
vollkommen giltig zur Berechnung der einzelnen @™. Ks

wird also ,
' ~ OF
n _6_5»‘[;3“ *

(p(n) = Sn J7 +
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Wir kénnen diesen Ausdruck noch vereinfachen, indem wir
alle £ als gleich annehmen. Dies kommt ersichtlich nur
darauf hinaus, daB wir die einzelnen Funktionen f, mit passen-
den Konstanten multipliziert denken. (Im speziellen Fall
unserer sin und cos ist diese vereinfachende Annahme von
selbst erfillt.)

So erhalten wir schlieBlich fir die Funktion # die Diffe-
rentialgleichung:

(12) Dl (SWF*“’M abw) = 0.

Zur Losung dieser Differentialgleichung fithrt uns die Be-
trachtung des iiber den ganzen Raum erstreckten Integrals:

ff {(S(n)F—]»— ]‘2 aS}Za)) }dS(.l). . dSm

_IZ {(S(n)F+ /72 68(”’)(S(n) + 7 aalosfff’)}dsc‘l)_. _dSm).

Nun ist aber:

f 2 {(S("’f’ + 12 S(,,,)S‘M} 2SO .. s
_I(FZ S(n)2+f22 S S(n))dS(l) . dS(nz)';

oder wenn wir den zweiten Summanden partiell integrieren
und bedenken, daB im Unendlichen #=0 sein muB,

(13)

= [ P( 1 §w2_ 73, n1> dsw. . . d§m,

Dieser Ausdruck verschwindet aber, weil
fFS‘"’zdSm. . dSmw

nichts anderes ist, als der im letzten Paragraphen abgeleitete
Mittelwert S®2 falls nur ein einziges S betrachtet wird; fiir
diesen folgt aus Gleichung (10)

§% = 72
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Andererseits wird durch partielle Integration:

fz {(S(”)[’_}- fz aS(n))fE aalgg(n;li’} dSV. .. dStm)

—fleogFZ (68(") (Sm)f,“l" f_é as(n))} d§®. .. dsm,

was nach Gleichung (12) ebenfalls verschwindet.

Somit ist erwiesen, daB das Integral (13) verschwindet;
dies ist aber wegen des quadratischen Charakters des Inte-
granden nur moglich, wenn iiberall fiir jedes n gilt:

(14) SwF 4+ f220 — 0.

So gelangen wir also fiir 7 zu einem statistischen Gesetz,
welches in bezug auf jedes S™ mit dem Gaussschen Fehler-
gesetz identisch ist:

S S®?

(15) F = const.e 27 .¢ 21:?'

Die Wahrscheinlichkeit einer Kombination von Werten §®
setzt sich also einfach als Produkt aus dem Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen §® zusammen.

Es ist klar, daB, wenn fir §®, §®. .. die Gleichung (15)
gilt, dieselbe Gleichung fir eine Kombination von GroBen

Smy __.." a S®
. N )

erfillt ist. In diesem Falle tritt statt f2 die GroBe o2 f?
in die Exponenten ein. Von der Art der 8§ sind aber die
Koeffizienten 4 , B, unseres pbysikalischen Problems; und
zwar ist |

S0 — 4, y
. VZ
also
@, =a, |/ YA
zu setzen.

Somit ist auch die Giiltigkeit der Glelchung (1) und die
Unmoglichkeit erwiesen, eine wahrscheinlichkeits-theoretische
Beziehung zwischen den Koeffizienten der die Temperatur-
strahlung darstellenden Fourierreihe aufzustellen.

(Eingegangen 29. August 1910.)




