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13. Das'“Panfip von der Erhaltung der Schwer-
punkisbewegung und die Trigheit der Energw,
S von A. Einstein.

- In einer voriges Jahr publizierten Arbeit!) habe ich ge-
zeigt, daB die Maxwellschen elektromagnetischen Gleichungen
in Verbindung mit dem Relativitdtsprinzip und Energieprinzip
zu der Folgerung fuhren, daB die Masse eines Korpers bei
Anderung von dessen Energieinhalt sich #ndere, welcher Art
auch jene Energieinderung sein moge. Es zelgte sich, daB
elner Energieinderung von der GrioBe A F eine glelchsmnlge
Anderung der Masse von der GroBe AE[7V? entsprechen.
miisse, wobei 7 die Lichtgeschwindigkeit bedeutet.

In dieser Arbeit will ich nun zeigen, daB jener Satz die
notwendige und hinreichende Bedingung 'dafiir ist, daB das
Gesetz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes
(wenigstens in erster Annaherung) such fir Systeme gelte, in
welchen auBer mechanische auch elektromagnetische Prozesse
" vorkommen. Trotzdem die einfachen formalen Betrachtungen,
die zum Nachweis dieser Behauptung durchgefithrt werden
miissen, in der Hauptsache bereits in einer Arbeit von
H. Pomcaré enthalten smd“’), werde ich mich doch der Uber-
smhthchkelt halber mcht auf jene Arbelt stiitzen. -

§ 1. Ein Spezialfall.

K sei ein im Raume frei schwebender, ruhender starrer
Hohlzylinder. In 4 sei eine Einrichtung, um eine bestimmte
Menge § strahlender Emnergie durch den Hohlraum nach B zu
senden. Wahrend der Aussendung jener Strahlungsmenge
wirkt ein Strahlungsdruck auf die linke Innenwand des Hohl-
zylinders K, der letzterem eine gewisse nach links gerichtete
Greschwindigkeit verleiht. Besitzt der Hohlzylinder die Masse A7,

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 18. p. 639. 1905.
2) H. Poincaré, Lorentz-Festschrift p. 252. 1900.
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so ist diese Geschwindigkeit, wie aus den Gesetzen des Strahlungs-
druckes leicht zu beweisen, gleich -—%;j%,wobei V die Licht-
geschwindigkeit bedeutet. Diese Geschwindigkeit behilt K so
lange, bis der Strahlenkomplex, dessen raumliche Ausdehnung
1m Verbiltnis zu der des Hohl-
///////////////////////////// //% T’a,lgnes von K §ebr k.lem sel,

in B absorbiert ist. Die Dauer
% der Bewegung des Hohlzylin-
/ " ders ist (bis auf Glieder
hoherer Ordnung) gleich «/7,
wenn ¢ die Entférnung zwi-
- schen 4 und B bedeutet. Nach
| Absorptlon des Strahlenkomplexes in B ruht der Koérper K
wieder. Bei dem betrachteten Strahlungsvorgang "hat sich X
um dle Strecke

1 S e
0= V MV
nach links verschoben.

Im Hohlraum von X sei ein der Einfachheit halber masse-
los gedachter Korper % vor handen nebst einem (ebenfalls masse-
losen) Mechanismus, um den Korper %, der sich zunichst in B
befinden moge, zwischen B und 4 hin und her zu bewegen.
Nachdem die Strahlungsmenge § in B aufgenommen ist, werde
diese Energiemenge auf % iibertragen, und hierauf % nach 4
bewegt. Endlich werde die. Energiemenge § ‘in 4 wieder vom
Hohlzylinder K aufgenommen und % wieder nach B zuriick-
bewegt. Das ganze System hat nun einen vollstandigen Kreis-
prozeB durchgemacht, den man sich beliebig oft wiederholt
denken kann. _ |

Nimmt man an, daB der Transportkdérper 2 auch dann
masselos 1st, wenn er die Knergiemenge § aufgenommen hat,
8o muB man auch annehmen, daB der Riicktransport der
Energiemenge S nicht mit einer Lageninderung des Hobhl-
zylinders X verbunden sei. Der Erfolg des ganzen geschllderten
Kreisprozesses besteht also einzig in einer Verschiebung & des
ganzen Systems nach links, welche Verschiebung durch Wieder-
holung des Kreisprozesses beliebig groB gemacht werden kann.
Wir erhalten also das Resultat, daB ein urspriinglich ruhendes
System, ohne daf ZuBere Krifte auf dasselbe wirken, die Lage
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seines Schwerpunktes beliebig viel verindern kann, wund zwar
ohne daB das System irgend eine dauernde Veranderung
erlitte. - |
Es ist klar, daB das erlangte Resultat keinen inneren
Widerspruch - enthélt; wohl aber widerstreitet es den Grund-
gesetzen der Mechanik, nach denen ein urspriinglich ruhender
Korper, auf welchen andere Korper nicht einwirken, keine
Translationsbewegung ausfithren kann.

Setzt man jedoch voraus, daB jeglicher Energie Z die
Trigheit £/7? zukomme, so verschwindet der Widerspruch
mit den Elementen der Mechanik. Nach dieser Annahme be-
sitzt namlich der Transportkdrper, wihrend er die Energie-
menge 8 von B nach 4 transportiert, die Masse §/7%; und
da der Schwerpunkt des ganzen Systems whhrend dieses Vor-
ganges nach dem Schwerpunktssatz ruhen muB, so erfihrt
‘der Hohlzylinder X wihrend desselben im ganzen eine Ver-
schiebung 8’ nach rechts von der Grobe

Ein Vergleich mit dem oben gefundenen Resultat zeigt,
daB (wenigstens in erster Anniherung) d =0 ist, daB also die
Lage des Systems vor und nach dem KrelsprozeB dieselbe ist.
Damit ist der W1derspruch mit den Elementen der Mechanik
beseitigt. :

§ 2. Uber den Satz von der Erhaltung der Bewegung des
‘Schwerpunktes.

Wir betrachten. ein System von n diskreten materiellen
Punkten mit den Massen m,, m, . .. m, und den Schwerpunkts-
koordinaten z; ... z_. Diese matenellen Punkte seien in ther-
mischér und elektrlscher Beziehung nicht als Elementargebilde -
{Atome, Molekiile), sondern als Koérper im gewdhnlichen Sinne
von geringen Dimensionen aufzufassen, deren Energie durch die
Schwerpunktsgeschwindigkeit nicht bestimmt sei. Diese Massen
mogen sowohl durch el_ektromagnetlsche Vorginge als auch durch

konservative Krifte (z. B. Schwerkraft, starre Verbindungen)

aufeinander einwirken; wir wollen r'jedoch annehmen, daB sowohl
die potenzielle Energie der konservativen Krifte als auch die
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kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung der Massen stets
als unendlich - klein relativ zu der ,jinneren‘ Enpergie der
Massen m, ... m, aufzufassen seien.

Es mogen im ganzen Raume die Maxwell-Lorenzschen

Gleichungen . .
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die 4 m-fache Dichte der Elektrizitat bedeutet.
Addiert man die der Reihe nach mit

N4 v vV
T??Xl’" 'Z;-Yx-‘-vﬂ'Nx

multiplizierten Gleichungen (1) und integriert man dieselben
iiber den ganzen Raum, so erhilt man nach einigen partiellen
Integrationen die Gleichung

( .
f—f—x(uX-{—vY—{-—wZ)dr | |
1 .
+ 21 2 gL 7+ Yi... + NYdzf
Lm—g—;t—-IYN——Z]’[)a'T:O.

(2)

v

Das erste Glied dieser Gleichung stellt die von dem elektro-
magnetischen Felde den Koérpern 7, ... m  zugefiihrte Energie
dar. Nach unserer Hypothese von der Abh#ngigkeit der
- Massen von der Energie hat man daher das erste Glied der
Summe dem Ausdruck

szx,, dm”
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gleichzusetzen, da wir nach dem Obigen annehmen, daB die
- einzelnen materiellen Punkte m, ihre Energie und daher auch
ihre Masse nur durch Aufnahme von elektromagnetischer Energie
andern.

~ Schreiben wir ferner auch dem elektromagnetischen Felde
eine Massendichte (o) zu, die sich von der Energiedichte durch
den Faktor 1/72 unterscheldet 50 nimmt das zwe1te Glied
der Gleichung die Form an: ,

: d
Y - {fxgedt}
Bezeichnet man mitJ das im drltten Grhede der Gleichung (2)
auftretende Integral, so geht letztere ubel in:

‘ , dmy d | 1 4 |

RIS Eoc )+dt{fxgedz}_4ﬂ7,7=o,

~ Wir haben nun die Bedeutung des Integrales J aufzu-
suchen. -Multipliziert man die zweite, dritte, fiinfte und sechste
der Gleichungen (1) der Reihe nach mit den Faktoren N7,

— MV, —ZV, YV, addiert und integriert iiber den Raum,
so erhilt man nach e1mgen partiellen Integratmnen

(3) -—-=-47sz (X+ 7’N—__M)dz_.._.4m

~ wobel B die algebrmsche Summe der X-Komponenten aller
vom elektromagnet1schen Felde auf die Massen m, ...m, aus-
getibten Krafte bedeutet. Da die entsprechende Summe aller
von den konservativen Wechselwirkungen herrithrenden Krafte
verschwindet, so ist Z_ gleichzeitig die ‘Summe der X-Kom-
ponenten aller auf die Msssen m, ausgeiibten Krifte.

_Wir wollen uns nun zunichst mit Gleichung (3) befassen,
welche von der Hypothese, daB die Masse von der Energie
_abhangig sei, unabhingig ist. Sehen wir zunichst von der
Abhangigkeit der Massen von der Energie ab und bezeichnen
-wir mit ¥, die Resultierende aller X-Komponenten der auf m,
wirkenden Krafte, so haben wir fiir die Masse m, die Be-
wegungsgleichung aufzustellen: '

d2£v,: d .dwy )
@ o Tdw T de {m"'&T}‘“x”
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folglich erhalten wir auch:-
d - da,
®) | 372(,,;;) S% =R
Aus Gleichung (5) und Gleichung (8) erhilt man

» J | d
(6) | .4ﬂy+zm,—£—-=konst.

Fibren wir nun die Hypothese wieder ein, daB die
GroBen m, von der Energie also auch von der Zeit abhéngen,
so stellt sich uns die Schwierigkeit entgegen, daB fir diesen
Fall die mechanischen Gleichungen nicht mehr bekannt sind;
das erste Gleichheitszeichen der Gleichung (4) gilt nun nicht
mehr. Es ist jedoch zu beachten daf die Dxfferenz

i{m dzr) @ __ dmy dzy-
dt " dt} v dt - dt dt

. 1 0 dx'y
=37 | 1o (uX—{—vY—{—wZ)dr

in den Geschwindigkeiten vom zweiten Grade ist. Sind daher
alle Geschwindigkeiten so klein, daB Glieder zweiten Grades
vernachlissigt werden diirfen, so gilt auoh bei Verdnderlichkeit
der Masse ", - die. Gleichung L |

d d xy ,
dt (m’ dt ) =%

. sicher mit der in Betracht kommenden Genamgkelt Es gelten

dann auch die Glelchungen (5) und (6), und man erhilt aus
den Gleichungen (6) und (2a): | |

(2b) ddt [E m, x,,)-{-fxg dt] —-konst

Bezeichnet & die X-Koordinate des Schwerpunktes der
ponderabelen Massen und der Energlemasse des elektromagne- -
tischen Feldes, so ist

Z(mvxy) +fxgcdr
L > my +fgedr

~ wobei nach dem Energieprinzip der Wert des Nenmners der

Y

’
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rechten Seite von der Zeit unabhingig ist.)) Wir kénnen daher
Gleichung (2b) auch in der Form schreiben:

(2¢) R %—i- = konst.

Schreibt man also jeglicher Energie £ die trige Masse £/ 7?
gu, so gilt — wenigstens in erster Anniherung — das Prinzip
von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes auch fiir
Systeme, in denen elektromagnetische Prozesse vorkommen.

Aus der vorstehenden Untersuchung folgt, daf man ent-
weder auf den Grundsatz der Mechanik, nach welchem e
urspriinglich ruhender, #uBeren Kriften nicht unterworfener
Korper keine Translationsbewegung ausfilhren kann, verzichten
oder annehmen muB, daB die Trigheit eines Korpers mach
dem angegebenen Gesetze von dessen Energieinhalt abhinge.

Bern, Mai 1906. . | | -

1) Nach der in dieser Arbeit entwickelten Auffassung ist der Satz
von der Konstanz der Masse ein Spezialfall des Energieprinzipes.

(Eingegangen 17. Maz 1906.)




