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3. Eine neue Bestimmung der Molekiil-
dimensionen; von A. Einstein.

Die sltesten Bestimmungen der wahren Grofie der Molekiile
hat die kinetische Theorie der Gase ermoglicht, wihrend die
an Fliissigkeiten beobachteten physikalischen Phinomene bis
jetzt zur Bestimmung der MolekiilgroBen nicht. gedient haben.
Es liegt dies ohne Zweifel an den bisher uniiberwindlichen
Schwierigkeiten, welche der Entwickelung einer ins einzelns
gehenden molekularkinetischen Theorie der Flissigkeiten ent-
gegenstehen. In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, dab
man die GroBe der Molekille des geldsten Stoffs in emner
nicht dissoziierten verdiinnten Liosung aus der inneren Reibung
der Liosung und des reinen Lssungsmittels und aus der Diffusion
des gelosten Stoffes im Losungsmittel ermitteln kann, wenn
das Volumen eines Molekiils des geldsten Stoffs groB ist gegen
das Velumen eines Molekiils des Liosungsmittels. Ein derartiges
gelostes Molekill wird sich namlich. beziiglich seiner Beweg-
lichkeit im Losungsmittel und beziiglich seiner Beeinflussung
der inneren Reibung des letzteren anndhernd wie ein im
Losungsmittel suspendierter fester Korper verhalten, und es
wird erlaubt sein, auf die Bewegung des Losungsmittels in
unmittelbarer Nahe eines Molekiils die hydrodynamischen
Gleichungen anzuwenden, in welchen die Flissigkeit als homogen
betrachtet, eine molekulare Struktur derselben also nicht be-
riicksichtigt wird. Als Form der festen Korper, welche die
gelosten Molekiile darstellen sollen, wahlen wir die Kugelform.

§ 1. Uber die Beeinflussung der Bewegung einer Flissigkeit
durch eine sehr kleine in derselben suspendierte Kugel.

Es liege éiné inkompressible homogene Fliissigkeit mit
dem Reibungskoeffizienten % der Betrachtung zugrunde, deren
Geschwindigkeitskomponenten %, v, w als Funktionen der
Koordinaten z, y, z und der Zeit gegeben seien. Von einem
beliebigen Punkt z,, y,, z, aus denken wir uns die Funk-
tionen u, v, w als Funktionen von z—=z,, y—y, 2—z, nach
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dem Taylorschen Satze entwickelt und um diesen Punkt ein
so kleines Gebiet G abgegrenzt, daf innerhalb desselben nur
die linearen Glieder dieser Entwickelung berticksichtigt werden
miissen. Die Bewegung der in G enthaltenen Fliissigkeit kann
dann bekanntlich als die Superposition dreier Bewegungen auf-
gefaBt werden, nanilich

1. einer Parallelverschiebung aller Flusmgkeltsteﬂchen ohne
Anderung von deren relativer Lage,

2. einer Drehung der Flissigkeit ohne Anderung der
relativen Lage der Fluss1gke1tsteﬂchen | |

3. einer Dilatationsbewegung in drei aufema,nder senk-
rechten Richtungen (den Hauptdﬂata,monsrlchtungen)

- Wir denken uns nun im Gebiete G einen kugelformigen starren
Korper, dessen Mittelpunkt im Punkte z,, y,, z, liege und dessen
Dimensionen gegen diejenigen des Gebietes @ sehr klein seien.
Wir nehmen ferner an, daB die betrachtete Bewegung eine 80
larigsame - sei, . daB die kinetische Energie der Kugel sowie
diejenige der Flussigkeit vernachlass1gt werden konnen. KEs
werde ferner angenommen, daB die Geschwindigkeitskompo-
nenten eines Oberflichenelementes der Kugel mit den - ent-
sprechenden Geschwindigkeitskomponenten der unmittelbar be-
nachbarten Fliissigkeitsteilchen iibereinstimme, d. h., daB auch
die (kontinuierlich gedachte) Trennungsschicht iberall einen
nicht unendlich kleinen Koeffizienten der inneren Relbung
aufwelse

Es ist ohne Welteres klar, daB die - Kugel dxe _Tell-
bew.egun_gen. 1.-und 2. einfach mitmacht, ohne die Bewegung
der benachbarten Fliissigkeit zu modifizieren, da sich bei diesen
Teilbewegungen die Fliissigkeit wie ein starrer Korper beweot
und da wir die Wirkungen der Tra,ghelt vernachlissigt haben.

Die Bewegung 3. aber wird durch das Vorhandensein der
Kugel meodifiziert, und ‘es wird unsere nichste Aufgabe sein,
den EinfluB-der Kugel auf diese Fluss1gke1tsbewegung zu unter-
suchen. -Beziehen wir die Bewegung 3. auf ein Koordinaten-
system, dessen Achsen den Hauptdﬂatatlonsrlchtunoen parallel
sind, und setzen wir

z—"xO‘: g’
Y —Y% =1,

z”zo#§7 .
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so 1aBt sich jene Bewegung, falls die Kugel mcht vorhanden
ist, durch die Gleichungen darstellen: '

. uy = 4§,
1) v, = By,
w, = C&;

4, B, C sind Konstanten, welche wegen der Inkompress1b111tat
der Flussxgkelt die Bedmgung erfiillen:

(2) A+B+0—0

Befindet sich nun im Punkte %y Yor z, die starre. Kugel mit
dem Radiug P, so #ndert sich in ‘der Umgebung derselben die
Flussigkeitsbewegung. Im-folgenden wollen wir der Bequemlich-
keit wegen P als ,endlich® bezeichnen, dagegen die Werte
von §, 7, {, fir welche die Flissigkeitshewegung durch die
Kugel nicht  mehr merkhch mod1ﬁz1ert W1rd alsi ,,u‘nend-
lich groB«. |

Zunichst ist wegen der Symmetrie der betrachteten
Flissigkeitsbewegung klar, daB die Kugel bei der betrachteten
Bewegung weder eine Translation noch eine Drehung aus-
fithren kann, und wir erhalten die Grenzbedmgungen

'u-—-v—-w._.O fur o_P,‘
wobei

9—]/&2—!—?7 +§‘>0

gesetzt ist. Hierbei bedeuten U, UV, W die Greschwmd1gkelts-
komponenten der nun betrachteten (durch die Kugel modifizierten)
Bewegung. Setzt man ‘

| u"z—;A§+u1,"
(3) | v=B7}+vl,
<'w-~0§+w1,

so miiBte, da die in Glelchungen (3) dargestellté Bewegung
im Unendhchen in die in Gleichungen (1) dargestellte tber-
gehen soll, . die Geschwmd1gke1ten Uy, w1 im Unendhchen

.verschwmden N : :
 Die Funktionen u, 'v,  haben den Glelchungen der Hydro-
dynamik zu geniigen unter Beriicksichtigung der inneren Reibung
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und unter Vernachla,ssxgung der Traghelt Es gelten also die
‘Gleichungen?) - ~

op 6p . dop _
(4) ou + ov + 0w — 0
8F T a7 o 7
Wobe1 4 den Operator |
0% 02 0?

0 &2 T 0 7? + 0 (2
und p den hydrostatlschen Druck bedeutet.

Da die Gleichungen (1) Losungen der Gleichungen (4) und
letztere. linear sind, miissen nach (8) auch die GroBen u;, v, w;
den Gleichungen (4) geniigen, Ich bestimmte w, v, w, und p
nach einer im § 4 der erwahnten Kirchhoffschen Vorlesung
angegebenen Methode ) und fand:.

1) G- K1r chhoff Vor:lesungen iiber Mechamk 26. Vorl.
2) »Aus den Glelchungen (4) folgt Ap=0. Ist p dieser Bedingung
gemiB angenommen und eine Funktion V bestxmmt die der G'rlexchung

1
o AV k |
geniigt, so erfiillt man die Gleichungen (4), wenn man
.u=a—V w, ——ai-}—v’ w.'——a—z—+w
EE =57 YT o
- setzt und o/, 2, ' so wﬁhlt daB A4 =0, A7 =0 und Adw =0 und
ou ‘+ 07 + ow . 1
38 T9q Tat E?
t“ . } .
Setztman nun
'62—-1—
2 _ 0
4 _ % 20. F
und im Einklang hiermit
P T el o
ag% NAry-¥ +"’§.‘(§ “"é“'“z_)
und- - :
u":——2 6§ ’ 0’?—0, w’=0,

so lassen swh die Konstanten a, b, ¢ 80  bestimmen, daB fiir ¢ = P
u=v=w=0 ist. Durch Superposltlon dreier derartiger Losungen erhilt
man die in den Gleichungen (5) und (5a) angegebene Ldsung.
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B - I
p—.:-%kﬁ{A 5 + B2 4+ C atz}-}—konst
B 3 i_aD
oD
'U:-—‘B’ﬂ""g' 817’
U""Oé-—'g—P30—‘—aa‘?7
wobel
1
{ 62 ____)
D=A{-5-P3629 1P (9}
6 a§2 6 = 6‘5‘7
1
8% [~
(52) « { 280 . 1 s (9)}
+ B %P a3 7 +%TPO d n?
*(3)
+C{5P3a +1P5 9 }
oz ' ® 02 |

. Es ist leicht zu beweisen, -daB die Gleichungen (5) Losungen»
~der Gleichungen (4) sind. Denn da

N )
CAE=0, A4-=0, do=2
§. A

und .
| ([EY 0 [4(1N =
4(5) = 1) =0
erhilt man 5 ‘
3 { ; 52}_ az 1 }
k4u=— M?Mln 85513469-+?WB +...-

Der zuletzt erhaltene Ausdruck ist aber nach' der ersten der
Gleichungen (5) mit 0=/0§ identisch. Auf gleiche Weise zeigt
man, daB die zweite und dritte der Gleichungen (4) erfiillt ist.
Ferner erhalt man |

du 80 . dw |
seta, tag —U4t8+0)
1

e
B el o B B | P
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Da aber nach Gleichung (5a)

R
' A.D-:g—A.PS 652 +-B +O g ,’
‘so folgt, daB auch die letzte der G‘rlelchungen (4) erfillt ist.
Was die Grenzbedingungen betrifft, so -gehen zunichst fiir
unendlich groBe ¢ unsere Gleichungen fir %, v, w in die
Gleichungen (1) iiber. Durch Einsetzen des Wertes von D aus
Gleichung (5a) in die zweite der Gleichungen (5) erhalt man:

3
L [u=AE— At Bt OO
®) | B | .
1 + 3 EAB + B +O0 — 5 A8

Man erkennt, daB = fiir ¢ =P verschwindet. Gleiches gilt
~ aus Symmetriegriinden fiir » und w. KEs ist nun bewiesen,
daB durch die Gleichungen (5) sowohl den Gleichungen (4) als
auch den Grenzbedingungen der Aufgabe Geniige geleistet ist.

Es 138t sich auch beweisen, daB die Gleichungen (5) die
einzige mit den Grenzbedingungen der Aufgabe vertrégliche
Losung der Gleichungen (4) sind. Der Beweis soll hier nur -
angedeutet werden. Es moégen in einem endlichen Raume die
Geschwindigkeitskomponenten u, v, w einer Flissigkeit den
Gleichungen (4) geniigen. KExistierte noch eine andere Losung
U, ¥, W der Gleichungen (4), bei welcher an den Grenzen des
betrachteten Raumes U=1wu, V=1v, W = w ist, so ist (U—x,
V—v, W—uw) eine Losung der Gleichungen (4), bei welcher
die Greschwindigkeitskomponenten an der Grenze des Raumes
verschwinden. Der in dem betrachteten Raume befindlichen
* Fliissigkeit wird also keine mechanische Arbeit zugefithrt. Da-
wir die lebendige Kraft der Fliissigkeit vernachlissigt haben,
so folgt daraus, daB auch die im betrachteten Raume in Warme
verwandelte Arbeit gleich Null ist. Hieraus folgert man, daB
im ganzen Raume u=u,, v=1v, w=1w, sein muB, falls der
Raum wenigstens zum Teil durch ruhende Wﬁnde begrenzt
ist.. Durch Grenziibergang kann dies Resultat auch auf den
 Fall ausgedehnt werden, daB, wie in dem oben betrachteten
Falle, der betrachtete Raum unendlich ist. Man kann so
dartun, daB die oben gefundene Losung d1e e1nz1ge Losung
der Aufgabe ist. ' :
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Wir legen nun um den Punkt z,, y,, z, eine Kugel vom .
Radius R, wobei B gegen P unendlich groB sei, und berechnen
die Energie, welche in der innerhalb der Kugel befindlichen
Fliissigkeit (in der Zeiteinheit) in Wiarme verwandelt wird.
Diese Energie # ist gleich der der Flussigkeit mechanisch
zugefithrten Arbeit. Bezeichnet man die Komponenten des
auf die Oberfliche der Kugel vom Radius R ausgeubten |
Druckes mit X , ¥, Z , so ist:

W — fxu+yv+zw)ds,

wobe1 das Integral iiber die Oberfliche der Kugel vom Radius R
zu erstrecken ist. Hierbei ist:

X = (Xg X, +X;)

n

Y = (Y; + 7,7 +Y¢)

n

, & 7
7 ~—._._(Z——+Z-—+Z¢——),
™ £ 79 e

wobel _ o .
Y=p—2k5y L=l =— (—g-’g—+ g’;’)
Y,].—_-p_zkgz_,, | Z§=X§‘=-—k(—gﬁ"5.+fg—§—),
Z;=p—-2k—g—gi., Xn=Yé.?—k(—g—%{+.%);?‘

Die Ausdriicke fir w, v, w vereinfachen sich, wenn wir be--
achten, daB fir-p = B die Glieder mit ‘dem "Faktor, P3/o®
gegeniiber denen mit dem Faktor P3®/p® verschwinden. Wir
haben zu setzen: - |

u_—:Ag_51335(*4524‘37754-'0@’-),'
(62) { v=Bg—§P? ’7(A§2+§772+C’C’),
0’

Fir p ‘erhalten wir aus der ersten der Glelchungen (5) durch
die entsprechenden Vernachlassxgungen

A8+ B+ O
p=—>HkP?= 577

+ konst.
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Wir erhalten zunichst: | | |
X ——2kA+10APPAE o5 ps EUE+ By + 00
. 0 , ”

X = 4 102 P3A57 _ o5 ps T4 +£’7’+~ ve,

, (A +Bn24 CL?
25 4 ps £¢ = ),

X = 4 10rpsdsi_
. 0

" und hieraus |
. 2 2 2
X __2Ak—§—-~lOAkP3..§__+25;¢p3 E(48 +f77 + o

- Mit Hilfe der durch zyklische Vertd,uschung abzuleitenden Aus-
driicke fiir ¥ und Z, erhslt man unter Vernachlissigung aller
Glieder, die das Verhiltnis Plo in einer hoheren als der dritten

Potenz enthalten:
Xut T o+ Zw+ 3}(,4252 + Bip? 4 202
_ IOk%(12§2'+ O+ QQk-IQ.’;(Agz + .4 ).
Integriert man iiber die Kugel und beriicksichtigt, daf
f ds =4 R?x, |

f§248¥f%2ds=f£2d§;4,,34
f§“ds—fn4’ds—-fg4 ds = m RS,

[itrdem [0 [0 = om0
f(A§2+Bn' + ng)zd.;f—_—_Tg_nRe(Azl_{__Bz_{_oz),

so erhilt man:

(1) W=3nR3ko*— SmP3ho?=20%h(V — ),
wobel R
. 5=A2 -l-"B?'-{- 02,
' taRP=7/
und
4gP3=0

gesetzt ist.. Wire die suspendierte Kugel nicht vorhanden
(@ =20), so erhielte man fiir die im Volumen 7 verzehrte

Energie o |
(Ta) Wy,=238kV.
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Durch das Vorhandensein der Kugel wird also die verzehrte
Energie um 202k & verkleinert. KEs ist bemerkenswert, da8
der EinfluB der suspendierten Kugel aunf die GroBe der- ver-
zehrten Emergie gerade so groB ist, wie er wire, wénn durch
die Anwesenheit der Kugel die Bewegung der sie umgebenden
Fliissigkeit gar nicht modifiziert wiirde. '

§ 2. Berechnung des Reibungskoeffizienten einer Fliissigkeit, in
welcher sehr viele kleine Kugeln in regelloser Verteilung sus-
pendiert sind.

Wir haben im vorstehenden den Fall betrachtet, daB in
einem Gebiete @ von der oben definierten Grofenordnung eine
relativ zu diesem Gebiete sehr kleine Kugel suspendiert ist
und untersucht, wie dieselbe die Fliissigkeitsbewegung beein-
fluBt. Wir wollen nun annehmen, daB in dem Gebiete @
unendlich viele Kugeln von gleichem, und zwar so kleinem
Radius regellos verteilt sind, daf das Volumen aller Kugeln
zusammen sehr klein sei gegen das Gebiet G. Die Zahl der
auf die Volumeneinheit entfallenden Kugeln sei n, wobeli =
allenthalben in der Flusmgkeﬂ: bis auf Vernachlassigbares kon-
stant sei.

Wir gehen nun wieder aus von einer Bewegung ‘einer
homogenen Fliissigkeit ohne suspendierte Kugeln und betrachten
wieder die allgemeinste Dilatationsbewegung. Sind keine
Kugeln vorhanden, so konnen wir bei passender Wahl des
Koordinatensystems die Geschwindigkeitskomponenten u,, v,, w,
in dem beliebigen Punkte z, y, z des Gebietes G darstellen

durch die Gleichungen:

U, = Az?

v, = By,

. w, = Cz,
wobel

Eine im Punkte z,, y,, z, suspendierte Kugel beeinfluft nun
diese Bewegung in der aus Gleichung (6) ersichtlichen Weise.
Da wir den mittleren Abstand benachbarter Kugeln als sehr
grof gegen deren Radius wihlen, und folglich die von allen -

Annalen der Physik. IV. Folge. 19. 20
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suspendierten Kugeln zusammen herrithrenden zusitzlichen
‘Geschwindigkeitskomponenten gegen u,, v,, w, sehr klein sind,
so erhalten wir fir die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
in der Fliissigkeit unter Beriicksichtigung der suspendierten
- Kugeln und unter Vernachlasmgung von Gliedern hoherer Ord-

nungen: |

. ps s,y(Ass + Bt + ocs)

o o5 |
__.5_P5 §,,(A§3+B773+0§3) n P Afv}
| ? o} 03 of o,
e Pr 7, (A& + Byl +08).
@ 31 o | T
- | s P> 1, (45 +By;+CL8)y  ps B,
S T E e e or o
L (. Ps L, (A8 + Bn2+00)
w=Cz — 2{% ol - Y '
, . 4 : QV
__5_P5 Z, (A§2+sz + 0L Ps OC’,}
L ' 2 Qw S Qy o Q‘: Qv

wobei die Summation iber alle Kugeln des Gebletes G zu
erstrecken 1st und -

§,, = z — x,,

Ty =Y = Yy o, = VEX+ 2 + 22,

gesetzt ist. z,, y,, z, sind die Koordinaten der Kugelmittel-
punkte. Aus den Gleichungen (7) und (7a) schlieBen wir ferner,
- daB die Anwesenheit jeder der Kugeln bis auf unendlich
Kleines hoherer Ordnung eine Verringerung der Wirme-
produktion pro Zeiteinheit um 2 %% @ zum Gefolge hat und
daB im Gebiete G die pro Volumeneinheit in Warme ver-
wandelte Energie den Wert hat:

W=20%2k—2nd%Lt @,

oder | o
- {Tb) - , W =20%k(1— ¢),
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wobei ¢ den von den -Kugeln eingenommenen Bruchteil des
Volumens bedeutet.

Gleichung (Tb) erweckt den Anschem als ob der Relbungs-
koeffizient der von uns betrachteten inhomogenen Mischung
von Fliissigkeit und suspendierten Kugeln (im folgenden kurz
,Mischung® genannt) kleiner sei als der Reibungskoeffizient %
der Flussigkeit. Dies ist jedoch nicht der Fall, da 4, B, C
nicht die Werte der Hauptdilatationen der in Gleichungen (8)
dargestellten Flissigkeitsbewegung sind; wir wollen die Haupt-
dilatationen der Mischung 4%, B%, C” nennen. Aus Symmetrie-
griinden folgt, daB die Hauptdilatationsrichtungen der Mischung
den Richtungen der Hauptdilatationen 4, B, C;, also den Ko-
ordinatenrichtungen parallel sind. Schreiben wir die Glel-
chungen (8) in der Form:

u=Adzx + zu,, ‘
Uﬁ-‘-‘: -By +'§:vw)

. w=Cz+ Dw,,
so erhalten wir:

f=(%%_+ﬁ+2hm> “A{Zu%L0

SchlieBen wir die unm1ttelbaren ‘Umgebungen der einzelnen
Kugeln von der Betrachtung aus, so konnen wir die zweiten
und driften Glieder der Ausdrucke yon u, v, w Weglassen und

erhalten fir 2=y =2=0:

( Psa:(Aa;2+By2+ C%)

wm— g
" ' P?»y(Ax?—!—By +G%2)
(9) Yy U= 2' 73 r3
L 1ﬁ%@ﬁ+3ﬁ+0w“
| T s
wobel

T, -—]/x +y,,+z >0

gesetzt ist, Die Summierung erstrecken wir iiber das Volumen
einer Kugel K von sehr groBem Radius .E, -deren Mlttelpunkt

im Koordinatenursprung liegt. Betrachten wir ferner die
20*
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| 'régellos' verteilten Kugeln als gleichmifig verteilt und setzen

"~ an Stelle der Summe ein Integral, so erhalten wir:

0w
'A*:.—-A--n s

K

U,6xr
- V-—:A‘—nf ;"dAs,
v

wobei das letzte Integral iiber die Oberfliche der Kugei K
zu erstrecken ist' Wir finden unter Berficksichtigung von (9):

dy, dz,,, ,

P3

§gn [oi(dal + Byl + Czl)ds,

\ =A—nEPr)d=A4A(1 - ¢).
Analog ist - | '

A* _-A-—

4 | C*=C(1 — ¢).
Setzen wir . |
| | 0¥ = A*2  B*?  C*2,

so ist bis auf unendlich Kleines hﬁherer. Ordnung:

5*2 ya—2@

Wir haben fiir die Warmeentmckelung pro Zelt- und. Volumen-

einheit gefunden
=202k(l — g).

Bezeichnen wir mit &* den Relbungskoefﬁmenten des Gemisches,

S0 ist:
: - W = 2 0%2}*

- Aus den dre1 Jletzten Gleichungen erhilt man unter Vernach-
la,ss1gung von unendhch Kleinem hoherer Ordnung:
-—k0+@-

 Wir erbalten also das Resultat:

- “Werden in’ einer Flissigkeit sehr kleine starre Kugeln
susPendlert, so' wichst dadurch der Koeffizient der inneren
Reibung um - einen Bruchteil, der gleich ist dem Gesamt-
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volumen der in der Volumeneinheit suspendierten Kugeln,
vorausgesetzt, daB dieses Gesamtvolumen sehr klein ist.

§ 3. Uber das Volumen einer geldsten Substanz von im Vergleich
; zum Lésungsmittel grofem Molekularvolumen.
. Es liege eine verdinnte Lisung vor eines Stoffes, welcher
in der Losung nicht dissoziiert. Ein Molekil des geldsten
Stoffes sei groB gegeniiber einem Molekiil des Losungsmittels
und werde als starre Kugel vom Radius P aufgefaft. Wir
konnen dann das in § 2 gewonnene Resultat anwenden. Be-
deutet 2* den Reibungskoeffizienten der Losung, % denjenigen
des reinen Losungsmittels, so 1st:

| o ]}; =1+ g,
wobei ¢ das Gesamtvolumen der in Losung befindlichen Mole-
kiile pro Volumeinheit ist. -

. Wir wollen ¢ fiir eine 1proz. wisserige Zuckerldsung be-
rechnen. Nach Beobachtungen von Burkhard (Tabellen von
Landolt und Bdrnstein) ist bei einer ‘lproz. wisserigen
Zuckerlosung £*/% = 1,0245 (bet. 209-6); 2also- @ = 09,0245 fir
(beinahe genau) 0,01 g Zucker Ein Gramm in Wasser geloster
Zucker hat also auf den Reibungskoeffizienten denselben EinfluB
wie kleine suspendlerte starre Kugeln vom Gesamtvolumen
2 45 cm3 . S ‘

Es ist nun daran zu erinnern, daB 1 g festen Zuckers
das Volumen 0,61 cm? besitzt. Dasselbe Volumen findet man
auch fiir das spez1ﬁsche Volumen s des in Losung befindlichen
Zuckers, wenn man die Zuckerldsung als. eine Mischung von
Wasser und Zucker in geloster Form auffaBt. Die Dichte
einer 1proz. wasserigen Zuckerlosung (bezogen auf Wasser von
derselben Temperatur) bei 17,5° ist namlich 1 00388 Man hat
also (unter Vernachlissigung des D1chteuntersch1edes von
Wasser von 4° und Wasser von 17,59):. |
, oy

1,00888

also _' s=0,61.

099+0013

Wiahrend also die Zucker]osung, was 1hre Dichte anbelangt -
sich wie .eine Mischung von Wasser und festem Zucker ver-
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halt, ist ‘der Einfluf auf die innere Reibung viermal groBer,
als er aus der Suspendierung der gleichen Zuckermenge re-
sultieren wiirde. - Es scheint mir dies Resultat im Sinne der
Molekulartheone kaum anders gedeutet werden zu konnen, als
indem man annimmt, daB das in Losung befindliche Zucker-
molekill die Beweglichkeit des unmittelbar angrenzenden
Wassers hemme, so dafl ein Quantum Wasser, dessen Volumen
ungefahr das Dreifache des Volums des Zuckermolekuls 1st,
an . da,s Zuckermolekil gekettet 1st.

- 'Wir kionnen also sagen, daB éin geldstes Zuckermolekiil
{bez ‘das Molekiil samt dem durch dasselbe festgehaltene
Wasser) in hydrodynamischer Beziehung sich verhalt wie eine
Kugel vom Volumen 2,45 . 342 / N cm?, wobei 342 das Molekular-
gewmht des Zuckers und & die Anzahl der erkhchen Mole-
kile in einem Grammolekil ist.

§ 4 {ber die Diffusion eines nicht dissoziierten Stoffes in
' fliissiger LBSizng

Es llege eine Liosung vor, wie sie in § 3 betrachtet Wurde
Wirkt auf das Molekiil, welches wir als eine Kugel vom Radius P
betrachten, eine Kraft X, so bewegt sich das Molekiil mit einer
"Geschwmdlgkelt @, welche durch P und den Reibungskoeffi-
zienten % des Losungsmlttels bestimmt ist. Es besteht namlich
die' Gleichung?): R | H
@ o e= .6”121?._ |

- -Diése Beziehung benutzen wir zur Berechnung des.Diffu-
sionskoeffizienten einer nicht dissoziierten Losung. . Bedeutet p
den osmotischen Druck der gelosten Substanz, welcher bei der
‘betrachteten . verdiinnten Losung als die einzige bewegende
Kraft anzusehen sei, so ist die auf die geloste Substanz pro
Volumeneinheit der Losung: in Richtung der X-Achse. ausgeiibte
Kraft —=— dp/dz. Befinden sich o Gramm in der Volumen-
einheit und ist m das- Molekulargewicht des gelosten Stoffes,
" N die Anzahl wirklicher Molekiile in einem Grammolekil, so
- ist (o/m)N die Anzahl der (wirklichen) Molekille in der Vo-

1) G: Kirchhoff, Vorlesungen tiber Mechanik. 26. Vorl, GL (22).
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lumeneinheit und die auf ein Molekul mfolge des Konzentratlons-
gefalles w1rkende Kraft: : o

(@) : : K—-—'—-— m op

oN 9z
Ist die Losung g‘eniigend ‘verdiinnt, so 1ist der osmotische
Druck durch die Gleichung gegeben:
‘ | R
(3) | p=——0oT,

wobei 7 die absolute Temperatur und R — 8,31.107 ist. Aus
den Glelchungen (1), (2) und (3) erhalten wir fir die Ge-
schwindigkeit der Wanderung der gelosten Substanz

o ET 1 l'ag
T 6nk NP ¢ 0z

Die pro Zeiteinheit durch die Einheit des Querschnittes
in Richtung der X- Achse hindurchtretende Stoffmenge ist

endlich:
RT 1. @ e

(4) | “’-Q:f 6nk NP 0z -

Wir erhalten also fiir den D1ﬁus1onskoefﬁ21enten D:

RT 1

D= 6nk NP

Man kann also aus dem D1ﬁusmnskoefﬁz1enten und dem
Koeffizienten der inneren Reibung des Losungsmittels das Pro-
dukt aus der Anzahl .V der wirklichen Molekiile in einem
Grammolekil und dem hydrodynamlsch wirksamen Molekula,r-
radius P berechnen. - SR

In dieser Ableitung ist der osmotlsche Druck wie eine
auf die einzelnen Molekiile wirkende Kraft behandelt worden,
was offenbar der Auffassung der kinetischen Molekulartheorie
nicht entspricht, da gem&B letzterer in dem vorliegenden Falle
der osmotische Druck nur als eine scheinbare Kraft aufzu-
fagsen ist, Diese Schwierigkeit verschwindet jedoch, wenn man
bedenkt, daB den (scheinbaren) osmotischen Kriften, welche
den Konzentrationsverschiedenheiten der Losung entsprechen,
durch ihnen numerisch gleiche, entgegengesetzt gerichtete, auf
die einzelnen Molekule wirkende Krafte das (dynamische) Gleich-
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gewicht geleistet werden kann wie auf thermodynamischem

Wege leicht eingesehen Werden kann.
Der auf die Masseneinheit wirkenden osmotischen Braft

— —:;%}—7— kann durch die (an den einzelnen geldsten Molekiilen
angreifende) Kraft — P_ das Gleichgewicht geleistet werden,
wenn
_ L.Q.—B — P =0.
¢ O

Denkt man sich also an der geliisten Substanz (pro Massen-
einheit) die zwei sich gegenseitig aufhebenden Kraftesysteme P_
und — P, angreifend, so leistet — P, dem osmotischen Drucke
das Grlelchgewmht und es bleibt nur die dem osmotischen
Drucke numerisch gleiche Kraft P, als Bewegungsursache ibrig.
Damit ist die erwihnte Schmerlgkelt beseitigt.?) |

§ 5. Bestimmung der Molekﬁldimensionéh mit Hilfe der
" erlangten Relationen. :

Wir haben in § 3 gefunden:

IZ—*—-I—Q—(p—-—l-l—n tmP3,

wobei 7 die Anzahl der ‘gelosten Molekiile pro Volumenemhelt
und P den hydrodynamisch wirksamen Molekitlradius bedeutet.
Beriicksichtigt man, daB :

.._—.—‘-4————.’

‘ . , N  m _
wobei o die in der Volumeneinheit befindliche Masse des ge-
losten Stoffes und m dessen Molekulargewicht bedeutet, 50
erhdlt man:

Andererseits wurde in § 4 gefunden:

NP:# RT 1

6nk D

Diese beiden Gleichungen setzen uns in den Stand, die GroBen
P und N einzeln zu berechnen, von welchen sich & als un-

1) Eine ausfithrliche Darlegung dieses Gedankenganges findet sich
in Ann: d. Phys. 17. p. 549. 1905.
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abhingig von der Natur des Liosungsmittels, der geldsten Sub-
stanz und der Temperatur herausstellen muf, wenn unsere
Theorie den Tatsachen entspricht. |

Wir wollen die Rechnung fiir wasserige Zuckerlosung
durchfithren. Nach den oben mitgeteilten Angaben iiber die
innere Reibung der Zuckerlosung folgt zunichst fir 20° C.:

NP3 = 200.

Nach Versuchen von Graham (berechnet von Stefan) ist
der Diffusionskoeffizient von Zucker in Wasser bei 9,5°C.
0,384, wenn der Tag als Zeiteinheit gewahlt wird. Die Zahig-
keit des Wassers bei 9,59 ist 0,0185. Wir wollen diese Daten
in unsere Formel fiir den Diffusionskoeffizienten einsetzen,
trotzdem sie an 10 proz. Losungen gewonnen sind und eine
genaue Giiltigkeit unserer Formel bei so hohen Konzentrationen
nicht zu erwarten ist. Wir erhalten ,

NP = 208.10%,

Aus den fiir NP3 und NP gefundenen Werten folgt, wenn
wir die Verschiedenheit von P bei 9,5° und 20° vernach-
lassigen, | | . |

P =9,9.10"8cm,
N=21.10%,

Der fir N gefundene Wert stimmt der GroBenordnung
nach mit den durch andere Methoden gefundenen Werten fiir
diese GroBe befriedigend iiberein.

Bern, den 30. April 1905.

(Eingegangen 19. August 1905.)

Nachtrag.

In der neuen Auflage der physikalisch-chemischen Tabellen
von Landolt und Bornstein finden sich weit brauchbarere
Angaben zur Berechnung der GroBe des Zuckermolekiils und
der Anzahl N der wirklichen Molekiile in einem Gramm-
molekiil. : ' R |
‘Thovert fand (Tab. p. 372) fir den Diffusionskoeffizienten
von ‘Zucker in Wasser bei 18,5° C. und der Konzentration
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0,005 Mol. / Liter den Wert 0,33 cm?/Tage. Aus einer Tabelle

mit Beobachtungsresultaten von Hosking (Tab. p. 81) findet

man ferner durch Interpolation, daB bei verdiinnter Zucker-

losung. . einer Zunahme des Zuckergehaltes um 1 Proz. bei

18,5° C. eine Zunahme des Vlsk031tatskoefﬁz1enten um 0,00025

“entspricht.

Unter Zugrundelegung dleser Angaben ﬁndet man

- P=0,78.10~-¢mm

und |
- _ N = 4,15.10%,

"~ Bern, Januar 1906.




