QUATERNIONEN UND OKTAVEN

J.-H. ESCHENBURG

VORBEMERKUNG

In dieser Vorlesung geht es um Divisionsalgebren iiber den reellen
Zahlen. Eine Algebra iiber einem Korper K ist ein K-Vektorraum A
mit einer bilinearen Abbildung

w:AxA—A pula,b)=:ab

genannt “Multiplikation”. Eine Algebra heifit Divisionsalgebra, wenn
jede Gleichung vom Typ ux = v oder zu = v (wobei u,v € A mit u # 0
gegeben und = € A gesucht sind) eine eindeutig bestimmte Losung x
besitzt, wenn man also auch dividieren kann (auBer durch Null).! Es
gibt nur vier endlich dimensionale Divisionsalgebren iiber R, und diese
haben die Dimensionen 1, 2, 4, 8: Reelle und komplexe Zahlen, Qua-
ternionen und Oktaven (oder Oktonen). Das ist ein schwieriger Satz,
der erst 1958 von M. Kervaire mit topologischen Methoden bewiesen
wurde. Wir werden den Satz unter bestimmten Zusatzannahmen (nor-
mierte Algebren) zeigen; dieser Beweis stammt von Hurwitz (1898). Die
interessanteste der vier Divisionsalgebren ist die Oktavenalgebra, weil
sie das absolute Ende des Zahlbegriffs markiert. Wir werden sehen, dass
viele erstaunliche Phéanomene und Strukturen damit zusammenhéngen.
Wir werden auch eine neue Struktur kennenlernen, die hier wie in der
gesamten Geometrie von grofler Bedeutung ist: Clifford-Algebren. Als
Leitfaden dient uns die Arbeit von John Baez: The Octonians, Bulletin
Amer. Math. Soc. 39, S. 145 - 205 (2001), die im Internet frei erhaltlich
ist;? siche auch den Wikipedia-Artikel “Octonian”.

Date: 23. Juli 2009.

'Wenn die Divisionsalgebra A zusiitzlich assoziativ ist, a(bc) = (ab)c, dann be-
sitzt sie eine Eins, denn fiir ein festes a € A, a # 0, gibt e mit ae = a, und da jedes
b € A sich als xa schreiben ldsst, folgt be = xae = xa = b. e ist zunéchst nur eine
“Linkseins”, aber ebenso gibt es eine “Rechtseins”, ein Element ¢’ mit €'b = b fiir
alle b € A, und es gilt ¢ = e wegen ¢’ = ¢’e = e. Eine assoziative Divisionsalgebra
heifit Schiefkorper (“schief” wegen der fehlenden Kommutativitéit). Die Oktaven
bilden eine nicht-assoziative Divisionsalgebra, die aber trotzdem eine Eins besitzt.

Zhttp://mathhttp://math.ucr.edu/home/baez/octonions
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I. Der Cayley-Dickson-Prozess

1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Unsere Geschichte beginnt im Jahr 1572 mit der Einfithrung der
komplexen Zahlen durch Raffacle Bombelli.® Er entdeckte, dass man
die reellen Zahlen durch eine neue Zahl i, die Quadratwurzel von —1,
erweitern kann, ohne die Rechengesetze éndern zu miissen, und dass
sich auf diesem Weg reelle Losungen kubischer Gleichungen berechnen
lassen, die vorher unerreichbar schienen. Die Zahl ¢ und ihre reellen
Vielfachen nannte man spater imagindr und die Summen aus reellen
und imagniniren Zahlen komplez. Aus i? = —1 ergibt sich die Rechen-
regel fiir die Multiplikation komplexer Zahlen:

(a+1ib)(c+1id) = ac+ ibid+ aid + ibc
= ac—bd + i(ad + be).

Jede komplexe Zahl a + ib kann als ein Paar reeller Zahlen (a,b) auf-
gefasst werden; dann lautet die obige Multiplikationsformel

(1) (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Die Darstellungsweise von komplexen Zahlen als Paare reeller Zahlen
erscheint uns heute ganz selbstverstédndlich, aber sie musste erst einmal
eingefithrt und damit der Zahl ¢ ihr Mysterium genommen werden:
Aus der Quadratwurzel aus —1, die es doch “eigentlich” gar nicht gibt
(die Parabel y = 2? + 1 hat keine Nullstelle), wurde das Zahlenpaar
(0,1), das genauso viel oder wenig geheimnisvoll ist wie das der Zahl
1 entsprechende Paar (1,0). Dieser Schritt geschah 1833 durch W.R.
Hamilton,! aber der Sachverhalt war sicher schon Gaufl bekannt, nach
dem ja die Gauflsche Zahlenebene benannt ist. Der Beitrag Hamiltons
ist auf jeden Fall bedeutsam, weil er ihm selbst keine Ruhe lief}: Wenn
man eine Multiplikation in der Ebene, also fiir Zahlenpaare einfithren
konnte, warum nicht auch im Raum, also fiir Triplets? Diese Frage
beschéftigte ihn 10 Jahre lang, und selbst seine Kinder fragten ihn
schlielich jeden Morgen: “Well, Papa can you multiply triplets?” Am
16. Oktober 1843 fand er die Antwort: die Quaternionenalgebra.

Die Zahl ¢ wurde nicht einfach “erfunden”. Mathematiker erfinden
nicht, sie entdecken. Man kann zum Beispiel keine Zahl u erfinden (u
wie “unendlich” oder besser wie “unmdoglich”), die mit 0 multipliziert
1 ergibt, denn aus v -0 =1wirde l =u-0=u-2-0=2-u-0 =
2 -1 = 2 folgen; eine solche Zahl wére also mit den Rechengesetzen
nicht vereinbar. Aber eine Zahl 7, die mit sich selbst multipliziert —1

3Raffaele Bombelli, Bologna 1526 Rom 1572
4William Rowan Hamilton, 1815 - 1865 (Dublin)
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ergibt, konnte man (er)finden, obwohl sie ebenso wenig vorstellbar war.
Warum? Welche Struktur in unserer Welt machte dies moglich? Es ist
die Struktur der Drehgruppe der Ebene.

Die Orthogonale Gruppe ist die Matrizenmenge

2) O, = {A € R™"; A'A =TI}

wobei A" die zu A transponierte Matrix ist: A" = (b;;) mit b;; = aj;.
Die Gleichung A*A = I besagt, dass die Spalten von A (und eben-
so die Zeilen, denn AA" = (A'A)" = I) eine Orthonormalbasis bilden,
(Ae;, Aej) = 6;;, denn (Ae;, Aej) = (Ae;)t Ae; = el At Aej = (e;, AT Ae;).
Aus A'A = T folgt det A = +1, denn (det A)*> = det Adet A® =
det A'A = det I = 1. Die Teilmenge mit Determinante 1 heifit spezielle
Orthogonale Gruppe SO,,; das Wort “speziell’ steht in der Matrizen-
theorie fiir det = 1:

(3) SO, = {A € R™™ A'A=1, detA=1}.

Diese Gruppe wird auch als Drehgruppe bezeichnet. Fiir n = 2 besteht
jede Matrix A = (2%) aus zwei Zeilen (a,b) und (¢, d), die eine Ortho-
normalbasis bilden. Damit ist (a, b) ein Einheitsvektor, a? 4+ b* = 1, hat
also seine Spitze auf der Einheitskreislinie, und (¢, d) ist ein Einheits-
vektor senkrecht zu (a,b). Das lidsst noch zwei Moglichkeiten fiir (¢, d)
offen: (—=b,a) oder (b, —a), aber die Determinantenbedingung wihlt
die erste Moglichkeit aus: det (% 2) =a?+b? = 1 und det (¢ %) =
—b%—a® = —1. Anders gesagt: (a,b) und (—b, a) bilden eine orientierte
Orthonormalbasis.’

)
Wir erhalten also
(4) SO, ={(241Y); a®+b>=1}.

Die komplexen Zahlen bestehen aus denselben Matrizen, nur ohne die
zusétzlichen Gleichung zwischen a und b:

(5) C={(%2); abeR).

5V\fegen a® + b? =1 gibt es einen Winkel a mit @ = cos o und b = sin . Damit
ist A= (") die Rechtsdrehung um den Winkel .
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In der Tat gibt die Multiplikation solcher Matrizen die Gleichung (1)
zuriick:

(6) a b c d\ _(a—bd ad+bc\ [u v
b a)\—-d ¢) \=bc—ad —-bd+ac) \—v u

mit v = ac — bd und v = ad + bc. Die komplexen Zahlen bilden al-
so eine Unteralgebra der Matrizen-Algebra R?*?, die Unteralgebra der
Drehstreckungen, Kompositionen von Drehungen um den Ursprung und
zentrischen Streckungen.

Warum ist C eine Divisionsalgebra? Dies sicht man mit der komple-
xen Konjugation, die einer komplexen Zahl z = a+1b die Zahl * = a—1b
zuordnet. Es gilt

(7) 2% = (a +ib)(a — ib) = a* — (ib)* = a* + b* = |z|?,
wobei |z| die euklidische Norm des Vektors = (a, b) bezeichnet. Damit
ist xﬁ = 1 und somit 7! = &, und die Gleichung ux = v hat die

Losung x = u™lv = av/|ul?.

2. QUATERNIONEN

On 16 October 1843 (a Monday) Hamilton was walking
in along the Royal Canal with his wife to preside at a
Council meeting of the Royal Irish Academy. Although
his wife talked to him now and again Hamilton hardly
heard, for the discovery of the quaternions, the first non-
commutative algebra to be studied, was taking shape in
his mind:

“And here there dawned on me the notion that we
must admit, in some sense, a fourth dimension of space
for the purpose of calculating with triples ... An electric
circuit seemed to close, and a spark flashed forth.”

He could not resist the impulse to carve the formulae
for the quaternions

it =% =k*=ijk=—1.
in the stone of Broome Bridge (or Brougham Bridge as
he called it) as he and his wife passed it.%

Wir wollen zunéichst einen anderen Weg gehen als Hamilton, der vom
R? herkam und eine vierte Dimension hinzunehmen musste. Die Qua-
ternionen entstehen nédmlich auf ganz dhnliche Weise aus den komple-
xen Zahlen wie vorher die komplexen Zahlen aus den reellen. Wir wollen

Shttp:/ /www.gap-system.org/~history/Biographies/Hamilton.html
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zunéchst die geometrischen Hintergriinde fiir eine solche Struktur auf-
decken. Die orthogonale Gruppe besitzt ein komplexes Analogon: die
unitdre Gruppe

(8) U, = {AeC™; A*A=1I}

wobei A* = A!, also A* = (b;;) mit b;; = aj;. Die definierende Glei-
chung A*A = I besagt, dass die Spalten von A (und ebenso die Zeilen,
da AA* = (A*A)* = I) eine unitire Basis bilden, d.h. eine Orthonor-

malbasis fiir das hermitesche Skalarprodukt™ (z,y) = z*y = Y., Tiyi.
Aus A*A = T folgt

1 =det A*A = det A*det A = det Adet A = | det A,

die Determinante einer unitdren Matrix kann also eine beliebige Zahl
vom Betrag 1 sein. Wenn wir uns auf Determinante 1 einschranken,
erhalten wir die spezielle unitire Gruppe

(9) SU, = {AeC™; A"A=1, det A=1}.

Im Fall n = 2 ist A = (2%). Dabei ist (a,b) ein frei wihlbarer Ein-
heitsvektor in C? = R, d.h. |a|*> + |b]?> = 1; er liegt also auf der 3-
Sphiire S* C R*, dem (dreidimensionalen) Rand des 4-dimensionalen
Einheitsballs B;(0), und (¢, d) ist ein Einheitsvektor senkrecht dazu,
in dem eindimensionalen komplexen Unterraum (a, b)* C C2. In jedem
eindimensionalen komplexen Unterraum gibt es noch immer unendlich
viele Einheitsvektoren, eine ganze Kreislinie voll, denn mit (¢, d) ist
auch (Ac, A\d) ein solcher Vektor fir jedes A € C mit |A] = 1. Aber
die Determinantenbedingung wéhlt uns genau einen Vektor davon aus:
(¢,d) = (—b,a), denn det (¢?) = aa + bb = 1. Wir erhalten also fiir
SU, eine ganz dhnliche Darstellung wie (4) fiir SO:

(10) SU, ={(%2); a,b€C, |a]” +[b]* = 1}.

Die Quaternionen haben die gleiche Darstellung ohne die letzte Glei-
chung, ganz analog zur Darstellung (5) von C:

(11) H={(%%); a,beC}

a

Dies ist ein reeller (!) Untervektorraum der komplexen Matrizenalgebra
C?*2, denn die Multiplikation mit ¢ lésst ihn nicht invariant:

ta b ta b
(—iE z'a) B (% —ﬁ) 7 H

"Das hermitesche Skalarprodukt ist C-wertig und lisst sich in Real- und
Imaginérteil zerlegen: (x,y) = (z,y)r + i(z,iy)r wobei (z,y)r = Re(z,y) =
> .;(Re z;Re y; + Im x; Im y;) das gewohnliche euklidische Skalarprodukt in C™ =
R?" bezeichnet. Insbesondere ist (z,z) = (x,z)g = |z|? > 0 falls x # 0.
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Dieser Unterraum ist sogar ein (reelle) Unteralgebra von C?*? (was
eigentlich auch ohne Rechnung klar ist, denn SU; ist eine Gruppe):

a b c d\ a_c—bci_ a_d+bé fu v
-b aJ\-d ¢/ \—-bc—ad —-bd+ac) \—-v u

mit u = ac — bd und v = ad + bé. Wir kénnen die zweite Zeile einfach
weglassen und erhalten auf H = C x C die Multiplikation

(12) (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Die Multiplikation ist natiirlich assoziativ, da sie eine Matrixmultiplika-
tion ist, aber sie ist nicht kommutativ, denn SUs; ist nicht kommutativ
(anders als SO;). Doch es gibt eine Reihe von Gemeinsamkeiten mit
dem Fall der komplexen Zahlen. Wie vorher gibt es eine Konjugation,
und zwar

(13) ((I, b) = (aa _b)a

und wieder ist Zz = |z|?. Wenn wir némlich in der obigen Gleichung
(12) fiir den zweiten Faktor (c,d) die Konjugierte des ersten, (a, —b),
einsetzen, also ¢ = a und ¢ = —b wahlen, dann ergibt sich

2% = (a,b)(a,—b) = (aa + bb, —ab + ba) = |a* + |b]* = |z|*.

Ganz ohne Rechnung sieht man diese Beziehung bei Benutzung der
Matrixdarstellung, wobei man der Quaternion (a,b) die Matrix A =

(_“52) zuordnet; dann gehort zu (a,b) = (a,—b) die Matrix A* =

(% _ab), und weil A ein positives Vielfaches einer Matrix in SU, ist,

genauer B := A/+\/|a]? + |b|? € SUy, folgt B*B = I und damit A*A =
(la]®> + [b|*)I. Auf dieselbe Weise sieht man auch die Beziehung der
Konjugation zur Multiplikation: Da ganz allgemein (AB)* = B*A*,
folgt

(14) Ty = YT

fiir alle z,y € H. Man sagt, dass die Konjugation ein Anti-Auto-
morphismus von H ist, weil sie bei der Multiplikation die Reihenfolge
der Faktoren umdreht. Eine Konsequenz davon wiederum ist, dass H
(ebenso wie R und C) eine normierte Divisionsalgebra ist, d.h. fir alle
x,y € H gilt

(15) lzy| = |||y,

denn |zy|? = (zy)(zy) = zyyz = |y|*zz = |y|*|=|*.

Hamilton hat die Quaternionen nicht als Matrixalgeba aufgefasst;
Matrizen kamen erst gegen Ende des Jahrhunderts in Mode. Fast muss
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man sagen: “zum Gliick”, denn die noch im gleichen Jahr 1843 ent-
deckten Oktaven haben keine solche Darstellung. Hamilton hat Qua-
ternionen nicht als Paare von komplexen Zahlen aufgefasst (H = C?),
sondern als Quartetts von reellen Zahlen (H = R*), und zwar mit der
Basis 1,1, j, k, wobei

1 = (1,0), i = (1,0),
(16) i= (01, k= (0,)
Fiir diese Basiselemente gilt die Multiplikationstabelle
2= 2=k = 1,
ij=—ji = k
jk - _k.] = 1,
ki = —ik = j,

und die Multiplikation mit 1 = (1,0) &ndert nichts. Um dies rasch zu
sehen, schreiben wir die Multiplikationsvorschrift (12) in symbolischer
Form:

(17) (1,2)(3,4) = (13 — 24, 14 + 23).

Dann gilt:
i = (i,0)(i,0) = (i = 0,0+ 0) = (=1,0) = —1
72 = (0,1)(0,1) = (0—1,04+0) = (—1,0) = —1
kK> = (0,i)(0,i) = (0 —4,0+0) = (=1,0) = —1
ji = (0,1)(,0) = (0+0,0+17) = (0,—1) = —k
jk = (0,1)(0,4) = (0 —4,0+0) = (;,0) =4
ki = (0,4)(0,1) = (0 —i,0+40) = (—i,0) = —i
ki = (0,4)(3,0) = (04 0,0 +4) = (0,1) =5

Dass diese neun Rechnungen alle unterschiedlich sind, trotz der doch
offensichtlichen Symmetrie des Ergebnisses, zeigt uns, dass wir noch
nicht die ganze Symmetrie von H verstanden haben; wir werden spéter
von einem abstrakteren Standpunkt aus darauf zuriickkommen.
Hamilton wollte ja urspriinglich eine Multiplikation auf dem R? fin-
den, und seine Darstellung legt wirklich eine Aufspaltung H = R x R?
nahe, wobei der R-Faktor die Vielfachen von 1 enthilt und der R3-
Faktor die Linearkombinationen von 1, j, k, die imagindren Quaternio-
nen. Wenn wir jede Quaternion x entsprechen zerlegen als . = ¢ -1+ 7
mit £ € Rund & € R3, dann lisst sich die Multiplikation von zwei Qua-
ternionen x = (£, Z) und y = (1, ¥) auch folgendermafien darstellen:

(18) xy = (En — (Z,9), &Y+ + T x §),
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wobei (7, %) das Skalarprodukt und Z x  das Vektorprodukt im R3
bezeichnet.

Obwohl H kein Koérper, sondern nur ein Schiefkérper ist, ist die ge-
wohnte Lineare Algebra noch weitgehend giiltig. Man muss nur bei
der Matrizenschreibweise aufpassen: Wenn man Elemente von H" wie
iiblich als Spalten ansieht und Matrizen von links darauf anwendet,
dann muss man die H-wertigen Skalare rechts von den Vektoren schrei-
ben; sieht man Vektoren dagegen als Zeilen an, ist es umgekehrt.

3. DIE OKTAVEN (OKTONEN)

Kann man den Prozess noch einmal wiederholen, mit Paaren von
Quaternionen anstelle von Paaren komplexer Zahlen? Es gibt ein zu
U, analoge Gruppe mit quaternionalen Eintridgen, genannt Sp,, die
(unitére) Symplektische Gruppe:

(19) Spa = {A € HY", A*A =TI

mit A* = A!, also A* = (b;;) mit b;; = @j; wie vorher, nur jetzt mit qua-
ternionalen Eintrdgen. Die Spalten und Zeilen von A € Sp, bilden ei-
ne Orthonormalbasis beziiglich des quaternionalwertigen hermiteschen
Skalarprodukts (z,y) = z*y = >, Z;y;. Im Fall n = 2 ist A = (2}),
wobei (a, b) ein Einheitsvektor in H? = R8 ist, |a|>+b]* = 1, und (¢, d)
ein Einheitsvektor in der zu (a,b) senkrechten quaternionalen Gera-
den liegt. Da die Gerade isomorph zu H = R* ist, gibt es viele solche
Vektoren, eine ganze S® voll.® Und anders als im vorigen Fall steht
diesmal keine Determinante zur Verfiigung, um einen dieser Vektoren
auszusondern. Natiirlich konnten wir wieder die Matrizen (—%a b) be-
trachten; diese liegen ja in Spo, aber sie bilden keine Untergruppe, wie
die Rechnung vor Gleichung (12) zeigt, denn weil die Konjugation jetzt
die Reihenfolge der Faktoren umdreht, ist das Produkt nicht mehr vom

Typ (f% %)

Doch zum Gliick ahnte Hamilton nichts von diesen Schwierigkeiten,
und nachdem er seinem Freund J.T. Graves® von seiner Entdeckung
der Quaternionen erzéihlt hatte, fand dieser nur zwei Monate spéter,
am 2. Weihnachtstag 1843, eine Multiplikation auf R® = H x H =: Q,
die diesen Vektorraum doch zu einer Divisionsalgebra machte; man
musste in der Gleichung (12) nur an zwei Stellen die Reihenfolge der

8Mit S™ bezeichnen wir die Einheitssphire im R"*!, d.h. die Menge der Ein-
heitsvektoren S* = {z € R"*1; |z| =1}.
9John Thomas Graves, Esq. (1806 - 1870), irischer Jurist und Mathematiker
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Faktoren umdrehen und das d nach vorne ziehen:
(20) (a,b)(c,d) = (ac — db, da + be).

Wenn a, b, ¢,d komplexe Zahlen sind, stimmt diese Formel mit (12)
iiberein, aber fiir a,b,c,d € H spielt die Umkehrung der Reihenfolge
eine Rolle.

Hamilton versdumte es, die Entdeckung seines Freundes weiterzu-
verbreiten, und so kam es, dass A. Cayley'® im Jahre 1845 diese Ent-
deckung wiederholte. Obwohl Hamilton darauf hinwies, dass John T.
Graves der Vorzug gebiihrte wurden die Oktaven lange als Cayley-
Zahlen bezeichnet.

Was ist nun so Besonderes an dieser Multiplikation (20)? Wir haben
eine ganz dhnliche Struktur wie bei C und H, die, wie sich herausstel-
len wird, stérker ist als die Eigenschaft, eine Divisionsalgebra zu sein,
nédmlich die Konjugation

(21) (a,b) = (a,—b)
mit folgenden drei Eigenschaften: Fiir alle x,y € O = H x H gilt

A: Ty =z,
B: 2z = |z|?,
C: |y = |||yl

Die ersten beiden Eigenschaften, A und B, sind schnell nachgewiesen:
Wenn wir wieder unsere formale Schreibweise benutzen,

(1,2)(3,4) = (13 — 42,41 + 23),
dann errechnet man leicht:

(a,b) - (c,d) = (ac— db,da+ be) = (ca — bd, —da — be)
(¢,d) - (a,b) = (¢,—d)(a,—b) = (¢a — bd,—b¢ — da)

und
(a'7 b)(CL, b) = (CL, b)(a’7 _b) = ((IEL + Bba —ba + ba’) = |CL|2 + |b|2
Die dritte Eigenschaft C lédsst sich auch ganz gut an:

lzyl? = (2y)(Ty)
(zy)(yz)
x(yy)T
zlyl’z
= |yfazz
ly[?|]?

[

A rthur Cayley, 1821 (Richmond, England) - 1895 (Cambridge)



10 J.-H. ESCHENBURG

Aber die Gleichheit “=” ist verdichtig, denn sie benutzt die Assoziati-
vitét, die wir noch nicht nachgewiesen haben. Weil O keine Matrixalge-
bra ist, bekommen wir diese Eigenschaft diesmal nicht geschenkt. Die
Assoziativitat ist auch gar nicht erfiillt, sondern nur eine schwéchere
Eigenschaft, die fiir “=” ausreichend ist: Wir nennen eine Algebra X
mit Eins alternativ, wenn jede nur von 1 und hoéchstens zwei anderen
Elementen von X erzeugte Unteralgebra assoziativ ist.

Satz 3.1. Q ist alternativ.

Dazu fithren wir analog zum Kommutator [z,y] = xy — yz den As-
soziator [x,y, z| = x(yz) — (zy)z ein. Wir werden uns mit einem einfa-
cheren Resultat begniigen, das nach einem Satz von E. Artin'! zu Satz
3.1 dquivalent ist und aus dem wir “=” direkt folgern kénnen:

Satz 3.2. Der Assoziator in Q ist alternierend, d.h. [x,y,z] =0, falls
zwei der drei Elemente x,y,z € Q gleich sind.

Beweis. Es geniigt, die Eigenschaft “alternierend” in den ersten beiden
Argumenten zu zeigen, [z, x,y] = 0, denn durch Konjugation folgt sie
auch in den letzten beiden Argumenten, [y,Z,Z] = 0, und durch die
Trilinearitét in den beiden dufleren:

0=lz+y,z+y,y =[z,z, 9+ 9y + .2,y + [y, v,2] = [y,2,y].

Statt [z,z,y] = 0 zeigen wir [z,Z,y] = 0, was dquivalent ist, weil
x4+ T € R und der Assoziator mit einer reellen Zahl verschwindet;
das folgt schon aus der Bilinearitéit der Multiplikation. Wir erinnern
zunéchst noch einmal an die Multiplikationsregel:

(1,2)(3,4) = (13 — 42,41 + 23).

Fiir x = (a,b) und y = (¢, d) erhalten wir

Ty = (a,—b)(c,d)
= (ac+ db, da — be)
r(zy) = (a,b)(ac+ db, da — bc)

Q

(a(ac + db) — (ad — cb)b, (da — be)a + b(ca + bd))
(a(ac) + [a,d, 0] + (cb)b, (da)a + [b, ¢, a] + b(bd))

(zz)y = ((ad)c +  c(bb), d(aa) + (bb)d) )
(()[a, a,c] + [a,d, bl — [c,b,b], —[d,a,a] + [b, ¢, a] + [b,b,d])

yel. Richard D. Schafer, Introduction to Non-Associative Algebras, Dover,
New York, 1995.
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Bemerkung: Die Terme [a, d, b] und [b, ¢, a] in dieser Rechnung zeigen,
dass wir wirklich die volle Assoziativitdt von H benotigen; Alternati-
vitdt wiirde nicht ausreichen. Wir kénnen den Verdopplungsprozess
also nicht noch einmal anwenden; die durch Verdopplung der Okta-
ven mit der Multiplikation (20) und der Konjugation (21) entstehen-
den “Sedezimen” S wiirden zwar immer noch (1) und (2) erfiillen —
insbesondere hitte jedes Element x # 0 ein Inverses 7! = z/|z|?,
aber es wire keine Divisionsalgebra: Wegen der fehlenden Alternati-
vitdt konnten wir die Gleichung ux = v nicht durch Linksmultiplika-
tion mit u~! nach z auflésen. Bei den Oktaven aber ist das moglich,
denn v~ 'v = u ! (uz) = (u"'u)z = x; sie bilden damit tatsichlich eine
Divisionsalgebra. 0

Folgerung 3.1. Die Oktaven bilden eine Divisionsalgebra.

Folgerung 3.2. Die Oktaven erfiillen Figenschaft C, sie bilden also
eine normierte Algebra.

Wk

Beweis. Es ist nur noch die Gleichung “=" auf S. 9 zu zeigen:

(a)@D) e = ((oy)(Tm)e
= (ay) (7))

|
B}
S
—~

8
NS
|

= |z|

(z(yy)z)r =yl

Weil aber die Rechtsmultiplikation mit z invertierbar ist (Divisions-
Eigenschaft), haben wir ux = vx = u = v, also folgt (zy)(yz) = x(yy)z
aus der vorigen Rechnung. O

Man kann unser Konstruktionsverfahren der Oktavenalgebra folgen-
dermafen verallgemeinern: Wir starten mit einer endlich dimensiona-
len Divisionsalgebra A mit Konjugation a +— a, die die Eigenschaf-
ten A,B,C erfiillt. Nun definieren wir eine neue Algebrenstruktur auf
X := A x A mit Hilfe von (20) fiir alle a,b,c,d € A. Die Konjugation
(a,b) := (@, —b) erfiillt A und B, und C gilt genau dann, wenn A as-
soziativ ist. Dies nennt man den Cayley-Dickson-Prozess. Von A = R
gelangt man so zu X = C, von A = C zu X = H und von A = H zu
X = 0. Bei jedem Schritt geht eine Zahleigenschaft verloren: Bei C die
Anordnung, bei H die Kommutativitdt und bei @ die Assoziativitit.
Damit endet der Prozess, denn beim Schritt von @ zu S (den “Sede-
zimen”) verlieren wir die Divisionseigenschaft, wie wir in der obigen
Bemerkung gesehen haben.
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II. Normierte Algebren und Clifford-Systeme

4. NORMIERTE ALGEBREN

Wir haben gesehen, dass R, C, H, O nicht nur Divisionsalgebren, son-
dern auch normierte Algebren sind, d.h. die Norm oder der Betrag
erhélt die Multiplikation. Wir werden sehen, dass es keine weiteren
normierten Algebren gibt (Satz von Hurwitz).

Zunéachst klaren wir den Begriff: Auf dem Vektorraum A = R™ moge
eine Multiplikation mit Eins erklart sein. Dann heiffit A eine normierte
Algebra (beziiglich der euklidischen Norm),'? wenn fiir alle a, b € A gilt:

(22) |ab| = [a][b].

Anders ausgedriickt: Fiir jedes a € A mit |a| = 1 sind die linearen
Abbildungen L,, R, : A — A,

(23) Ly(z) =ax, R,(z)= za,

die Links- und die Rechtstranslation normerhaltend und damit ortho-
gonal, d.h. sie erhalten auch das Skalarprodukt:

Hilfssatz 4.1. Ist V' ein euklidischer Vektorraum und f :'V — V
linear mit |fv| = |v| fir alle v € V, dann folgt {fv, fw) = (v,w) fir
allev,w e V.

Bewers. Das ist die “Polarisationsformel” fiir das Skalarprodukt:
2<U7w> = ’U + w‘Q - ’U’Q - ‘w‘27
und ebenso

2(fv, fw) = (v +w)* = [ fol* = [ fw]?,
wobei wir die Linearitdt f(v 4+ w) = fv + fw benutzt haben. Da die
rechten Seiten der beiden Gleichungen nach Voraussetzung gleich sind,
sind es auch die linken Seiten. O

Wir haben also L, R, € O, falls [a| = 1.1 Wenn a € A ein beliebiges
Element ungleich Null ist, so ist a/|a| ein Einheitsvektor und damit
sind Lg/jq = \TILIL‘L und R jjq = ITILIR‘L wieder in O,,. Anders gesagt, die
linearen Abbildungen

(24) L,R:A—End(A), a— L, R,

12Man kann eine beliebige Norm zulassen, aber nur die euklidische Norm ist
realisierbar, weil die Einheitssphére der Norm so viele Isometrien zulédsst: Die Links-
und Rechtstranslationen mit allen Elementen der Einheitssphére.

13Genauer gilt sogar L., R, € SO,, weil L1, Ry = I € SO(n) und die Einheits-
spédre von A zusammenhéngend ist; die Determinante von L, kann also nicht von
1 auf —1 springen.
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von A in den Raum der linearen Endomorphismen von A haben ihre
Werte im orthogonalen Kegel™ RO, C End(A), die aus den reellen
Vielfachen orthogonaler Matrizen besteht. Da das Bild einer linearen
Abbildung ein Untervektorraum ist, sind die Bilder von L und R al-
so Unterrdume, die ganz aus Vielfachen von orthogonalen Matrizen
bestehen. Wir wollen solche Unterrdume kurz “Rdume von orthogona-
len Matrizen” nennen und diese im néchsten Abschnitt untersuchen.
Zunéchst jedoch eine kleine Anwendung der normierten Algebren in
der Zahlentheorie:

Exkurs: Der n-Quadrate-Satz. Welche natiirlichen Zahlen p kann
man als Summe von n Quadratzahlen darstellen? Wenn R”™ eine nor-
mierte Algebra mit ganzzahligen Strukturkonstanten ist,'® dann ver-
erbt sich diese Eigenschaft auf Produkte: Wenn p und ¢ jeweils Summe
von n Quadratzahlen sind, dann auch pq. Ist ndmlich p = 22 + ... 22
und y = yi + -+ + y2 fiir ganze Zahlen z;,y;, so formen wir daraus
zwei Vektoren z,y € R™ und bilden ihr Algebrenprodukt z = xy, das
ebenfalls ganzzahlige Komponenten hat. Damit p = |z|> und ¢ = |y|?,
und pg = |[z]2|y|? = |2|> = 22 + ... 2% ist wieder Summe von n Qua-
dratzahlen. Dies wurde fiir n = 4 von Fermat und Euler beobachtet
(1748) und fiir n = 8 von Graves 1844 mit Hilfe der Oktaven. Aber er
war nicht der erste: Der Satz war bereits 1818 von C.F. Degen gefun-
den worden! In der Tat ist dieser n-Quadrate-Satz allgemeiner als die
Existenz einer normierten Algebra: A. Pfister hat 1967 bewiesen, dass

er fiir n = 2" fiir jedes k € N gilt.'©

5. RAUME ORTHOGONALER MATRIZEN

Wir wollen in diesem Abschnitt bestimmte Unterrdume des Vek-
torraums End(R") = R™*" aller n x n-Matrizen betrachten. Auf die-
sem Raum ist das iibliche Skalarprodukt definiert: Sind f = (f;;) und
g = (gij) zwei Matrizen, so ist

<f> 9>o = Z fij9ij = Spur (ftg)-

YEin Kegel ist eine Teilmenge C' eines Vektorraums W mit der Eigenschaft, dass
mit ¢ € C auch tc € C gilt fiir alle ¢ € R. Ein Kegel ist also eine Vereinigung von
eindimensionalen Unterrdumen. Jede Teilmenge P C W spannt einen Kegel RP
auf, der aus den reellen Vielfachen tp aller p € P besteht, den Kegel tiber M. Der
orthogonale Kegel ist der Kegel iiber O,, C R™*™.

15p h. eiej = Y, Nijker mit nyjp € Z

16Giehe J.H. Conway, D.A. Smith: On Quaternions and Octonions, Peters, Wel-
lesley, MA, 2003
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Wir wollen das Skalarprodukt allerdings noch durch den Normierungs-
faktor 1/n abédndern:

(25) (F.0) = ~{F.0)0 =~ Spur (1'g).

Mit der zugehorigen Norm wird O,, eine Teilmenge der Einheitssphére
in R™" denn f € O, = |f|* = Spur(f'f) = L Spur I = 1. Aber
mehr noch, wir kénnen jetzt den orthogonalen Kegel RO,, durch eine
quadratische Gleichung kennzeichnen: Ist f'f = Al mit A > 0 (was
keine Einschriinkung ist), dann ist | f|* = % Spur f!f = \. Wir erhalten
also

(26) RO, = {f e R™"; f'f = |f[I}.
Ein Raum orthogonaler Matrizen auf R™ ist ein linearer Unterraum
V von R™ "™, der ganz im orthogonalen Kegel enthalten ist, V' C RO,,.

Das ist eine recht seltene Situation: ein linearer Unterraum, dessen
Elemente v alle dieselbe quadratische Gleichung erfiillen, ndmlich

(27) v = |v]?1.

Es ist dhnlich wie beim einschaligen Hyperboloid, der Lésungsmenge
der quadratischen Gleichung 2% + y? — 2 = 1 im R3, auf dem viele
Geraden liegen, z.B. x =z, y = 1.

Satz 5.1. V C R™ " ist Raum orthogonaler Matrizen <= fiir alle
v,w eV gilt:

(28) viw + w'v = 2(v, w)l.

Beweis. Das ist die Polarisation der Formel (27): Zur quadratischen
Form v'v gehort die symmetrische Bilinearform 3(v'w + w'v) (man

setze w = v), und zu |v|?> = (v, v) gehort (v, w).'7 O

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass unser Raum V' C R™*" die
Einheitsmatrix I enthélt, die wir hier lieber e nennen wollen. Mit V'
wollen wir dann den Teil von V senkrecht zu e bezeichnen, V' = VNe*.
Die v € V’ sind gekennzeichnet durch die Gleichung

(29) vt = —v,

Tytwtwlo = (v+w)t (v+w) —viv—wtw € R-T and L RO, (viw+w!v) = 2(v, w).
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dennv L e < vle+elv=0 <= o' +v=0. Firv,w e V' gilt

also v'w + w'v = —vw — wv, und wir erhalten aus (28):
Satz 5.2. V C RO,, eV, V' =V net. Dann gilt fir alle v,w € V':
(30) vw + wu = —2(v, w) 1.

Einen Unterraum V' C R™ " mit (30) nenen wir eine Clifford-Darstellung.'®

Bemerkung 1. Fiir beliebige v € V haben wir v = Ae + v’ mit A € R.
Setzen wir v := Ae — v/, so gilt mit (29)

(31) vP=de+ (V) = e —0 = 0.

Bemerkung 2. Wenn {e, ..., e, } eine Orthonormalbasis einer Clifford-
Darstellung V' ist, dann ist (30) <=

(32) €i€; + €€ = —25Z‘j6.

Clifford-Darstellungen sind zum ersten Mal in Verbindung mit dem
Dirac-Operator wichtig geworden: Der Physiker Dirac suchte einen
Differentialoperator erster Ordnung D, dessen Quadrat der Laplace-
operator —A ist. Der allgemeine Ansatz D = ), e;0; mit Koeffizienten
e; ergibt

D2 = (Z 6181)(2 ejaj) = Z eiejai(?j = Z(eiej + ejei)&-@j
i J ij i<j
und dieser Ausdruck ist gleich —A = —%".0;0; genau dann, wenn (32)
erfiillt ist. Dies ist nur durch Matrix-wertige Koeffizienen e; mdoglich,
eben durch eine Clifford-Darstellung.

6. NORMIERTE ALGEBREN SIND DIVISIONSALGEBREN

Gegeben sei eine normierte Algebra mit Eins, die wir von jetzt an
X anstelle von A nennen wollen. Der zugrundeliegende Vektorraum
sei R™. Wir haben im Abschnitt 4 schon gesehen, dass die Bildrdume
der Links- und der Rechtsmultiplikation L, R : X — End(X), vgl. (24)
R&ume orthogonaler Matrizen sind. Aulerdem sind sie Isometrien, d.h.
es gilt

(33) (Lo, Ly) = (7,y) = (Ry, Ry)

8Die Cliffordalgebra iiber R™ ist definiert als die von allen v € R™ erzeugte
assoziative Algebra mit Eins mit der Relation vw + wv = 2({v,w). Sie hat als
Vektorraum die Basis e;, ...e;, mit 43 < -+ < 4} zwischen 1 und m, denn jeder
Ausdruck e;, ...e;, fiir beliebige Indizes i1, ..., kann durch Vertauschungen der
Elemente auf diese Form gebracht werden; die Dimension der Cliffordalgebra ist
also 2™. Eine Clifford-Darstellung ist eine Darstellung der Cliffordalgebra durch
n x n-Matrizen.
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fiir alle z,y € X:

n|L,|* = Spur(L.L,)
Z(L;Lxez, €Z'>

7

= Z‘Lwei|2

(2

= > laPlel’
i

= nlzf’.

Wir konnen also direkt auf die Ergebnisse des vorigen Abschnittes
zuriickgreifen. Wir zerlegen jedex z € X in Real- und Imaginéarteil,
r=¢(+2 mit E€ER=R1und 2/ € X' := 1+ C X (“Imaginiire Ele-
mente” ) und setzen T = £ —2’ (“Konjugation”). Da Ly = L¢— L, = L,

nach (31), erhalten wir mit Satz 5.1 fiir die Linkstranslation (Emtspregi
chendes gilt auch fiir die Rechtstranslation):

(34) LzL,+ LyL, = 2(x,y) I,

und insbesondere (Anwendung auf 1 € X)

(35) Ty + yxr = 2(x,y).

Damit hat jedes x # 0 ein Inverses

(36) vt = 3/Jaf?

denn 2zx = 2(x, x). Aber es gilt viel mehr:

Satz 6.1. Jede normierte Algebra ist eine alternative Divisionsalgebra.

Beweis. Es geniigt, [z, z,y] = 0 zu zeigen. Dies ist wahr, da

[, 2,y = (Zzx)y —z(zy),
(Z(zy),z) = (La(zy),=)
= (xy, L,2)
= <ny7LxZ>
- |I|2<y,2>,
((2)y,2) = |z[*(y,2)

fiir alle z € X. Die Divisionseigenschhaft folgt mit (36), denn uz = v
=z = (v 'u)r = v (ur) = u v, und entsprechend zu = v =
r=z(uut) = (zu)u™t =vul. O
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7. DIE UMKEHRUNG DES CAYLEY-DICKSON-PROZESSES

Immer noch sei X eine normierte Algebra mit Eins {iber dem Vek-
torraum R™ und X’ = 1+ C X der imaginire Anteil.

Hilfssatz 7.1. X’ ist in folgendem Sinn anti-kommutativ: Ist x,y € X'
mit x Ly, so ist

(37) Ty = —yx.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus (35), da £ = —z und y = —y.

Hilfssatz 7.2. X' ist in folgendem Sinne “anti-assoziativ”: Sind x,v, z
paarweise orthogonal und auflerdem zy L 2,*° dann gilt

(38) z(yz) = —(zy)z.

Beweis. Nach (34) ist L, L,+ L, L, = 0, und die entsprechende Aussage
gilt fiir Rechtstranslationen, also

x(yz) = LyLyz = =L, L,z = —y(xz)

20 (x2)y = RyR.x = —R, R,z = —(zy)=.

Satz 7.1. Ist X eine normierte Algebra mit Eins, A C X eine Unter-
algebra mit 1 € A und e € A+ mit |e| = 1. Dann ist Ae 1. A, und fiir
alle a,b,c,d € A gilt:

(39) (a+ be)(c+ de) = ac — db + (da + bo)e.

Beweis. Mita =a+ad € Afolgta=a—a€ A,dennd =a—a € A.
Deshalb gilt fiir alle a,b € A:

(ae,b) = (e,aby =0,

daabe A L e Alsoist Ae L A.
Durch Ausmultiplizieren der linken Seite von (39) gilt

(a + be)(c+ de) = ac + (be)(de) + a(de) + (be)c

Wir miissen also zeigen:

(40) (be)(de) = —db,
(41) a(de) = (da)e,
(42) (be)e = (bc)e

Zu (42): (bE)C = RcRgb = —RgREb = RGREb = (bE)E

YEin solches Tripel werden wir spéter Cayleytripel nennen, wenn z,y, z Ein-
heitsvektoren sind.
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Zu (41): Wenn a oder d reell sind, gelten Assoziativitdt und
Kommutativitdt und (41) folgt. Wir kénnen daher a,d L 1 an-
nehmen. Wenn a und d linear abhéngig sind, gilt ebenfalls die
Assoziativitdt und ad = da. Wir konnen somit a | d anneh-
men. Dann gilt fiir (a,d, €) das Anti-Assoziativgesetz (38) und
fir (a,d) das Anti-Kommutativgesetz (37) und damit a(de) =
—(ad)e = (da)e.

Zu (40): Wir treffen die gleiche Fallunterscheidung wie vorher:
Wenn b, d, 1 linear abhéngig sind, dann gilt das Assoziativ- und
das Kommutativgesetz fiir die von 1, b, d erzeugte Unteralgebra,
denn aufler reellen Zahlen treten nur Potenzen eines imaginéren
Elements auf. Dasselbe gilt dann fiir (1, be, de). Damit (be)(de) =

b(e(de)) 'E — b(e(@d)) = ble(ed)) = b(e2d) = —bd = —db. 2
Wenn aber b, d, 1 paarweise orthogonal sind, dann ist b, €, de

ein paarweise orthogonales Tripel mit be | de und erfiillt damit

die Voraussetzungen des Anti-Assoziativgesetzes (38). Damit

(be)(de) ' —b(e(de)) L be(ed)) = b(e2d) = —bd ) db =

—db. O

Mit (39) haben wir nun die von Graves gefundene Multiplikations-
regel (20) fiir beliebige normierte Algebren wiederentdeckt.

8. DER SATZ VON HURWITZ

Satz 8.1. (Hurwitz 1898) Die einzigen normierten Algebren mit Eins
tiber R sind R, C, H, O.

Beweis. Die gegebene normierte Algebra heifle X. Wir wenden Satz 7.1
auf immer groflere Unteralgebren A C X an.

Wenn R C X # R, dann setzen wir A = R und finden ein Einheits-
element €; | A. Dann enthélt X auch die Unteralgebra R + Re;, und
diese ist isomorph zu C nach (39), denn die Konjugation in X ist auf
R die identische Abbildung und die Kommutativitét von R macht (39)
zur iiblichen Multiplikationsregel fiir komplexe Zahlen.

Wenn C C X # C, dann setzen wir A = C und finden ein Einheits-
element €5 1 A. Dann enthélt X auch die Unteralgebra C 4 Ce,, und
diese ist isomorph zu H nach (39), denn die Konjugation in X ist auf
C die iibliche Konjugation und die Kommutativitdt von C macht (39)
zur iiblichen Multiplikationsregel fir Quaternionen.

20Bei “£” behaupten wir etwas mehr, als wir bisher bewiesen haben, deshalb
ein Nachtrag: Wenn z.B. b = d, dann miissen wir (be)®> = b(e(be)) zeigen. Dazu
multiplizieren wir beide Seiten mit b und erhalten beidesmal das Gleiche: b(be)? =

(b(be)) (be) = ((B)€) (be) = [b[2e(be) und b(b(e(be))) = (Bb)(e(be)) = [b]2e(be).
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Wenn H C X # H, dann setzen wir A = H und finden ein Einheits-
element €3 | A. Dann enthélt X auch die Unteralgebra H + Hesz, und
diese ist isomorph zu Q@ nach (39), denn die Konjugation in X ist auf
H die iibliche Konjugation und (39) ist die iibliche Multiplikationregel
fiir Oktaven.

Wenn O C X # O, dann setzen wir A = O und finden ein Ein-
heitselement ¢4 | A. Dann enthélt X auch die Unteralgebra O + Qey,
und diese ist isomorph zu S nach (39), denn die Konjugation in X ist
auf @ die iibliche Konjugation und (39) ist die iibliche Multiplikations-
regel fiir Sedezimen. Wir haben aber bereits in Abschnitt 3 gesehen,
dass die Sedezimen nicht alternativ und keine Divisionsalgebra sind,
im Widerspruch zu Satz 6.1. Dieser Fall kann also nicht eintreten. []

9. DIE AUTOMORPHISMENGRUPPEN DER NORMIERTEN ALGEBREN

Ein Automorphismus einer normierten Algebra X ist eine orthogo-
nale Abbildung o : X — X mit o(zy) = o(z)o(y). Die Automor-
phismen von X bilden selbstverstédndlich eine Gruppe Aut(X), denn
die Komposition und die Inversen von Automorphismen sind wieder
Automorphismen. Wir wollen diese Gruppen bestimmen. Warum aber
sind sie iiberhaupt interessant? Eine Art, die Algebra darzustellen,
ist, die Produkte zwischen allen Elementen einer Basis anzugeben,
eiej =y, aiker; die Zahlen a;j; heiflen die Strukturkonstanten der Al-
gebra. Fiir die Quaternionen haben wir dies auf S. 7 gemacht. Natiirlich
héngen diese Konstanten von der Wahl der Basis ab, und speziell fiir die
Oktaven gibt es kaum zwei Darstellungen in der Literatur, die genau
die gleichen Strukturkonstanten haben. Aber wenn man die Basis durch
einen Automorphismus der Algebra transformiert, &ndert sich nichts;
die Automorphismen beschreiben alle moglichen Weisen, zu den glei-
chen Strukturkonstanten zu gelangen oder auch die Freiheit in der Wahl
der Basis bei festgelegten Strukturkonstanten. Die Automorphismen-
gruppe hat damit die gleiche Bedeutung wie iiberall in der Geometrie:
Sie sagt, welche Konfigurationen im wesentlichen gleich heiflen sollen.

Die normierte Algebra X = R hat offensichtlich iiberhaupt keine
Automorphismen aufler der identischen Abbildung. Zwar gibt es eine
weitere Isometrie, ndmlich = — —x, aber diese ldsst die Eins nicht fest,
kann also kein Isomorphismus sein.

Die normierte Algebra X = C hat immerhin einen nichttrivialen
Automorphismus, die komplexe Konjugation x +— Z. Weitere Auto-
morphismen kann es nicht geben: Alle Drehungen und alle anderen
Spiegelungen lassen die Eins nicht fest.
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Die normierte Algebra X = H ist in dieser Hinsicht interessanter.
Die Automorphismen miissen die Eins festhalten und damit den Raum
der imaginiren Quaternionen X’ = 1+ = R? invariant lassen; sie liegen
also in der Orthogonalen Gruppe Os. In der Tat ist die Automorphis-
mengruppe die SO3. Die Konjugation®' mit jeder Einheitsquaternion®?
q ist die Abbildung?

43 Ad,=L,0R,~»:H—H, xz+— Ad,z:=qrq .
q q q q

Diese ist offensichtlich orthogonal (da L, und R, es sind) und ein Au-
tomorphismus, denn

Ady(x) Ady(y) = grq  qyq" = q(zy)g™" = Ady(ay).

Da die Menge {Ad,; ¢ € H, |¢| = 1} nun eine zusammenhéngende
Teilmenge von Oj ist, die die Einheitsmatrix I = Ad; enthélt, liegt sie
in SOs, jedes Ad, ist also eine Drehung. Wir kénnen Drehachse und
Drehwinkel von Ad, leicht bestimmen: Da |q| = 1, ist ¢ = ¢ + su fiir
einen Einheitsvektor © L 1 und ¢ = cost, s = sint, und ¢~! = ¢ — su.
Dann ist Adgu = wu, die Drehachse ist also Ru. Wéhlen wir einen
zweiten Einheitsvektor v € R mit v L u, so gilt wegen vu = —uw:

Ady(v) = (c+ su)v(c— su)
= (cv+ suv)(c — su)
= v+ scuv — csvu — sSuvu
= (& —sHv+2csuw
= (cos2t)v + (sin 2t)uw.

Also ist Ad, eine Drehung in der Ebene u mit Drehwinkel 2¢, denn
v und uv bilden eine Orthonormalbasis von u' (genauer ist (u,v,uv)
eine orientierte Orthonormalbasis von R?). Die Abbildungen Ad, bilden
somit Drehungen mit beliebiger Drehachse und beliebigem Drehwinkel,
jedes Element von SO3 kommt also vor (sogar jeweils zweimal, denn
Ad_, = Ad,). Genauer gilt:

Satz 9.1. Aut(H) = SO3; und Ad : S* — SOz ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus mit Kern {£1}.

Beweis. Wir haben schon gesehen: SO3 C Aut(H) C O3. Gébe es einen
Automorphismus o, der nicht in SOj3 liegt, also detc = —1, so wire
Aut(H) = O3, denn o erzeugt mit SOz zusammen die ganze Gruppe

21Das Wort “Konjugation” wird hier in einem anderen Sinn gebraucht als bisher;
es hat mehrere ganz unterschiedliche Bedeutungen.

22Man kann auch eine beliebige Quaternion ¢ # 0 nehmen; die Konjugation fiir
q und ¢/|q| ist dieselbe.

23Dje Assoziativitit von H besagt, dass L, und Ry fiir beliebige Quaternionen
¢,q € H kommutieren, denn LyRyx = q(xq¢') = (qz)qd’ = Ry Lqz.
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O3 (denn 7 € O3\ SO3 = det7 = —1 = 077 € SO3 = 7 € 0503).
Aber die quaternionale Konjugation, die auf R? einfach —1 ist, liegt
nicht in Aut H, denn sie ist ja ein Anti-Automorphimus. Deshalb ist
AutH= S 03.

Die Einheitssphire S? ist eine Untergruppe®* der multiplikativen
Gruppe H*, denn |pg| = 1 falls |p| = |¢| = 1. Die Abbildung Ad :
S? — SOs3 ist ein Gruppenhomomorphismus, denn

Ad,Ad,x = pgrq 'p~' = Ad,,z,
Ady-rx = plazp=(Ad,) 'z,
und prp ' =z firaller € H < p e R <= p = +£1, weil
lpl =1. O

Wir hétten auch eine andere Methode zur Bestimmung von Aut H
wéhlen kénnen, ndmlich Gleichung (39). Diese sagt uns, dass wir einen
Automorphismus von H erhalten, wenn wir eine Unteralgebra A = C
und ein Element € 1. A wihlen. Die Algebra A wird als Vektorraum von
1 und einem Einheitsvektor v L 1 erzeugt, und € ist ein Einheitsvektor
senkrecht zu 1 und u. Jeder Automorphismus wird also durch zwei
orthonormale Vektoren u, € bestimmt, die durch we zu einer orientierten
Orthonormalbasis des R? ergéinzt werden. Demnach ist Aut H isomorph
zur Menge der orientierten Orthonormalbasen, d.h. zu SOs.

Diese Methode wird bei O, der interessantesten unter den normierten
Algebren, unumgénglich. Nach (39) erhalten wir Automorphismen «
durch Wahl einer Unteralgebra A = «(H) C O und einem Element
e = afeq)) L A, wobei wir uns H durch die Basisvektoren e, = 1,
e1, ea, e3 aufgespannt denken. Auf H selbst wird der Automorphismus
a festgelegt durch zwei orthonormale Vektoren a = a(e1) und b = a(eq)
in A. Die Menge der Automorphismen lasst sich daher mit der Menge
der Cayley-Tripel a,b, e identifizieren: Tripel von Einheitsvektoren in
R”, die senkrecht aufeinander stehen und zusétzlich ab L e erfiillen.
Der erste Vektor a ist frei wihlbar auf der S C R”, der zweite darf in
der Einheitssphire von a* = R, also in einer S® gewiihlt werden, und
der dritte liegt in der Einheitssphiire im Raum {a, b, ab}t = R*, also
in einer S?. Jeder Automorphismus wird demnach durch 64543 = 14
Parameter bestimmt; die Gruppe Aut Q ist also 14-parametrig. Sie ist
keine der schon bekannten Gruppen und bekommt daher einen neuen
Namen: (5. Sie ist eine zusammenhingende Untergruppe der O; und
damit sogar eine Untergruppe der SO7.

24Nach (10) ist das genau die Gruppe SUs.
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II1. Clifford-Algebren

10. CLIFFORD-ALGEBREN

Die Cliffordalgebra® iiber V = R" ist die von V erzeugte assoziative
Algebra Cl,, mit Eins und der einzigen Relation?®

(44) v? = —[v]?
fiir alle v € V', oder “polarisiert”
(45) vw + wv = —2(v,w).

Eine Basis von Cl,, wird durch die Produkte der Basiselemente von V
gegeben, e; €;, ...e; (wobei die Eins ein Produkt der Lénge k = 0 ist).

Wegen der Relationen e;e; = —eje; fiir i # j kann man e;, ...e;, so
umordnen, dass die Indizes 1, ..., 7, der Gréfe nach angeordnet sind.
Danach hebt man mit der Relation €? = —1 die mehrfach auftretenden

Indizes weg. Dann erhélt man nur noch Ausdriicke e;, ...e;, mit 1 <
11 < - -+ < 1 < n. Diese Produkte entsprechen genau den k-elementigen
Teilmengen von {1,...,n}, deren Anzahl (}) ist. Das lingste mogliche
Produkt ist das sogenannte Volumenelement

(46) W=eey...en,
und die Gesamtanzahl aller Produkte von Basiselementen ist?”
(47) dimCl, =) (1) =(1+1)"=2"

k=0

Das Volumenelement hat eine besondere Bedeutung: Es kommutiert
oder antikommutiert mit allen Elementen von V', und sein Quadrat ist
+1:

PWilliam Kingdon Clifford, 1845 (Exeter, England) - 1879 (Madeira)

26K onstruktion: Man geht von der freien assoziativen Algebra mit 1 aus, die
von V erzeugt wird, der Tensoralgebra T(V'). Sie ist direkte Summe von R - 1 mit
den Einerprodukten, Zweierprodukten, Dreierprodukten usw., immer mit Elemen-
ten von V. Diese Algebra dividiert man durch das zweiseitige Ideal, dass von den
Elementen v? + |v|? - 1 erzeugt wird. Jede lineare Abbildung f : V — V wird zu
einem Algebren-Homomorphismus f : T'(V) — T(W) fortgesetzt. Wenn f das Ska-
larprodukt erhélt, bleibt die Menge der Ausdriicke v?+ |v|? und also auch das davon
erzeugte Ideal erhalten; jede orthogonale Abbildung auf V' = R" setzt sich also zu
einem Automorphismus von CI,, fort.

2TGenau genommen kénnen wir hier erst dimCl,, < 2" schlieBen, weil wir ja
lineare Unabhéngigkeit der Basisprodukte noch nicht gezeigt haben; stattdessen
werden wir aber einfach Modelle der richtigen Dimension angeben.
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Satz 10.1. Mit N := in(n+1) gilt
(48) Wt o= (=17,
(49) vw = (=1)"wv
fir alle v € V.

Beweis. Wir konnen den Basisvektor e; mit e; ... e;_1 vertauschen mit
Vorzeichen (—1)""!; wir konnen ihn auch mit e;,;...e, vertauschen
mit Vorzeichen (—1)"¢ demnach gilt*® e¢;w = (—1)" lwe; und damit
folgt (49) fiir alle v € V. Auflerdem gilt

w2 = ey...epe1...6p

= (=1)"q...ene2...€,
= (=D)"(=1)n—1les...epes3...¢€,
= -

mit N =3 k=3in(n+1).> O

Produkte von Elementen von V' konnen verkiirzt werden, indem Qua-
drate aufgelost werden (v? = —|v|?). Dabei wird die Léinge eines Pro-
dukts gedndert, aber nicht ihre Paritét (gerade/ungerade). Wir erhal-
ten deshalb eine direkte Summe

(50) Cl, =Cl} & Cl,

wobei CF und CI;; von den Produkten von Elementen von V' mit einer
geraden bzw. einer ungeraden Anzahl von Faktoren erzeugt wird.?

Satz 10.2.
(51) Cl,_1 2 CI,

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung f : R"™! — CIF, die je-
des Basiselement e; von R"™! auf das Produkt e;e,, € CI abbildet. Da

28Beispiel 4 = 2, n = 5 (wir schreiben i statt e;): 212345 = —122345, 123452 =
—123425 = 123245 = —122345.
PBeispiel n =5: N=3-5=15, (-1)N = —1.

1234512345 = 1123452345 (4 Vorzeichen)
= —1122345345 (3 Vorzeichen)
= —1122334545 (2 Vorzeichen dazu)
= 1122334455 (1 Vorzeichen dazu)
= —1 (b Vorzeichen)

30Man bekommt diese Zerlegung auch durch den Automorphismus a von Cl,
mit a(v) = —v fiir alle v € V, genannt Graduierungsautomorphismus. Weil o2 = I,
zerfillt Cl,, in Eigenrdume zu den Eigenwerten +1; das sind CI;} und Cl,, .
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eieneje, = —e€;enenej = €;¢;, setzt sich diese Abbildung zu einen injek-
tiven Algebren-Homomorphismus Cl,,_; — CI} fort.*! Es gibt gleich
viele Basisprodukte mit gerader wie mit ungerader Faktorenanzahl,
denn >~} (—=1)* (%) = (1—1)" = 0. Deshalb haben CI;} und CI, bei-
de die halbe Dimension von C1,, also 2" !, und die Behauptung folgt
wegen Gleichheit der Dimension. 0

11. BEISPIELE VON CLIFFORDALGEBREN

n = 0: Cly besteht nur aus den Vielfachen der 1, also Cly = R.

n = 1: Es gibt noch ein Basiselement e; = ¢ mit 2 = —1, also Cl; = C.
n = 2: Es gibt zwei Basiselemente e; = i, e = 7 und ihr Produkt
ij = w und w? = ijij = —iijj = —1. Also ist Cly, = H.

n = 3: Es scheint zunéchst, als kénnten wir H auch als Modell fiir Clg
nehmen mit e; = i, e; = j, e3 = k. Aber dimCly = 23 = 8
ist doppelt so grofl wie dim H = 4, deshalb kann die Abbildung
Cl3 — H nicht injektiv sein, nur ihre Einschrinkung auf Cl3 =
Cly. Das Problem ist die Relation ij = k oder ejeq = e3, die
in H gilt, aber nicht in der Cliffordalgebra Cl3. Man kann sie
auflosen, indem man e; durch die Matrix é; = (“ _,, ) ersetzt;
dann ist é;¢; = (“* ¢, ) # €. Produkte der Lange 1 sind vom
Typ (Y _,), die von Léinge 2 sind (”,) und é1é2¢3 = (! _;).
Wir erhalten also C'ls = H x H.

n = 4: Wenn wir die ¢; (i = 1,2, 3) anders in eine 2 x 2-Matrix einbau-
en, ndmlich als E; = (¢, © ), dann ist noch Platz fiir eine weitere
Matrix £y = (; ') mit Ef = —I, die mit den anderen dreien
antikommutiert. Anders gesagt, man bildet u € H ab auf die
Matrix U = (, ~*) € H?*2. Dann sind Zweierprodukte wieder
diagonal: UV = (=™ _,;) und Dreierprodukte antidiagonal,
UVW = (goz “*"), und schlieflich EyE,E3E, = (71,). Wir
erreichen damit beliebige quaternionale 2 x 2-Matrizen; somit
ist Cly = H?*2,

n = T7: Wie im Fall der Quaternionen (n = 3) stellen wir auch bei den
Oktaven (n = 7) fest, dass die Linkstranslationen L., , ..., L., €
R®*® die Cliffordrelation erfiillen. Aber wie im Fall n = 3 stimmt
die Dimension nicht: dimR®*® = 64 ist nur die Hilfte von
dim Cl; = 27 = 128. Nur CIf wird richtig dargestellt, sieche

31Eine lineare Abbildung f : V — CI(W) setzt sich zu einem Homomor-
phismus der Clifford-Algebren fort, wenn f die Relation e;e; + eje; = —20;
erhélt: f(e;)f(e;) + f(ej)f(e;) = —26;;. Das ist hier offensichtlich erfiillt, weil
f(e:) f(e;) = e;e;. Die Injektivitét gilt, weil f ein Produkt e, .. .e;, fix ldsst (falls
k gerade ist) oder auf e, ...e;, e, abbildet.
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: . . Le,
unten. Wir helfen uns wir vorher und setzen é; = ( “ );
dann wird Cl; = R¥*® x R®*8 was die richtige Dimension hat.

n =8: Wie bei n = 4 definieren wir E; = < L. 1) und ergédnzen

durch Fy = ( ;! ); jeder Oktave u € O wird damit die Matrix
(,, ") € R¥*16 zugeordnet, und wir erhalten Cly = R!6*16
(mit Dimension 256).

n = 6: Da Clg = Cl, erhalten wir Clg = R®*® aus dem Fall n = 7.

n =5 Wir kénnen Cls = Clf als Unteralgebra von Clg = Cl3 dar-
stellen. Da die Matrizen in Cl¢ mit der komplexen Struktur
J = L., vertauschen, sind sie komplex linear beziiglich dieser
Struktur, und aus Dimensionsgriinden gilt Cly = C**4.

n = 4: Wir erreichen Cl; = CIJ auch als Unteralgebra von Cl7, de-
ren Elemente mit den beiden antikommutierenden komplexen
Strukturen L., L., vertauschen und somit quaternional linear
sind; wir sehen daher erneut Cl, = H?*?.

Wir wollen uns noch klar machen, dass sowohl die Links- als auch
die Rechttranslationen der Oktaven tatséchlich alle 8 x 8-Matrizen er-
zeugen. Wir zeigen es fiir die Rechtstranslationen. Aus der Multiplika-
tionsregel der Oktaven O = H?,

(SL’, y)(u7 U) = (IU - 17y7 VT + yﬂ)
ergibt sich fiir die Rechtsmultiplikation:

x\  (Ryx—Lygy\ (R, —Ls T
s ()-(B2212)- (5 )6
Insbesondere Ry, = (™ Rﬁ) und Ro) = ( L. ~F), also

Rba _L(_zb
(53) R(a’O)R(bp) = ( Rb(—1> ) R(O,a)R(O,b) = ( _Lab) :

Welche Paare (p,q) € H x H mit |p| = |g| erreichen wir als (p,q) =
(ba, ba)? Wir diirfen dabei |a|] = [b| = |p| = |¢| = 1 annehmen. Dann er-
halten wir b = pa und a = bg und daraus b = pbq = L,R,b; somit muss
b ein Fixvektor von L,R, € SO, sein. Jedes Element von SO, besteht
Drehungen in zwei zueinander senkrechten Ebenen; Fixvektoren gibt
es also nur, wenn eine der beiden Drehungen trivial ist. Das geschieht
z.B. fiir p = ¢: Wenn b L p, 1, dann ist pbp = —ppb = |p|>b = b.

Mit (ba, ba) erreichen wir also nicht alle Paare, wohl aber mit Pro-
dukten mit mehr Faktoren: Die Gleichungen cba = p, éba = ¢ konnen
wir fiir beliebig vorgegebene (p, q) € H x H l6sen, falls alle beteiligten
Quaternionen die Lénge Eins haben: Aus ¢ = pab und @ = bcq erhalten
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wir ¢ = pbegb. Wenn wir pb = ¢b =: d fordern, wird diese Gleichung
durch jedes ¢ L d,1 gelost, wie wir gerade gesehen haben. Die Glei-
chung pb = qb bedeutet v = pq, damit ist b (weitgehend) bestimmt.
Setzen wir nun @ = bcg, dann gilt auch ¢ = pbcgb = pab, und beide
Gleichungen sind erfiillt.

Hilfssatz 11.1.
(54) SOs = {LyRy; p,q € H, |p| = |q] = 1}.

Beweis. Eine beliebige orientierte Orthonormalbasis B = (a,b,c,d)
von H = R* verwandeln wir auf folgende Weise in die Standardbasis
(1,4, 7, k): Mit der Linksmultiplikation mit a erhalten wir Lz(a, b, ¢, d) =
(1,ab,ac,ad), und mit einer Konjugation Ad(v) = L,Rv verwandeln
wir diese in (1,4, 7, k), vgl. Abschnitt 9. Insgesamt haben wir L,; R;
angewandt, also gilt umgekehrt (a,b, c,d) = Loz R,. O

Hilfssatz 11.2. Die SO, ist fiir n > 3 in keinem echten Untervektor-
raum von R™™ enthalten.

Beweis. Andernfalls gibt es eine Matrix X # 0 mit X L SO,,. Es sei
X € R™™ 50 eine Matrix; wir werden X = 0 zeigen. Das Skalarprodukt
auf R™™ ist invariant gegeniiber Rechts- und Linkstranslationen mit
Elementen von SO,,, denn fiir alle A € SO, ist

(AX,AY), = Spur X'A'AX = (X,Y),
(XA, YA), = Spur A’ X'YA=Spur X'Y = (X,Y),,

weil A = A7! und die Spur unter Konjugation gleich bleibt. Nun
ist aber jede Matrix X von der Gestalt X = B 'DA fiir eine Dia-
gonalmatrix D und A, B € SO, (Singulirwert-Darstellung).** Aus
(X,S50,) = 0 folgt daher (D,SO,) = 0. Aber dann miissen alle
Koeffizienten p; der Diagonalmatrix D verschwinden: Wir betrachten
A€ SO, mit A= (! 5nt) quf E = Re; + Re; und A = I auf E+,

] sint cost
dann ist

0= (D,A) =Spur DA = (,uz-+uj)cost+2uk

wobei Y’ {iber k # i, summiert. Es folgt also j; + pu; = 0 fiir alle
1 # 7. Flir n > 3 folgt, dass alle u; verschwinden, denn die Matrix des

32Xt X st symmetrisch und daher orthogonal diagonalisierbar, X!Xa; = \;a;
fiir eine Orthonormalbasis A = (ay, ..., a,). Damit ist (Xa;, Xa;) = (X' Xa;,a;) =
Aidi;. Also stehen die Vektoren Xa; aufeinander senkrecht, d.h. Xa; = p;b; fiir
eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) (und p; = /A;) und XA = BD fiir die
Diagonalmatrix D mit Eintragen i, ..., ty.
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homogenen Gleichungssystems p; + pt; = pj + pr = pi + p; = 0 ist
(1 i %> mit Determinante 2 # 0. U

Aus (52), (53) folgt nun, dass Produkte von beliebig vielen Recht-
stranslationen von der Form (4 B) fiir beliebige 4, B,C,D € R - SO,

sind; der davon aufgespannte Vektorraum ist nach den beiden vorste-
henden Hilfssiitzen R8>8,

12. DIE ANTI-CLIFFORDALGEBRA

Die Algebra C1, hat eine Reihe von Verwandten, fiir die das Ska-
larprodukt auf V' durch eine andere symmetrische Bilinearform ersetzt
wird. Die triviale Bilinearform zum Beispiel, die alles auf Null abbil-
det, fithrt zur Auferen Algebra mit der Relation vw = —ww fiir alle
v,w € V = R". Die Dimension aller dieser Algebren ist immer 2", un-
abhéngig von der Bilinearform. Wir interessieren uns besonders fiir die
Algebra C1], bei der das Vorzeichen vor dem Skalarprodukt entfillt:

(55) vw + wu = 2(v, w).

Wir wollen sie Anti-Cliffordalgebra nennen. Wie sehen diese fiir kleine
n aus? Fir n = 0 ist natiirlich kein Unterschied, d.h. Cl; = Cl, = R.

n=1: Das einzige Basiselement e; eriillt jetzt die Relation e? = 1.
Wir kénnen e; durch die Matrix p; = (! _;) und 1 natiirlich
durch die Einheitsmatrix (!,) darstellen und erhalten damit
Cli=(Rz)=RxR.

n=2: Es gibt noch ein zweites Basiselement e, mit €3 = 1, das mit ¢,
antikommutiert. Wir kénnen p; wie bei n = 1 wéhlen und p, =
(11).% Dann ist pyps =: p1a = (_; ') und somit Cl, = R**2.

Wir brauchen diese Reihe nicht fortzufiihren, weil wir gleich ein all-

gemeines Konstruktionsprinzip entwickeln wollen.

Eine Matrix-Darstellung3! der Cliffordalgebra C1,, wird durch Ma-

trizen E4, ..., E, mit

33Dies ist in der Tat i.W. die einzig mogliche Wahl: Weil p? = 1, hat p; nur
die Eigenwerte +1. Die zweite Matrix ps antikommutiert mit p; und vertauscht
deshalb die beiden Eigenrdume Vi von e;. Wenn wir V_ und V. mit Hilfe von p,
identifizieren, dann wird p; = (I _1) und po = (;1).

MEine Darstellung einer assoziativen Algebra A ist ein Algebrenhomomorphis-
mus p: A — RV*N_ Es reicht, die Matrizen E; = p(e;) fiir ein Erzeugendensystem
{e1,...,en} von A anzugeben, wobei die E; die entsprechenden Relation wie die e;
erfiillen miissen.
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gegeben. Wie konnen wir dieses System erweitern? Wir definieren dazu
Matrizen von doppeltem Format Py, ..., P, mit

(57) Pi=("), R=(;"), Pea=(p")

Fiir dieses neue System von Matrizen ( Cliffordsystem)> ist das Vorzei-
chen allerdings anders:®

sie bilden also eine Darstellung der Anti-Clifford-Algebra. Ebenso gibt
es auch den umgekehrten Prozess: Aus einem Cliffordsystem P, ..., P,
entsteht eine um zwei groflere Clifford-Darstellung F, ..., E, o:

(59) Ei=i('_), B2=i(;"), Bya=(_p")

13. TENSORPRODUKTE VON ALGEBREN

Diese Konstruktion kann als ein Tensorprodukt gedeutet werden. Das
Tensorprodukt V @ W zweier Vektorrdume V und W mit Dimensio-
nen p und ¢ ist ein Vektorraum der Dimension pq, der sich sich wie
folgt definieren ldsst:*” Wenn wy, ..., w, ein Basis von W ist, erset-
zen wir die reellen Koeffizienten ¢; der Vektoren ). t,w; € W formal
durch Vektoren vy,...,v, € V. Solche formalen Summen ) . v,w; (oft
geschrieben ). v; ® w;) bilden den Vektorraum V ® W; dieser Vek-
torraum ist unabhingig von der Wahl der Basis w;,...,w,. Wenn V
und W sogar Algebren sind, wird V ® W wieder eine Algebra, denn
zwei solche Summanden v ® w und v ® w lassen sich multiplizieren zu
v0 ® ww. Ein einfaches Beispiel ist V = R™"™ und W = R"™". Als
Basis von W wihlen wir die Matrizen w;;, deren Koeffizienten alle Null
sind bis auf eine Eins an der Stelle ¢j; dann wird V' ® W der Raum
aller r x r-Matrizen, deren Koeffizienten selbst n x n-Matrizen sind;

35Der Begriff stammt aus der Arbeit von D. Ferus, H. Karcher und H.-F.
Miinzner: Cliffordalgebren und isoparametrische Hyperflichen, Math. Z. 177, 479 -
502 (1981), die auf S. 482 f. eine knappe Zusammenfassung der hier dargestellten
Theorie enthalt.

(g ™)

30 (1) = (1) (Ip)ud (F_;) (54 = (54) =

A md () (A = (A ) 2 () (.

3™Djie formale Definition ist etwas sperrig: V ® W ist ein Vektorraum zusammen
mit einer bilinearen Abbildung 3, : VXW — V @ W, geschrieben (3, (v, w) = v ®@w,
mit der Eigenschaft, dass jede (andere) Bilinearform 3 : V x W — U in einen
beliebigen Vektorraum U sich von 3, nur um eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung f : V. ® W — U unterscheidet, § = f o 8,. Mit anderen Worten: Die
bilinearen Abbildungen auf V' x W werden durch die linearen Abbildungen auf
V ® W gegeben.
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diese bilden den Raum aller nr x nr-Matrizen: R™*" @ R™*" = R"™P*"P,
Allgemeiner gilt fiir jede Algebra A, dass A ® R™*" die Algebra der
r x r-Matrizen mit Koeffizienten in A bildet.

Das Tensorprodukt ist bis auf Isomorphie kommutativ und assozia-
tiv: Die Abbildung v ® w +— w ® v definiert einen Isomorphismus
VoW — WV, und die Abbildung v ® (v ® w) — (u ® v) ® w
definiert einen Isomorphismus U ®@ (V@ W) - (U V) W.

14. PERIODIZITAT DER CLIFFORDALGEBREN

Wir konnen die beiden Erweiterungen (57) und (59) durch Tensor-
produkte beschreiben: Die Matrizen e = (! ), p1 = (* _;), p2 = (1 1),
pi2 = (_1 ') bilden eine Basis von Cl) = R**? und es gilt P; €
ClyeCl, fur j=1,...,n+ 2, denn

Pr=pi®1, Pb=p2®I, Piyr=pn® L,
Somit C1/,,, C Cly ® Cl,, = R*** @ Cl,, und wegen Dimensionsgleich-
heit gilt sogar
(60) Cl,,, =Cly®Cl, =R**® Cl,
Etwas ganz Analoges gilt fiir C'l,, ;5. Dazu miissen wir daran erinnern,

dass Cly die Quaternionenalgebra ist, Cl, = H = {( % 9) ; a,b e C}

mit der Basis 1 = (1),i=("_,),j=(_1'), k=(,?). Nach (59) sind
alle E; € Cly, ® Cl;,, denn
Ey=i®1, Ey=k®I, Ein=]QPF,

also erhalten wir Cl,, 1o C Cly ® Cl], und wegen Dimensionsgleichheit
folgt

(61) Clyro=Clo@Cl, =H& Cl,.
Hilfssatz 14.1.
(62) H®H = R>™.

Beweis. Wir definieren eine lineare Abbildung ® : H @ H — R***
durch®®

(63) d(a®b) = L, Ry
Dies ist ein Algebren-Homomorphismus, denn

Pab)P(c®d) = LyRjL.R;
= L,L.R;R;
= L. Rg

38Die Abbildung H x H — R***, (a,b) + L, Ry ist bilinear und definiert daher
eine lineare Abbildung auf H ® H.
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= L. Ry
P((a®@b)(c®d) = P(ac® bd)
= Loy
Wir haben bereits gesehen, dass {L,Rj; a,b € H} =R -S04 und dass

die lineare Hiille von SO, den ganze Matrizenraum R*** bildet. Daher
ist ® surjektiv, und da beide Algebren H ® H und R*** die gleiche

Dimension 16 haben, muss ® ein Isomorphismus sein. U
Satz 14.1. Periodizititssatz: 3
(64) Clyys = Cl, @ R0,

Beweis. Clyys = Cl g @ R¥? = Cl,1y @ H® R*? und Clyia
Cll,, ,@R*? = C,HR**?, also Cl,,1s = Cl, SQHYHRR?»*2QR?*?
Cln ® R4><4 ® R4><4 (Y] Clg ® R16X16.

ORI

IV. Spin-Gruppen
15. PIN-GRUPPE UND ORTHOGONALE GRUPPE

In der abstrakten Cliffordalgebra C1,, iiber V' = R" betrachten wir
die Menge aller Produkte von Elementen der Einheitssphiire S"~! =
{veV; v =1}

(65)  Pin, :={vivg...vx € Cly; v; €S ', j=1,...,k, keN}

die aus allen Clifford-Produkten von Einheitsvektoren besteht.* Zwei-

fellos ist Pin,, eine Gruppe, eine Untergruppe der Multiplikativen Grup-
pe Cl aller invertierbaren Elemente in der Algebra Cl,,, denn das In-
verse zu vy ... v ist (—1)*vy ... vy, und das Produkt aus zwei solchen
Produkten mit Léngen k£ und [ ist ein ebensolches Produkt mit Lénge

39aut J. Baez stammt dieser Satz von Elie Cartan, 1869 (Dolomieu bei
Chambéry) - 1951 (Paris). In den 50’ger Jahren konnte Raoul Bott, 1923 (Budapest)
- 2005 (San Diego, USA), damit einen der beriimtesten Sétze der Topologie bewei-
sen, den Bottschen Periodizititssatz, der die Homotopiegruppen der SO,, fiir grofie
n bestimmt, vgl. Abschnitt 18. Die k-te Homotopiegruppe mx(S0O,,) enthilt nach
Definition die Homotopieklassen (Deformationsklassen) stetiger Abbildungen von
S* nach SO, Literatur: R. Bott: The Stable Homotopy of the Classical Groups,
Ann. Math. 70 (1959), 313 337; J. Milnor: Morse Theory. Princeton University
Press, 1969.

40Der merkwiirdige Name wird im néchsten Abschnitt klarer werden: Die Be-
zeichnung “Pin” entsteht aus “Spin” durch Weglassen des Buchstaben S, so wie
“0Oy” aus “S0O,” durch Weglassen des Buchstaben S entsteht. Das englische Wort
“Spin” bedeutet Drehung um die eigene Achse; die Spin-Gruppe beschreibt in der
Quantenmechanik den Eigendrehimpuls der Elektronen (Spin-Quantenzahl).
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k -+ 1. Ein besonderes Element von Pin,, ist das frither erwiahnte Volu-
menelement

(66) W=e1es...6,.

Die geometrische Bedeutung der Gruppe Pin,, wird klar, wenn wir uns
die Konjugation mit Elementen von Pin,, auf V' ansehen. Wir brauchen
das nur fiir Produkte der Lénge Eins zu tun:

Hilfssatz 15.1. Fiir allex € V undv € S* ! ist vov € V, und die Ab-
bildung x — vzv ist die Spiegelung an der Hyperebene v+, insbesondere
also ein Element der orthogonalen Gruppe O,,.

Beweis. vzv = —vvz —2{x,v)v = z—2{x,v)v. Von z wird also zweimal
die Komponente in Richtung v abgezogen; das ist die Spiegelung an v=.

/vxv O
Fiir jedes a = vy ...v, € Pin, betrachten wir nun die Abbildung
Ad,:V =V,
(67) Ady(7) = ava™ = (=1)*v(vs(. . . (vpzvr) ... Jvg)vy.
Diese ist bis auf das Vorzeichen das Produkt der Spiegelungen x —

vjzv; und damit ein Element der orthogonalen Gruppe; wir haben so-
mit eine Abbildung

(68) Ad: Pin, — O,, o~ Ad,
definiert. Sie ist offensichtlich ein Gruppen-Homomorphismus, denn
Ad; =1 und
Adysv = apv(af)™ = apvBla! = Ad, Adsv.
Der Faktor (—1)* in (67) ist allerdings hichst listig; ohne ihr wire Ad,

direkt ein Produkt von Hyperebenenspiegelungen. Also lassen wir ihn
weg und definieren fiir o = vy ... vg:

(69) Ady(z) = (=¥ Adg(z) = vi(va(. . . (vpzvR) - .. )va)01.

Aber ist das auch noch ein Gruppenhomomorphismus? Ja, denn wenn
a Lange k£ und § Lange [ hat, dann ist k£ + [ die Lange von af und es
gilt

Ady Adg = (—1)*(=1)' Ady Adg = (—=1)" Ados = Adys .
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Dieser Homomorphismus ist sogar surjektiv, wie der folgende geome-
trische Hilfssatz zeigt:

Hilfssatz 15.2. Jede orthogonale Abbildung A € O, \ {I} ist Produkt
von hdchstens n Hyperebenenspiegelungen.

Beweis. Induktion nach n.

n = 1: Es gibt nur ein Element A # I, ndmlich x — —z, die Spiegelung
an der “Hyperebene” {0} C R

n —n+1: Da A # I, gibt es ein v € R*™! mit Av # v. Die Spie-
gelung S an der Hyperebene (Av — v)t bildet Av nach v ab. Fiir
A" = SA gilt also A'v = v. Damit ist A’ eine orthogonale Abbildung
der Hyperebene (Av —v)t = R" und damit nach Induktionsvorausset-
zung ein Produkt aus k Spiegelungen Sy,..., S, mit k& < n. Somit ist
A=SA"=55,...5; ein Produkt aus k + 1 < n + 1 Spiegelungen.

O

Satz 15.1. Die Abbildung Ad : Pin, — O, ist ein surjektiver Grup-
penhomomorphismus mit Kern {£1}.

Beweis. Es sei « = vy...v, € ker Ad C Pin,,. Dann gilt ava™' =

(—1)*v fiir alle v € R™ oder
av = (—1)"va.

Wir wollen diese Gleichung zunéichst nur fir v = e; (erster Basis-
vektor) ausnutzen. Wenn wir die Faktoren v; von a mit Hilfe der Stan-
dardbasis darstellen, v; = ), t;rex, dann wird a zu einer Linearkom-
bination von Produkten von Basisvektoren. Die Linge jedes einzelnen
Produkts hat dieselbe Paritéit (gerade vs. ungerade) wie k: Zunéchst
haben alle Produkte k& Faktoren, aber wegen e? = —1 konnen Faktoren
sich paarweise wegheben, wobei die Linge des Produktes (Anzahl der
Faktoren) gedndert wird, aber nicht deren Paritdt. Es gibt nun zwei
Sorten von Summanden in «: solche, die e; enthalten, und solche, die
e; nicht enthalten. Die ersteren fassen wir zu einer Teilsumme vom
Typ e18 zusammen, die letzteren zu einer Teilsumme ~, wobei sowohl
[ als auch 7 kein e; mehr enthalten. Wir bekommen also o = e; 3 + 7.
Beim Vertauschen von e; mit + erhalten wir ein Vorzeichen (—1)*, beim
Vertauschen mit 8 dagegen (—1)*~1. Daher gilt

ae; = effe; +ver
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= (=D 'elf+ (—1)fery
= (=D*(B+e),
el = e +ery

= —f+en
Aus ae; = (—1)feja folgt nun B + e;y = —f + €17, also 8 = 0.
Somit ist e; in keinem Summanden von a = v enthalten. Dasselbe
Argument funktioniert fiir es, ..., e,. Damit kann kein Summand von

« irgendeinen der Basisvektoren e; enthalten, also muss « ein skalares
Vielfaches von 1 sein, und weil die Faktoren v; Einheitsvektoren sind,
bleibt nur o = +1 iibrig. U

Bemerkung 1. Weil jedes Element von O, aus hoéchstens n Spiege-
lungen besteht, besteht die Gruppe Pin,, nur aus den Produkten aus
hochstens n Faktoren:

(70) Pin, ={vy...05; v; €S", j=1,...,k, k <n}.

Denn Ad bildet solche Elemente bereits auf simtliche Elemente von
O,, ab; wir erhalten also bis auf das Vorzeichen alle Elemente von
Pin,, und dieses Vorzeichen konnen wir durch Ubergang von v; auf
—wvy beriicksichtigen.

Bemerkung 2. Der Beweis von Satz 15.1 zeigt noch etwas mehr, denn
wir haben nirgendwo benutzt, dass a € Cl, ein einfaches Produkt

vy ... vg ist. In der Tat lisst sich die Abbildung Ad, als Abbildung auf
Cl, fiir beliebige av € C1 definieren:

(71) Ada(€) = ag(a™) ™!

fiir alle £ € C1,,, wobei u der Automorphismus von C1,, ist, der von der
Abbildung —1 : V — V, v +— —v induziert wird. Dann gilt:

Satz 15.2. Fir jedes a € CI7 gilt: A~da(V) =V und Ad, lv € O, (mit
V=R") < « € Pin,.

Beweis. Da A~da € O, gibt es ein o € Pin, mit A~da = ANda/ oder
Ad,r = I fiir o = o’a™!. Nach dem Beweis von Satz 15.1 folgt o =
+1, also ist @ = +a’ € Pin,,.

16. SPIN-GRUPPEN

Die Gruppe Spin,, ist die Untergruppe von Pin,, die nur aus den
Produkten gerader Léange besteht:
(72)  Spin, = {vy...vy € Cly; v; €S", j=1,...,2r, r € N}

Wenn wir den Homomorphismus Ad in Satz 15.1 auf die Untergrup-
pe Spin,, einschrinken (dort gilt Ad = Ad), so liegen die Werte in der
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Gruppe SO,,, denn eine gerade Anzahl von Spiegelungen ergibt ein Ele-
ment von SO,, (“Drehung”), und jede Drehung ldsst sich nach Hilfssatz
15.2 so darstellen. Somit erhalten wir aus Satz 15.1:

Satz 16.1. Die Abbildung Ad |spin, = Ad|spin, ist ein surjektiver 2:1-
Homomorphismus von Spin, auf SO,, mit Kern {£1}. Also ist

(73) SO,, = Spin, /{£1}.

Wir wollen nun diese Gruppen fiir kleine n der Reihe nach ansehen.
Dabei beachten wir, dass Spin,, in CI;| liegt; mit Hilfe des von der Ab-
bildung e; — e;e, erzeugten Isomorphismus Cl,_; — CI werden wir
also aus der Matrizendarstellung von C1,,_; eine Matrizendarstellung
von Spin,, erhalten, genannt Spindarstellung.

n=1: Clf 2 Cly=R und Spin; =S = {+1} C R.

n=2: C’l§L >~ (Ol; = C und Spin, = S* C C.

n=3: Clf 2 Cly,=H und Sping =S* C H

n=4: Clf 2Cl3=H x Hund Sping =S* x $* C H x H.

n="7 Cli = Clsg = R®® und Spin; wird als Gruppe erzeugt von
den Produkten L, L,, von Linksmultiplikationen mit imaginéren
Einheitsoktaven (v,w € S® € @' = R"). Da diese orthogonal

und Spin; zusammenhingend ist,* ist Spin; eine Untergruppe
von SOg.*?

41 Alle Spin-Gruppen Spin, mit n > 2 sind zusammenhiingend, denn die Sphére
S7~1 ist zusammenhiingend, und nach (72) lisst sich jedes Element von Spin,, als
v1 ... vy mit v; € S"7! darstellen, wobei n’ = n falls n gerade und n’ =n — 1 falls
n ungerade; durch Hinzufiigen von trivialen Faktoren vom Typ —vv = 1 kann man
diese Maximalanzahl ja immer erreichen. Aus demselben Grund ist Spin, sogar
einfach zusammenhdngend fir n > 3, d.h. jede geschlossene Kurve in Spin,, ldsst
sich auf einen Punkt zusammenziehen. Deshalb ist Spin, fir n > 3 die universelle
(= einfach zusammenhiingende) Uberlagerung von SO,,, denn 2:1-Abbildungen sind
Beispiele von Uberlagerungen.

2Wir werden im folgenden Abschnitt diese Untergruppe genau bestimmen. Be-
reits jetzt konnen wir an den Dimensionen ablesen, dass Spin; nicht ganz SOg
ausfiillen kann: Die Orthogonale Gruppe O, C R™*" ist eine Mannigfaltigkeit,
genauer ein regulires Urbild, definiert durch die Gleichung A*A = I, und SO,
ist eine offene und abgeschlossene Teilmenge darin, definiert durch die Gleichung
det A > 0 oder det A = 1. Der Tangentialraum 7750,, im Punkte I (Einheitsma-
trix) ist der Raum der antisymmetrischen Matrizen {X € R™*"; X! + X = 0},
denn die Ableitung X = A’(0) einer Kurve A(¢) in O, mit A(0) = I erfiillt
0 = (A'A)(0) = X' + X. Die Dimension dieses Raumes ist leicht abzulesen:
Wir koénnen die Koeffizienten einer antisymmetrischen Matrix oberhalb der Dia-
gonale beliebig vorgeben; unterhalb stehen dann die gleichen Koeffizienten mit
anderem Vorzeichen und die Diagonalelemente sind alle Null. Wir koénnen also
(n? —n)/2 = n(n — 1)/2 Koeffizienten frei wiihlen; diese Zahl ist die Dimension
von O,, SO,, und Spin,,. Damit ist dim Spin; =7-3 =21 <dimSOg =4-7 = 28.
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n=6:Clf = Cly; = CY* also besteht Sping aus Elementen von
Spin; C SOg, die gleichzeitig in C*** liegen, also komplex li-
near sind.** Die komplex linearen Elemente von SOg bilden die
Gruppe Uy, also gilt Sping C U;. Aus dem Vergleich der Di-
mensionen®* sieht man Sping = SU,.

n=>5: Cl = Cl; = H**? also besteht Spins; aus Elementen von
Spin; C SOg, die gleichzeitig in H?*? liegen, also quaternio-
nal linear sind.*® Die quaternional linearen Elemente von SOg
bilden die Gruppe Sps, also gilt Spins C Sps, und der Dimen-
sionsvergleich®® ergibt Spins = Sp,.

n=2_8: Clf = Cl; = R¥® x R®® und Sping wird als Gruppe von
Matrizen der Form

(., ") (o, ) = (T _pp,)

mit u,v € ST C O = R? erzeugt, vgl. S. 25, Fall n = 8. Da
Ly, L,,—1 € SOg, ist Sping eine Untergruppe von SOg x SOg.
Wir werden diese im folgenden Abschnitt genau bestimmen.

n=m+8: Spinm+s C Cli. ¢ = Cly_11s = Cly_1 ® R0 nach dem
Periodizitétssatz 14.1.

43Das sieht man auch direkt: Sping benutzt nur Le,,...,Le; und nicht L., ; also
vertauschen die Elemente von Sping mit der komplexen Struktur J = L., sind
also komplex linear beziiglich der auf R® definierten komplexen Skalarmultiplikation
cv = av + bJv fiir ¢ = a +ib € C und v € R3.

4“Dje Unitdre Gruppe U, C C™ ™ ist durch die Gleichung A*A = I defi-
niert; der Tangentialraum im Punkt I ist der Raum der antihermiteschen Matrizen
{X e C"™; X*+ X =0}, denn X* + X ist die Ableitung von A* A, siehe die vor-
vorige Fufinote. Eine antihermitesche Matrix ist auf der Diagonale rein imaginér
und oberhalb der Diagonale beliebig komplex, die Elemente unterhalb der Diago-
nale sind dann bestimmt wegen x;; = Z;;. Es gibt also n(n — 1)/2 komplexe und
n reelle Parameter, insgesamt also n(n — 1) +n = n? reelle Parameter. Die U, hat
demnach Dimension 16, wihrend die Sping wie die SOg die Dimension 3 -5 = 15
hat. Somit ist Sping eine 15-dimensionale Untergruppe der Uy, und da gibt es nur
eine, ndmlich SU,.

45Wieder sieht man dies auch direkt: Spins benutzt nur L., ,..., L., und ver-
tauscht deshalb mit den antikommutierenden komplexen Strukturen J = L, und
K = L.,; diese definieren eine quaternionale Skalarmultiplikation auf R®, und die
Elemente von Spins sind beziiglich dieser Skalarmultiplikation linear.

46Dje Symplektische Gruppe Sp, C H"*"™ wird durch die Gleichung A*A = I
definiert, deren Ableitung in I die Gleichung X* + X = 0 ist. Der Tangential-
raum der Sp, im Punkt I ist daher der Raum der quaternional antihermiteschen
Matrizen. Eine solche Matrix ist rein imaginédr auf der Diagonale und beliebig
quaternional oberhalb der Diagonale; die Anzahl der reellen Parameter ist dem-
nach 4n(n — 1)/24+3n = n(2n — 2+ 3) = n(2n + 1). Fir n = 2 ergibt sich
dim Sps =2 -5 =10 und dim Spins = dim SO5 = 5 - 2 = 10, also ist Spins = Sps.
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Jede der Gruppen Spin,, operiert also als Gruppe orthogonaler Ma-
trizen auf einem ganz bestimmten Vektorraum S,, = RP, wobei p =
1,2,4,4,8,8,8,8 fiir n = 1,2,3,4,5,6,7,8;, man beachte C = R? und
H = R*. In den Fillen n = 4 und n = 8 zerfillt die Spindarstellung in
zwei Blocke, d.h. die Gruppen Sping und Sping lassen zwei zueinander
orthogonale Riume S;™ und S, (beide isomorph zu R* bzw. zu R¥) inva-
riant. Fiir n = m+8ist S,, = S, @R bzw. ST = SLRQRIS; fiir die zwei-
te Periode n =9, ..., 16 gilt also p = 16, 32, 64, 64, 128, 128,128, 128.47

Den Raum S bzw. ST nennt man auch Spinor-Raum, seine Elemente
Spinoren. Fiir seine Dimension p gilt p > n mit Gleichheit nur fiir
n=1,2,4,8 (Dimension der normierten Algebren R, C, H, Q).

17. DIE TRIALITAT DER OKTAVEN

Satz 17.1. Sping ist die folgende Untergruppe von SOg x SOg: Fiir
jedes (A, B) € SOg x SOs gilt: (A, B) = a € Sping genau dann, wenn
es ein C € SOg gibt (ndimlich C' = Ad,) mit

(74) C(x)A(y) = B(zy)

fir alle x,y € Q.

Beweis. Jeder Vektor x € V = R® = O wird in Clg eingebettet als
Matrix (, %), vgl. S. 25, Fall n = 8, und C' := Ad, bildet jeden
Vektor x € R® wieder auf einen Vektor z € R® ab und ist durch diese
Eigenschaft gekennzeichnet, (vgl. Satz 15.2):

() (o, ) (M p) = (2. 77)

Daraus ergeben sich die Gleichungen

ALjBt - Lg

BL, A" = L,
die zweimal dasselbe aussagen (die zweite Gleichung ist die Transpo-
nierte der ersten), ndmlich BL, = L,A mit z = Ad, z. Wendet man

beide Seiten auf ein y € O an, so ergibt sich BL,y = B(xy) und
L, Ay = z(Ay) und damit B(zy) = (Cxz)(Ay) fiir C = Ad,. O

Die Gleichung (74) wird oft auch als Trialitdt bezeichnet. Eine Tria-
litdt ist eigentlich dasselbe wie eine Trilinearform, die hier durch die

4TDiese zweite Periode ist fiir die Geometrie besonders interessant; vier der Sym-
metrischen Rdume vom Ausnahmetyp

Fy/Sping, Eg/(Spinig-Ui), E7/(Spinis-Sp1), FEs/Spinie
mit Dimensionen 16, 32, 64, 128 haben Sy, Sig, Si2, S{% als Isotropiedarstellung.
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Abbildung

(75) ts:0Ox0Ox0—-R, txy,z) = (xy,z)

gegeben wird. Ein Automorphismus der Trilinearform ¢ ist ein Tripel
(A, B,C) € (SOg)? mit tg(Cx, Ay, Bz) = tg(x,y,2) fir alle z,y,2 €
0."® Damit sagt Satz 17.1 einfach

(76) Sping = Aut(ts),

wobei man die Elemente von Sping nicht mehr als Paare (A, B) =
a, sondern als Tripel (A, B,C) = (a, Ad,) auffasst: ts(Cz, Ay, Bz) =

(Cx)(Ay), Bz) @ (B(ay), B2) = (wy, 2) = ts(x,y, 2).

Satz 17.2. Spin; ist die folgende Untergruppe von SOg: Fiir jedes
A € SO0g gilt A = a € Spiny genau dann, wenn es C' € SOg gibt
(namlich C' = Ad,) mit

(77) (Cz)(Ay) = A(zy)
fir alle x,y € Q.

Beweis. Der Vektorraum V = R7 = Q' wird in Cl; eingebettet, in-
dem wir jedem z € Q' die Matrix (L-T 7Lz) zuordnen, vgl. S. 25, Fall
n = 7. Die Spin; wird erzeugt von Matrizen (L” —Lv) (L“’ —Lw> =
(Fole Lol ). Die davon erzeugten Matrizen sind vom Typ a = (4 ;)
mit A € SOg, aber nicht alle solche Matrizen liegen in Spin;, sondern

nach Satz 15.2 nur genau diejenigen, die den Unterraum Q' C Cl;

erhalten:
(4 4) (Lx —Lv) (At At) = (Lz 7LZ)7

also AL, A" = L, oder AL, = L,A fiir z = Cz mit C = Ad,. Ange-
wandt auf ein y € Q' ergibt sich A(xy) = (Cz)(Ay). O

Wenn wir (74) mit (77) vergleichen, sehen wir:

Folgerung 17.1.
(78) Spin; = {(A,B,C) € Sping; A= B},
(79) G = Aut(0) = {(A,B,C) € Sping; A=B=C}

Folgerung 17.2. Die Gruppe Spin; operiert transitiv auf der S7, und
die Standgruppe (Stabilisator, Isotropiegruppe) der Eins 1 € ST C O ist
die Gruppe G = Aut(Q).*

48Dje Reihenfolge C, A, B ist natiirlich willkiirlich; wir haben sie an die Gleichung
(74) angepasst. In der Tat kann man die Reihenfolge leicht éndern, wenn man die
Symmetrie-Eigenschaften von tg ausnutzt: (zy,z) = (y,Zz) und (xvy, z) = (JT, 2)
iibersetzen sich in ts(z,y, 2) = ts(T, z,y) = ts(y, T, 2)).

49Man schreibt dafiir oft S7 = Spiny /Gs.
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Beweis. Da L, fiir jedes v € S7 eine Isometrie ist mit L, (1) = v, gilt
L,(Q) = v*. Fiir jedes z € S” wihlen wir v € Q' mit v L z. Dazu
gibt es w € Q' mit L,L,1 = L,w = x; wir konnen also 1 € S7 mit
L,L, € Spin; auf x € S7 abbilden, und damit wirkt Spin; transitiv
auf S7.°° Wenn wir die Gleichung (77) auf y = 1 anwenden, ergibt sich
C(z)A(1) = A(z) fir alle x € O. Somit gilt A(1) =1 <— C=A

4 e AutO. O

18. DER BOTTSCHE PERIODIZITATSSATZ

Ein ganz anderer Beweis des Periodizitédtssatzes wird in dem Buch
von J. Milnor, Morse Theory (Princeton 1963) gegeben, zwar auch mit
Clifford-Darstellungen, aber ohne die Anti-Cliffordalgebra und ohne
Tensorprodukte. Das Ziel dieses Beweises ist eigentlich ein topologi-
sches Resultat, der bereits erwidhnte Bottsche Periodizitédtssatz, vgl.
Fufinote auf S. 30, der die Homotopiegruppen der Drehgruppe SO, fiir
grofe n berechnet. Ich méchte zunédchst diesen Hintergrund kurz schil-
dern.

Die erste Homotopiegruppe oder Fundamentalgruppe m (M) einer
Mannigfaltigkeit M besteht aus den Homotopieklassen aller Wege zwi-
schen zwei Punkten p,q € M, d.h. stetigen Abbildungen v : [0,1] — M
mit v(0) = p und (1) = ¢.** Die zweite Homotopiegruppe (M) ist
die erste Homotopiegruppe des Wegeraums (M), die aus allen We-
gen von p nach ¢ (mit der Topologie der gleichméfiigen Konvergenz)
besteht. Wéhrend die erste Homotopiegruppe (M) die Zusammen-
hangskomponenten (gleich Homotopieklassen) von (M) unterschei-
det, gibt die zweite mo(M) an, auf wieviele nicht dquivalente Wei-
sen zwei Wege ineinander deformierbar sind. Dies kann man weiter-
treiben: Die dritte Homotopiegruppe m3(M) ist die erste Homotopie-
gruppe des Wegeraums des Wegeraums, 7 (£2(2(M))), und wenn man
rekursiv mit QF(M) den Wegeraum von QF~1(M) bezeichnet, dann
ist mpy1(M) := 7 (QF(M)).5? Der Bottsche Periodizititssatz sagt nun
Tr+8(S0y) = m(SO,,), falls n >> k.

%0Djeses Argument verdanke ich Simon Kapfer.

5IDje Wahl der Punkte p und ¢ ist fast egal, aber die Gruppenstruktur sieht
man nur im Fall ¢ = p, denn zwei solche Wege kann man nacheinander durchlaufen
(Produkt) und jeden auch riickwiirts durchlaufen (Inverses); das Neutralelement ist
der konstante Weg p.

52 Alternativ dazu kann man (M) auch als die Menge der Homotopieklassen
von stetigen Abbildungen f : S¥ — M ansehen, wobei ein Wert vorgegeben ist, z.B.
f(ex+1) =p.
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Der Wegeraum einer Mannigfaltigkeit M ist ein riesiges, unendlich
dimensionales Objekt. In Milnors Beweis wird es fiir M = SO,, (n gera-
de) und p = I, ¢ = —1I, durch ein endlich dimensionales Modell €; er-
setzt, das nur eine kleine Menge von Wegen zwischen p = I und ¢ = —1
enthélt, ndmlich die kiirzesten Kurven zwischen p und ¢ innerhalb von
SO, die minimalen Geoddten. Milnor zeigt,”® dass dieses Minimodell
sich fiir die Homotopiegruppen mit kleinem Index genauso verhalt wie
der grofle Wegeraum und insbesondere die gleiche Fundamentalgruppe
besitzt also m(S0,) = m(Q(SO,)) = m(Q1). Nun weil man, dass
jede vom Neutralelement ausgehende Geodite in SO, ein Gruppen-
homomorphismus 7 : (R, +) — SO, ist,>® genau wie im R", wo die
Geraden durch 0 ja ebenfalls Homomorphismen R — R"™ sind. Wenn
zusiitzlich (1) = —1, dann ist y(3) = J eine kompleze Struktur, d.h.
J? = —I. Umgekehrt kennzeichnet der Wert v(3) = J allein bereits
den Homomorphismus ~. Wir kénnen daher den Wegeraum Q(SO,,)
durch die Menge €2; der komplexen Strukturen in SO,, ersetzen, und
auch (£4) verhalt sich wie Q(22(50,,)).

Ganz ghnlich kénnen wir ©(€2;) wieder durch eine kleine Menge von
Wegen in 2y ersetzen, ndmlich die Geodéten in €2y von J; nach —J; fiir
ein festes J; € 1. Diese lassen sich sogar durch Geodéten der grofleren
Mannigfaltigkeit SO,, realisieren (€ ist totalgeoddtisch in SO,, wie
man sagt), also durch Kurven J;7(t) fiir gewisse Geodéaten v von I nach

53Djeser Nachweis ist das Thema des Buches: Morse-Theorie untersucht, wie
sich eine Mannigfaltigkeit auf eine Untermannigfaltigkeit deformieren lisst, die aus
den kritischen Punkten einer Funktion besteht. Die “Mannigfaltigkeit” ist hier der
Wegeraum, die “Funktion” die Lénge oder Energie einer Kurve zwischen p und g,
die “kritischen Punkte” sind die Geodéten.

5Eine Geodite in einer abgeschlossenen Mannigfaltigkeit M C RY ist eine Kur-
ve v : R — M mit v"(s) L T,)M, d.h. die Tangentialkomponente von ~" ist
Null. Fiir M = SO,, C R™™" {iberfiihrt die Linksmultiplikation mit v(s)~! das
Element 7(s) in das Neutralelement I und damit den Tangentialraum im Punkt
v(s) in den Tangentialraum in I, den Raum der antisymmetrischen Matrizen, denn
die Untermannigfaltigkeit SO,, bleibt invariant unter der Multiplikation mit einem
Element von SO,,. Eine Kurve 7(s) in SO, ist also Geodéte genau dann, wenn

v(s)~19"(s) senkrecht auf allen antisymmetrischen Matrizen steht, d.h. symme-

trisch ist. Diese Eigenschaft erfiillt die Kurve (s) = e5%* = Y, Skk—)fk (Matrix-
Exponentialabbildung) fiir jedes X € T750,, = Raum der antisymmetrischen Ma-
trizen. Die Matrix y(s) = e ist ndmlich orthogonal, weil (e3X)t = esX" = ¢=sX
und somit (esX)tesX = e75XesX = e7sX+sX — 0 — [ AuBerdem ist 7"(s) =
e*X X2 = 4(5) X2 und damit ist y(s) 19" (s) = X? symmetrisch (das Quadrat einer
antisymmetrischen Matrix ist symmetrisch), also ist v(s) = %X Geodiite in SO,,.
Andererseits ist 7 Gruppenhomomorphismus nach dem Exponentialgesetz. Weite-
re Geoditen v mit y(0) = I gibt es nicht, weil v/(0) = X bereits ein beliebiger
Tangentialvektor in [ ist.
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—1 in SO,,. Fiir diese muss J;7(t) € Q; gelten, insbesondere J;.J, €
fiir J, = v(3) (und das ist auch schon hinreichend). Das heifit, J;.J
ist selbst eine komplexe Struktur: J;JoJiJo = —I. Weil andererseits
JiJoJoJ; = —J1J1 = I, bedeutet dies J1Jo = —JoJ;, d.h. J; und J,
miissen antikommutieren. Milnor definiert deshalb €, C €, als Men-
ge aller komplexen Strukturen .Jy € 2, die mit einem fest gewéhlten
J1 € ; antikommutieren. Dies lésst sich fortsetzen: Wenn die Mengen
Q; von komplexen Strukturen in SO, und Elemente J; € €; bereits de-
finiert sind und antikommutieren fiir ¢ = 1,...,k — 1, dann definieren
wir rekursiv €2, als Menge aller J, € Q_4, die mit Jy,..., Jy_1 anti-
kommutieren; €2 ist somit die Menge aller Erweiterungen einer festen
Darstellung von Cl;_; zu einer Darstellung von Clj. Die so definier-
te Mannigfaltigkeit €, dient als Minimodell des Wegeraums Q*(S0,,).
Milnor berechnet die §2;, siehe néchstes Kapitel, und zeigt insbesondere
Qg = SOy, 16; damit ist der Bottschen Periodizitétssatz bewiesen, denn
die Homotopiegruppen 7 (S0O,,) hingen gar nicht mehr von n ab, wenn
n nur geniigend grof ist.*

19. KETTEN VON CLIFFORD-DARSTELLUNGEN

Wir wollen nun die Mannigfaltigkeiten €2, der Reihe nach untersu-
chen. In den folgenden Argumenten ordnen wir jedem Jj, € € jedesmal
einen Unterraum von V mit bestimmten Eigenschaften zu; in jedem
Fall ist noch zu zeigen (was wir hier nicht tun), dass Ji aus diesem
Unterraum zuriickgewonnen werden kann.

1. €2, ist die Menge der komplexen Strukturen in J € SO,,. Dazu muss n
eine gerade Zahl sein. ; hat zwei Zusammenhangskomponenten®® wie
man bereits fiir n = 2 sieht, wo die Links- und die Rechtsdrehung um
90° als komplexe Struktur zur Auswahl stehen; wir wihlen eine Kom-
ponente und darin ein J; aus und nennen die Komponente €;(./;). Die
komplexe Struktur J; macht unseren Ausgangsraum V' = R" zu einem
C™2. Die Gruppe SO, wirkt transitiv auf der Zusammenhangskom-
ponente von J; durch Konjugation, und die Stabilisatorgruppe von J;

5Das sieht man aus der sog. ezakten Homotopiesequenz der Faserung S0p,4+1 —
S", A — Aeny1, mit Faser SO, die lautet: 73 (SO,, — 7 (SOpt1) — 7 (75™) —
Tk—1(S0,). Da S™ die Einpunkt-Kompaktifizierung des R™ ist, verschwinden alle
Homotopiegruppen von S™ bis zur Ordnung n—1, deshalb ist 75 (SOp41) = 7 (SO,,)
fir k < n.

6Jedes J besteht aus 90°-Drehungen in 7/2 zueinander senkrechten Ebenen mit
Orientierung. Jede orthogonale Zerlegung in Ebenen kann in jede andere durch
eine Drehung {iberfithrt werden, aber es konnen immer nur zwei Orientierungen
gleichzeitig durch eine Drehung geéndert werden.
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ist die Gruppe aller orthogonalen Abbildungen, die auch noch komplex
linear sind, also die U, /2. Wir schreiben ;(Jy) = SO,, /U, /s.

2. ()5 besteht aus allen Jy € €1y, die mit J; antikommutieren. Jedes
Jo € €y bildet mit J; zusammen eine quaternionale Struktur auf R",
die die durch J; gegebene komplexe Skalarmultiplikation zu einer qua-
ternionalen erweitert, also V' = C"?2 zu H* macht. Die Gruppe U,
wirkt transitiv auf Q, mit Stabilisatior Sp, 4, also Qy = U, 2/ SDn /4.

3. Q3 kann als die Menge aller quaternionalen Unterrdume von V' an-
gesehen werden, die quaternionale Grassmannsche. Um dies zu sehen,
betrachten wir zu jedem J3 € €3 die Matrix Jyo3 := JyJoJ3; umge-
kehrt ist J3 = JoJyJi93 aus Jyo3 wieder zuriickzugewinnen. Die Ma-
trix Jio3 erfiillt (Jio3)> = I und zerlegt damit V' orthogonal in ihre
+1-Eigenrdume: V = W & W/, und da Ji93 auBerdem mit J; und J,
kommutiert, sind diese Eigenrdume invariant unter J; und Js, also qua-
ternionale Unterrdume.

Q3 hat viele Zusammenhangskomponenten, ndmlich die Mengen al-
ler quaternionalen Unterrdume von V' mit einer festen Dimension m,
die quaternionalen Grassmann-Mannigfaltigkeiten, wobei m die Wer-
te 1,...,n/4 annehmen kann. Auf jeder Zusammenhangskomponente
operiert die Gruppe Sp,/4 transitiv (jeder m-dimensionale Unterraum
lasst sich in jeden anderen solchen iiberfiithren). Wir kénnten J; in jeder
der Zusammenhangskomponenten wahlen und diese als Minimodell fiir
03(S0O,,) nehmen, aber diejenige mit m = n/8 ist die reichhaltigste,
und nur fiir sie ldsst sich der Prozess fortsetzen. Deshalb nehmen wir
an, dass n durch 8 teilbar ist und betrachten diese Komponente, fiir
die W und W’ die gleiche Dimension m = n/8 haben. Die Stabilisator-
gruppe ist hier Sp. Spy,, also Q3(J3) = Spom/(SPm X Spm)-

4. )4 kann mit der Gruppe Sp,, identifiziert werden. Statt J, € 4 be-
trachten wir lieber die Matrix Jsy = J3Jy, die mit Ji93 antikommutiert
(34123 = 31243 = 12343 = —12334) und deshalb die £1-Eigenrdume
W und W’ von Jja3 vertauscht. Da Jss auBlerdem mit J; und Jy ver-
tauscht, wird W durch Js4 quaternional linear (und orthogonal) auf W’
abgebildet, und die Einschrinkung von J34 auf W bestimmt bereits die
ganze Abbildung Js4, da (J34)? = —I. Indem wir W und W’ mit H™
identifizieren, wird .J54 zu einem (beliebigen) Element von Sp,,.

5. (25 kann als die Menge der m-dimensionalen komplexen Unterrdume
X von W mit X L JoX angesehen werden. Statt J5 € (25 betrachen wir
lieber Jy45 = J1JyJs . Diese Matrix ist symmetrisch und kommutiert
mit Jyo3, denn 145123 = 151423 = 114523 = 112453 = 112345 = 123145.
Deshalb erhélt .J,45 den Eigenraum W von Jo3 und hat dort selbst die
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Eigenwerte £1, zerlegt W also orthogonal als W = X @ X'. Da Jy45 mit
Ji kommutiert (1145 = 1451) und mit J, antikommutiert, wird diese
Aufspaltung durch J; erhalten und durch .J; vertauscht. Also ist X ein
komplexer Unterraum und X' = J, X.

Q5 kann als die Menge der Moglichkeiten angesehen werden, den H™
als C™ @ J,C™ darzustellen.’” Die Gruppe Sp,, wirkt transitiv auf der
Menge derartiger Unterrdume X mit Stabilisator Uy, .

6. (26 kann als die Menge aller reellen Unterrdume Y von X mit J;Y L
Y und X =Y & J;Y angesehen werden. Statt Js € (g betrachten wir
dazu die symmetrische Matrix Joyg = JoJyJg; diese kommutiert mit
Jio3 (denn 123246 = —213246 = 241326 = —246132 = 246123) und
mit Ji45 (denn 145246 = —214546 = 241546 = —246154 = 246145).
Damit lasst Joye den Unterraum X invariant und spaltet ihn in seine
+1-Anteile auf: X =Y @& Y’, und J; vertauscht diese beiden Raume,
da es X invariant ldsst und mit Joug antikommutiert.

Qg ist also die Menge der reellen Strukturen auf X im Sinne der
voranstehenden Fufinote. Die Gruppe U,,/» wirkt darauf transitiv mit
Stabilisator O, s.

7. Q)7 kann als die reelle Grassmannsche aller reellen Unterrdume Z von
Y angesehen werden. Statt J; € 27 betrachten wir dazu die symmetri-
sche Matrix J167 = Jl J6J7, die mit J1237 J145 und J246 Vertauscht58 und
deshalb den (reellen) Raum Y in seine £1-Anteile zerlegt: Y = Z & 2’
mit 7' = Z+.

Q7 hat viele Zusammenhangskomponenten, eine fiir jede mogliche
Dimension p von Z. Wieder ist die mittlere Dimension p = m/2 die
reichhaltigste; fiir sie allein lédsst sich der Prozess fortsetzen. Wir neh-
men daher an, dass m gerade ist (und n = 8m durch 16 teilbar) und
wéhlen J; in der Zusammenhangskomponente zu p = m/2.

8. 2g kann mit der Orthogonalen Gruppe O, identifiziert werden. Da-
zu ersetzen wir Jg € (g durch die komplexe Struktur J,3 = J;Jg, die
mit Jyo3, J145, Joge kommutiert (keine gemeinsamen Indizes) und mit
Jig7 antikommutiert. Deshalb lasst J7s den Raum Y invariant und ver-
tauscht die Eigenrdume von Ji7¢ in Y, definiert also eine Isometrie von
Z nach Z’ und zuriick. Indem wir Z und Z’ mit R? identifizieren, wird
J7g zu einem Element von O,,.

5TEine solche Aufspaltung wird manchmal auch (in einem neuen Sinn) als total
komplexe Struktur in dem quaternionalen Raum W bezeichnet, so wie man eine
Aufspaltung des C™ in R™ @ iR"™ als (total) reelle Struktur bezeichnet.

58Djie obigen Rechnungen zeigen, dass Jijie und J,q, vertauschen, wenn {i, 7, k}
und {p, ¢, 7} genau ein Element gemeinsam haben.
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Die Gruppe O, und damit €2g hat zwei Zusammenhangskomponen-
ten, Determinante 1 und Determinante —1. Nach Wahl von Jg kann
die Zusammenhangskomponente (g(Jg) mit SO, identifiziert werden,
und die Periode der Lénge 8 ist vollendet.

Alternativ konnen wir die letzten vier Schritte auch so sehen: Wir
gehen nur von der Gruppe Sp,, aus, die auf dem quaternionalen Vektor-
raum W operiert, mit der quaternionalen Rechts-Skalarmultiplikation
R; = Jilw und R; = J,|w, die mit allen Elementen von Sp,, vertauscht,
und vergessen die ganze iibrige Struktur; die weiteren Jj, werden als
komplexe Strukturen J, = J3Ji|w in Sp,, angesehen.

5’. Q)5 ist die Menge aller komplexen Strukturen Js in Sp,, und kann
mit der Menge der komplexen Unterrdume X 1 R; X mit W = X @
R; X identifiziert werden. Statt Js betrachten wir dazu Ji5 = R;Js. Da
R; und j5 kommutieren und beide zu —/I quadrieren, ist hat j15 das
Quadrat [ und spaltet W in die £1-Eigenrdume auf: W = X ¢ X'.
Weil j15 mit R; kommutiert und mit R; antikommutiert, wird diese
Zerlegung von R; erhalten (die Unterrdume sind also komplex) und
von R; vertauscht, also ist X’ = R; X, was zu zeigen war.

6. Qg ist die Menge aller komplexen Strukturen Jg € Q5, die mit dem
fest gewéhlten Js € Qs von vorher antikommutieren. Diese kann fol-
gendermaflen mit der Menge der reellen Strukturen von X (reelle Un-
terrdume Y C X mit R;Y L Y und X = Y @ R;Y) identifiziert werden.
Statt J betrachten wir dazu die Matrix Jog = R, JG mit (J26) =1,
die mit J15 kommutiert: J15J26 = R R J5J6 R R J6J5 J26J15 Des-
halb lisst sie den Fixraum X von .J;5 invariant und zerlegt ihn in ihre
+1-Eigenrdume: X =Y @ Y’. Da sie andererseits mit R; antikommu-
tiert (Rij% = R, R; Js = —jggR,-), werden diese Eigenrdume durch R;
vertauscht, also ist Y/ = R;Y.

7. Q7 ist die Menge der komplexen Strukturen j7 € Qg, die mit j5 und
Jg antikommutieren und kann mit der reellen Grassmannschen von Y,
der Menge aller reellen Unterrdume von Y identifiziert werden. Dazu
ersetzen wir J; durch die Matrix Jyo7 = Ry.J7 mit (j127)2 = I, die mit
j15 und j26 kommutiert und deshalb die Unterrdume X und Y invariant
lasst und Y in ihre +1-Eigenrdume zerlegt: Y = Z&@ Z'. Da j127 mit R;
und R; antikommutiert, sind damit auch schon die Eigenrédume in Y’ =
R;Y und X' = R; X bestimmt, némlich Jiyr = 1 auf R;Z' und R;Z'®
R;R;Z, und deshalb kann j127 aus Z und Y zuriickgewonnen werden.
Q7 hat viele Zusammenhangskomponenten, parametrisiert durch die
Dimension k der Unterrdume Z C Y = R™. Wir nehmen an, dass m
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gerade ist, m = 2p, und wihlen Jy in der Zusammenhangskomponente
fiir k = p, der reellen Grassmann-Mannigfaltigkeit der p-dimensionalen
Unterrdume in R =Y.

8. Qg ist die Menge der komplexen Strukturen Jg € Q7(j7), die mit
Js, Jg, J; antikommutieren, und kann mit der orthogonalen Gruppe
O, identifiziert werden. Um dies einzusehen, ersetzen wir Js durch
Jos = JoJg mit (j78)2 = —1I, die mit Jy»; antikommutiert und mit
j15 und j26 kommutiert und deshalb die beiden p-dimensionalen Ei-
genrdume Z und Z’ von j127 in Y vertauscht, also eine Isometrie zwi-
schen 7 = RP und Z' = RP definiert. Wir wéhlen j78 in einer der
beiden Zusammenhangskomponenten der Menge der Isometrien von 2
nach Z’, die wir mit SO, identifizieren. Damit ist der zweite Teil der
Periode von Sp,, nach SO, beendet. Wenn p noch einmal durch 16

teilbar ist, kénnen wir den Prozess wiederholen.

Es wére interessant, die Methode von Milnor mit unserem friitheren
Beweis der Periodizitdtssatzes 14.1 und mit den Beispielen in Abschnitt
11 zu vergleichen.*

59Giehe auch den Artikel von M. Atiyah, R. Bott, A. Shapiro: Clifford modules,
Topology 3, Suppl. 1 (1964) pp. 338
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